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1 Topologische Raume

1.1 Metrische Raume (Wiederholung)

Definition 1.1 (Erinnerung).
Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X zusammen mit einer Abbildung

d: X x X — Ry
sodass gilt:
1) d(z,y) = d(y, )
2) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)
3) dz,y) =0 < z=y

In einem metrischen Raum gibt es Begriffe von Stetigkeit, Konvergenz und Kom-
paktheit.

Definition 1.2.
Eine Teilmenge A € X eines metrischen Raumes heif3t offen, wenn

Vee Ade>0:B.(x)cU,

wobei B.(x) :={y e X | d(x,y) < £} der sogenannte e-Ball ist.

Satz 1.3.
Fiir eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen ist dquivalent:

1) f ist stetig (d. h. Vo e X Ye >0 30 > 0: f(Bs(z)) < B(f(x)).)
2) Fir alle offenen Teilmengen U €'Y ist f~1(U) < X offen.

Beweis. Wir zeigen jede Richtung fiir sich.

1) = 2): Sei f stetig und sei U < Y offen; wir zeigen, dass dann auch f~1(U) € X
offen. Sei also z € f~1(U) ein beliebiger Punkt; wir zeigen, dass ein ganzer §-Ball um x
auch in f~1(U) enthalten ist. Dazu setzen wir y := f(x) € U und wéahlen ein ¢ > 0, sodass
B.(y) < U. Wegen Stetigkeit finden wir dann ein § > 0 mit f(Bs(z)) < B.(y) < U.
Aber dann ist Bs(x) < f~H(U).

2) = 1): Fir U < Y offen sei f~(U) offen, und sei z € X, ¢ > 0. Wegen der
Dreiecksungleichung ist B.(y) € Y offen fur alle y € Y und € > 0. Damit sind auch die
Urbildmengen f~!(B.(f(x))) € X offen. Wihle nun ein § > 0, das existiert wegen der
Offenheit, sodass Bs(z) < f~Y(B.(f(z))). Dann gilt f(Bs(z)) < B.(f(x)). O



Beispiel 1.4.
R? hat die Metriken

d(z,y) = /(21 — 1) + (22 — 42)?
d'(z,y) = max(|z1 — w1, |12 — yal)

Folgende Skizze zeigt, wie die Bélle in den Metriken d und d’ aussehen:
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Offenbar erhélt jede beziiglich d offene Menge um jeden Punkt einen offenen Ball in der
Metrik d’ und ist also auch offen in der Metrik d’, und umgekehrt. Beide Metriken liefern
also denselben Begriff von offenen Mengen!

Somit gilt fiir f: R? — R : f stetig bzgl. d genau dann wenn, f stetig bzgl. d’ (wobei R
z. B. mit Standard-Metrik versehen).

1.2 Topologische Raume

Definition 1.5.
Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Menge 7 < P(X) von Teilmengen, die
offen genannt werden, sodass gilt:

1) g, XeT
2) T ist abgeschlossen unter paarweisen Schnitten, d. h. A Be T = AnBeT

3) T ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen, d. h. fir beliebige Mengen [
gilt: U; e T,iel =JU;eT

el

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7 ) bestehend aus einer Menge X und einer
Topologie T auf X.

Beispiel 1.6.
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist durch 7 = {U < X | U offen} eine Topologie
auf X gegeben. Wir nennen diese, die von der Metrik induzierte Topologie.



Beweis. Wir werden zeigen, dass die Menge T tatsédchlich eine Topologie auf X definiert.
e . XeT: :Fiurallexe X (re ) ist Bi(x) € X (Bi(z) € &).

e A\BeT = AnB e T :Seix € AnB. Wegen der Offenheit von A und B finden wir
g,&' > 0, sodass B.(x) € A und Be(x) € B. Damit ist also Buine,e () € AN B.

e UeT,iel= U eT:SeixzelJU.Ist I = F,s0ist | JU; = JeT.
el el el
Ansonsten wahlen wir ein ¢ € I, sodass x € U;. Wegen der Offenheit dieser Menge

U; existiert ein € > 0, sodass B.(z) < U;. Damit gilt aber auch B.(x) < | U;.

el

Beispiel 1.7.

Sei (X, T) ein topologischer Raum und Y < X eine Teilmenge. Wir nennen U < Y rela-
tiv offen, falls eine offene Menge V' € X existiert mit U = V' nY. Dann bilden die relativ
offenen Teilmengen von Y eine Topologie auf Y, die sogenannte Teilraumtopologie.

Sprechweise: Wir sagen ,U < X offen”, wenn die Topologie auf X klar vom Kontext
ist. Wir sagen allerdings niemals ,U ist offen“(also ohne X explizit zu benennen), weil
es normalerweise nicht klar vom Kontext ist, was X ist, d. h. als Teilmenge welchen
topologischen Raums wir U betrachten:

Zum Beispiel konnten wir genauso gut U als Teilmenge des topologischen Raums U mit
der Teilraumtopologie betrachten, als solche ist U offen.

Beispiel 1.8 (weitere Beispiele).
Fir jede Menge X gibt es die diskrete Topologie 7 = P(X) und die indiskrete
Topologie T = {, X }.

1.3 Stetigkeit

Definition 1.9.
Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Radumen heifit stetig, falls fiir alle
U <Y offen gilt, dass auch f~'(U) = X offen ist.

Lemma 1.10.

1) Die Identitit idyx: X — X st stetig fir alle topologischen Riume X = (X, T).

2) Sind X Ly undy % 7 stetige Abbildungen, dann ist auch X RNy stetig.

3) Sei A < Z ein Teilraum und f: X — A eine Abbildung. Dann gilt: X EN| stetig,

genau dann wenn X Ny stetig.

Wenn beim ersten Punkt nicht auf beiden Seiten dieselbe Topologie betrachtet wird, so
wird die Aussage falsch, d. h. idx: (X, 7T) — (X, 7’) ist im Allgemeinen nicht stetig.



Beweis von Lemma 1.10. Der erste Punkt ist klar und der zweite folgt unmittelbar aus
(go /)" U) = f~Hg~Y(U)). Zum Beweis von 3), sei also f: X — A < Z eine Abbildung.
Dann ist f: X — Z stetig genau dann, wenn fiir jede offene Menge U < Z auch
Y U) = f7Y(U n A) € X offen ist. Und die Mengen der Form U n A sind genau die
offenen Mengen von A. O

Beispiel 1.11.
Die Abbildung f: [0,1) — St = {2 € C| |2|] = 1} € C, t — 2™, ist stetig (bzgl. der
Teilraumtopologie):

0,1)— g

st. {
C

R st.

t —

e27‘rzt

(Notation: Mit < werden injektive Abbildungen geschrieben. Wenn keine Abbildungs-
vorschrift angegeben ist, so ist meistens die Inklusion gemeint. Analog wird auch — fiir
surjektive Abbildungen, bzw. Projektionen, verwendet.)

Wir folgern die Stetigkeit der oberen horizontalen Abbildung aus der Stetigkeit der
unteren horizontalen Abbildung (deren Stetigkeit wir aus der Analysis bekannt voraus-
setzen), indem wir zuerst beobachten, dass die linke vertikale Abbildung stetig ist: Denn
fir jedes A < X ist idy4 stetig (nach dem ersten Teil des Lemmas) und somit die Inklu-
sion A — X stetig, wenn A die Teilraumtopologie von X tragt (nach dem dritten Teil
des Lemmas). Somit ist die diagonale Komposition stetig (nach dem zweiten Teil des
Lemmas), und wir schlieflen wiederum, dass die obere horizontale Abbildung stetig ist.
Wir bemerken, dass f auflerdem bijektiv ist, die Umkehrabbildung f~': ST — [0,1)
allerdings nicht stetig:

(T, %)

84

Man beachte den Unterschied etwa zur Linearen Algebra, wo das Inverse einer bijektiven
linearen Abbildung automatisch wieder linear ist.



Definition 1.12.

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen heifit Hom6omorphis-
mus, falls f stetig und bijektiv ist, und die Umkehrabbildung f~1: ¥ — X auch stetig
ist.

Satz 1.13.
Seien m,n € N beliebig. Dann sind R™ und R™ genau dann homdomorph, wenn m = n
15t.
Dieser Satz ist nicht so unschuldig, wie er aussieht:
e R™ R" sind bijektiv fur alle m,n > 1 (Cantor)
e Es gibt stetige Surjektionen R — R” fiir alle n > 1 (Peano-Kurven, siche [Wal|)

In der Vorlesung werden wir diesen Satz fiir m = 1,2 beweisen.

Beispiel 1.14. 1. Trigt X die diskrete Topologie, so ist jede Abbildung f: X — Y
stetig.

2. Trégt Y die indiskrete Topologie, so ist jede Abbbildung f: X — Y stetig.
3. Tragt Y7 x Ys die Produkttopologie, so ist eine Abbildung
f=1,f) X =Y xY,

genau dann stetig, wenn f;: X — Y] stetig ist fiir i € {1, 2}.

Beweis. Fiir die Projektion 7y: Y; x Yy — Y] ist 7y 1(U) = U x Y, € Y] x Y; offen,
falls U < Y] offen; somit ist 7 stetig. Ist dann f stetig, so auch f; = 7 o f und
genauso fo. Sind umgekehrt f;, fo beide stetig, so zeigen wir: Fir U < Y x Y5 offen
ist auch f~1(U) < X offen. Es geniigt den Fall zu betrachten, dass U = U; x Us
ein Produkt offener Mengen in Y; und Y ist. Dann ist

SN x Uy) = f7H(U) 0 faH(Up) € X

offen als Schnitt zweier offener Mengen. O

1.4 Inneres und Abschluss

Definition 1.15.
Sei X ein topologischer Raum und A < X eine Teilmenge. Das Innere von A in X,

notiert A, ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen B < X, die in A enthalten sind.

Die Notation ist insoweit gefdhrlich, das hier — entgegen unserer bisherigen Konvention
— die umgebende Menge X nicht notiert wird und im Zweifelsfalls also extra benannt
werden muss. Das Innere von A, aufgefasst als Teilraum von sich selbst, ist zum Beispiel
immer A.



Bemerkung.
A < X ist offen und tatsdchlich die groBite offene Teilmenge von X, die in A enthalten

ist. Das heifit, fiir alle offenen B < X mit B < A gilt bereits B < A (AuBlerdem ist A
durch diese Eigenschaft eindeutig charakterisiert, d. h. ist B < X irgendeine Teilmenge,

die die genannten Eigenschaft besitzt, so ist bereits B = A.)

Die Elemente von A sind wie folgt charakterisiert.

Bemerkung.

Es gilt z € A genau dann, wenn es eine offene Umgebung U < X von x in X gibt, die
vollstandig in A liegt.

Eine offene Umgebung von z in X ist hierbei eine offene Teilmenge U < X, die x

enthélt. Die Elemente von A werden auch innere Punkte von A genannt.

Beispiel 1.16.
Fir
D" :={zxeR"| ||z|]| <1} € R",
den abgeschlossenen Einheitsball, ist das Innere gerade
D" ={xeR"| [lz] <1},
der offenen Einheitsball.

Dual zum Inneren einer Menge gibt es den Abschluss. Dazu definieren wir zunéchst
abgeschlossene Mengen dual zu den offenen Mengen.

Definition 1.17.
Eine Teilmenge A € X eines topologischen Raumes X (= (X, 7)) heifit abgeschlossen,
falls X — A < X offen ist, dh. X — AeT.

Es gilt:
1) &, X < X abgeschlossen
2) A, B < X abgeschlossen = A u B < X abgeschlossen

3) A; © X abgeschlossen (i€ I) = [ A; € X abgeschlossen.

el

Beweis. Verwende X — ((4;) = (X —4;) und X — (U 4) = N(X — 4). O

el iel iel iel



Warnung: Es gibt i.A. Teilmengen A € X, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind,
und Teilmengen, die weder offen noch abgeschlossen sind.

Eine Topologie auf X wird dquivalent genau durch das Datum der abgeschlossenen
Mengen beschrieben (die offenen Mengen sind genau deren Komplemente), und eine
Abbildung zwischen topologischen Rédumen ist stetig genau dann, wenn die Urbilder
abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

Definition 1.18.

Sei X ein topologischer Raum und A < X eine Teilmenge. Der Abschluss von A in
X, notiert A, ist der Schnitt aller abgeschlossenen Teilmengen B < X, die A enthalten.
Analog zum Inneren, ist der Abschluss die kleinste abgeschlossene Teilmenge, die A
enthélt und ist durch diese Eigenschaft eindeutig charakterisiert.

Bemerkung.

Esgilt X — A = (X — A)".
Beweis. X — A ist die kleinste offene Teilmenge, die in X — A enthalten ist. O

Bemerkung.
re A < Jede offene Umgebung von z in X schneidet A.

Beweis. Es gilt x ¢ A genau dann, wenn x € (X — A)°. Dies ist aber nach der zweiten
Bemerkung nach genau dann der Fall, wenn es eine offene Umgebung von x in X
gibt, die in X — A liegt. O

Die Elemente von A heilen Berithrpunkte von A (in X). Das Innere und der Ab-
schluss definieren Abbildungen P(X) — P(X) der Potenzmenge in sich selbst und die
Topologie wird durch jede dieser Abbildungen dquivalent beschrieben: Zum Beispiel ist
eine Teilmenge A € X genau dann abgeschlossen, wenn gilt A = A.

Bemerkung.
Eine Abbildung f: X — Y ist stetig genau dann, wenn fiir alle Mengen A < X gilt:

F(A4) < fA).

Beweis. Ist f stetig, so ist f~'(f(A)) < X abgeschlossene Teilmenge, die A enthélt, also
gilt Ac f(f ( ) a
zunachst fir B € Y:

Iso f(A) < f(A). Fiir die umgekehrte Implikation rechnen wir

f(f~1(B)) < f(f~1(B)) < B,
also
f=1(B) < f(B).
Ist nun B € Y abgeschlossen, so ist die Inklusion der letzten Gleichung eine Gleichheit,
und wir folgern, dass f~!(B) < X ebenfalls abgeschlossen ist. [



1.5 Hausdorff-Raume

Viele Topologien sind nicht von Metriken induziert, z. B. die indiskrete Topologie (X, {, X}),
falls | X'| = 2. Eine wesentliche Eigenschaft von metrisierbaren topologischen Raumen ist
die Hausdorff-Eigenschaft:

Definition 1.19.
Ein topologischer Raum X heifit Hausdorff’sch, falls es fiir x # y € X offene Umge-
bungen U,V < X von z,y gibt mit U nV = .

Metrische Raume sind Hausdorff’sch, aber die indiskrete Topologie nicht, falls | X| > 2.

10



2 Zusammenhang

2.1 Zusammenhang und Wegzusammenhang

Definition 2.1.
Ein topologischer Raum X heifit zusammenhingend, falls jede stetige Abbdildung f
von X in einen diskreten Raum konstant ist. (D. h. Vz,y e X: f(z) = f(y).)

Wir erinnern hierbei daran, dass ein topologischer Raum D diskret heiflt, wenn alle
Teilmengen offen sind. Mit dieser Topologie sind alle Abbildung aus D in einen anderen
topologischen Raum automatisch stetig; in der Definition ist aber von Abbildung nach
D die Rede — diese sind typischerweise nicht stetig.

Beispiel 2.2. 1. Ein diskreter topologischer Raum X ist genau dann zusammenhén-
gend, wenn |X| < 1. Denn gibt es x # y € X, so betrachte die Abbildung

f: X — {07 1}
0, z==x
Z >
1, z#zx,
die also stetig ist (da X diskret) aber nicht konstant.

X Y

X.

Abbildung 1: Ein diskreter Raum mit zwei Punkten.

2. R — {0} ist nicht zusammenhéngend, denn die Signumsabbildung
sgn: R —{0} — {1,—-1}
ist stetig aber nicht konstant.

3. Sind X und Y zusammenhangend, dann auch ihr Produkt X x Y.

Beweis. Sei f: X xY — D eine stetige Abbildung in einen diskreten Raum D
und seien (z,y),(2',y') € X x Y. Dann gilt f(z,y) = f(2/,y): Dazu betrachte
f(_,y): X — D. Diese Abbildung ist stetig als Verkniipfung stetiger Abbildungen,
denn

X f(y) D
(idx »Cfm /

XxY

11



kommutiert, wobei (idy, const,)(x) = (z,y) sei; diese Abbildung ist stetig geméis
[1.14] Da X ein zusammenhangender Raum ist und D diskret, muss die Abbildung
f(_,y) also konstant sein. Ebenso gilt f(z/,y) = f(2,4') und somit auch f(x,y) =

fy). H

Bemerkung.
Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhéngend, wenn ¢ und X die ein-
zigen Teilmengen sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Beweis. Wir beweisen jede Richtung fiir sich.

,<=* Sei f: X — D stetig und D diskret. Seien z, 2’ € X. Dann ist f~'(f({z})) € X
offen und abgeschlossen und ungleich @f. Damit ist 2’ € X = f~!(f({z})) und

somit f(x') = f(x).

,2=“ Sei U < X offen und abgeschlossen. Wir betrachten die Indikatorfunktion y;
beziiglich U auf X:

XU X—){Oul}

1, zeU
T — )
0, z¢U

Wenn wir {0,1} mit der diskreten Topologie versehen, dann ist xy stetig, also
konstant. Und somit U = J oder U = X.

O

Bemerkung (,Stetige Bilder zusammenhdngender Riume sind zusammenhdngend.”).
Sei f: X — Y eine surjektive stetige Abbildung. Ist X zusammenhéngend, so auch Y.

Beweis. Sei g: Y — D stetig und D diskret. Dann ist auch go f: X — D stetig und
somit konstant. Seien nun y,y’ € Y. Wir wahlen Urbilder z,2" € X, d. h. y = f(z) und

y' = f(2). Dann ist g(y) = (go f)(z) = (g0 f)(2') = g(¥/). O

Korollar 2.3 (Zwischenwertsatz).
Sei X zusammenhdngend und f: X — R stetig. Falls x < y € f(X), so ist sogar

[, y] = f(X).

Beweis. Betrachte f: X — f(X) € R mit der Teilraumtopologie auf f(X). Dann folgt
mit der vorherigen Bemerkung, dass f(X) zusammenhéngend ist. Angenommen es giabe
ein r < z <y mit z ¢ f(X). Dann ist die Abbildung

FXO) PSR {2} "5 R {0} 5 {1, -1)

stetig, aber nicht konstant. (Die erste Abbildung ist stetig nach 3) von [1.10}) O

12



Der aus der Analysis-Vorlesung bekannte Zwischenwertsatz ist der Spezialfall dieses
Korollars fiir X = [0, 1] — denn das Einheitsintervall ist tatsichlich zusammenhéngend,
wie wir als nachstes zeigen:

Satz 2.4.
[0,1] ist zusammenhdngend (in der Teilraumtopologie von R ).

Beweis. Angenommen es gibt eine Teilmenge U < [0, 1], die offen und abgeschlossen sei,
die weder leer noch ganz [0, 1] ist. OBdA 0 ¢ U (sonst ersetze U durch Komplement).
Setze m = inf U. Jede Umgebung von m schneidet U. Also gilt m € U = U. AuBerdem
schneidet jede Umgebung von m die Menge V := [0,1] — U. Damit gilt also auch m €
V = V. Also liegt m e U n'V. (Widerspruch) O

Definition 2.5.
Ein topologischer Raum X heiffit wegzusammenhingend, falls es fiir alle x, y € X eine
stetige Abbildung

v:[0,1] — X

gibt mit v(0) = x und v(1) = y. Wir nennen + einen stetigen Weg in X von x nach y.

X

Mit anderen Worten: X ist wegzusammenhéngend, wenn jede Abbildung {0,1} — X
eine stetige Fortsetzung nach [0, 1] hat, also wenn das Diagramm

-7 F st.

[0,1]

kommutiert.

Bemerkung.
Stetige Bilder von wegzusammenhéangenden Ridumen sind wegzusammenhéngend.

13



Beweis. Sei f: X — Y eine stetige surjektive Abbildung und y,3’ € Y. Wir wéahlen
Urbilder z,2" € X von y,y unter f und einen stetigen Weg ~: [0,1] — X von z nach
2/, Dann ist f o ein stetiger Weg in Y von y nach ¢/'. O

Beispiel 2.6.
R™ — {0} ist wegzusammenhingend fiir n > 1. (Ubungsaufgabe.)

Bemerkung.
Sei X ein wegzusammenhangender topologischer Raum. Dann ist X auch zusammen-
hédngend. (Vorsicht: Die Umkehrung gilt i. A. nicht.)

Beweis. Sei f: X — D stetig und D diskret. Seien x,y € X. Wir wahlen einen stetigen
Weg ~: [0,1] — X von x nach y. Dann ist auch fo~: [0,1] — D stetig und wegen
konstant. Also ist f(z) = f(v(0)) = f(v(1)) = f(y). O

Satz 2.7.
R™ ist homoomorph zu R genau dann wenn n = 1.

Beweis. Die Riickrichtung ist klar. Fiir die andere Richtung sei h: R — R"™ ein Homoo-
morphismus. Dann ist auch

R h R®

R = {0} —>R" —{h(0)}

die untere Abbildung ein Homéomorphismus. Da R — {0} nicht wegszusammenhéngend
ist, ist auch R™ — {h(0)} nicht wegzusammenhiangend. Also ist n = 1. O

2.2 Wegzusammenhangskomponenten
Wir definieren die folgende Relation auf einem topologischen Raum X.

r ~1y <= 7 stetiger Weg in X von z nach y

X

Abbildung 2: Es gilt hier x ~ y ~ z, aber nicht x ~ 2/, y ~ 2’ oder z ~ 2/

14



Die soeben definierte Relation ist eine Aquivalenzrelation.

1) Fir die Reflexivitit, d. h. z ~ z. Betrachte den konstanten Weg bei z, definiert
als Komposition [0, 1] — {z} — X.

2) Fir die Symmetrie sei x ~ y. Dann existiert ein stetiger Weg ~: [0,1] — X von z
nach y. Somit ist aber

v [071] - [Oa]-] - X, t'—’l—t’—’V(l_t)
ein stetiger Weg in X von y nach z. Also auch y ~ z.

3) Fur die Transitivitdt seien  ~ y und y ~ z. Dann existieren stetige Wege
v:[0,1] - X, mit 4(0) = z und y(1) = y, und 7": [0,1] - X mit 7/(0) = y und
7' (1) = z. Wir definieren zunéchst 4”: [1,2] — [0,1] » X viat — t—1 — +/'(t—1).
Nun definiere

5:[0,2] — X
tp»{%ﬂ

t
,y// (t) t

VoA

1
1

Das ist ein wohldefierter stetiger Weg in X von x nach z. (Ganz genau genommen
starten Wege ja immer von [0,1]. Um das zu erreichen, muss man die stetige

Abbildung [0, 1] — [0, 2], t — 2t, vorschalten.)

Wir zeigen nun die Stetigkeit von . Dazu sei A € X eine beliebige abgeschlossene
Teilmenge. Dann gilt 7 1(A4) = v 1(A) u (") (A) < [0,2]. Es geniigt also zu
zeigen, dass 7" 1(A) < [0,2] und (7”)7'(A) < [0,2] abgeschlossen sind. Aus der
Stetigkeit von ~y folgt, dass 7~ 1(A) < [0, 1] abgeschlossen ist, d. h. es existiert eine
abgeschlossene Teilmenge A" € R, sodass

7 (A) =A"n [0,1]
= (A" [0,2]) n ([0,1] n [0,2]) = [0,2] abg.

L. -/ h- 7/
Y v

<[0,2] abg. <[0,2] abg.

Die Abgeschlossenheit von (7”)7(A) < [0, 2] folgt analog.

Wir erinnern daran, dass jede Aquivalenzrelation ~ auf eine Menge X diese disjunkt in
Teilmengen zerlegt, nédmlich in die Aquivalenzklassen

[7] :={ye X |y ~ x}.

Definition 2.8.
Die Aquivalenzklassen dieser Relation sind die Wegzusammenhangskomponenten.
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3 Kompaktheit

3.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Die aus der Analysis-Vorlesung bekannte Definition von Kompaktheit ibertragt sich auf
allgemeine topologische Réaume:

Definition 3.1.

Ein topologischer Raum X heit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teiliiberdeckung hat, d. h. falls gilt: Ist (U;)s eine offene Uberdeckung von
X (d. h. U; € X offen fur alle i € I und X = |J,.; U;), dann existiert eine endliche
Teilmenge J < I mit X = J,.; U.

Beispiel 3.2.
Sei | X| < oo. Dann ist X kompakt. (Allgemeiner: Besitzt X nur endlich viele offene
Mengen, so ist X kompakt.)

Bemerkung (1).
Stetige Bilder von kompakten Réumen sind kompakt.

Beweis. Sei f: K — Y eine surjektive stetige Abbildung und K kompakt. Sei (Uj;);cs eine
offene Uberdeckung von Y. Dann ist (f~1(U;)):cr eine offene Uberdeckung von K. Also
existiert wegen der Kompaktheit von K eine endliche Teiliiberdeckung, d. h. eine endliche
Teilmenge J < I mit K = |J,., /' (U;). Es folgt Y = f(K) = f(U,e, [ (U) =
Uics J(FHU)) = U,y Us. Also ist (U;)ies eine endliche Teiliiberdeckung von Y. O

Bemerkung (2).
Sei K kompakt und A € K abgeschlossen. Dann ist A kompakt (in der Teilraumtopo-
logie).

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von A. Nach Definition der Teilraumtopolo-
gie existieren also offene V; € K mit U; = V; n A. Wir erhalten eine offene Uberdeckung
(Vi)ier v {K — A} von K. Also existiert eine endliche Teilitberdeckung (V;);es v {K — A}
von K. Nun ist (U;) eine endliche Uberdeckung von A. O

Bemerkung (3).
Sei K ein kompakter metrischer Raum. Dann ist K beschrankt, d. h. fir alle x € K
existiert ein N > 0 mit By(z) = K.

Beweis. (B,(z)),en ist eine offene Uberdeckung von K. Also gibt es eine endliche Teil-

tiberdeckung K = B, (z) U B.,(z) U ... U B, (z) fir ein n € N. Dann setze N :=
max{r;}. O
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Satz 3.3.
Sei X ein topologischer Hausdorff-Raum und K < X eine kompakte Teilmenge. Dann
ist K < X abgeschlossen.

Beweis. Wir werden zeigen, dass X — K = (X — K)° gilt, d. h. fiir z € X — K existiert
eine offene Umgebung in X, die vollstandig in X — K liegt. Es gilt:

= {U < K offen | 3V < X offene Umg. von z mit U n' V = ¢}

ist eine offene Uberdeckung von K. Wir wihlen eine endliche Teilitberdeckung Uy, . .., U,
und zugehorige Vi, ..., V, offene Umgebungen von = mit U; n' V; = &. Nun ist V :=
Vin...nV, eine offene Umgebung von x in X, die vollstandig in X — K liegt, denn
VoK =([vi)n () <
i=1

=1

OVmU ]

Korollar 3.4 (Maximumsprinzip).
Sei K # & ein kompakter topologischer Raum und f: K — R stetig. Dann besitzt | ein
Mazimum, d. h. 3x € K Yy e K: f(z) = f(y).

Beweis. Wegen Bemerkung (1) auf Seite (16| ist f(K) < R kompakt. Mit Bemerkung
(3) erhalten wir dann, dass f(K') beschrankt ist. Wir setzen m = sup f(K) € R. Jede
Umgebung von m schneidet f(K), d. h. m € f(K). Da R Hausdorff’sch ist, folgt mit
, dass f(K) < R abgeschlossen ist. Also ist m e f(K) = f(K). O

Korollar 3.5.

Sei K kompakt, Y Hausdorff’sch und f: K — Y stetig. Dann ist f abgeschlossen, d. h.
wenn A € K abgeschlossen ist, dann ist es auch f(A) € Y. (Insbesondere: Ist f bijektiv,
so ist f sogar Homdomorphismus.)

Beweis. Sei A € K abgeschlossen. Dann ist A kompakt und somit auch f(A). Also ist
f(A) € Y abgeschlossen. O

3.2 Kompakte Teilmengen des R”

Satz 3.6.
[0, 1] ist kompakt.

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von [0, 1]. Wir definieren

S :={te[0,1] | [0,¢] wird von endl. vielen der U; tiberdeckt}.

Wir mochten nun zeigen, dass S = [0, 1]. Dazu werden wir zeigen, dass S < [0, 1] offen
und abgeschlossen ist. Denn wegen ist dann entweder S = ¢ oder S = [0, 1]. Ersteres
kann aber nicht sein, da 0 € S.
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o S [0,1] offen: Seite S. Fallst =1¢€ S, dann ist S = [0, 1] und ist somit offen.
Also nehme ¢ < 1. Dann gibt es eine endliche Teilmenge J < I mit [0,¢] < |J,., Us.
Wir wahlen ein ¢ € J mit ¢t € U; und ein € > 0 mit [¢,¢ + ¢) < U,;. Es ist nun
[0,t +¢) < |,y Ui und somit auch [0,t +¢/2] = S.

o [0,1] =S < [0,1] offen: Seit € [0,1] — S (insbesondere t # 0). Wir finden ein
1 € I mit t € U;. Wegen der Offenheit der U; finden wir sogar ein € > 0, sodass
(t—e,t] < U;. Fir alle s € (t —e, 1] hat [0, s] keine endliche Teiliberdeckung durch
die U; (sonst hétte auch [0, t] eine endliche Teiliiberdeckung). Also ist (t —¢,1] <
[0,1] — S eine offene Umgebung von ¢ in [0, 1] — .S und somit ist [0, 1] — S < [0, 1]
offen.

[]

Korollar 3.7 (Heine-Borel).
A < R ist genau dann kompakt wenn A beschrinkt und abgeschlossen in R ist.

Beweis. ,=* haben wir bereits gesehen. Fiir ;<" sei A € R beschrankt und abgeschlos-
sen. Wegen der Beschranktheit existiert ein n € R mit A € [—n,n]. Nach Definition
der Teilraumtopologie ist dann A = (A N [—n,n]) S [—n,n] abgeschlossen. Wegen der
Kompaktheit von [—n,n] ist A somit ebenfalls kompakt. ([—n,n] ist homdomorph zu
[0, 1] und daher kompakt.) O

Um den Satz von Heine-Borel auf den R™ zu verallgemeinern, verwenden wir den folgen-
den Satz.

Satz 3.8.
Seien K und L kompakt. Dann ist auch ihr Produkt K x L kompakt (Produkttopologie).

Den Beweis dieses Satzes verschieben wir auf spater, da er mit einer anderen Charak-
terisierung von Kompaktheit ein Einzeiler ist (siche [3.16)). Ein direkter Beweis, der nur
die Definitionen verwendet, findet sich etwa in [Wal, Seite 40].

Korollar 3.9.
[0,1]™ ist kompakt (in der Teilraumtopologie von R™ ).

Beweis. Dies folgt aus Satz fir die Produkttopologie auf [0, 1], aber diese stimmt
hier mit der Teilraumtopologie iiberein, wie die folgende Skizze andeutet:
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(Wir werden im néchsten Kapitel ein systematischeres Argument kennen lernen, mit
denen sich die beiden Topologien vergleichen lassen.) O]

Korollar 3.10 (Heine-Borel).
Sei A < R"™. Dann gilt A ist kompakt genau dann, wenn A beschrinkt und abgeschlossen
15t.

Der Beweis ist komplett analog zum eindimensionalen Fall.

3.3 Aquivalente Charakterisierungen von Kompaktheit

Aus der Analysis-Vorlesung ist bekannt, dass fiir einen metrischen Raum X gilt:
X kompakt <= Jede Folge in X hat einen Haufungspunkt.

Leider ist fiir allgemeine topologische Rédume X die Implikation <= nicht korrekt. Ein
wesentliches Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass auch fiir allgemeine topologische
Kompaktheit durch Konvergenzbegriffe charakterisiert werden kann; allerdings benotigt
man dafir ein allgemeineres Konzept als Folgen.

Wir arbeiten hierfiir mit der folgenden Begrift:

Definition 3.11.
Ein Grenzproblem in einem topologischen Raum X besteht aus

1) einem topologischen Raum D mit Basispunkt oo € D, sodass D — {0} = D. (Wir
sagen ,D — {00} € D ist dicht*)

2) einer stetigen Abbdildung f: D — {0} — X.
Eine Losung von (D, f) ist eine stetige Erweiterung
F:D—X

von f. Das heif}t, das folgende Diagramm kommutiert.

D—{o} 1" x

dicht

~F st
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Bemerkung.

Eine Losung ist durch den Funktionswert F'(c0) =: a € X bereits eindeutig bestimmt.
Wir nennen dann F(c0) einen Grenzwert von (D, f). Mit anderen Worten ist a € X
ein Grenzwert von (D, f), wenn die durch F(o0) := a definierte Erweiterung von f eine
stetige Abbildung ist.

Beispiel 3.12.
Jede Folge x: N — X in X liefert uns ein Grenzproblem in X wie folgt: Sei

D =Nu {o}
mit der folgenden Topologie:
Ac Doffen < A< NoderIN: {neN|n> N} c A

Dann ist D — {oo} = N (mit der diskreten Topologie versehen), sodass = uns eine stetige
Abbildung D — {0} — X definiert. Somit ist (N U {0}, z) in der Tat ein Grenzproblem
in X.

Eine Losung von (D, x) ist also eine stetige Ergénzung des folgenden kommutativen
Diagramms.

D_{OO} - 7X
Foo
Lo
D

Laut Ubungsblatt 1 Aufgabe 3 b) gilt: F stetig <= z, — Mit anderen Worten:
a ist ein Grenzwert der Grenzproblems (N U {00}, x) genau dann, wenn a ein Grenzwert
der Folge (z,,)nen ist. (Insbesondere ist das Grenzproblem genau dann l16sbar, wenn die
Folge konvergiert.)

Bemerkung.

Grenzprobleme (sogar: Folgen) kénnen durchaus auch mehrere Losungen haben! In
Ubungsblatt 1 wurde gezeigt, dass Grenzwerte von Folgen in Hausdorff-Raumen eindeu-
tig sind (falls sie existieren), und das gleiche Argument zeigt, dass dies auch allgemeiner
fiir Grenzprobleme in Hausdorff-Rdumen stimmt. Tatéchlich gilt sogar:

X ist Hausdorff <= jedes Grenzproblem in X besitzt hochstens einen Grenzwert.

(Ohne Beweis; die Implikation <= wére im Allgemeinen falsch, wenn man nur Grenz-
werte von Folgen betrachtete.)

Bemerkung.

Der Begriff des Grenzproblems findet sich nicht in der Literatur. In den Lehrbiichern
wird stattdessen an dieser Stelle entweder der Begriff eines ,,Netzes“ oder eines ,,Filtern“
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(oder sogar beide) eingefiithrt. Unser Begriff des Grenzproblems ist insofern einfacher
als die anderen beiden Begriffe, dass er lediglich bereits bekannte topologische Konzep-
te verwendet, und hat iiberdies den Vorteil, dass er sowohl Netze als auch Filter als
Spezialfille beinhaltet (sieche Abschnitt fiir einen Vergleich mit der Literatur).

Wir verallgemeinern nun das Konzept eines Haufungspunktes von Folgen auf Grenzpro-
bleme:

Definition 3.13.
Ein Element a € X heiffit Haiufungspunkt von (D, f), falls fiir alle offenen Umgebungen
U< X vonaund V € D von o gilt:

f(V—{o})nU # &.

Das heifit anschaulich: Punkte beliebig nahe bei a werden von Punkte beliebig nahe
bei oo getroffen. Ist z: N — X eine Folge in X, so nennen wir a € X Haufungspunkt
der Folge, falls a ein Haufungspunkt des zugeordneten Grenproblems (N u {oo}, x) ist.
(Explizit heifit dies: Fiir alle offenen Umgebungen U < X von @ und alle N € N gibt es
ein n > N mit z, € U; man tiberlegt sich, dass dies fiir metrische Réume tatséchlich
dquivalent zur e-d-Definition von Haufungspunkten ist.)

Man kann Haufungspunkte auch ohne Quantoren charakterisieren, indem man den Gra-
phen

Graph(f) :={(d, f(d))e Dx X |de D —{owo}} c D x X

von f betrachtet:

Bemerkung.
Fiir ein Grenzproblem (D, f) in X und a € X sind dquivalent:

1) a ist Haufungspunkt von (D, f).

2) (o0, a) € Graph(f) (Abschluss des Graphen in D x X).

Beweis. Die zweite Bedingung ist aquivalent dazu, dass jede offene Umgebung von (0, a)
in D x X den Graphen schneidet. Nach Definition der Produkttopologie geniigt es hierbei,
offene Umgebungen der Form V' x U zu betrachten, wobei V' < D eine offene Umgebung
von o0 und U € X eine offene Umgebung von a ist. Nun bedeutet

V x U n Graph(f) # &

gerade, dass es ein Element der Form (d, f(d)) mit d € V — {00} und f(d) € U gibt, und
das ist wiederum dquivalent zur Bedingung f(V — {0}) n U # . O

Satz 3.14.
Fiir einen topologischen Raum X ist dquivalent:
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1) X ist kompakt.
2) Fir jeden topologischen Raum Y ist die Projektion
X xY-5Y, (v,y) —»y
eine abgeschlossene Abbildung.

3) Jedes Grenzproblem in X besitzt einen Hdufungspunkt.

Korollar 3.15.
Ist X ein kompakter topologischer Raum, dann besitzt jede Folge in X einen Hdufungs-
punkt.

Wie bereits oben erwéhnt, ist die Umkehrung ist i. A. falsch. Allerdings gilt sie fiir
metrische Raume.

Korollar 3.16.
Seien X, Y kompakt. Dann ist auch ithr Produkt X xY kompakt. (Vgl. @

Beweis von[3.16. Sei Z ein beliebiger topologischer Raum. Wir betrachten das kommu-
tative Diagramm von Projektionen:

pr,
XxYxZ A
m /@1
X xZ

Wegen der Kompaktheit von Y ist pry,, abgeschlossen und wegen der Kompaktheit
von X ist pry abgeschlossen. Also ist auch pr}, abgeschlossen. ]

Bevor wir Satz beweisen, analysieren wir die zweite Bedingung etwas néher:

Bemerkung.

Im Setting von gilt:

2) <= V(O < X xY abg. ist 7(C) € Y abg.
<= VYU czxYoffenist Y — (X xY —U) €Y offen
— VYU <X xY offen Vye Y mit X x {y} < U
JV 2 Y off. Umg. von y mit X x V < U

= :2)

Die Implikation 1) = 2')“ wird als ,, Tubenlemma“ bezeichnet. Ist z. B. X =Y = R.
Dann ist U = {(z,y) | -y < 1} < R? offen und enthilt R x {0}. Aber es gibt kei-
ne Umgebung V' € R von 0 mit R x V' < U dies zeigt, dass R das Tubenlemma nicht
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erfillt und damit, laut Satz, auch nicht kompakt ist. Dazu betrachte die folgende Skizze.

e
P . lﬁx{or

:
ae

Beweis von[3.1f] Wir machen einen zyklischen Beweis.

,1)=2)%: SeiU <€ X xY offen und y € Y mit X x {y} < U. Wir betrachten die offene
Uberdeckung

W = {W < X offen | 3V € Y off. Umg. von y mit W x V < U}

von X. Nach Annahme 1) finden wir eine endliche Teiliberdeckung W7, ..., W, mit zu-
gehorigen Vi,...,V,. Dannist V=V, n...nV, €Y eine offene Umgebung von y mit
XxV=_ ,W;xVcU.

»2) = 3)“: Sei (D, f) ein Grenzproblem, d. h. D— {0} < D ist dicht und f: D—{o0} —
X stetig. Dann ist der Abschluss Graph(f) < D x X abgeschlossen und somit nach
Annahme 2) auch

7(Graph(f)) < D
2D—{w}

abgeschlossen. Die linke Seite enthélt also D — {0} = D und insbesondere den Punkt
o0. Also existiert ein a € X, sodass (o0, a) € Graph(f). Wie oben bemerkt heifit das aber
gerade, dass a ein Haufungspunkt von (D, f) ist.

»3) = 1)*: Angenommen, X hat eine offene Uberdeckung (U;);c; ohne endliche Teiliiber-
deckung. Wir setzen D := X u {0}, wobei A € X u {0} offen sei, wenn entweder A < X
oder X u {0} — A von endlich vielen der U; tiberdeckt wird. Dann ist {oo} < X U {o0}
nicht offen laut Annahme. Damit ist also X < X u {00} nicht abgeschlossen und somit
X = X u {0}, und konnen das Grenzproblem
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betrachten. Dieses hat nach Annahme 3) einen Haufungspunkt a € X. Dann ist fiir alle
offenen Umgebungen U < X von a und fir alle i € [ ist (X —U;) nU # &. (Denn
X —U; € X u {0} ist eine offene Umgebung von .) Also gilt fiir alle ¢ € I, dass
ae X —U; = X — U;. (Widerspruch) O

Wir betrachten nun etwas genauer den Zusammenhang zwischen Haufungspunkten und
Grenzwerten. Aus der Analysis ist bekannt, dass fiir eine Folge z: N — X in einem
metrischen Raum und a € X gilt:

a ist Haufungspunkt von x <= a ist Grenzwert einer Teilfolge von .

Leider ist fiir allgemeine topologische Rdume X die Implikation = nicht korrekt, und
sogar gilt fiir nicht-metrische Rdume im Allgemeinen keine der Implikationen in

X kompakt <= Jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge.

(Wir werden im néchsten Kapitel ein Beispiel fur die Ungiiltigkeit von = sehen. Dazu

siehe [4.16)

Definition 3.17.

Seien (D, f) und (D', f') Grenzprobleme in X. Wir sagen (D', f') verfeinert (D, f),
falls es eine stetige Abbildung a: D' — D mit a(0) = o0 und o(D’ — {o0}) € D — {0}
gibt, sodass f' = f o a. D. h. die entstehenden Diagramme kommutieren alle.

F
D’ — {0} - D — {0} 7 X
L
D’ D

O——>00

Teilfolgen liefern Verfeinerungen der zugehorigen Grenzprobleme, wie das folgende Bei-
spiel zeigt:

Beispiel 3.18.
Sei (Z,)nen eine Folge und (2} )ren = (2, Jken eine Teilfolge, d. h. 2’ = z o « fiir die
Abbildung

a:N—->N Lk ng.

Nach Voraussetzung gilt dabei

Ny o0,
k—o0

was wir als Konvergenz der Folge (ng)xey im topologischen Raum Nu {oo} interpretieren
konnen. In die Sprache der Grenzprobleme iibersetzt heifit dies: Das Grenzproblem (N u
{oo}, @) in N U {oo} besitzt oo als Grenzwert. Somit erweitert sich o durch oo — o zu
einer stetigen Abbildung

a: Nu {o} > Nu {w}.
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Dies zeigt, dass das Grenzproblem (Nu{oo}, ') das Grenzproblem (Nu{o0}, ) verfeinert.

Satz 3.19.
Fiir ein Grenzproblem (D, f) in X, a € X ist dquivalent:

1) a ist Haufungspunkt von (D, f).
2) a ist Grenzwert einer Verfeinerung von (D, f).

3) a ist Grenzwert von (D, f) in einer evtl. feineren Topologie, fir die D — {0} < D
immer noch dicht ist.

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass die ersten beiden Aussagen dquivalent sind.

,1) = 2): Es sei D' = Graph(f) u {(0,a)} € D x X (Teilraumtopologie), mit
Basispunkt o := (w0, a) € D'. Weil a Haufungspunkt ist, ist D’ — {0} < D" dicht. Wir
setzen

a: D — DxX T D:;

dann ist (D', f' = f o a) eine Verfeinerung von (D, f). Das Grenzproblem (D', f) hat
eine Losung, gegeben durch die (stetige!) Projektion pry: D" — X, denn diese bringt
das folgende Diagramm zum Kommutieren:

Graph(f) = D — {0} !

| |

D’ = D

X

Prx

Wegen pry(c0) = a ist also a ein Grenzwert von (D', f').
»2) = 1)“: Es sei a Grenzwert einer Verfeinerung (D', f' = f oa) von (D, f). Dann
kommutiert das Diagramm:

D —{ow}—% oD {o} 1

| |

D’ - D

X (1)

F

wobeia(0) = 0 und F(®0) = a. Seien U < X, V < D’ offene Umgebungen von a, .
Dann ist F~(U) n a (V) < D’ eine offene Umgebung von o, also # {wo}. Es folgt,
dass (foa) ™ (U) na™(V) # & ist und somit U n f(V) # & gilt.



Nun werden wir zeigen, dass die zweite und dritte Aussage dquivalent sind.

»3) = 2)“: Sei T’ die feinere Topologie auf D, fiir die F': (D,T’) — X, o0 > a stetig
ist. Dann setze a = id: (D,T’) — D.

»2) = 3)“: Wir betrachten erneut das Diagramm [l Dann nehmen wir fiir 77 die
Quotiententopologie von o auf D (siehe Ubungsblatt 1 Aufgabe 4). Es gilt:

D’ 2 (D, T")
st. o st

L
X

Dabei ist die rechte Abbildung als Ergénzung des Diagramms zu verstehen. Die Ste-
tigkeit von F' impliziert dann mit Aufgabe 4 ¢) vom Ubungsblatt 1 die Stetigkeit der
rechten Abbildung, die wir somit als Losung von (D, f), nach eventueller Verfeinerung
der Topologie zu 7' auffassen kénnen. Weiter ist « stetig fiir die Quotiententopologie
T'; wegen

w e oD — {oo}) € (D' — {oo}) € D — {0}
ist also D — {00} = D auch fir die Topologie 7. O

3.4 Nachtrag: Vergleich zur Literatur

In der Standardliteratur wird Kompaktheit nicht iiber Haufungspunkte von Grenzproble-
men charakterisiert, sondern iiber Hiufungspunkten von Netzen (siehe z. B. [Wall4],
Kapitel 4.1) oder von Filtern (siehe z. B. [Wall4], Kapitel 4.2). In diesem Nachtrag
zeigen wir, als Zusatzmaterial fiir die interessierten Lesenden, dass Netze und Filter
Spezialfille von Grenzproblemen darstellen, und schlussfolgern Charakterisierungen von
Kompaktheit duch Haufungspunkte von Netzen oder Filtern. Wir setzen dabei voraus,
dass der Leser mit den jeweiligen Definitionen vertraut ist.

1) Jedes Netz I — X in X definiert ein Grenzproblem

I X

I'v {0}

wobei die Topologie auf I U {0} genau wie bei Folgen definiert wird. Dabei sind Grenz-
werte (Haufungspunkte) der Netze genau Grenzwerte (Haufungspunkte) der zugehorigen
Grenzprobleme. Wir folgern:

Jedes Grenzproblem in X hat Haufungspunkt = Jedes Netz in X hat Haufungspunkt
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Und es gilt sogar ,<=*“: Fiir ein Grenzproblem (D, f) gilt 0 € D — {o0}) und somit
existiert ein Netz a: [ — D — {0}, das in D genau gegen oo konvergiert. Damit erhalten
wir eine Verfeinerung von (D, f), die durch ein Netz gegeben ist:

f

I © . D—{wn} X

I'v {o} = D

Nach Annahme hat diese Verfeinerung einen Haufungspunkt a, und man sieht mit Satz
3.19, dass a auch Haufungspunkt von (D, f) ist. Mit Satz folgern wir:

Korollar 3.20.
X kompakt <= Jedes Netz in X hat Hdaufungspunkt.

Weiter gilt:
Korollar 3.21.
Fiir ein Netz f: I — X gilt:

a ist Haufungspunkt von f <= a ist Grenzwert eines Teilnetzes von f.
Beweis. Ein Teilnetz definiert eine Verfeinerung der Grenzprobleme ganz analog wie
bei Folgen; dies zeigt <. Ist umgekehrt a Haufungspunkt von (I, f), so wegen Satz
3.19 auch Grenzwert einer Verfeinerung des zugehorigen Grenzproblems. Genau wie
oben besitzt dieses verfeinerte Grenzproblem eine weitere Verfeinerung durch ein Netz
(Ju{w},g = foa). aist also Grenzwert des Netzes (J u {o0}, g), und die Stetigkeit

von a: Ju{w} — I u{oo} besagt genau, dass (J u {0}, g) ein Teilnetz von (I U {0}, f)
ist. [l

2) Jeder Filter F auf X definiert eine Topologie auf X u {0} via
Ac X u{w}offen < A< X oder A— {w} e F.

Wir erhalten ein zugehoériges Grenzproblem:

x4 _x

X v {0}

Korollar 3.22.
X kompakt <= Jeder Filter auf X hat einen Hdufungspunkt.

Beweis. ,=* folgt mit [3.14 Fiir ,«<*“: Im Beweis von [3.14] (3) = 1)) haben wir nur
Filter als Grenzprobleme verwendet. O
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4 Universelle Konstruktionen

4.1 (Ko-)Induzierte Topologie

Wir haben gesehen, dass Topologien auf zwei Mengen X und Y auch eine Topologie
auf X x Y induzieren, namlich die Produkttopologie. Diese hat die Eigenschaft, dass
wir stetige Abbildungen nach X x Y sehr gut verstehen — dies sind namlich genau
die komponentenweise stetigen Abbildungen. Diese Konstruktion besitzt die folgende
Verallgemeinerung:

Satz 4.1.
Sei X eine Menge, (X;)ier €ine Familie von topologischen Raumen und (fi: X — X;)ier
eine Familie von Abbildungen von Mengen. Dann gibt es genau eine Topologie auf X mit:

Fiir jeden topologischen Raum Z und jede Abbildung z: Z — X von Mengen gilt:
7 25 X st stetig — Vie I: 7 2> X L5 X, ist stetig.
Diese Topologie heiit induziert von der Familie (f;);.

Beispiel 4.2.

1) I = ¢&. Die leere Familie induziert die indiskrete Topologie auf X, denn: Die oben
auftretende Bedingung Vi € I...“ist fiir I = ¢ immer richtig, d. h. die von I = ¢J
induzierte Topologie ist charakterisiert dadurch, dass alle Abbildung z: Z — X stetig
sind. Aber dies gilt auch fiir die indiskrete Topologie, und wegen der Eindeutigkeitsaus-
sage in Satz sehen wir, dass die beiden Topologien tibereinstimmen.

2) X € Y Teilraum, Y topologischer Raum. Die einelementige Familie {X < Y Inkl.}
induziert die Teilraumtopologie auf X, denn laut Lemma ist eine Abbildung 7 — X
genau dann stetig, wenn sie aufgefasst als Abbildung Z — Y stetig ist.

3) X1, X, topologische Rdume, X = X; x X,. Die Familie (X —5 X;);e(1,2; der Projek-
tionen induziert die Produkttopologie auf X.

4) (X;)er beliebige Familie von topologischen Raumen, X = [],_; X;. Die Familie (X —>
X;)ier der Projektionen induziert eine Topologie auf [ [,.; X;, die Produkttopologie.
Sie ist charakterisiert durch:

f = (fz‘)z‘eﬁ 4 — HXl stet1g — Yiel: fz 4 —> X, stetlg

iel

Satz 4.3.
Sei X eine Menge, (X;)ier €ine Familie von topologischen Raumen und (f;: X; — X)ier
eine Familie von Abbildungen. Dann gibt es genau eine Topologie auf X mit:
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Fiir jeden topologischen Raum Z und jede Abbildung z: X — Z von Mengen gilt:
X 55 7 stetig «— Yie I: X; 15 X 25 7 stetig.
Diese Topologie heiit koinduziert von der Familie (f;):c;.

Beispiel 4.4.
1) Die leere Familie koinduziert die diskrete Topologie.

2) Y — X Abbildung, Y topologischer Raum. Die einelementige Familie {Y — X} ko-
induziert die Quotiententopologie. (siche Ubungsblatt 1 Aufgabe 4)

3) X1, X, topologische Réume, X = X, 11X5. Die Familie (X; <> X)ieq1,2) der Inklusio-
nen koinduziert eine Topologie auf X; 11 X5, die Disjunkte-Vereinigungs-Topologie.

4) (X;)ier beliebige Familie von topologischen Rédumen, X = [[._; X;. Die Familie
(X; =5 1 Lie; Xi)ier der Inklusionen koinduziert eine Topologie auf X. Sie ist charakte-
risiert durch:

f = (fi)iel: HXZ — 7 Stetlg — Viel: fz Xz — 7 Stetlg

el

Beweis von[{.3 Wir beginnen mir der Eindeutigkeit. Seien T, T’ zwei solche Topologi-
en auf X. Offensichtlich ist id: (X,7) — (X, T) stetig. Also ist auch f;: X; — (X, T)
stetig fiir alle ¢ € I. Damit ist schlieBlich id: (X,7") — (X, T) stetig und somit 7" 2 7.
Analog kénnen wir zeigen, dass auch 7 2 T gilt.

Kommen wir nun zur Existenz. Wir setzen
T:={Ac X |Viel: ff'(A) € X; offen}.

Das ist eine Topologie auf X. (Tatséchlich ist das sogar die feinste Topologie (= grofite
Topologie, d. h. mit den meisten offenen Mengen), die alle f; stetig macht.) Es gilt:

(X, T) = Z stetig
VYU C Z offenist 2 (U) e T
== VYU C ZoffenViel: f7'(2~1(U)) < X; offen
—_—

(z0fi)~1(U)
<= Vielist z o f; stetig.

]

Beweis von[{.1. Der Beweis der Eindeutigkeit ist analog zum Beweis der Eindeutigkeit
fur (4.3
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Fur die Existenz sei T die grobste Topologie auf X, die alle f; stetig macht — eine
solche gibt es tatsdchlich, denn der Durchschnitt von Topologien auf X ist wieder eine
Topologie auf X, und somit liefert die folgende Formel genau das Richtige:

T = N T < P(X).

T’ Top. auf X
fur die alle f; stetig

Fir z: Z — X betrachte die Quotiententopologie 7' auf X. Dann gilt:

Vie l: f; oz stetig
= Viel: fi: (X,T") - X, stetig
—T 2T
— id: (X,T") — (X, T) stetig

— 2: 7 (X, T) 2L (X, T) stetig. O

Dieser Beweis liefert uns allerdings keinen Einblick dariiber, wie die offenen Mengen in
der induzierten Topologie konkret aussehen (im Gegensatz zur koinduzierten Topologie).
Um dies nachzuholen, betrachten wir zunéchst

Ti = {f7'(U;) | Ui € X; offen} < P(X).

Wie man leicht nachrechnet, ist dies eine Topologie auf X, und zwar offenbar die grobste
Topologie, die f;: X — X, stetig macht. Ware T = J,.; 7; eine Topologie, so wére
dies offenkundig die grobste Topologie, die alle 7; enthélt und somit auch die grobste
Topologie, die alle f; stetig macht, und wir hiatten eine Formel fir 7 gefunden. Allerdings
ist die Vereinigung von Topologien i. A. keine Topologie mehr!

Wir benétigen also eine Formel fiir die grobste Topologie, die alle | J,.; 7; enthalt; diese
wird mit {J,.; 7;) bezeichnet, und dass diese exisitiert, sechen wir mit dem gleichen
Argument wie oben). Dazu setzen wir

S = {ﬂ U; | F < I endlich und U; € 7;}

1eF
Nach Konstruktion ist & abgeschlossen unter endlichen Schnitten. Dann ist

T := {bel. Vereinigungen von Elementen aus S} < P(X)

nach Konstruktion abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen, aber immer noch ab-
geschlossen unter endlichen Schnitten — vgl. dazu die Diskussion zur Produkttopologie
im ersten Kapitel. Somit ist 7 eine Topologie auf X und offenkundig enthélt jede Topo-
logie auf X, die | J,.; 7; enthalt, auch schon S und damit auch 7. Also ist 7 = {{J,.; T),
und wir haben eine (leider etwas komplizierte) Formel fiir die induzierte Topologie gefun-
den: Elemente in der induzierten Topologie sind beliebige Vereinigungen von endlichen
Schnitten von Mengen der Form f; ! (U;), wo U; € X; offen.
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Beispiel 4.5.
Offene Mengen in [ [,.; X; in der Produkttopologie lassen sich wie folgt beschreiben:

o [ (Us) = U x I;IXJ
j#

e Elemente in S sind also Mengen der Form [[U; x [] Xj, wobei F' < I endlich

el Jjel—F
und U; € X, offen.

e Die fiir die Produkttopologie offenen Mengen sind genau die Vereinigungen der
Mengen in S.

Man beachte, dass typischerweise Mengen der Form [ [ U;, wobei U; < X offen, nicht in
el

T liegen und somit nicht offen fiir die Produkttopologie sind.

4.2 Weitere Beispiele

Beispiel 4.6.
Auf R betrachten wir die Aquivalenzrelation

T~y <= r—YyeELl

Wir bezeichnen mit R/. die Menge der Aquivalenzklassen und geben dieser Menge, die
durch die Projektion

mR—R/rlz]=24+7Z
koinduzierte Topologie, also die Quotiententopologie.

Behauptung: R /_ und S* < C sind homéomorph.
Beweis. Die Abbildung
f:R— S t— ¥

ist stetig und surjektiv. Aulerdem gilt z ~ y genau dann wenn f(x) = f(y). Wir erhalten
eine wohldefinierte Abbildung f, sodass das folgende Diagramm kommutiert.

_ T
R /N L \@\

Auflerdem ist f_ immer noch surjektiv. Zusétzlich ist f auch injektiv, denn fiir z, y € R

mit f([z]) = f([y]), folgt f(z) = f(y). Also ist = ~ y und somit [z] = [y]. Da f stetig
ist, ist auch f stetig. Es gilt
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e St ist Hausdorff’sch
e R/_ ist kompakt, als stetiges Bild des Einheitsintervalls via der Abbildung
[0,1] — R/, z— [z].

Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv und sogar stetig, denn sie entsteht als
Verkniipfung der stetigen Abbildungen

[0,1] ™R = R/

Also ist f nach ein Hom6omorphismus. ]

Auf dhnliche Art und Weise kann man zeigen, dass
[0,1] /_ mit 0 ~ 1

ebenfalls homdomorph zur S* ist.

0 A
~ ! T
A a>> ~D
0 A
Beispiel 4.7.

Analog zum vorherigen Beispiel betrachten wir auf R? die Aquivalenzrelation

©)=[4]

(,y) ~ (y) = o' —x, y —y e

Dazu betrachten wir erneut den Raum R?/_. Wir zeichnen dazu ein Gitter im R? mit
Gitterbreite 1 und Gitterhohe 1 ein.

N
(o) (1,4)
o ( 9 >
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Wie zuvor finden wir einen Homdomorphismus R?/. —=» S' x S' = T2, (z,y) —
(e?™i@ 2™ Weiter finden wir fiir jedes Element (z,y) € R? einen Reprisentanten im
eingezeichneten Késtchen. Insbesondere sind die Késtchen im Gitter im Quotienten-
raum R?/_ identisch. Im Quotientenraum werden zudem die gegentiberliegenden Seiten
miteinander identifiziert.

(0,4) (4A) T™
E!

Abbildung 3: Links wird in [0,1]? die Identifizierung der Seiten mit kleinen Pfeilchen
angezeigt. D. h. wir identifizieren (x,0) ~ (z,1) und (0,y) ~ (1,y) fiir alle
x,y € [0,1].

(4p)

(o0

Wir erhalten also eine bijektive Abbildung [0, 1]?/. — R?/., die widerrum ein Homéo-
morphismus ist. Also kdnnen wir uns den Quotientenraum als 2-Torus vorstellen. (Nicht
zu verwechseln mit dem Volltorus, welcher sich durch Ausfiillen des gewohnlichen Torus
ergibt.)

Beispiel 4.8 (Kleinsche Flasche).
Wir betrachten [0, 1]?/. mit (x,0) ~ (z,1) und (0,y) ~ (1,1 —y) fiir alle z,y € [0, 1].

Die gegeniiberliegenden Seiten werden miteinander identifiziert. Einmal ganz gewohnlich
und einmal genau entgegengesetzt.

Beispiel 4.9.

Wir betrachten den abgeschlossenen Einheitsball D3 € R? und identifizieren gegeniiber-
liegende Punkte auf dem Rand. Also D3/ mit v ~ —v fiir v € S2.
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\/

Behauptung: D’ /. ~ SO(3) (€ R¥3 = RY)
Beweis. Wir betrachten die Abbildung
f: D> — SO(3)

Rotation um v—Achse

v um Winkel 7-|v|

Diese ist stetig (ohne Beweis) und surjektiv (LA 2). Wir identifizieren
v~ = f(v)=f(V).

SchlieBlich finden wir wieder eine stetige bijektive Abbildung f sodass das Diagramm

I | 50(3)
D3 /N

kommutiert. Da D?/._ kompakt ist und SO(3) Hausdorff’sch, ist f nach ein Homoo-
morphismus. [

Beispiel 4.10 (Pull-back).
Sei

X (2)

|1

N Ve

ein Diagramm von topologischen Raumen und stetigen Abbildungen. Das Pull-back
von [2] ist die Menge

Xy ¥V = {(ey) e X x Y| fla) = gy)} € X x V7.
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Wir erhalten das kommutative Diagramm:

(z,y) , x (3)
(x,y) X xy Y’ J X
i f
Y Y’ J Y

Die Topologie auf X xy Y’ wird von den Abbildungen (¢, f’) induziert. Sie stimmt mit
der Teilraumtopologie von X x Y’ iiberein. Daher sind alle Abbildungen in [3] stetig.

Bemerkung.

Das Diagramm [3|ist die universelle Erweiterung von [2 zu einem kommutativen Quadrat
aus topologischen Rdumen und stetigen Abbildungen, d. h. ist

7Y

it

Y/T>Y

irgendeine Erweiterung von [2] zu einem kommutativen Diagramm von topologischen
Raumen und stetigen Abbildungen, dann existiert genau eine stetige Abbildung c¢: Z —
X xy Y’ sodass das Diagramm

kommutiert.

Beweis. Es ist ¢(z) = (a(z),b(z)). Das liefert uns die Eindeutigkeit. Fiir die Existenz
miussen wir also nur noch priifen, dass uns die angegebene Abbildungsvorschrift tatséach-
lich eine stetige Abbildung liefert. Da die Topologie auf X xy Y’ von den Abbildungen
(¢, f') induziert wird, ist ¢ genau dann stetig, wenn es ¢’ o c und f’ o ¢ sind. Man kann
im Diagramm sofort erkennen, dass ¢’ o ¢ = a und f’ o ¢ = b stetig sind. O
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Beispiel 4.11.
Wir betrachten fiir y € Y das Pull-back Diagramm:

X xy{y}—=X
Lf
{y} Y

Dann ist

Xxy{yb — f{y}) = X
(2,y) «—

ein Hom6omorphismus.

Beispiel 4.12 (Push-out).
Sei

ey (4)
f)j X 4
Y

ein Diagramm von topologischen Rdumen und stetigen Abbildungen. Das Push-out
von [ ist die Menge

Y ux X' = (YUX') ) mit f(z) ~ g(z) fiir z € X.

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm:

X g X (5)
f I
Y =Y ux X' []
g
y! y]

Hierbei sehen wir Y u x X" als topologischen Raum mit der von den Abbdildungen (¢’, f’)
koinduzierten Topologie. Diese stimmt mit der Quotiententopologie von Y 11.X" iiberein.
Also sind alle Abbildungen in [] stetig.

Bemerkung.
Das Diagramm [5]ist die universelle Erweiterung von [4] zu einem kommutativen Quadrat
aus topologischen Rdumen und stetigen Abbildungen, d. h. ist

xX-2.x

.
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irgendeine Erweiterung von 4| zu einem kommutativen Quadrat von topologischen Rau-
men und stetigen Abbildungen, dann existiert genau eine stetige Abbildung c¢: Y ux
X' — 7, sodass das Diagramm

X/

i

kommutiert.

Beweis. Y 11 X' tragt die disjunkte-Vereinigungs-Topologie. Daher existiert eine eindeu-
tige stetige Abbildung ¢’: Y11 X' — Z, sodass das Diagramm

ﬁ\

Yux’ ;
| /
Y

kommutiert. Wegen der Quotiententopologie auf Y ux X’ = (Y 11 X’)/. faktorisiert
¢ eindeutig durch den Quotienten. Also existiert eine eindeutige stetige Abbildung c,
sodass das Diagramm

YuXx’ = Z
(YuX),
kommutiert. Die Abbildung c erfiillt die gewilinschte Eigenschaft. O

Beispiel 4.13.
Seien X, Y topologische Raume und = € X, y € Y Basispunkte. Wir betrachten das
Push-out Diagramm:

* — X
o

Y ——=XupY

Dann ist X v Y = X Uy, Y die sogenannte Ein-Punkt-Vereinigung.
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x@g Oy

) XvY

b=ty

Beispiel 4.14.
Wir betrachten:

S”[l T
Dn D" Ugn1 {x} = D" /gn—1

Bildlich kann man sich das als Verklebung des Randes von D™ zu einem Punkt vorstellen.
Fir n = 1 betrachten wir die folgende Skizze.

.—.M~>

DA

Wir erkennen, dass wenn man den Rand von D! zu einem Punkt verklebt, die S! her-
auskommt.

Behauptung: D" /gn-1 ~ 5"

Beweis. Wir betrachten die Einpunktkompaktifizierung DU {oo} des offenen Einheits-
balls D™. Wir definieren in

pre— 1 po G (o)

Dn

die rechte untere Abbildung durch z — oo fiir x € S"!, sodass das Diagramm kom-
mutiert. Es gilt auBlerdem, dass

D" U {0} — R" U {0} = §"

z— - tan(3 - [l2])
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ein Homoomorphismus ist. Wegen der Quotiententopologie faktorisiert die rechte untere
Abbildung von oben eindeutig und stetig durch den Quotienten D"/S™~1, also:

D?’L

D" U {0} = 97

E L
bst.

D™ fgn1

Zusétzlich ist die Abbildung D"/S™"! — D" U {oo} bijektiv. Also nach ein Homébo-

morphismus. O

4.3 Der Satz von Tychonoff

Satz 4.15 (Tychonoff).
Ist (K;)ier eine Familie kompakter topologischer Rdume, dann ist thr Produkt | [..; K;
kompakt (in der Produkttopologie).

Beispiel 4.16.

X = [1j01y{0,1} ist kompakt. Also besitzt jede Folge in X einen Haufungspunkt. Es
gibt aber eine Folge in X ohne konvergente Teilfolge. (X ist nicht folgenkompakt.)
Begriindung: Setze fir n e N

Ay = (zn)xe{071}N € X.

Hitte (@, )neny in X eine konvergente Teilfolge (ay, )ren, so wiirde auch jede Komponente
Tp, von a,, (in {0,1}) konvergieren (denn: stetige Bilder konvergenter Folgen konvergie-
ren). D. h. fiir alle x € {0, 1} gébe es ein N > 0, sodass fiir alle k > N gilt:

Tp,, = Ty
(Widerspruch.)

Beweis des Satzes von Tychonoff[4.15 Wir werden zeigen, dass jedes Grenzproblem

D —{oo} LT K,

F
49

dicht =
L re
D
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einen Haufungspunkt x € [[,_; K; besitzt, d. h. F ist stetig in evtl. feineren Topologie,
fir die D — {00} < D dicht ist. Wir wahlen eine Topologie 7" auf D wie in Wir
betrachten das Grenzproblem

fi
(D~ (=}, m K.
"7 el
. F.:‘(Fi)iel
(D, T")

wobei Fj(o0) = x; sei. Nun ist K; nach Vorraussetzung kompakt, d. h. es existiert ein
Haufungspunkt z; € K;. Also ist F;: D — K;, o — x; eine stetige Abbildung in einer
eventuell feineren Topologie 7", fir die D — {0} < D dicht ist. Da aber 7" maximal
mit dieser Eigenschaft ist, folgt 7" = T'. Also ist F; stetig bzgl. 7'. Wahle also solche
Abbildungen F; fiir jedes 7 € I. Dann ist

F = (E)iEI: (D,T/) - HKZ
1€l
stetig. O
Lemma 4.17.
Es gibt eine feinere Topologie T' auf D = (D,T), sodass D — {00} < D dicht in T’ ist,

und die mazimal mit dieser Figenschaftt ist, d. h. ist T" 2 T und D — {0} < D dicht
inT", dann ist T" = T'.

Beweis. Betrachte
A= AT" | p- L)X b 0 e 73T
partiell geordnet durch <. Ist A’ < A total geordnet, so haben wir eine obere Schranke:

T=CU ™

T'e A

Das ist die grobste Topologie, die alle 77 € A’ enthélt. Offene Mengen in 7 sind von der
Form |7 4 U, wobei Uz offen in T ist. Es gilt {00} ¢ T, also ist D — {c0} < D nicht
abgeschlossen und somit dicht. Das Lemma von Zorn liefert nun die Behauptung. [
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5 Existenz reeller Funktionen

Frage: Ist jeder Hausdorff-Raum metrisierbar?

Antwort: Nein. Sei z. B. X = (X, d) ein metrischer Raum und A € X eine Teilmenge.
Dann ist

da: X — R, xH(ilgff‘d(x,a)

eine stetige Abbildung und d(z) = 0 <= x € A. (Ubungsaufgabe)

AQX o.‘%.

*‘rf‘

> 4&)>0

Bemerkung.
Sei X ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann gilt:

(i) Fur alle abgeschlossenen Teilmengen A < X existiert eine stetige Abbildung
f: X —[0,00) mit f71(0) = A.

(ii) Fur alle abgeschlossenen disjunkten Teilmengen A, B < X gibt es eine stetige
Abbildung A: X — [0,1] mit A1(0) = A und A7*(1) = B.

(iii) Fir alle abgeschlossenen disjunkten Teilmengen A, B € X existieren offene dis-
junkte Umgebungen U,V € X, d. h. AcU, BV undUnV = .

Beweis.
(i) f=da
(i) A= 2%

(iii) U =A71([0,3)), V = A7H(5,1])

Satz 5.1 (Urysohns Lemma).
Fiir einen topologischen Raum X sind die folgendenen Aussagen dquivalent:

(i) Je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen lassen sich durch offene Mengen trennen.
D. h. fiir A, B < X abgeschlossen mit A n B = ¢ existieren offene Umgebungen
UVcXovonABmitUnV =g.
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(ii) Je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen lassen sich durch eine reelle Funktion
trennen. D. h. fiir A, B < X abgeschlossen mit A n B = (J existiert eine stetige
Abbdildung X: X — [0,1] mit A\|a = 0 und Mg = 1.

Definition 5.2.
Ein topologischer Raum mit diesen Eigenschaften heifit normal. (7})

Bemerkung.
In normalen Radumen gilt:

Hausdorff (73) <= Punkte sind abgeschlossen (7})

Beweis von[2.1. ,(ii)=(i)“ haben wir bereits gezeigt. Fir ,(ii)=(i)* setzen wir U :=
X — B < X offen und wéhlen U, = X offen mit U, < U;: Dazu wéhlen wir
trennende Umgebungen U;, und V' von A und B. Dann gibt es eine abgeschlossene
Teilmenge von X, die Uy, enthalt und in U; enthalten ist, ndmlich X — V, also ist
auch T/g c U,. Wir erhalten auf dieselbe Weise offene Teilmengen U4, Usyy S X
mit A € Uiy S Uiy © Urpp € Urjo € Usyy < Uiy © Uy und iterativ fir m,n € N,
0<m<2™:

Um < X offen mit U; € Uj fiir i < j.
Setze
f: X — [07 1]
, m
x — inf ({27 | x € UQ%} v {1})
mit f|4 =0 und f|g = 1. Wir wollen nun zeigen, dass f stetig ist. Es gilt

e f(r) < a genau dann wenn « keine untere Schranke der Menge {2% |z eU an} U

{1} ist. Das ist dquivalent dazu, dass ein 73 < « existiert mit € Uz. D. h.

2n
f7H0,)) = U%m Um < X offen.

e f(x) > 3 genau dann wenn es eine untere Schranke v > 3 gibt. Also wenn 7 < 7,

dann liegt « nicht in Um . Das ist dquivalent dazu, dass ein 3 > [ existiert mit

z ¢ Um. Dann finden wir aber auch ein £ > § mit 2 ¢ Um. D. h. f7((8,1]) =

Uﬂ>ﬁX —Un c X offen. O
2n

Satz 5.3 (Urysohns Metrisierbarkeitssatz).
Sei X = (X, T) ein topologischer Raum mit den Eigenschaften:

1. X ist Hausdorff’sch.
2. X ist normal.

3. X hat eine abzahlbare Bastis, d. h. es gibt eine abzihlbare Teilmenge S < T,
sodass jede offene Menge Vereinigung von Mengen aus S ist. (, 2. Abzdhlbar-
keitsaxiom*)

42



Dann ist X metrisierbar.

Der Beweis verwendet die Urysohn-Einbettung: Sei X normal und Hausdorff’sch. Dann
ist

stetig

z— (M)

offenbar stetig in der Produkttopologie, denn in der durch A indizierten Komponente
ist die Abbildung f gerade gegeben durch A und A ist stetig. Auflerdem ist f injektiv:
Ist ndmlich x # y, so existiert nach eine stetige Abbildung A: X — [0,1] mit

f(@)a = Ax) # AMy) = f(y)a D. b f(x) # f(y).

Nun wollen wir zeigen, dass f: X — f(X) < [][0,1] ein Homéomorphismus ist. Dazu
zeigen wir, dass fiir alle topologischen Radume Z und alle Abbildungen z: Z — X gilt:

Z -2 X stetig «= Z - X L f(X) stetig. (6)

Letzteres ist nach Definition der Teilraumtopologie dquivalent dazu, dass Z —» X J,
[ T.[0, 1] stetig ist. Dies ist nach Definition der Produkttopologie widerrum dquivalent
dazu, dass fiir alle stetigen A\: X — [0,1] auch Z —> X 25 [0, 1] stetig ist.

Kommen wir also zum Beweis von |§|: ,=> ist klar, denn fiir alle stetigen \: X — [0,1]
ist die Verkniipfung X o z offenbar auch stetig. Fiir ,<=“ sei z: Z — X eine Abbildung,
sodass fiir alle stetigen A\: X — [0, 1], die Verkniipfung Ao z: Z — [0, 1] stetig ist. Sei
U < X offen. Wir mochten zeigen, dass z~1(U) < Z offen ist, d. h. 27 1(U) = (271(U))".
Sei also a € 271(U). Wir wahlen eine stetige Funktion A\: X — [0,1] mit A(z(a)) = 0
und A|x_y = 1. (Das kénnen wir wegen [5.1]) Dann ist nach Voraussetzung A o z stetig.
Also ist

Vi=(M\oz)"([0,1) = Z

offen und sogar eine offene Umgebung von a mit V < 2= 1(U). Also ist a € (z~1(U))".

Beweis des Metrisierbarkeitssatzes. Wir wiahlen eine abzéhlbare Teilmenge A < {\: X —
[0, 1] stetig} mit: Ist U € X eine offene Umgebung von x € X, so existiert ein A € A mit

A(z) = 0und A x_y = 1. Wir erhalten A auf folgende Art und Weise: Fir U W € S

mit V' < W wihlen wir eine stetige Abbildung Ay : X — [0, 1] mit /\VvW’V = 0 und

Av| x_w = 1. Dann erfilllt A := {Ayw} die gewiinschte Eigenschaft: Seien dazu U

und z wie beschrieben. Dann wéahlen wir ein W € § mit z € W < U. Wir trennen {x}

und X — W durch offene Mengen V' und U’ und wahlen V € S mit x € V < V’ . Dann

ist V.2 V' < W und Ay () =0 und Ayw|, , = L.
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Nun betrachte
fle X — ] l0,1]
A
z —> (A(Z))rea-

Das ist immer noch eine Einbettung (Beweis analog zum Beweis fir die Urysohn-
Einbettung). Nun ist [[,[0,1] als abzéhlbares Produkt von Einheitsintervallen metri-
sierbar (siche Ubungen). Damit auch f/(X) und somit auch X. O

Satz 5.4 (Erweiterungssatz (Tietze)).
Fin topologischer Raum X ist normal genau dann wenn fir alle abgeschlossen Teilmen-

gen A < X wund stetige Abbildungen f: A — [0,1] eine stetige Erweiterung F: X —
[0, 1] ewxistiert, d. h. das folgende Diagramm kommutiert.

f
T?t. [0,1]
st. 7
abg. HF
X

(Dasselbe mit R statt [0,1].)
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6 Abbildungsraume

Seien im Folgenden X und Y topologische Rdume. Es sei C(X,Y) = {f: X - Y |
f stetig}.

Ziel: Finde Topologie auf C(X,Y).

Bemerkung.
Es gibt hochstens eine Topologie auf C'(X,Y'), sodass gilt: Ist S ein topologischer Raum

und .
f: 85— C(X,Y)

eine Abbildung von Mengen, so gilt

f stetig <= S x X Ty stetig
(3,2) — f(s)(x).
Fiir diese Topologie gilt dann:

{ stetige Abblldungen}

stetige Abbildungen
S—C(X)Y

{ SxX—Y
fr—f:(s,2) — f(s)(x)
frsefls, ) f

Wir sagen f und f sind zueinander adjungiert. Diese Topologie auf C(X,Y) heifit
Exponentialtopologie. (Vorsicht! Die Exponentialtopologie existiert nicht immer.)

Beweis. Seien T und T zwei solche Topologien. Es gilt id: (C(X,Y),T) — (C(X,Y),T)
ist stetig. Dann ist auch die Evaluationsabbildung

(C(X,Y),T)x X 28y
(f,x) — f(z)

stetig. Somit ist wegen der Adjungiertheit fiir 7" auchid: (C(X,Y),T) — (C(X,Y),T")
stetig. Also 7 2 7’. Die andere Richtung funktioniert analog. O

Bemerkung.
Fiir die Exponentialtopologie gilt (falls existent):

1) eval: C(X,Y) x X — Y stetig, weil eval = id.
2) Die Verkniipfung

CY,Z) x C(X,Y) - C(X, 2)
(fig)— fog
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ist stetig, denn sie ist adjungiert zur oberen Abbildung im Diagramm (welche stetig
als Verkntipfung stetiger Abbildungen ist).

(CY,2)xC(X,)Y)) x X —=Z
C(Y,Z) x (C(X,Y) x X)
lidxeval

C(Y,Z)x Y

eval

3) Die Abbildung

C(X,C(Y,2)) — C(X x Y, Z)
fr—(z,y) = f(2)(y)

ist ein Homoomorphismus. Denn

S — C(X,C(Y, 7)) stetig
— S x X — C(X, Z) stetig
— (Sx (X xY)x)(S x X)xY — Z stetig
— S — C(X x Y, Z) stetig.

Beispiel 6.1.
Sei X ein diskreter topologischer Raum. Dann ist

C(X,Y) = {Alle Abbildungen X -V} = [ [ Y-

zeX
Behauptung: Die Produkttopologie ist Exponentialtopologie.

Beweis. Da X diskret ist, ist f: S x X — Y genau dann stetig, wenn f(_,z): S > Y
fir alle € X stetig ist. Das ist wiederum &quivalent dazu, dass S — [[ .y Y stetig
ist. [

Definition 6.2.

Ein topologischer Raum X heifit lokalkompakt, falls fiir alle z € X jede offene Umge-
bung U < X von z eine kompakte Umgebung K < X von x enthélt. (D. h. es gibt eine
offene Umgebung V € U von z mit V<€ K < U.)

(Es gilt fiir einen Hausdorff-Raum X: X ist lokal kompakt, genau dann wenn jeder
Punkt eine kompakte Umgebung besitzt. Insbesondere folgt aus Kompaktheit und der
Hausdorff-Eigenschaft die Lokalkompaktheit.)
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Satz 6.3.
Sei X lokalkompakt. Dann existiert fiir jeden topologischen Raum Y auf C(X,Y) die
Ezponentialtopologie. Sie ist die grobste Topologie auf C(X,Y"), die die Mengen

Mgw ={feC(X,Y) | f(K) = W}
fir alle kompakten Teilmengen K < X und offenen Teilmengen W <Y enthdlt (,, Kompakt-

offene Topologie“). Mit anderen Worten sind die offenen Mengen genau die Vereini-
gungen von endlichen Schnitten von Mengen der Form Mg .

Bemerkung.
Es gilt sogar ,,<*“ | falls X Hausdorff’sch ist, (oder falls ,lokalkompakt“ durch ,Kern-
kompakt® ersetzt wird.)

Korollar 6.4.
Sei X lokalkompakt. Dann gilt fir alle topologischen Rdume Y :

Ist die Topologie auf'Y koinduziert von einer Familie (Y; iR Y)icr, so ist die Produkt-
topologie auf Y x X koinduziert von der Familie (Y; x X fixidyr o X)ier-

Beweis. Es gilt:
Y x X -4 7 stetig
— Y -5 O(X, Z) stetig
e Viel: Y, 15 Y L O(X, Z) stetig
eViel: YV, x X 28y « X % 7 stetig O

Beweis von[6.3 Fir die eine Richtung sei f: S — C(X,Y) eine stetige Abbildung fiir
die kompakt-offene Topologie. Wir wollen zeigen, dass

f:Sx X —>Y
(s,2) — f(s)(x)
stetig ist: Sei dazu (s,x) € S x X und W < Y eine offene Umgebung von f(s, ).
Dann ist f(s) = f(s,_): X — Y stetig. Also existiert nach Voraussetzung eine kom-
pakte Umgebung K < X von x mit f({s} x K) < W. Weil f stetig ist, existiert eine
Umgebung U < S von s mit f(U) & Mgw. D. h. fiir alle w € U und » € K ist

flu,z) = f(u)(x) e W. Also ist f(U x K) < W. Insgesamt ist dann U x K < § x X
eine offene Umgebung von (s,z) mit f(U x K) € W. D. h. f~}(W) < S x X ist offen.

Fir die andere Richtung sei f: S x X — Y eine stetige Abbildung. Wir wollen zeigen,
dass

f:S—CX,Y)
s f(s, )
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stetig ist. Dafiir gentigt es zu zeigen, dass fir alle kompakten Teilmengen K < X und
alle offenen Teilmengen W € Y ist f~' (Mg w) < S offen ist.

Sei s € S mit f(s) € Mgw, d. h. f(s)(K) = f({s} x K) € W. Also liegt {s} x K im
Schnitt f~*(W) n (S x K) (€ S x K offen). Das Tubenlemma (sieche Seite liefert:
Es gibt eine offene Umgebung V < S von s € S mit V x K < f~}(W) n (S x K). Es
ist demnach f(V x K) € W. D. h. fiir alle v e V ist f(v) = f(v,_) € Mgw. Es folgt
f(V) - MK,W und somit V < f_l(MKJ/V). ]

Bemerkung (Ubungsaufgabe).
Ist K ein kompakter topologischer Raum und Y ein metrischer Raum. Dann betrachte
C(K,Y) mit der Metrik der gleichméfBiigen Konvergenz

d(f,g) = maxd(f(z),g(x)).

reK

Diese induziert die Exponentialtopologie, also die kompakt-offene Topologie (wenn K
Hausdorff’sch ist). Insbesondere ist

CK,)Y)x K25 Y
(f,z) — f(z)

stetig. Konvergiert also f,, — f gleichméflig und z, — x, dann konvergiert auch

fu(wn) — f(2).
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7 Homotopie

Definition 7.1.
Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y zwischen topologischen Rédumen heiflen homo-
top (f ~ g), falls es eine stetige Abbildung
H: X x [0,1] —Y
—_——
=]

gibt mit H|xyy = f und H|xqy = g, d. h. sodass das folgende Diagramm

mit io(z) = (x,0) und 4y (x) = (z, 1) kommutiert.
H bezeichnen wir als Homotopie von f nach g.

Beispiel 7.2.

Sei X = {*}. Dann sind f und g jeweils genau gegeben durch einen Punkt in Y. Wir
konnen genau dann eine Homotopie H: I — Y finden, wenn die zugehérigen Punkte in
Y in derselben Wegzusammenhangskomponente liegen.

Beispiel 7.3.
Sei Y = R". Je zwei Abbildungen f,g: X — R" sind homotop, denn
H: X xI—R"
(z,t) —t-g(z) + (1 —1t)- f(z)
ist eine Homotopie von f nach g. Denn H ist stetig als Verkettung stetiger Abbildungen:
X x TR R [ s RY

Dies gilt sogar allgemeiner fiir alle konvexen Teilmengen K < R". (Konvex bedeutet,
dass fur alle Punkte z,y € K und t € I gilt, dass tx + (1 — t)y € K.) Also z. B. B.(z)
oder B.(z).

Bemerkung.
~ ist eine Aquivalenzrelation auf C'(X,Y). Wir schreiben

[X,V]:=C(X,)Y) /o

fiir die Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen X — Y.
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Beweis. Wir beginnnen mit der Reflexivitat. Es ist f ~ f, via
XxI2 x Ly,

der stationdren Homotopie.
Fir die Symmetrie sei f ~ ¢ via der Homotopie H: X x I — Y, d. h. H ist stetig,
H|xxqy = fund H|xxpy = g. Dann ist g ~ f via

X x1 Y.

e

X x 1T

Hierbei sei 7: I — I mit t — 1 — t. Nun ist die obere Abbildung, definiert durch
(z,t) — H(x,1 —1t), eine Homotopie von g nach f.
Fir die Transitivitat seien

f~gvinH: X xI-—>Y,

Y

g~ fvia K: X xI—->Y.
Dann ist f ~ h via

X xI—Y

(2.1) H(z,2t), 0
YT K2t —1), 1

Diese Abbildung ist wohldefiniert. Fiir die Stetigkeit verwenden wir das folgende Lemma.
O

Lemma 7.4.
Seien f: X — Y eine beliebige Abbildung zwischen topologischen Rdumen, X = Au B
und A, B € X abgeschlossene Teilmengen. Sind fla: A — Y und f|g: B — Y stetig,
so ist f stetig.

Beweis. Der Beweis funktioniert analog zu Seite [15] O]
Bemerkung.
Seien

f g
XY 3 7Z
I g
stetige Abbildungen zwischen topologischen Rdumen mit f ~ f’ und g ~ ¢’. Dann ist
auch go f ~ ¢ o f'.
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Beweis. Seien H: X x I — Y und K:Y x I — Z die entsprechenden Homotopien.
Dann ist im Diagramm

X x1 A

(m /

Y x 1

die obere Abbildung eine Homotopie von g o f nach ¢’ o f’. O

Definition 7.5 (Variante).
Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y zwischen topologischen Raumen heiflen homo-
top relativzu A < X (f o g), wenn eine Homotopie H: X x I — Y von f nach g

existiert, die auf A x [ stationdr bleibt, d. h. fir alle a € A,t € I ist H(a,t) = H(a,0).

Definition 7.6.
Eine stetige Abbildung f: X — Y heifit Homotopie-Aquivalenz (H-Aq), falls eine
stetige Abbildung ¢g: Y — X existiert, sodass

gof~idx, fog~idy.

Wir nennen g dann Homotopie-Inverses (von f). Wir schreiben f: X — Y oder
X ~ Y. (Sprechweise: X und Y sind homotopie-dquivalent.)

Bemerkung.

/

1) Sind g,¢": Y — X zwei Homotopie-Inverse, dann ist g ~ ¢'.
2) Die Abbildung g ist selbst auch wieder eine Homotopie-Aquivalenz.

3) Ist X =Y = Z. Dann auch X — Z.
f g gof

Beweis.

1) Esgilt g ~ ¢’ o fog ~ ¢'. Erstere Homotopie gilt, weil ¢’ o f ~ id und zweitere,
weil fog ~ id.

2) f ist Homotopie-Inverses von g.
3) Seien 1Y — X und ¢': Z — Y Homotopie-Inverse. Dann ist
flogogof~fof~idy
id
~1dy

und genauso
gofofog~gog ~idy.
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Beispiel 7.7.
Es gilt R" — {0} ~ S"~! via

mit Homotopie-Inversem
g: S — R" —{0}.
T —
Denn es ist offensichtlich f o g = idgn-1. Aulerdem ist g o f ~ idg=_q via
H: (R"—{0}) x I — R" — {0}
(@,8) > (1—t) -z +t-

]
Die Abbildung H ist tatsachlich wohldefiniert, denn H(x,t) = (1—t+ ﬁ) -x € R"—{0}.

Definition 7.8.
Eine Teilmenge A < X eines topologischen Raumes X heifit

1) Retrakt, falls eine stetige Abbildung 7: X — A mit r|4 = id4 existiert, d. h. das
Diagramm

AC Inkl. X
N
A

kommutiert.

2) Deformationsretrakt, falls zusétzlich das Diagramm

bis auf Homotopie kommutiert, d. h. Inkl. or ~ id x. Insbesondere ist die Inklusion
dann eine Homotopiedquivalenz A ~ X.

3) starker Deformationsretrakt, falls die Homotopie in 2) stationar auf A gewahlt
werden kann, d. h. H(a,t) = H(a,0) fir alleae Aund t € I.
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Beispiel 7.9.
Sl < R™ — {0} ist ein starker Deformationsretrakt.

Definition 7.10.
Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar, wenn X ~ {x}.

Bemerkung.
Fiir einen topologischen Raum sind folgende Aussagen dquivalent :

1) X ist zusammenziehbar

)
2) Fir jeden topologischen Raum Y ist [Y, X] = *.
3) X # ¢ und fir jeden Punkt x € X ist idx ~ const,.
4) Es gibt einen Punkt z € X mit idy ~ const,.
Beweis. Wir machen einen zyklischen Beweis.

,1) = 2)“: Seien f,g: Y — X stetige Abbildungen. Wir mochten zeigen, dass diese
homtop sind. Wir betrachten das Diagramm:
f p i
Y :g; X — {*} — X
idx

Dabei sei 7 ein Homotopie-Inverses von p. Dann komutiert der rechte Teil des Diagramms
bis auf Homotopie. Insgesamt gilt also

f~iopof =iopog~g.
—
=pog
»2) = 3)“: Setzen wir Y = X dann folgt idx ~ const,. Setzen wir Y = {x}, dann folgt
[Y, X] # & und somit X # .
»3) = 4)¢: Trivial, da X # .

,4) = 1)“: Die Abbildungen
X5 -5 X
* —>

sind Homotopie-Inverse zueinander. O

Beispiel 7.11.

Der Raum R — {0} ist nicht zusammenziehbar, da [{*},R — {0}] durch die Wegzusam-
menhangskomponenten von R — {0} parametrisiert wird und R — {0} nicht wegzusam-
menhéngend ist.

23



Beispiel 7.12.
Sei K < R™ eine konvexe Teilmenge (vgl. [7.3), dann ist K ~ {*}.
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8 Die Umlaufzahl

Im Folgenden sei S' < R?*(= C) der Einheitskreis. Unser Ziel ist es [S', S'] zu bestim-
men.

Satz 8.1.
Jede stetige Abbildung S* — S ist homotop zu genau einer der folgenden Abbildungen

st — St

2"
firneZ. D. h. [S*, 8] £L Z.
Der Beweis folgt spéter (siche Seite [60)).

Korollar 8.2.
St ist nicht zusammenziehbar.

Beweis. Es gilt idg1 = (2 — 2z') ist nicht homotop zu (z — 2") = const. O

Korollar 8.3.
Die Teilmenge S* < D* = {x e R? | ||lz|| < 1} ist kein Retrakt.

Beweis. Angenommen S wire ein Retrakt des abgeschlossenen Einheitsballs D?. Da
D? ~ {x} kommutiert das Diagramm

bis auf Homotopie. Also ist ids1 ~ const. (Widerspruch) H

Korollar 8.4 (Brouwer’scher Fixpunktsatz).
Jede stetige Abbildung f: D* — D? hat einen Fizpunkt (f(x) = x).

Beweis. Angenommen f: D? — D? wire eine stetige Abbildung ohne Fixpunkte. Dann
erhalten wir eine Retraktion 7: D? — S! indem wir fiir x € D? eine Halbgerade begin-
nend von f(x) durch x ziehen und r(z) als den Schnittpunkt der Halbgeraden mit der
S1 definieren.
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()

(r ist tatsachlich stetig. Das kann man tber das explizite Herleiten der Formel fur r
zeigen.) O

Wir betrachten die Abbildung

Ste—1I
627T’it — t
Lauft man das Einheitsintervall I von 0 nach 1 ab, so kann man sich das Bild der Abbil-
dung als einmaliges Ablaufen der S gegen den Uhrzeigersinn beginnend bei (1,0) = 1
vorstellen. Wir erhalten das kommutative Diagramm:

I z St

\ | ; 7

I/¢0,1

Es ist also I /g1y = S*. (Vgl. Seite ) D. h. fiir jeden topologischen Raum X erhalten
wir eine Bijektion

stetige Abbildungen 1:1  (stetige Abbildungen ~: [>X
{ Slox } { mit (0)=>(1) }
fr—form

Abbildungen, die in der rechten Menge liegen, werden auch Schleifen oder geschlos-
sene Wege genannt. Wir miissen also stetige geschlossene Wege in S! untersuchen.
Wir wollen nun die Umlaufzahl eines solchen Weges definieren. Wir betrachten das
Diagramm:

R ¢

g

I/{O,l} v Sl eQm’t

Die Abbildung p kann man sich als Abwicklung des reellen Zahlenstrahls auf die S*
vorstellen.
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Satz 8.5 (Homotopie-Hochhebungs-Satz).
Sei X ein topologischer Raum und

h: X — R,
K: X xI— 8!

stetige Abbildungen mit K|x gy = poh, d. h. sodass das Diagramm

X x {0} L—R
w ]
X x| —— St
kommutiert. Dann existiert genau eine stetige Abbildung
H: XxI—R
mit H|xxqy = h und mo H = K. D. h. das Diagramm

X x {0} — R

JH
Inkl. - p

Xx'j St

kommutiert. Wir bezeichnen H dann als Hochhebung von K.

Dieser Satz ist eigentlich ein Spezialfall von [8.15]

Interpretieren wir K als Homotopie von K|y o} nach K|x {13, so besagt der Satz also:
Jede Hochhebung h von K|x o) setzt sich eindeutig zu einer Hochhebung von ganz K
fort. Das kénnen wir zum Beispiel auf X = {*} anwenden. Dann ist X x I = [. D. h.
K ist ein stetiger Weg in S'. Wenn wir also einen Startpunkt vorgeben, kénnen wir mit
dem Homotopie-Hochhebungs-Satz K eindeutig auf R hochheben.
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Beispiel 8.6.
Sei v: I — S! ein stetiger Weg. Dann existiert eine stetige Abbildung 7: I — R mit
pod = . AuBlerdem ist 4 eindeutig bis auf Addition von ganzen Zahlen.

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz. Wir wéhlen dazu ein ¢ € R mit p(¢) = ~(0).
Dann kommmutiert das Diagramm:

OF————t

{*} x {0} R

3

(pxI—g

Fir die Eindeutigkeit seien 4,4’: I — R mit pod = po4’ =~. D. h. das Diagramm

R

P

[~ gt
kommutiert fiir beide diagonale Abbildungen. Dann ist ¥ —4': I — R stetig mit Werten
in Z < R. Weil I zusammenhéngend ist, ist also ¥ — 4’ konstant mit Wert in Z. ]

Definition 8.7.
Sei f: 81 — S! stetig. Die Umlaufzahl (oder der Abbildungsgrad) von f, geschrie-
ben deg(f), ist folgendermafen definiert :

Wir wahlen eine Abbildung f: IR, wie in , d. h. das Diagramm

..7R
i
e p
[ ' Sl Sl

01— =«

kommutiert. Wir setzen deg(f) := f(1) — f(0).

Beispiel 8.8 (Ubung).
Es gilt deg(z — 2") = n € Z.

Lemma 8.9.
Fiir die Umlaufzahl gilt:
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1) deg ist wohldefiniert und liegt in 7Z.
2) Ist f ~ g, dann ist deg(f) = deg(g).
3) Die Umkehrung von 2) gilt ebenfalls. D. h. ist deg(f) = deg(g), dann ist f ~ g.

Beweis. Fiir 1) se
Es folgt also f(1 ) f
po f(1) = f(x) =po

en f, f zwei Hochhebungen. Dann gibt es ein n € Z mit f=f+n
(0) = f(1) = f(0). Also ist deg wohldefiniert. Es gilt zudem, dass
£(0). Es muss also f(1) — £(0) in Z liegen.

Fiir 2) seien f ~ g via K: S' x I — S'. Wir behaupten, dass es eine stetige Hochhebung
K in

R

S 1

gibt:
Dazu wéahlen wir ein Urbild ¢ von K (*,0) unter p. Dann kommutiert das Quadrat
(0,0)—t
(0} x {0} LR
Ix{oy  F p

Ix]v—>Slx]L>Sl

und wir erhalten durch zweimaliges Anwenden des Homotopie-Hochhebungssatzes zu-
néchst die obere und dann die untere diagonale Abbildung. Es ist nun K(_,s): I - R
eine stetige Hochhebung von

K(_,s) l

I=— =S —= g8t
ko K(_,s)

Also ist K(1,s) — K(0,5) = deg K(_, s) € Z. Aber

I —7Z
s —> K(1,5) — K(0,s)

ist stetig, also konstant. Damit ist

deg(f) = deg(K(_,0)) = deg(K(_,1)) = deg(g).

29



Kommen wir schliefllich zum Beweis von 3). Es sei deg(f) = deg(g). Wir wéhlen Hoch-
hebungen f,g von f, g, d. h.

f
[—ﬂ>51$5’1,

und eine Homotopie von f nach §
H:I1xI—R
(t,5) — (1—s)- f(t) +5-3(t).

Wir wollen nun zeigen, dass H tiber eine stetige Abbildung H: S* x I — S* faktorisiert :

R

/ip

1 1
IXIWS XIHH>S

Die Abbildung H ist dann die gewiinschte Homotopie von f nach g. Da 7 x id surjektiv
ist, ist H notwendig durch die Formel H(x(t),s) = p o H(t,s) gegeben. Wir miissen
zeigen, dass dies wohldefiniert und stetig ist. Sei dazu 7(t) = 7('). Dann ist ¢ = ¢’ oder
t =0,t =1 oder umgekehrt. Fiir s € I berechnen wir:

H(1,s) — H(0,s)

= [(1 = 5)(f(0) + deg(f)) + s - (§ + deg(g))] — [(1 — 5) - F(0) + s §(0)]
= (1 —s) - deg(f) + s - deg(g)
——

= deg(f) € Z.

Es folgt, dass po H(1,s) = po H(0, s) ist. Also ist H wohldefiniert. H ist zudem stetig,
denn S! x I triagt die Quotiententopologie von I x I wegen (I ist lokalkompakt). [

Beweis von[8.1. Wir betrachten das wegen [8.8 kommutative Diagramm:

id

/\deg

Z [S1, S

n——(z — z")

Z
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Nach 1) und 2) aus ist deg wohldefiniert. Mit 3) sogar injektiv. Wegen der Kom-
mutativitdt des Diagramms ist deg surjektiv, also bijektiv. Somit muss auch die linke
Abbildung im Diagramm bijektiv sein. m

Wir wollen nun beweisen. Der Beweis verwendet eine bestimmte Eigenschaft der

Abbildung p: R — S, die wir zunichst axiomatisch festhalten.

Definition 8.10.
Eine stetige Abbildung p: E — B heifit Uberlagerung, wenn fiir jeden Punkt b € B
eine offene Umgebung U < B von b und ein Homéomorphismus

p HU) = E!U 5 UxD

fiir einen diskreten Raum D existiert, sodass das Diagramm

E|, L ——~UxD (7)

N1

kommutiert. E heifit Totalraum, B heifit Basisraum, U heifit trivialisierende Um-
gebung und i heifit lokale Trivialisierung.

Beispiel 8.11.
Wir betrachten:

Ely,

\S

‘\_
-
_/\
/

= O s

C

Dann ist F|y = U x (4 Punkte) und U ist eine trivialisierende Umgebung in B. Ely
besitzt dagegen keine lokale Trivialisierung. Um das zu verstehen, brauchen wir die
folgende Bemerkung.
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Bemerkung.
Wenn wir fiir das Diagramm [7] einen Punkt = € U fixieren, dann erhalten wir das
kommutative Diagramm :

El, d {z} x D

.

{z}

Da i immer noch ein Homéomorphismus ist, ist |, = D diskret. Es folgt insbesondere
E|{w} = E|{y} fir alle X,y € U.

Bezogen auf unser Beispiel ist dann |E|( ;| = 6 und |E|(»}| = 4 fiir die eingezeichneten
Punkte ¢, € V. Also kann V keine trivialisierende Umgebung sein.

Beispiel 8.12.
Die Abbildung p: R — S!, ¢+ 2™ ist eine Uberlagerung.

Beweis. Sei b = p(t) € S' und

1 1
V=@t-=t+-)cR
eine offene Umgebung. Wir setzen U := p(V) < S'. Wir behaupten, dass U < S! offen
ist. Tatsdchlich behaupten wir allgemeiner, dass p: R — S* ist eine offene Abbildung,
d. h. fiir alle offenen Teilmengen W < R ist p(IW) < S! offen. Dazu erinnern wir uns
(siehe [4.6]), dass p faktorisiert als

t R u St

L
t] R/.

wobei R/ die Quotiententopologie der Projektion pr triagt. Es folgt, dass auch St die
Quotiententopologie der Abbildung p trigt, d. h. p(IW) < S! ist genau dann offen,
wenn pt(p(W)) € R offen ist. Da p~*(p(W)) = ,,c; W + n ist, sehen wir, dass dies
tatsédchlich eine Vereinigung von offenen Mengen in R ist. Also selbst offen in R ist. Dies
zeigt, dass p eine offene Abbildung ist. Weiter ist fiir n € Z die Menge V +n < p~}(U)
offen und abgeschlossen. Also ist

12

V x Z -5 p(U)
(g,n) —q+n
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ein Homdomorphismus. Da p: V' — U ebenfalls ein Homéomorphismus ist, denn p ist
stetig, bijektiv und offen, erhalten wir das kommutative Diagramm :

UxZ——=V xZ p~1(U)
p~txid
pr p
U
Also ist U < S* eine trivialisierende Umgebung fiir p. O

Beispiel 8.13.
Die Abbildung ¢ — B ist eine Uberlagerung fiir alle B. Dazu wihlt man U = B und
D=.

Lemma 8.14.

Sei p: E — B eine Uberlagerung, f: X — B eine stetige Abbildung und X ein zusam-
menhdngender topologischer Raum. Dann ist eine stetige Hochhebung f: X — E von f,
d. h.po f = f, bereits festgelegt durch einen Funktionswert.

In der Sprache der kommutativen Diagramme ausgedriickt bedeutet das also: Kommu-

tiert das Diagramm
{z} / —F
X——B

fiir beide diagonale Abbildungen und f(z) = f(z) fiir ein 2 € X. Dann folgt f = f.

Beweis. Seien f, f': X — E zwei stetige Hochhebungen mit f(z) = f'(z) fiir ein z €
X. Wir setzen A == {y € X | f(y) = f'(y)}. Wir behaupten, dass A < X sowohl
abgeschlossen als auch offen ist. Denn dann gilt, weil X zusammenhangend ist, dass
A = @ oder A = X ist. Ersterer Fall kann aber nicht eintreten, da z € A liegt. Also ist
A = X und somit f = f. Wir kommen nun zum Beweis der Behauptung.

e Wir beginnen mit der Offenheit von A. Sei y € A. Wir wahlen eine trivialisierende
Umgebung U < B von f(y) € U und einen Homémorphismus i: E|ly — U x
D fiir einen diskreten Raum D, sodass das Diagramm [7] kommutiert. Dann gilt
f(U), f(U) € E|y und wir erhalten stetige Abbildungen

f g
9,9 ['(U) = E|, > UxD.
f B

Als Abbildungen in ein Produkt sind g, ¢" genau bestimmt durch ihre jeweiligen
Komponenten. Die U-Komponente von g ist pry; oio f und genauso fiir ¢’. Schreiben
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wir h,h': f7YU) — D fiir die D-Komponente von g, ¢, so gilt also g(z) = ¢(z)
genau dann wenn h(z) = I/(z). Es ist dann h: f~1(U) — D stetig. Da D diskret
ist, ist h lokal konstant, denn fiir alle z € f~!(U) ist h konstant auf der Umgebung
h='({h(y)}) € f~1(U). Da nach Voraussetzung f(y) = f'(y) ist, folgt h(y) = ' (y).
Daher gibt es eine offene Umgebung V < f~}(U) von X (namlich A~ ({h(y)}) N
()Y ({Rh'(y)})) mit A'(z) = h(z) fir alle z € V.

e Wir kommen zur Abgeschlossenheit von A. Wir méchten zeigen, dass X —A = {y €
X | f(y) # f'(y)} € X offen ist. Die Begriindung funktioniert analog zur Offenheit
von A. Da h(y) # B/(y) und h,h’ lokal konstant sind, gibt es eine Umgebung V
von y mit h(z) # h/(z) fir alle z € V. O

Satz 8.15 (Homotopie-Hochhebungs-Satz fiir beliebige Uberlagerungen).
Seip: E — B eine Uberlagerung und

K: X xI— B,
h: X x {0} — FE

stetige Abbildungen mit po h = K|x . Dann existiert genau eine stetige Hochhebung
H: XxI—F

von K, d. h. po H =K mit H|xy = h.

Da wir in [8.12] gezeigt haben, dass p: R — S', t — €2 eine Uberlagerung ist, folgt
damit natiirlich B.5

Beweis. Wir zeigen den Satz zunédchst einmal fiir den Spezialfall X' = {x}. D. h. wir
mochten:

0} —E

0
S
e
I—¢
Die Eindeutigkeit von H folgt aus dem vorangegangen Lemma Fiir die Existenz
sel

A= {te0,1]| 3H: [0,t] > E mit po H = K|joy, H|(oy = h} < [0, 1].

Wir setzen ¢y := sup A. (Es ist A # ¢J, da unter anderem 0 € A.) Wir wéhlen ein offenes
Intervall J < I mit ¢y € J, sodass K(J) < U, wobei U eine trivialisierende Umgebung
von p ist, sodass das Diagramm [7] kommutiert. Wir dehnen H wie folgt auf A U J aus:
Esist Jn A # J. Also wahlen wir ein s € J n A. Wir wahlen eine lokale Trivialisierung
i: E|ly — U x D und schreiben i(H(s)) = (K(s),d). Wir definieren

(K,constg

PR S VRN
i1 U
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Dann ist wegen , H'|sng = H|anJ, da H'(s) = H(s). Wir konnen also
H:AuJ—E
via H|4 = H und H|; = H’ definieren. Dann ist H stetig, weil A U J = AU J mit
/Ol, J < Au J offen sind und A s und ﬁ|J stetig sind. Es folgt
e ty € A, da eine Hochhebung auf [0, ¢y] existiert (denn [0,t] € UJA).

e o = 1, denn sonst gibe es eine Hochhebung auf [0,tg + €] (im Widerspruch zur
Definition von t).

Wir kommen nun zum vollstdndigen Beweis des Satzes fiir einen beliebigen topologischen
Raum X. D. h. wir mochten:

X x{0}—FE

XXI?B

Fir die Eindeutigkeit seien H, H" zwei Hochhebungen mit H|x.q; = H'|xx(; = h-
Dann gilt fiir alle x € X, dass H|(yx1 = H'|{z}x1 wegen der Eindeutigkeit fiir den Spe-
zialfall, angewandt auf K(z, ): I — B. Es folgt H(z,t) = H'(x,t) fur alle z € X und
tel,also H=H'

Kommen wir zur Existenz. Wegen des Spezialfalls, angewandt auf K(z, ): I — B,
existiert fiir jedes © € X eine eindeutige stetige Abbildung H,: I — F mit po H, =
K(z, ) und H,(0) = h(x). Wir miissen H(x,t) = H,(t) setzen und nur noch zeigen,
dass H stetig ist: Dazu sei fir z € X

T(z) = {t el | H ist stetig in einer Umgebung von (x,t)}.
Wir behaupten, dass T'(z) = [ fir alle z € X ist. Dann hat namlich jedes (z,t) eine
Umgebung auf der H stetig ist, und es folgt die Stetigkeit von H.
e Es ist offensichtlich T'(z) < I offen.

e Wir mochten zeigen, dass T'(x) < I zudem abgeschlossen ist, d. h. T(z) = T(z).
Sei also t € T'(x). Wir wahlen ein € > 0 und eine offene Umgebung W < X von z,
sodass K(W x B.(t)) < U die Teilmenge einer trivialisierenden Umgebung U ist.
Betrachte

W x B.(t) -5 E|,, 5 U x D.

Wir schreiben io H = (K, L), wobei L: W x B.(t) — D konstant auf jedem {z} x
Bc(t) ist, denn B.(t) ist zusammenhdngend und D diskret. D. h. L ist unabhéingig
von t und wir erhalten somit eine Faktorisierung:

W x B.(t) —= D (8)

S~

w

65



fiir eine Abbildung L': W — D, namlich L'(w) = L(w,t’) fir beliebige t' € B.(t).
Da t € T(z) ist, existiert ein ¢ € B.(t) mit #' € T(x). Also existiert ein offene
Umgebung V- < W von @ mit H|y.uy: V x {t'} — E stetig. Damit ist auch
Lly«qy stetig und wegen L'(w) = L(w,t) fiir beliebige t' € B.(t), ist auch L’
stetig. Wegen der Kommutativitidt des Diagramms [8|ist also L stetig auf V' x B.(t)
und somit auch ¢ o H und somit auch H. Somit ist ¢ € T'(x).

Es ist also T'(z) = & oder T'(x) = I, weil I zusammenhéngend ist. Ahnlich wie
gerade zeigt man 0 € T'(z), ersterer Fall kann also nicht eintreten. O
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9 Schleifen in der n-Sphare

Wir erinnern an den Brouwer’schen Fixpunktsatz und dass deg: [S!, S'] — Z eine
Bijektion ist.

Satz 9.1.
Sein = 2. Dann ist [S', S"] = {}.

Nach Seite bedeutet das, dass alle geschlossenen Wege, bzw. Schleifen, in der S™
homotop sind.

Korollar 9.2.
Ist R® ~ R?, dann ist n = 2.

Beweis. Sei f: R® — R? ein Homdomorphismus. Dann ist auch die Verkniipfung der
Homo6omorphismen

R™ — {0} % R* — {f(0)} — R* — {0}
z— 1z — f(0)

ein Homdomorphismus. Wenn wir die Homotopiedquivalenz S"~! ~ R" — {0} vor- und
die Homotopiedquivalenz R? — {0} ~ S* nachschalten, erhalten wir eine Homotopiedqui-
valenz g: S" ! — S1. Es ist dann
[Sl, Sn—l] N [51751]
h —> g ©] h

eine Bijektion, wobei die Umkehrabbildung von einem Homotopie-Inversen von ¢ indu-
ziert wird. Somit folgt [[S*, S"7!]| = |[S', SY]|. Es gilt |[S?, S]| = |Z| = 0 und

2 n=1
|[Sl,5”_1]|= o n=2
1 n=3
Also ist n = 2. O

Korollar 9.3.
Die Riume S* x St und S? sind nicht homéomorph. Sie sind sogar nicht homotopiedqui-
valent.

Beweis. Es ist [S', S?] = {*} und die Abbildung
[S1, 8" x §'] 23y [§1, 8" x [SY, 8] = Z x Z

[(9,9")] — (9], [¢'])
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eine Bijektion. Wiaren nun S* x S' ~ S? homotopiedquivalent, so wiirde die Homotopie-
dquivalenz eine Bijektion [S!, ST x S'] — [S!, S?] induzieren. (Widerspruch) O

Fiir den Beweis des Satzes [0.1] bemerken wir zunéchst :

)

Es geniigt zu zeigen, dass jede stetige Abbildung S' — S™ (n > 2) homotop zu
einer konstanten Abbildung ist. (Denn je zwei konstante Abbildungen nach S™ sind
homotop, da S™ wegzusammenhéngend ist.)

Ist v: S* — S™ stetig und nicht surjektiv. Dann ist v ~ const. Denn eine stetige
Abbildung nach S™—{p} kénnen wir vermoge der stetigen Projektion als Abbildung
nach R auffassen, und R" ~ {x}. Genauer: Das Diagramm

L stereogr.
hoy Proj._~Thkl.on—1
R”?

kommutiert und h o ist, wie jede stetige Abbildung S* — R", homotop zu einer
konstanten Abbildung. Somit ist auch die Abbildung von ganz links nach ganz
rechts homotop zu einer konstanten Abbildung.

Lemma 9.4.
Sei vy: I — S™ stetig und p # q € S™. Dann ezistiert ein € > 0, sodass fir jedes offene
Intervall J < I der Linge < € gilt, dass p ¢ v(J) oder q ¢ v(J).

Lemma 9.5 (Lebesgue).
Sei K ein kompakter metrischer Raum und U eine offene Uberdeckung von K. Dann

existiert ein € > 0, sodass jeder e-Ball in K ganz in einer Menge aus U liegt. So ein
€ > 0 heifit Lebesgue-Zahl von U.

Lemma [9.4] ist ein Spezialfall von Lemma (9.5 fir ¢ == {y~1(S™ — {p}), 7 *(S" — {q}) }.

Beweis des Lemmas[9.4. Da K kompakt ist, konnen wir ohne Beschrankung der All-

.....

setzen

und

51': K — [0,00)

x— dx_y,(x) = yei)?fUi d(x,y)

d: K — R mit ¢ == max{dy,...,0,}.

Auf Ubungsblatt 5 wurde gezeigt, dass alle §; stetig sind und
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Also ist § auch stetig und §(x) > 0 fiir alle x € K, da U eine Uberdeckung ist. Nach
dem Maximumsprinzip nimmt ¢ ein Minimum an. Wir setzen € := min 9. Als Minimum
einer positiven Funktion ist ¢ > 0. Ist weiter z € K, so gilt d(z) > ¢, also gibt es ein i
mit 0;(x) > &, und also ist d(x,y) > € fur alle y € X — U;. Das bedeutet umgekehrt

d(z,y) <e=yeU,
d. h. B.(z) € U;. O
Beweis des Satzes[9.1. Wir fassen v: S* — S™ als stetigen Weg

F: 1" 8 2 9
mit ¥(0) = 4(1) auf, und wahlen zwei Punkte p # ¢ € S™ — {§(0)}. Wir wahlen weiter
n € N so grof}, dass % < € wie in . Dann nimmt 7[;: w1, Werte in S™ — {p} oder
S™ —{q} an. Wir finden also 0 =ty < t; <,... 1) < lp41 = 1, sodass Y|y, 1., Werte in

S™ —{p} oder S™ — {q} annimmt, und zwar sogar abwechselnd, indem wir gegebenenfalls
benachbarte Intervalle zusammenfassen. Nun sind je zwei Abbildungen

.
[titiv1] = R

,Y/
mit y(t;) = +'(t;) und y(¢;41) = 7'(ti+1) homotop relativ zu {¢;,t;+1}. Namlich via der
iiblichen Homotopie

H(t,s) =s-y(t) + (1 =s) -7 (1)

Also gilt das gleiche fiir stetige Abbildungen von [t;,t;,1] nach S™ — {p} oder S™ — {¢}
(die ja beide homdomorph zu R” sind).

Nun ist fir alle i € {0,...,k + 1} 3(¢t;) € S™ — {p,q}, und fir n > 2 ist S™ — {p, ¢}
wegzusammenhéngend, denn die stereographische Projektion h: S™ —{p, q} — R" —h(q)
ist ein Homoomorphismus.

Somit existiert ein stetiger Weg v;: [t;, tiv1] — S™ — {p, ¢} mit v;(t;) = F(t;), vi(tir1) =
A(tiv1) und v; =~ Y|, 1, relativ zu {t;, t;41} via einer Homotopie H;: [t;,t;11] x I — S™,
die stationér auf {t;,t;,1} ist. Wir setzen

H:[0,1] x [ — S"
via H |[ti7ti 1]x1 = H;. Die Abbildung H ist wohldefiniert und zudem stetig, da sie stetig
auf einer endlichen abgeschlossenen Ulzerdeckung ist. Bs ist H(_,0) = 4 und H(_,1)
nimmt Werte in S™ — {p, ¢} an. Jedes H(_,s) ist ein geschlossener Weg, denn

H(0,s) = H(0,0) = %(0) = 4(1) = H(1,0) = H(L,s). (9)

Wir erhalten also eine Faktorisierung
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von H durch eine Abbildung H: S*x I — S™ (némlich ist H definiert durch H (7 (t), s) =
H(t,s); die Rechnung @ zeigt gerade, dass dies wohldefiniert ist). H ist auflerdem stetig,
da I lokal kompakt ist und somit nach St x I die Quotiententopologie von I x I
tragt. Und somit

v=H(,0)~H(1),

wobei H(_,1) Werte in S™ — {p} annimmt und also H(_,1) ~ const. O

Ausblick: In Verallgemeinerung von [8.1] und gelten die folgenden Berechnungen,
deren Beweis jedoch den Rahmen unserer Vorlesung sprengen wiirde:

(S, 8" ~Z (n>1)

und

[S™,S"] = {x} (m <n).

Aus der ersten Berechnung folgt, in kompletter Analogie zu [8.4] der Brouwer’sche Fix-
punktsatz fiir D™: Jede stetige Selbstabbildung des n-dimensionalen Balles hat einen
Fixpunkt. Zusammen mit der zweiten Berechnung sieht man auBerdem, wie in [9.2] dass

R">~R™ «— n=m

fiir beliebige n, m € N. Spéter werden wir noch sehen, dass [S™, S| = {*} fiir n > 2 ist.
Interessanterweise ist jedoch typischerweise [S™, S| # {x} fur m > n. Die Berechnung
von [S™, S™] ist bis heute aktuelles Forschungsthema.
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10 Die Fundamentalgruppe

Wir erinnern daran, dass wir Bijektionen [S',S'] — Z und [S',S?] — {*} gefunden
haben. AnschlieBend haben wir daraus unter anderem gefolgert: S! und S? sind
nicht homotopieaquivalent.

Wir wiirden nun gerne zeigen, dass S! x S' und S* nicht homotopieaquivalent sind. Wir
haben Bijektionen [S!, S1] =~ Z und [S!, S* x S'] =~ Z x Z. Falls es eine Homotopieédqui-
valenz S ~ S! x S! gibt, dann erhalten wir mit den soeben erwihnten Bijektionen und
der von der Homotopiedquivalenz induzierten Bijektion:

~

~ [S1 8] = [Sh, S x S =Z x Z

Bij.

Das stellt allerdings noch keinen Widerspruch dar, denn es gibt Bijektionen Z — 7Z x Z.

Die Fundamentalgruppe ist eine Variante von [S!, X1, die sogar eine Gruppe ist. Ist nun
die Bijektion Z — Z x Z von oben zusatzlich ein Gruppenisomorphismus, dann haben
wir einen Widerspruch, denn es gibt keinen Gruppenisomorphismus Z — Z x Z.

Definition 10.1.
Sei X ein topologischer Raum und x € X ein Punkt. Dann nennen wir

(X, z) = {y: I — X stetig | 7(0) 1) =} /
rel. {0 1}

die Fundamentalgruppe des Raumes X mit Basispunkt z. (,Variante von [S', X]
mit Basispunkt®.)

Notation:

1) Fir stetige Wege o, 5: I — X mit «(1) = [(0) sei die Verkniipfung der Wege
gegeben durch

Bra: ] — X

A\AR/AN
N N[

2) Fir z,y € X sei

P(X,z,y) = {v: I — X stetig [ (0) = y}/
rel. {0 1}

Also ist m (X, z) = P(X,z,x).

Wir méchten nun zeigen, dass = eine Gruppenstruktur auf (X, ) induziert.
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Lemma 10.2 (Reparametrisierung).

Seien y: I — X und o: I — I mit 0(0) = o(1) = 1. Dann ist vy AL

Beweis. Die gewiinschte Homotopie ist durch

IxI—X
(t,s) —> y(s-t+(1—s)-0(t))

gegeben. O]

Satz 10.3.
Die Verkniipfung = erfillt die folgenden Bedingungen.

1) Die Abbildung
P(X,y,2) x P(X,z,y) — P(X,z,2)
([8[a]) — [# = a]
ist wohldefiniert.
2) Seiae P(X,x,y), be P(X,y,z) und c€ P(X, z,w). Dann ist = assoziativ, d. h.

cx(bxa)=(cxb)rae P(X,z,w).

3) Fir x e X gibt es ein (notwendigerweise eindeutiges) 1, € P(X,z,x) mit

a*1l, =aVae P(X,x,y)
l,*a=aVYae P(X,y,z).

4) Fiirae P(X,x,y) gibt es ein (notwendigerweise eindeutiges) a=' € P(X,y,x) mit

~1 _ -1 _
a " xa=1 undaxa " =1,.

Beweis.
1) Sei H: I x I — X eine Homotopie relativ zu {0, 1} von a nach o/ und K: I x I — X
von 3 nach (#'. Dann ist

I x]— X

H(2t,s) t
(t8) — {K(Qt 1,8 ¢

N[ N[

<
=

eine Homotopie relativ zu {0,1} von § = a nach ' = o/. Die Stetigkeit folgt aus Lemma

und weil an der Stelle ¢t = % gilt:

H(1,8) = H(1,0) = a(l) = y = (0) = K(0,0) = K(0, s)
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2) Seien a = [a], b = [f] und ¢ = [y]. Dann ist ¢ = (b= a) = [y = (8 = a)] reprasentiert
durch

o(4t) t< i
t—> At —1) 3 <t<;
v(2t—1) t=>1
und (¢ *b) = a = [(y = ) = a] repréasentiert durch
a(2t) t<3
t— I pBMAt—-2) f<t<3
(4t —3) t=3.
Fir die stetige Abbildung
2, 0<t<i,
olt)=4t+4 F<t<j,
1 1
o st

ist damn 7+ (8+a) = (7 +8) * ) 0. Bs folgt aus [0.2, dass [+ (8+a)] = [(v+ ) = al.

3) Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Dazu seien 1,,1" wie verlangt. Dann ist 1, =
1, =1, = 1/.. Fir die Existenz definieren wir 1, := [const,]. Fir a = [a] ist 1, xa =
[const, *a]. Allerdings ist const, *« eine Reparametrisierung von « also folgt mit [10.2]

dass [const, *a] = [a] = a. Die andere Richtung funktioniert analog.

et —~

4) Fir die Eindeutigkeit seien a™!,a~! wie verlangt. Dann ist a™! = a7 = (a * a71) =
(a™' % a)*a~! = a~!. Kommen wir zur Existenz. Fiir a = [«] setzen wir
ati=la": T 2L T2 X

Dannist o= *a =~ const via
rel. {0,1}

IxIT- B T1-2X%

2st t<t
(t. s) ° 2 0
28(1 — t) t Z 3

Korollar 10.4.
1) * induziert eine Gruppenstruktur auf m (X, z) = P(X,x,x).

2) Sind x,y in derselben Wegzusammenhangskomponente von X, dann existiert ein

Gruppenisomorphismus m (X, z) = m(X,y). Genauer: Jedes a € P(X,x,y) induziert
einen Isomorphismus

conj,: m(X,z) — m (X, y)

c—axcxa L.
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Beweis. Die Abbildung conj, ist tatsachlich ein Gruppenhomomorphismus, denn conj, (cx
d)=ax*cxdxat=axcxalxaxcd xa"t = conj,(c) * conj, (). Sie ist auch bijektiv,
denn conj,-: ist eine Umkehrabbildung. O]

Es ist anzumerken, dass der Gruppenismorphismus conj,: m1(X,z) — 71 (X, y) von der
Wahl des a’s abhéngt. Typischerweise sind (X, z) und 7;(X,y) isomorph, aber nicht
kanonisch isomorph.

Definition 10.5.
Ein topologischer Raum X heifit einfach zusammenhingend, falls X wegzusammen-
héngend ist und fiir ein z € X (und damit fiur alle z € X) gilt, dass m (X, z) = 1.

Bemerkung.
Es gilt: X ist einfach zusammenhéngend genau dann, wenn X nicht leer ist und fir alle
x,y € X die Menge P(X, z,y) Méchtigkeit 1 hat.

Beweis. Fiir die Riickrichtung seien z,y € X. Wegen P(X,z,y) # & existiert ein steti-
ger Weg von x nach y in X. Auflerdem ist |m (X, z)| = |P(X,z,2)| = 1.

Fiir die andere Richtung bemerken wir zunéchst, dass nach Definition ein einfach zu-
sammenhédngender Raum nicht leer ist. Seien z,y € X. Wir wéhlen ein a € P(X, z,vy)
(dies gibt es, da X wegzusammenhéngend ist). Dann ist

m(X,z) = P(X,z,2) = P(X,2,y)

C—> a*C

eine Bijektion von Mengen (mit Umkehrabbildung a=! = ). Es folgt 1 = |m (X, )| =
|P(X,2,y)]. O

Als néchstes zeigen wir, dass stetige Abbildungen von topologischen Raumen Gruppen-
homomorphismen der Fundamentalgruppen induzieren.
Satz 10.6.
Sei f: X — Y eine stetige Abbildung.
1) Die Abbildung
fe: P(X,x,2") — P(X, f(2), f(2))
(V] — [f o]

ist wohldefiniert und hdngt nur von der Homotopieklasse relativ zu {x,x'} von f
ab.

2) Fir a e P(X,ZE,J}/> und b € P(X, Ilﬂxﬂ) gilt f*(b* a) = f*(b> * f*(a) Auﬂerdem 15t
f*(lz) = 1f(a:) und f*(afl) = f*(a)*l,

3) Sei zusdtzlich g:' Y — Z stetig. Dann gilt fir die Verknipfung g o f und a €
P(X,z,2'): (go fea) = g«(fi(a)). AuBerdem gilt (idx).(a) = a.
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Beweis. Wir beweisen nur den ersten Punkt. Die Anderen folgen unmittelbar aus den
Definitionen. Seien dazu H: I x I — X eine Homotopie von 7 nach +' relativ zu {0, 1}
und K: X x [ — Y von f nach f’ relativ zu {z,2’}. Dann ist

I xI—Y
(t,s) — K(H(t,s),s)

eine Homotopie von f o nach f’ o~/ relativ zu {0, 1}. O

Korollar 10.7.
Sei f: X —Y eine stetige Abbildung und x € X. Dann folgt direkt aus dass

f*: 7T1(X,ZL’) - 7T1<Y7f(x))

ein Gruppenhomomorphismus ist. Dieser hiangt nur von der Homotopieklasse von [ re-

lativ zu {x} ab. Weiter gilt fir eine stetige Abbildung g und die Verkknipfung X Lys,
Z:

gxo fo=1(g0 f)x
(1dX)* = idﬂ'l(X,:c)

Lemma 10.8.
Seien f,g: X — Y stetige homotope Abbildungen mit zugehoriger Homtopie H: X x I —
Y und x € X. Dann kommutiert das Diagramm:

/1 (X7 x)\
Ja g
MY, £(2) g (¥, 9(2)

Insbesondere ist f, genau dann ein Isomorphismus, wenn g, ein Isomorphismus ist.

Beweis. Sei ¢ € (X, z) reprasentiert durch v: I — X, d. h. ¢ = [y]. Wir betrachten
die Abbildung
K:IxITX8 x <18y

Es ist g«(c) = [g 0] und fiir den Reprasentanten gilt
gory = K(_71) = Koila

wobei i1: I — I x [ mit iy(t) = (¢,1) ist. Andererseits ist foy = K(_,0), und K(0, )
K(1, ) = H(z, ). Somit wird (conpyy. yofe)(c) = [H(z, )] * fulc) = [H(z, )]
reprasentiert durch K o j, wobei j: [ — [ x I durch

[y
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(0,4) i (4,4)

(0,0)c Q("to)

gegeben ist. Man kann anhand der Skizze sehen, dass i1 >~ 10,1} J gilt (oder an die
Konvexitdt von I x I appellieren). Es folgt K o4y >~ (013 K o j und somit g.(c) =
[K oid1] = [K oj] = (conjig(,, yof«)(c). Also kommutiert das Diagramm. O

Satz 10.9.
Sei f: X — Y eine Homotopie-Aquivalenz und v € X. Dann ist

feor m(X,x) — m(Y, f(z))

sogar ein Isomorphismus.

Korollar 10.10.
Sei X ~ {x} ein zusammenziehbarer topologischer Raum, dann ist X einfach zusammen-
hdingend.

Beweis von[I0.9. Sei g: Y — X ein Homotopie-Inverses von f. Wir betrachten fiir go f
das kommutative Diagramm:

(X, 1) — L (Y, f(2))
(9of) % \Lg*

m (X, g(f()))

Aus folgt, dass (go f). ein Isomorphismus ist; somit ist g, surjektiv und f, injektiv.
Dasselbe Argument angewandt auf g: Y — X und f(z) € Y, zeigt, dass g, auch injektiv
ist. Also ist g, ein Isomorphismus und also auch f,. O

Zum Abschluss dieses Kapitels berechnen wir die Fundamentalgruppen der Sphéren.
Wir setzen voraus, dass die Lesenden mit den Kapiteln 8 und 9 vertraut sind.

Satz 10.11.
Fiirn = 2 ist m(S™, ) = 1.

Beweis. Sei ¢ € m(S™, *), reprasentiert durch v: I — S™ mit y(0) = v(1) = *. Dann
existiert eine stetige Abbildung 7, sodass das Diagramm

I il g

A

Sl
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kommutiert. Wegen [9.1}ist ¥ ~ const. Tatséachlich lieferte der Beweis des entsprechenden
Satzes sogar v >~ (0,1} const,. Also ist ¢ = [y] = 1. O

Satz 10.12.
Die Gruppen w1(S*,1) und Z sind isomorph.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
o m (S 1) — [Sh, S,
[v] — [7]
Hierbei ist 4 die (eindeutige) Faktorisierung von v durch S* (vgl. Seite [56) :
I . St

NS

Die Abbildung ;(S*,1) — [S, S1] von oben ist wohldefiniert (Ubungsaufgabe). Wir

betrachten weiter das kommutative Diagramm:

id

T

Z m (S, 1) 2[5, 5]

n [t — eQﬂ'int]

Z

deg

und nennen die Komposition deg o® einfach wieder deg: m(S*, 1) — Z. Diese Abbildung
ist wegen der Kommutativitat des obigen Diagramms surjektiv. Wir méchten zusétzlich
zeigen, dass diese Abbildung ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist.
Wir beginnen mit der Injektivitat. Dazu seien v, 8: I — St mit deg(y) = deg(B). Wir
withlen Hochhebungen %, 3: I — R mit §(0) = 0 = $(0). Dann ist §(1) = deg(y) =
deg(B8) = B(1). Also ist 7 ~ya. {013 S (denn R ist ja einfach zusammenhéngend) und
somit vy =pod >~ o1y pof=p.D. h [v] =[8]
Fir die Gruppenhomomorphismus-Eigenschaft sei v = § = a. Wir wéhlen zundchst eine
Hochhebung a: I — R von « und anschliefend 3: I — R von 8 mit 3(0) = a(1). Dann
ist 0 = & eine Hochhebung von [ = a. Fiir den Abbildungsgrad folgt
deg(f ) = (B = @)(1) — (B +a)(0)
= A1) = B(0) + a(1) — a(0)
= deg(p) + deg(a).

Beispiel 10.13.
Wir betrachten die Inklusion ¢: S < R2. Dann ist

Lyt 7T1(Sl, 1) — 7T1(]R2, 1)
—_—— ——

~7, =1
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offensichtlich trivial und insbesondere nicht injektiv, obwohl ¢ injektiv ist. (Beachte, dass
¢ dieselbe Abbildungsvorschrift wie id hat, aber ¢, # id,.)

Beispiel 10.14.
Wir betrachten die Uberlagerung p: R — S! mit ¢ — >, Dann ist erneut

ps: m(R,0) — 7T1(Sl, 1)
-1 ~7

trivial und insbesondere nicht surjektiv, obwohl p surjektiv ist. (Die interessierten Le-
senden finden sicherlich leicht ein stetige Abbildung f: X — Y, die bijektiv ist, aber f,
trivial.)

Beispiel 10.15.
Wir betrachten die Abbildung f: S — S! mit z — 22. Dazu betrachten wir das Dia-
gramm

mi(S1, 1) T m (S 1)

T; degl;

z Z,

wobei die Abbildung g genau so definiert wird, dass das Diagramm kommutiert. Wir
mochten nun g bestimmen. Wir starten mit n € Z. Das wird auf [e*™] € m(S%,1)
abgebildet. AnschlieBend mit f, auf [e¢*™™] mit Abbildungsgrad 2n. Also ist g(n) =
2 - n. (Tatséchlich sind Gruppenhomomorphismen aus Z eindeutig durch das Bild des
Erzeugers 1 € Z bestimmt. Es wiirde hier also vollkommen ausreichen, den Fall n = 1
zu betrachten.)
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11 Der Hochhebungssatz

Betrachten wir eine stetige AAbbildung f: X -8 ccC. Wir stellen uns die Frage, ob
es eine stetige Abbildung f: X — S! gibt, sodass f(z) = f(z)? fir alle z € X gilt.
Aquivalent dazu wire die Frage, ob es eine stetige Vervollstandigung des Diagramms

Stz
N 7

f

gibt. (Das Entscheidende ist hier die Stetigleit, denn nicht-stetige Hochhebungen gibt es
zuhauf — die Quadratfunktion auf St ist ja surjektiv.) Ebenso kénnen wir uns die Frage
stellen, ob es eine stetige Vervollstandigung des Diagramms

R ¢

R 7
|
X Sl 627rit

f

gibt. D. h. ein f mit f(z) = e2™/® fiir alle z € X.

Wir haben bereits in gezeigt, dass wenn X ein zusammenhangender topologischer
Raum ist, eine Hochhebung bereits eindeutig durch das Bild eines Punktes bestimmt ist.
Auflerdem haben wir fiir X = I gezeigt, dass eine Hochhebung existiert. Das ,,universelle
Problem*® ist iibrigens der Fall X = S und f = id. Findet man fiir dieses Problem eine
Losung id, dann auch fiir jedes andere (ndmlich @ ). Leider ist das universelle Problem
aber nicht 16sbar, wie wir anhand des Abbildungsgrades sehen: Wiirde ndmlich

Stz

7 7
,3.1.51»” QL I
. St 2

id

kommutieren, dann wiirde gelten

A~

1 = deg(id) = deg(q) - deg(id) .
H,Q_/ T
= €

Also existiert in diesem Fall keine stetige Hochhebung.

Bemerkung.
Seien X, Y topologische Rdume und z € X, y € Y fest. Eine stetige Abbildung f: X — Y
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mit f(x) = y nennen wir stetige punktierte Abbildung und schreiben f: (X, z) —
(Y,y). Falls eine stetige punktierte Vervollstdndigung des Diagramms

(E,e)

37 i

(va)T)(Bab)

von stetigen punktierten Abbildungen existiert, dann kommutiert auch das induzierte
Diagramm:

m(E,e)

S

7T1(X,.T) T)ﬂ'l(B,b)

Insbesondere ist also im(fy) < im(p). Fiir eine Uberlagerung p und einen ,verniinftigen®
topologischen Raum X mochten wir zeigen, dass auch die Umkehrung gilt.

Definition 11.1.

Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhingend, falls fir alle z € X
und fiir alle offenen Umgebungen U < X von z eine offene Umgebung V' < U von x
existiert, sodass je zwei Punkte in V' durch einen stetigen Weg in U verbunden werden
koénnen.

Beispiel 11.2 (,wegzusammenhéngend impliziert nicht lokal wegzusammenhéngend®).
Wir betrachten den Raum

X = {0} x [-1,1] U {(t,sin(1/t)) e R* | t > 0}

(vgl. Ubungsblatt 2 Aufgabe 4). Wir schneiden diesen an einer beliebigen Stelle 7' > 0
ab, d. h.
Xr={0} x [-1,1] U {(t,sin(1/t)) e R* | T >t > 0},

und fiigen eine Verbindungslinie vom Punkt (7,sin(1/7)) € R? nach (0,0) € R? im
R? die X7 nicht schneidet, zu X7 hinzu. Der resultierende Raum (s. Skizze) ist dann
offensichtlich wegzusammenhéangend.

(o9 (rs m(é‘r>>
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Aber dieser Raum ist nicht lokal wegzusammenhiangend, denn man kann analog zu
Aufgabe 4 von Ubungsblatt 2 zeigen, dass (0, 0) keine wegzusammenhingende Umgebung
besitzt.

Beispiel 11.3.

R™ ist lokal wegzusammenhéangend. (Fir gegebenes U wéhle V' als offenen Ball.) Mit
Hilfe der stereographischen Projektion folgt, dass auch S™ lokal wegzusammenhéngend
ist.

Satz 11.4.

Sei X ein wegzusammenhdngender und lokal wegzusammenhdngender topologischer Raum
und p: E — B eine Uberlagerung. Dann existiert eine eindeutige stetige punktierte Ver-
vollstindigung des Diagramms

y ,7<E7€)
i ip

(Xax)?(Bvb)

von stetigen punktierten Abbildungen, wenn
im(f,) < im(p,) < m(B,b). (10)

Korollar 11.5.
Firn > 2 ist [S™, S'] = {}.

Beweis. Sei f: S™ — St stetig. Wir wihlen = € S", setzen b := f(x) € S und wihlen
t € R mit p(t) = b. Wir betrachten

(R, ) (11)

g

(57 %) = (S1.1).
Die Abbildungen

Dy : E(R, t) — 7T1(Sl,b),
-1

for (S, %) — m (ST, )
-1
sind trivial, also ist im(p,) < im(f,) und ist anwendbar. Also existiert eine stetige
punktierte Vervollstandigung f: (S™, x) — (R, t) von , d.h.pof=f. DaR~ {x}ist
po f ~ const. O
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Bemerkung.

Moglicherweise hétten die interessierten Lesenden in [11.4]statt der Bedingung[10]die fol-
gende Bedingung erwartet: Es existiert ein Gruppenhomomorphismus ¢, der folgendes
Diagramm kommutieren léasst :

jl(lf, €) (12)
(X, &) — m (B, b)

fx

Denn diese Bedingung ist ja offensichtlich auch notwendig und scheint stérker zu sein
als Bedingung [10| - z. B. gilt im Diagramm

Z n

El [

L)y ——=1L/> [n]

id4(Z/5) € q+(Z), aber es gibt keinen Gruppenhomomorphismus ¢, der das Diagramm
zum Kommutieren bringt (denn ¢([1]) hat Ordnung 2 in Z, ist also 0).

Die Losung des Rétsels besteht darin, dass die Abbildung p, in tatsachlich immer
injektiv ist (siehe , und fiir injektive Abbildungen p, ist Bedingung [10| tatsachlich

aquivalent zur Existenz einer Faktorisierung wie in [12]

Definition 11.6.

Sei p: E — B eine Uberlagerung, v: I — B ein stetiger Weg von b nach b und e € Elwy.
Wir definieren y = e € E|pyy via v+ e = §(1), wobei 7: I — E eine stetige Hochhebung
von v ist mit (0) = e:

(0} ==

|
p

v« e heiffit der Fasertransport von e entlang von . Man beachte, dass der Fasertrans-
port wohldefiniert ist, denn Hochhebungen von Wegen sind eindeutig bei gegebenem
Anfangspunkt.

Lemma 11.7.

1) 7 = e hangt nur von [y] € P(B,b,b') ab, d. h. die Abbildung
P(B,b,V) x Ey{b} — F

v}
([v],e) > v xe

ist wohldefiniert.



2) Seienc € P(B,V,0"),ce P(B,b,V) und e € E|ypy. Dann gilt ¢+ (cxe) = ('+c)*e €
Elyy und 1, e = e.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis des ersten Teils. Dazu seien v >~ (0,13 7 via
der Homotopie H: I x I — B. Dann kommutiert das Diagramm

conste
{0y x 1 ==~ F
Ix1I B.

und da p eine Uberlagerung ist, existiert eine stetige Hochhebung A , sodass beide Dreie-
cke kommutieren. Es ist nun H(1, ): I — E stetig mit po H(1, ) = H(1, ) = consty.
Aufgrund der Eindeutigkeit von Hochhebungen muss also H (1, ) auch konstant sein.
Es folgt v+ e = H(1,0) = H(1,1) =+ *e.

Fiir den zweiten Teil ist einerseits 1,+e = const, e = e. Aulerdem seien ¢ = [v],d = [+'].
Wir heben 7 zu einem Weg 4: I — E mit 5(0) = e und o' zu 4': [ — FE mit
4 (0) = A(1) hoch. Dann ist ¢ * (¢ * e) = 4/(1). Aber 4’ = 4 ist ein stetiger Weg
in £ mit p(y' «5) = p(¥) *p(y) = 7 +y und (¥ = 9)(0) = 5(0) = e. Es folgt
(@xc)se=(¥=9)(1) =7(1). O

Beweis des Hochhebungssatzes[11.4, Die Eindeutigkeit folgt aus [8.14] Fiir die Existenz
definieren wir f: X — E wie folgt: Fir y € X wéhlen wir ¢ € P(X,z,y) (X ist ja
wegzusammenhéngend) und setzen

fy) = fulc)sec E|, < E.

Dann ist po f = f und f(z) = e. Wir miissen allerdings zeigen, dass f wohldefiniert und
stetig ist.

Wir beginnen mit der Wohldefiniertheit. Dazu seien ¢, ¢ € P(X, x,y). Wir miissen zeigen,
dass fi(c) x e = fu(c) = e. Es gilt

fule)xe = fuld = () e c)xe = fuld) = ful(¢) T2 o) e

Also geniigt es zu zeigen, dass fo((¢)™t *c)xe = e ist. Da (¢) * ¢ € (X, ) und
nach Voraussetzung im(f,) < im(p.) S m(B,b), gibt es ein d € m(F,e), sodass
p«(d) = fo((d)7t % ). Sei d = [y]. Dann ist p.(d) = [po~v]. Also kénnen wir + ver-
wenden, um den Fasertransport zu berechnen, und erhalten p,(d) e = (1) = e.

Wir beweisen nun die Stetigkeit von f. Dazu werden wir zeigen, dass fiir alle y € X und
alle offenen Umgebungen U < F von f (y) eine Umgebung V < E von x mit f (V)ycU
existiert. Sei also y € X und U < FE eine offene Umgebung von f (y). Auf den Ubungs-
blattern haben wir gezeigt, dass jede Uberlagerung auch lokaler Homdomorphismus ist.
Wir wéhlen also oBdA U gleich so klein, dass p: U — p(U) =t W ein Homéomorphis-
mus ist. Es ist dann W < B offen, da p eine offene Abbildung ist. Da f stetig ist, ist
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Y W) € X eine offene Umgebung von y. Da X lokal wegzusammenhingend ist, finden
wir eine offene Umgebung V < f~1(W) von y, sodass je zwei Punkte aus V in f~1(W)
verbunden werden kénnen. Wir zeigen nun, dass f (V)< U gilt: Sei z € V. Wir finden
ce P(X,z,y) und d € P(f~*(W),y,2). Dann ist

A

f(Z) = f*(d) * f*<C) * €.
—
=f(y)

Wir wihlen einen Représentanten «v: I — f~1(W) von d = [y]. Dann ist f,(d) = [f o]
mit foy: I — W < X. Wir betrachten das Diagramm

U—FE

(b

WX

foy

in dem die linke Abbildung p ein Homéomorphismus ist und p~! die Umkehrabbildung.
Eine Hochhebung von f o+ ist also p~' o fo~. Es folgt f(y) = (p~tofory)(1)eU. O

Wir beenden dieses Kapitel mit einer Anwendung von auf die Klassifikation von
Uberlagerungen, also die Frage: Wie viele Uberlagerungen hat ein gegebener Raum B
eigentlich? Wir beginnen mit einem Lemma:

Lemma 11.8.
Seip: E — B eine Uberlagerung, e € E und b = p(e). Dann ist py: m(E,e) — m(B,b)
injektiv.

Beweis. Da p, ein Gruppenhomomorphismus ist, geniigt es ker(p,) = {1} zu zeigen.
Sei also [v] € ker(px), d. h. p.([7]) = [po~] = 1. Dann existiert eine Homotopie
POy =l {0,1} consty. Wir heben diese hoch:

Ix {0} 1—E

27

IXITB

Nun ist H ] Ix{1} kpnstant, Weil~H ] x{1} konstant ist. Also ist H eine Homotopie v ~ const.
Zuséitzlich sind H|oyxr und H (13«1 konstant, weil H|qyx; und H|py«; es sind. Also ist
H sogar eine Homotopie relativ zu {0, 1} und es folgt [y] = 1 € m(E, e). O

Korollar 11.9.
Seien p: E — B, p': E' — B Uberlagerungen, B lokal wegzusammenhingend und E, E'
wegzusammenhdangend. Falls es Punkte e € E ¢’ € E' gibt mit p(e) = p/(e/) = b und

p(m(E,€)) = ()«(m(E',€)) = m(B,0b)
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ist, dann sind p und p' isomorph. D. h. es gibt einen Homdomorphismus p: E — E,
sodass das Diagramm

hS)

E E’

e

N

kommutiert. (Der Homdéomorphismus ¢ ist sogar eindeutig bestimmt, wenn wir ¢(e) = e

fordern.)

B

/

Beweis. Die Rdume F, E’ sind auch lokal wegzusammenhéngend. Daher existiert nach
ein eindeutiges ¢, sodass das Diagramm

(E,e) —— (B,b)

kommutiert. Wir wollen zeigen, dass ¢ ein Homéomorphismus ist: Wir erhalten erneut
mit ein eindeutiges 1, sodass das Diagramm

(E,e)
3_!.¢ -7 J{p
(E'.¢') —— (B,b)

p

kommutiert. Es ist nun ¢ o ¢ = idg, denn das Diagramm

(E,e)

|
p
pop

(E,e) — (B,b)

p

kommutiert fiir beide diagonale Abbildungen. Da diese Abbildung nach jedoch
eindeutig ist, folgt die Gleichheit der beiden diagonalen Abbildungen. Analog ist o1y =
idg. m

Korollar ist insofern noch nicht ganz optimal, da die Untergruppe p. (71 (E, e)) von
der Wahl von e abhéngt und zunéchst nicht klar ist, wie die Punkte e und €’ zu wahlen
sind. Das folgende Lemma erklart die Abhangigkeit der Untergruppe von der Wahl des
Basispunkts:

Lemma 11.10.
Fiir eine Untergruppe H < 7 (B, b) ist dquivalent:
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(i) H ist konjugiert zu p.(m (E,e)) in m(B,b), d. h. es gibt ein ¢ € m(B,b), sodass
c-H-ct={chc™ | he H} = p.(m(E,e)).

(i1) H = py(m(E,€)) firee E mit p(e) = b.

Korollar 11.11.
Ist also B ein wegzusammenhdangender, lokal wegzusammenhdngender Raum, dann haben
wir eine injektive Abbildung

{ ) zsh., nicht leere } Untergruppen}
Uberlagerungen tuber B /]Somorphie — L von m1(B,b) /Kon]ugatzon

[E 2 B] — [pu(mi(E,€))] mit eep(b) bel.

Insbesondere existiert bis auf Isomorphie hichstens eine Uberlagerung von B, die ein-
fach zusammenhdngend ist, diese gehort namlich zur Untergruppe {1} < m(B,b). Diese
nennen wir universelle Uberlagerung.

Beweis von[I1.10. Wir beginnen mit dem Beweis von ,(ii)=(i)“. Sei ¢ € P(F,e,é),
dann ist m(E,€) = c* 7 (F,e) = ¢! und gelichzeitig ist p.(c) € P(B,b,b) = m(B,b).
Es folgt p«(mi(E,€)) = p«(c) * pu(mi(E,¢€)) = pi(c)™! und also sind p,(m(E,e)) und
p«(m1(E,€)) € m(B,b) konjugiert.

Fiir die andere Richtung sei H = [y] * p.(m1(E,€)) = [y] ™" fir ein [y] € m(B,b). Wir
heben 7 zu einem Weg 7: I — E mit (0) = e hoch. Wir setzen € := 4(1). Dann ist

p( m(E,&) ) =[]*p(m(E,e)=[7]"' = H u
~—
=[F]m (B e)*[5] !

Beweis von[I1.11. Es ist nur zu zeigen, dass so ein e € p~1(b) immer existiert. Dann ist
die Abbildung ndmlich wegen wohldefiniert und die Injektivitét folgt widerum aus
und [11.91

Da E nicht-leer ist, gibt es ein ¢ € F mit p(¢/) = b’ € B. Da B wegzusammenhéngend
ist, gibt es ein ¢ € P(B,V,b), und der Fasertransport definiert ein Element ¢ = ¢/, das
dann in der Faser tiber b liegt. n
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12 Gruppenwirkungen

12.1 Grundlegende Begriffe

Definition 12.1.
Eine stetige (Links-)Wirkung einer Gruppe G auf einem topologischen Raum X ist
eine stetige Abbildung

GXX—>X
(g, 0) —g-x

(G mit diskreter Topologie), sodass gilt:
1) lrz=zxfiralleze X
2) g-(h-z)=(goh)- -z firalle g,he G ,x e X.

Ein G-Raum ist ein topologischer Raum zusammen mit einer stetigen Wirkung von G
auf X. Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen zwei G-Raumen heifit G-aquivariant
(oder auch G-Abbildung), falls fir alle g € G,z € X gilt:

flg-x)=g-fz)

Wir schreiben G C X fiir eine stetige Wirkung von G auf X. (Auerdem schreiben wir
oft gz statt g - x.)

Beispiel 12.2.
Hier einige Bespiele fiir typische Gruppenwirkungen.

1) Sei Cy = {1,T} eine Gruppe der Ordnung zwei. Dann wirkt Cy auf S™ durch
T x:=—x fir x e S™.

2) ZCRvia (n,x) »n+zx
3) GL,(R) C R" via (A, z) — Ax

4) Seien G eine beliebige Gruppe und X ein beliebiger topologischer Raum, dann
GC Xviag-z =z flir ge G,z € X. Wir nennen diese Gruppenwirkung die
triviale Wirkung.

Definition 12.3.
Es sei G & X eine Gruppenwirkung. Dann nennen wir z € X Fixpunkt der Wirkung
G ¢ X, wenn fir alle g € G gilt, dass gxr = x ist. Wir bezeichnen

X% :={ze X | x ist Fixpunkt} € X

als Fixpunktraum. (Die Topologie auf diesem ist die Teilraumtopologie von X.)
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Beispiel 12.4.
Es sei Cy und Cy & S™ wie in [12.2, Dann ist (S™)“2 = ¢ (da es kein z € S™ mit r = —x
gibt). Betrachten wir C, & R™ mit derselben Wirkung, dann ist aber (R")°2 = {0}.

Bemerkung.

Ist G & X eine triviale Gruppenwirkung, G C Y beliebig, und f: X — Y eine G-
dquivariante Abbildung. Dann faktorisiert f eindeutig iiber Y¢, d. h. es existiert eine
eindeutige Abbildung f: Y — Y% sodass das Diagramm

S

kommutiert. (Die Abbildung f ist dann, wegen der Teilraumtopologie auf Y'¢ automa-
tisch stetig, wenn das Diagramm kommutiert.)

X Y

Beweis. Fir g € G und z € X gilt g- f(z) = f(g-2) = f(z). Also ist f(z) € Y.
Demnach ist f wohldefiniert. O]

Bemerkung.
Jede Gruppenwirkung G & X induziert eine Aquivalenzrelation auf X via

rT~y <= dgeGmitg-z=y.

Beweis. Wir beweisen die drei Eigenschaften einer Aquivalenzrelation. Die Verkniipfung
in G notieren wir mit o.

er~zx,dennl-z==x

e Sei z ~ y, d. h. es gibt ein g € G, sodass g - x = y ist. Dann ist auch x = g=% - .
Also ist y ~ x.

e Seienx ~yundy ~zviag-c=yund h-y =z Dannist z=h-y=h-(g-x) =
(hog)-x und somit = ~ z. O

Definition 12.5.
Sei G & X eine Gruppenwirkung. Fiir ein festes x € X nennen wir

G-x={g-2|geG}

den Orbit von z (unter G). Offensichtlich gilt fiir die Aquivalenzklasse [x] beziiglich
der von der Gruppenwirkung G & X induzierten Aquivalenzrelation [z] = G - x. Wir
definieren

ANX =X/
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den Orbitraum mit der Quotiententopologie der natiirlichen Projektion

T X — o\X

z+— G- .

Beispiel 12.6.
Wir betrachten die zugorigen Orbitraume fiir [12.2, Wir kénnen diese mit uns bekannten
Réaumen identifizieren:

1) ¢\5" =~ RP"
2) z\R ~ St
3) GL.(R)\R" = {x}
Bemerkung.
Sei G C X beliebig, G & Y trivial und f: X — Y eine G-dquivariante stetige Abbil-

dung. Dann faktorisiert f eindeutig iiber G\X, d. h. es existiert eine eindeutige Abbildung
f:6\X =Y, sodass das Diagramm

X d Y
N

kommutiert. (Die Abbildung f ist dann wegen der Quotiententopologie auf G¢\X automa-
tisch stetig, wenn das Diagramm kommutiert.)

Beweis. Esist f(g-2) = g- f(z) = f(x). Also ist f wohldefiniert. O

Definition 12.7.
Eine Gruppenwirkung G & X heifit transitiv, wenn fiir alle z,y € X ein g € G existiert,
sodass ¢ -z =y ist. D. h. |6\X] < 1.

Definition 12.8.
Ein G-Raum X heif}t frei, wenn fiir alle x € X und g, h € G mit gxr = hx folgt, dass
g = h ist.

Bemerkung.
Es gilt:
GCXfreli < (VxeX,geG:gr=x=g=1).

Beweis. Ist G & X frei, so folgt die rechte Implikation direkt aus der Definition einer
freien Gruppenwirkung indem wir A = 1 setzen.

Fiir die andere Richtung sei gr = hz. Dann ist auch h~'gz = z. Also ist h~1g = 1 und
somit g = h. O]
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Bemerkung.

Fiir G # {1} gilt: Ist G & X frei, dann ist X¢ = ¢J. Die Umkehrung gilt i. A. nicht: Ein
Beispiel dafiir ist die Gruppenwirkung GL,(R) & R™ — {0} fir n > 1. Diese ist offen-
sichtlich nicht frei, denn wir finden Matrizen A € GL,(R) mit Eigenwert 1, die nicht
trivial sind. Andererseits finden wir fir jedes x € R™ — {0} eine Matrix A € GL,(R),
sodass Az # x ist. Also ist (R™ — {0})&L=(®) = .

12.2 Gruppenwirkungen und Uberlagerungen

Definition 12.9.
Eine Gruppenwirkung G C X heifit frei-diskontinuierlich, falls fiir alle x € X eine
offene Umgebung U < X von z existiert, sodass gilt:

Vg, e Gmit gUngU # J=g=4g.

(Hierbei ist gU = {gy | y € U} < X offen, denn g-__: X — X ist ein Homdomorphismus
(mit Umkehrabbildung ¢='- ) und U < X offen.)

Diese Bedingung wird auch oft ,eigentlich-diskontinuierlich® genannt, was allerding ver-
wirrend ist, weil die Wirkung einer (diskreten) Gruppe auf einem Raum X | eigentlich®
heifit, wenn jeder Stabilisator endlich ist, d. h., fir jedes z € X gilt {g € G | gx = z} ist
endlich. Offenkundig ist eine freie Wirkung eigentlich, aber im Allgemeinen nicht um-
gekehrt. Darum unser Nicht-Standard-Name ,frei-diskontinuierlich“. Siehe auch [Hat02]
sec. 1.3 fiir eine Diskussion. (Hatcher nennt die Bedingung aus einfach Bedingung

(*).)

Bemerkung.
Eine frei-diskontinuierliche Wirkung ist frei. Eine freie Wirkung einer endlichen Gruppe
ist automatisch frei-diskontinuierlich. (Beweis in den Ubungen.)

Satz 12.10.
Sei G & X eine frei-diskontinuierliche Gruppenwirkung. Dann ist die Projektion
pr X — AX
r— G-z

eine Uberlagerung.

Beispiel 12.11.
Wir betrachten die Gruppenwirkung Z & R mit (n, z) — n+ . Dann ist die Projektion

p: R — z\R = S!

die typische Uberlagerung R — S*.

90



Beweis von [12.10. Wir zeigen zunéachst, dass p eine offene Abbildung ist: Dazu sei U <
X offen. Es ist nun p(U) < ¢\X offen genau dann, wenn p~!(p(U)) < X offen ist. Aber
pH(p(U)) = Uyeq 9U ist eine Vereinigung von offenen Teilmengen von X. (Dieser Teil
des Arguments klappt fiir jede Gruppenwirkung.)

Sei U < X offen, wie in der Bedingung fiir frei-diskontinuierlich, d. h. ist gU n ¢'U # &,
dann ist g = ¢'. Es folgt, dass | J sec 9U eine disjunkte Vereinigung ist.

Wir behaupten erstens, dass gU < p~*(p(U)) offen ist, denn gU = gU n p~'(p(U)) und
gU < X offen. Zweitens behaupten wir, dass gU < p~'(p(U)) abgeschlossen ist, denn
P (p(U)) = gU = Uy, 9'U < p~ ' (p(U)) offen.

Insgesamt ist nun
HyeqgU = G x U — p~ ' (p(U))
(g,v) — gv

ein Homoéomorphismus (G mit diskreter Topologie). Also ist p(U) eine trivialisierende
Umgebung, denn das Diagramm

G x p(U) =G x U —=p~ ' (p(U))
kommutiert. L]

Definition 12.12.
Sei G C X eine frei-diskontinuierliche Gruppenwirkung und z € X. Dann definieren wir

deg,: m(a\X,Gz) — G

wie folgt: Fiir ¢ € m;(¢\X, Gz) betrachten wir den Fasertransport in der Uberlagerung
p: X = &\X, cxx € p~({Gz})Gx. Dann gibt es ein g € G mit cxz = gx. Da die Wirkung
frei ist, ist g sogar eindeutig. Wir setzen deg,(c) := g~! € G.

Bemerkung.
Die Definition mit ¢! ist so gewéhlt, dass Teil 1 von [12.13| richtig wird (sonst hétten
wir ndmlich einen Anti-Gruppenhomomorphismus).

Satz 12.13.
Fir deg, gilt:

1) deg, ist ein Gruppenhomomorphismus.

2) Ist X wegzusammenhdngend, dann ist deg, surjektiv.

3) ker(deg,) = pu(m (X, z)).
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Bemerkung.
In der Sprache der Sequenzen ausgedriickt bedeutet das, dass die Sequenz

1 - m(X,2) 25 m(A\X, Gr) <85 G > 1

exakt ist, wenn X wegzusammenhéngend ist. Hierbei heiffit eine Sequenz von Gruppen
(d. h. eine Kette von Gruppenhomomorphismen)

LG G B GBS G S
exakt bei G;, wenn im(g;—1) = ker(g;) < G; ist.

Beispiel 12.14.
Wir betrachten erneut unsere tyischen Beispiele.

1) Z & R: Dann ist z\R ~ S und
m(S,1) &8 7

ist ein Isomorphismus, denn R ist nicht nur wegzusammenhéngend, was uns die
Surjektivitat liefert, sondern auch einfach zusammenhangend, weshalb der Kern
ker(deg,) = ps«(1) = 1 trivial ist, was uns die Injektivitat liefert.

2) Fir n > 2 betrachten wir Cy G S™ wie in [12.2] Dann ist ¢,\5" = RP" und analog
zuZ C R ist
™ (RPY) 2% ¢,

ein Isomorphismus.
Wir wenden uns dem Beweis von [12.13] zu. Hier ein vorbereitendes Lemma:
Bemerkung.
Seien p: £ — B,p’: E' — B Uberlagerungen und ¢: £ — E’ eine stetige Abbildung,

sodass das Diagramm

E

DA
B

kommutiert. Sei e € £ und c € P(B,p(e),t’). Dann ist ¢(c=e) = c = p(e).

Beweis. Wir wihlen einen Représentanten v: [ — B von ¢, d. h. [y] =¢. Seiy: [ - E
eine Hochhebung von v, d. h. po 4 = v, mit 4(0) = e und (1) =: ¢ = e. Dann ist
po#: I — Eeine Hochhebung von « bzgl. p/, d. h. p’ o p 05 = 7, mit (5(0)) = ¢(e)
und e+ p(e) = (poA)(1) = plere). .
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Das konnen wir nun auf

X I X
S
a\X
anwenden. D. h.

g-(cxx)=cx(g- 1) (13)

Beweis von[I2.13. Es sei deg, wie in Definition [12.12| und wir notieren die Gruppenver-
kniipfung in G mit o

1) Wir beginnen damit zu zeigen, dass

deg,: m(a\X,Gx) — G

c— ¢ ' mit cxx = gx

ein Gruppenhomomorphismus ist. Es gilt

(deg,(cd))™ o = (cxd)+x
=cx*(d=*x)
— ¢+ (deg, ()" - @)
=deg, (d)"" - (cx2) (81ehe
— deg, (d)" - (deg,(c) " - z)
— (deg, () o deg, (d) - .

Da die Wirkung frei ist, folgt deg, (c+d) ™! = (deg,(c)odeg,(d))™!, also deg, (cxd) =
deg, (c) o deg, (d).

2) Sei X wegzusammenhingend und g € G beliebig. Wir wihlen ein c € P(X, z, g 'x).
Dann ist deg, (p«(c)) = g, denn p,(c) =z = g~'z. Also ist deg, surjektiv.

3) Wir mochten zeigen, dass ker(deg,) = ps(m (X, x)) ist. Wir beginnen mit ,2“: Sei
¢ = py(d) € py(m1(X, x)). Dann ist deg, (p«(d)) = 1, denn cxz = = = 1-2. Kommen
wir zu ,<=“: Sei ¢ € m(6\X, Gz) mit deg,(c) = 1. Dann folgt cxz = x. Also existiert

einy: [ — X mit 3(0) =z, [poF] = cund (1) = x. D. h. c € p.(m (X, 2)).
[
Bemerkung (Warnung).

Die Abbildung
deg,: m(a\X,Gz) — G

héngt i. A. von z ab. Fir den Fall, dass X einfach zusammenhéangend ist, sind m (G\X, Gx)
und G also isomorph, aber eben nicht kanonisch isomorph.
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Wie wir in gesehen haben, sind bereits einige der uns bekannten Uberlagerun-
gen isomorph zu von Gruppenwirkungen induzierten Uberlagerungen. Wir fragen uns
allgemeiner: Ist jede Uberlagerung p: E — B bis auf Isomorphie von der Form E — G\E,
d. h. gibt es ein kommutatives Quadrat

E—=-E
1k
B—=-G\E

fiir eine Gruppenwirkung G  E, in dem die horizontalen Abbildungen Homdomorphis-
men sind?

Definition 12.15.

Eine Untergruppe H < G heifit normal, falls H abgeschlossen unter Konjugation mit
beliebigen Elementen aus G ist, d. h. fiir alle h € H, g € G ist ghg™! € H. (Dann gilt sogar
gHg™' = H, denn fiir he H, g€ G ist g~'hg € H und somit h = gg~*hgg™' € gHg™'.)
Beispiel 12.16.

1) Sei G := X3 die symmetrische Gruppe. Dann ist H = {(12)) = {(12),id} < G
nicht normal, denn (13)(12)(13) = (32) ¢ H.

2) Sei G eine beliebige Gruppe. Dann sind G € G und {1} € G immer normal. Fiir
einen beliebigen Gruppenhomomorphismus

0: G— G
ist ker(¢) € G normal, denn ist h € ker(¢) und g € GG, dann gilt
p(ghg™) = w(g) () - ()™ = 1.
Also ghg™' € ker(yp).

3) Sei G & X eine frei-diskontinuierliche Gruppenwirkung und =z € X. Dann ist
p: X — G¢\X eine Uberlagerung und

im(py: m (X, z) - m(6\X, Gr)) € m(6\X, Gr)

ist normal (wegen ,,2)“ und [12.13)).

Definition 12.17.
Sei p: E — B eine Uberlagerung. Wir definieren die Menge Aut(p) wie folgt:

© € Aut(p) <= ¢ ist ein Homoomorphismus und das Diagramm
E z E
B

kommutiert
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Die Menge Aut(p) ist sogar eine Gruppe beziiglich der Verkniipfung o und wir bezeichnen
diese als Decktransformationsgruppe.

Wir haben eine Gruppenwirkung Aut(p) C E via (¢, e) — ¢(e).

Lemma 12.18.
Diese ist sogar frei-diskontinuierlich, wenn E wegzusammenhdngend ist.

Beweis. Sei e € E. Wir wéhlen eine trivialisierende offene Umgebung U < B von p(e)
fiir die Uberlagerung p. Unter dem resultierenden Homéomorphismus i: E|y =~ U x D
entspricht e einem Punkt (u, d) € U x D. Dann entspricht U x {d} einer offenen Umgebung
V € E von e (also V = i7}(U x {d})), und wir behaupten, dass diese Umgebung die
geforderte Eigenschaft hat.

Um dies zu sehen sei ¢ € Aut(p) mit (V) n'V # ¢F; wir miissen zeigen, dass ¢ = idg.
Es sei also €’ ein Punkt im Schnitt, sodass es also weiter ¢” € V' gibt mit p(e”) = ¢’. Da
¢ mit der Abbildung p kommutiert, gilt p(e’) = p(e”) =: w. Dann gilt

i(e) = (u,d)

(denn ¢ tiberfithrt die Abbildung p in die Projektion auf die erste Komponente, und die
zweite Komponente ist ja d nach Definition von V'); mit demselben Argument gilt aber
auch

i(e") = (u,d)
und da ¢ bijektiv ist, folgt ¢’ = €”. Damit gilt also p(€’) = €/, und es folgt sogar ¢ = idg,
da ¢ und id beides Hochhebungen von p sind und somit (da E zusammenhéngend)
bereits durch das Bild eines Punktes festgelegt sind (Lemma [8.14]). O]

Satz 12.19.
Sei B lokal wegzusammenhingend, E wegzusammenhdingend und p: E — B eine Uber-
lagerung. Fir x € E und b= p(x) € B sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt eine frei-diskontinuierliche Gruppenwirkung G C E und einen Homdomor-
phismus ANF — B, sodass das Diagramm

7\

12

NP B

>

kommutiert.
(it) Die Untergruppe im(py: m(E,x) — m(B,b)) € m(B,b) ist normal.
(iii) Die Gruppenwirkung Aut(p) C El|p, ist transitiv.

(iv) p induziert einen Homdomorphismus auw(p\E =~ B.
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Hierbei beobachten wir , dass sich die Gruppenwirkung Aut(p) C F tatsdchlich zu einer
Gruppenwirkung Aut(p) C E|q, einschrankt, d. h. die Abbildung

Aut(p) x E > FE

sich zu einer Abbildung
Aut(p) X E‘{b} — E|{b}
einschrankt (denn jedes ¢ € Aut(p) kommutiert ja nach Definition mit der Abbildung

nach B und sendet daher Punkte tiber b auf Punkte tiber b); die eingeschrankte Abbil-
dung erfiillt dann automatisch wieder die Axiome einer Gruppenwirkung.

Definition 12.20.
Solche Uberlagerungen wie in Satz[12.19 nennen wir normale Uberlagerungen.

Beweis. Die Richtung , (iv)=>(i)* ist klar und ,,(i)=(ii)“ haben wir bereits bewiesen.
Wir kommen zum Beweis von ,,(ii)=(iii)“: Seien z,2’ € E|g;. Dann ist

im(py: m(E,x) - m(B,b))
=g -im(py: T (E,2") — 7 (B,b)) - g~ "
=im(p,: m(E,2") > m(B,V)).

fir ein g € m; (B, b), wobei die erste Gleichung aus folgt und die zweite auf Grund
der Normalitdt. Der Hochhebungssatz liefert uns einen Isomorphismus ¢: F — E von
Uberlagerungen mit ¢(z) = 2. D. h. ¢ € Aut(p) und p(x) = 2.

Fiir den Beweis von ,,(iii)=>(iv)“ gehen wir einen Zwischenschritt iiber die Aussage (iii)’:

Vo' € B: Aut(p) C E|q transitiv

Wir werden ,,(iii)=-(iii)’=>(iv)“ zeigen. Wir beginnen mit ,(iii)=(iii)’“: Sei ¥’ € B,y,y' €
Elw;y. Sei ce P(B,V,b). Dann wahlen wir ein ¢ € Aut(p) mit

plery) =cxy.

\——v__/

=cxp(y)
(Ein solches ¢ existiert, da ja c¢xy und ¢y’ beide in E|, liegen und dort Aut(p) transitiv
operiert.) Nach Multiplikation mit ¢~ von links folgt ¢(y) = v/'.
Kommen wir abschlieflend zum Beweis von ,,(iii)’=(iv)“: Wir betrachten

p: J RN Aut(p)\E i’ B.

Wir mochten zeigen, dass p ein Homoomorphismus ist. Es ist p surjektiv, da p surjektiv
ist, denn fiir ¥ € B konnen wir ein ¢ € P(B,b,b') wihlen und dann ist p(c = x) = ¥'.
AuBerdem ist p injektiv: Seien y,y € E mit p(y) = p(y’) =: ¥'. Dann sind y,y' € E|w.
Also existiert ein ¢ € Aut(p) mit p(y) = y'. Es folgt 7(y) = 7(v/).

Damit p ein Hom6omorphismus ist, fehlt noch die Offenheit von p. Dazu sei U S Aut(p)\F
offen. Dann ist wegen der Stetigkeit von m die Teilmenge 7~ (U) < E offen, also ist
p(U) = p(r=Y(U)) € B offen (denn p ist Uberlagerung). O
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Anwendung auf die Existenz von Uberlagerungen

Fiir einen wegzusammenhangenden, lokal wegzusammenhédngenden Raum X haben wir
gezeigt, dass die Abbildung

{ zsh., nicht leere } Untergruppen}
Uberlagerungen iiber X /Isomorphie — L von m (X,x) /Konjugation (14)

[E 5 X+ [ps(m1(E, €))] mit e € p~'(z) bel.
injekiv ist (vgl. [11.11)).

Korollar 12.21.
In dieser Situation gilt: Die Abbildung ist genau dann surjektiv, wenn X eine uni-
verselle Uberlagerung besitzt.

Beweis. Fir = wihlen wir ein Urbild von 1 € (X, x). Fiir die andere Richtung sei
p: B — X eine universelle Uberlagerung. Dann ist

ll'Il(p* 7T1(E,€) e 7TI<X7 $)) < 7Tl()(? 'T)
normal. Also ist nach [12.19] X =~ ¢\F wobei G := Aut(p) und
7T1(X7 JZ) i’ 7TI(G\E’ G€) % G

ist ein Gruppenisomorphismus. Sei nun H < (X, x) eine Untergruppe. Diese korre-
spondiert unter deg, zu einer Untergruppe H' := deg,(H) < G. Es ist also H' C F eine
Gruppenwirkung und es existiert eine eindeutige Abbildung ¢, sodass das Diagramm

g e X

kommutiert. AuBerdem ist ¢ eine Uberlagerung (Beweis in den Ubungen). Wir haben
des Weiteren das kommutative Diagramm

9%

T (BN\E, w(e)) > 11 (G\B, Ge) == (X, )

>~ ldege >~ J{dege

Inkl.
H'¢ - G

Also ist g, (m (H\E, 7(e))) < m (X, z) gleich H. O
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Satz 12.22.

Sei X wegzusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend. Dann besitzt X genau
dann eine universelle Uberlagerung, wenn X semi-lokal einfach zusammenhdn-
gend ist, d. h. fiir alle x € X gibt es eine offene Umgebung U < X wvon x, sodass die
von der Inklusion induzierte Abbildung m (U, x) — 7 (X, x) trivial ist.

Beweisidee. Sei X semi-lokal einfach zusammenhangend. Wir wahlen einen Punkt x €
X. Dann ist

{yeC(I,X) [~(0) = x}/:relb oy — X
[v] — (1)

eine universelle Uberlagerung (ohne Beweis). Die andere Richtung beweisen wir in den
Ubungen. O

98



13 Der Satz von Seifert-Van Kampen

Seien x # y € R?. Fiir ein z € R? — {z, y} fragen wir uns: Wie sieht die Fundamental-
gruppe 7 (R? — {z,y}, z) aus?

Satz 13.1 (Kleiner Van Kampen).
Set X = U UV fiir offene Mengen U,V < X, der Schnitt U n'V wegzusammenhdngend
und x € U n'V. Wir betrachten die Inklusionen

U Xy
und erhalten die induzierten Abbildungen
(U, z) > 1 (X, z) L m(V, ).
Dann gilt: Die Fundamentalgruppe m (X, x) ist erzeugt von im(i,) und im(7j,).

Beispiel 13.2.

Den Raum X = S™ fiir n > 2 kénnen wir schreiben als UuV fir U :== S*"—{N} und V =
S™ — {S}, wobei N =Nordpol und S =Siidpol. Dann sind U und V' zusammenziehbar,
also ist m (U, xz) = m(V,z) = 1 fiir x € U n V. Der kleine Van Kampen liefert uns nun,
dass auch m(S",z) = 1 fur alle n > 2. (Die Annahme n > 2 wurde hier verwendet,
damit U n V auch wirklich wegzusammenhéngend ist; tatséchlich ist die Aquatorsphére
S"~1 ein starker Deformationsretrakt von S™ — {N, S} (siehe Skizze).)

oN.

Beispiel 13.3.
Sei X = R? —{x, y} fiir z # y wie zu Beginn des Kapitels beschrieben. Dann betrachte:
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AN
\/

\

N\

b

Wie man sehen kann sind fiir ein z € U n V die Fundamentalgruppen (U, z) und
71(V, z) isomorph zu Z (weil U,V =~ R? — {0} ~ S'). Mit dem kleinen Van Kampen folgt
nun, dass m1(X, z) von zwei Elementen erzeugt wird.

Beweis von[I31 Sei ¢ € 7 (X,x) beliebig mit ¢ = [v] fiir ein v: I — X mit y(0) =
(1) = x. Wir finden ein geniigend grofies n € N, sodass fir alle ¢ der Teilabschnitt

V][ ix1y ganz in U oder ganz in V' verlduft (vgl. . Wir definieren ¢; := [y [17m]] €
P(X,7(%),7(*1)). (Dies beinhaltet natiirlich die Wahl einer Reparametrisierung von

+

[£,21] auf [0,1] - die Wahl der Reparametrisierung spielt aber nach keine Rolle.)
Dann ist ¢ = ¢,_; * ... * ¢g. Wir wihlen nun Wege a; von (%) nach z mit

x
n
i
n

e Falls v(£) e U nV ist, so verlauft a; in U n'V (U NV ist wegzusammenhéngend).

e Falls y(£) € U\V, dann verlduft a; ganz in U. (Folge z. B. v bis der Weg in U n'V/
verlauft und verbinde diesen Punkt in U n V mit z.)
e Falls (%) € V\U, analog zu U\V.
Nun ist
C=Cp1*...%Cy

= (co1*a; ) * (An_1 % o1 *a, o) ... (ag*co).

Hier ist jeder der Faktoren von der Form i,(d) fir ein d € (U, x) oder j.(d) fiir ein
de 7T1<V, l’) ]
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Definition 13.4.
Ein kommutatives Quadrat von Gruppen und Gruppenhomomorphismen

heiffit Push-out von Gruppen, falls fiir alle kommutativen Quadrate von Gruppen und
Gruppenhomomorphismen

Go =Gy

ol e

GQ&H

ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus ¢: G — H existiert, sodass das Diagramm

kommutiert.

Bemerkung.

Im Allgemeinen ist G kein Push-out von Mengen im Sinne der Definition auf Seite [36]
D. h. G # (G111 Gy)/~. (Das Push-out von Mengen hat im Allgemeinen auch gar keine
Gruppenstruktur.)

Bemerkung.

Die Gruppe G gemeinsam mit den Gruppenhomomorphismen ¢} und ¢), ist eindeutig
bis auf kanonische Isomorphie bestimmt: Sind namlich (G, ¢!, ¢5) und (G', ¢Y, ¢4) zwei
Push-outs von

Go—2>Gy. (15)
ml
Go
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Indem wir die Push-out-Eigenschaft jeweils fiir G und G anwenden, sehen wir: Es exis-
tieren eindeutige Gruppenhomomorphismen ¢: G — G’ und ¢: G' — @G, sodass das
Diagramm

fiir die Abbildung 1 o ¢. Selbes gilt allerdings auch fiir id: G — G statt 1 o . Mit
der Eindeutigkeit dieses Gruppenhomomorphismus aus der Definition des Push-outs
erhalten wir also ¢ o ¢ = id. Analog ¢ 0 ¢ = id. Also sind die Push-outs (G, ¢/, ¢}) und
(G', Y, ph) kanonisch isomorph (denn wir haben ja nirgendwo eine Wahl getroffen, alle
Abbildungen, die wir erhalten haben, waren eindeutig bestimmt).

Wir sagen daher auch, dass (G, ¢}, ) mit den Eigenschaften aus Definition [13.4] das
Push-out von [I3] ist.

Satz 13.5 (Seifert-Van-Kampen).

Sei X = U UV eine offene Uberdeckung mit wegzusammenhdingendem Schnitt U n'V
und x € U n'V. Das von den Inklusionen induzierte Diagramm

(U AV, 2) 27y (U, z)

Tk

m(V, z) m (X, )

ist ein Push-out (von Gruppen).

Beispiel 13.6.
Sei X =S5"firn=>2,U=5"—{N}und V = 5" —{S}. Wir kénnen nun benutzen
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um 71 (S™, z) zu bestimmen: Es sind U,V ~ {*} und U n V ~ S"7! (vgl. [13.2)). Also
sind 71 (U, z) und 71 (V, x) trivial. Somit ist also

m(UnV,x) 1

|, b

l———=m(S", )

ein Push-out. Da alle Gruppenhomomorphismen entweder in 1 starten oder nach 1 ge-
hen, sind alle Abbildungen trivial. Es folgt m(S™,z) = 1, da die triviale Gruppe 1
die gewtlinschte universelle Eigenschaft des Push-outs erfiillt: Einfach weil es aus der
trivialen Gruppe iiberhaupt nur einen Gruppenhomomorphismus gibt, namlich 1 — 1.

Beispiel 13.7.
Wir betrachten erneut [13.3] Es gilt also UnV ~ {x} und U,V ~ S* d. h. m;(UnV,z) = 1
und (U, z), m(V, 2) = Z. Das induzierte Diagramm

1 Z 1
Z 7 m (X, z) a
1t b

ist ein Push-out. Wir erhalten fiir jede Gruppe H eine Bijektion

Homg,p(m1 (X, 2), H) — Home,,(Z, H) x Home,(Z, H) (16)
@ — (90 ju, 00 7,)

aus der universellen Eigenschaft des Push-outs. (Tatsdchlich besteht das Bild von (16| nur
aus den vertriaglichen Homomorphismen, also den Paaren (¢1,1), deren jeweiligen
Restriktionen auf das linke obere Eck im Quadrat tibereinstimmen. Da dort jedoch die
triviale Gruppe steht und es tiberhaupt nur einen Gruppenhomomorphismus aus der
trivialen Gruppe gibt, ist die Vertriglichkeit hier automatisch gegeben.)

Verkniipfen wir diese mit der Bijektion

Home,(Z, H) x Home,p,(Z, H) — H x H,
(¢ ¢") — (¢'(1),¢"(1))

so erhalten wir eine Bijektion

Homeyp(m1 (X, 2), H) — H x H.
pr— ((p o)1), (o)1) = (p(a), ¢(b)

D. h. fir je zwei Elemente h, h’ € H erhalten wir genau einen Gruppenhomomorphismus
v: m(X,2) — Z mit ¢(a) = h und ¢(b) = h'. (Diese Situation ist ganz analog zur
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linearen Fortsetzung in der linearen Algebra, wo lineare Abbildungen genau durch das
Bild einer Basis bestimmt sind; das System (a,b) nimmt hier die Rolle einer Basis ein
und Gruppenhomomorphismen die Rolle von linearen Abbildungen.)

Man sagt m (X, x) ist frei iber a,b. Wir schreiben

m (X, z) = {a,by (oder m (X, x) = Fy).

Allgemein bezeichnet F; etwas unprézise ,die“ freie Gruppe iiber zwei Elementen - die
Notation ergibt Sinn, weil je zwei Gruppen, die frei iiber 2 Elementen sind, zueinander
isomorph sind - ein Isomorphismus ist gegeben durch Fortsetzung der Abbildung, die
die Erzeuger aufeinander abbildet, ganz analog zur Tatsache, dass je zwei Vektorraume
mit einer Basis der Linge 2 zueinander isomorph sind. (In keinem der Félle ist der
Isomorphismus allerdings kanonisch, weil er von der Wahl eines freien Systems abhéangt.
Vorsicht: F; ist nicht isomorph zu Z?.)

Beispiel 13.8.
Wir betrachten X = R? — S! wobei S := {z € R | 22 + 22 = 1} < R®. Wir behaupten

m(R* - St 2) = Z
mit Erzeuger [7] (siche Skizze).

Beweis. Es seien v und D? (Ball mit Radius 2) gegeben durch:

e

//Xl
e

S

Dann gilt (ohne prézisen Beweis)
R? — St~ D3 — S' =5 0D U [~2e3,2e3] ~ S* v ST

Wir konnen uns das Ergebnis als die Verklebung der S? und S* an einem Punkt vorstel-
len. Nun kénnen wir fiir Punkte ¢ € S € S? v S' und p e S < S? v S! (beide nicht der
Verklebepunkt) anwenden. D. h.
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S‘D. &A

<

Wir setzen

U=5%v(S'—{p}) ~S*
V=5 (8 fa)) >

Dann ist U n' V' ~ {x}. Fiir die Homotopien betrachte die Skizze:

e

52

2
2

Also ist das Diagramm

|

(5?2 v St 2)

|

ist ein Push-out. Allerdings ist auch

%H
%H

ein Push-out des selben Startdiagramms, also ist wegen der Eindeutigkeit bis auf kano-
nische Isomorphie 7 (5% v S, 2) ~ Z. O
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Beweis von[13.3. Sei also H eine Gruppe mit Gruppenhomomorphismen k, %', sodass
das Diagramm

m(U A V,z) (U, z)

m(V,x) i H

kommutiert. Wir wollen zeigen, dass genau ein Gruppenhomomorphismus {: m1(X, z) —
H existiert, sodass das Diagramm

WI(U N V’ [E) L)WI(Uu I)

Tk

m(V, x) 7T1(X>_$_)

kommutiert.

Wir beginnen mit der Eindeutigkeit: Da 71 (X, ) nach[13.1]von j,(m (U, z)) und j} (71 (V, z))
erzeugt wird, ist [ auf dem Erzeugendensystem durch die Gleichungen [ o j, = k und
loj. = K Dbereits festgelegt. Aber je zwei Gruppenhomomorphismen, die auf einem
Erzeugendensystem tibereinstimmen, sind bereits gleich. (Ganz wie in der linearen Al-
gebra, Beweis identisch: Schreibe ein Element als Produkt von Erzeugern.)

Kommen wir zur Existenz: Wir lassen uns dabei wie tiblich vom Eindeutigkeitsbeweis
leiten. Die Eindeutigkeit kam letztendlich daher zu Stande, dass man Wege in X in
Teilstiicke zerlegen kann, die ganz in U oder ganz in V liegen, und fiir diese Teilstiicke
sollten uns die Abbildungen k£ und &’ Elemente in H liefern, die wir dann nur noch
aufmultiplizieren miissen. Das Problem bei dieser Idee liegt nur daran, dass die Teil-
stiicke typischerweise keine Schleifen sind, und wir erst durch die Wahl von geeigneten
Wegen zum Basispunkt Schleifen erzeugen miissen (vgl. Beweis von [13.1]). Wir starten
nun den Existenzbeweis mit diesem Aspekt: Wir notieren mit X, <€ X die Wegzu-
sammenhangskomponente von x und erweitern die Abbildungen k: 7 (U,z) — H und
k' m(V,z) - H zu Abbildungen

K ]—[y,zEUnXo P(U,y,Z) — H,
K/: Hy,zEVmXo P(‘/a y,Z) - Ha

sodass

K(cwd) = K(c) - K(d),
K'(c+d) = K'(c) - K'(d)

wann immer ¢, d verkntipfbar sind. Wir sagen, K und K’ sind Gruppoid-Homomorphismen.
Die Erweiterung funktioniert folgendermafien: Fiir alle y € X, wahlen wir einen stetigen

106



Weg 7, von y nach x mit v, e U, falls y e U, v, € V, falls y € V liegt und v, = const,.
(Dies geht, da U n V' nach Annahme wegzusammenhéngend ist, vgl. Beweis von [13.1})
Wir setzen nun fir c € P(U,y, 2)

K(c) =k([r:] = cx[y,] ) e H.
—_—
eP(U,z,x)=m1(U,z)

Analog fur K’. Nach Konstruktion kommutiert das Diagramm

m (V,x) e m (U nV,x) e m (U, x) (17)

\L Inkl. l Inkl. i Inkl.
Z’/

K Hy,zEVﬁXOP(‘/a Y, Z) é ]—Iy,zeUmVP(U N ‘/7 Y, Z) L>Hy,zeUmX0P(U; Y, 2)

H H.

Wir definieren nun
I:m(X,z) — H

wie folgt: Sei ¢ = [y] € m(X,x) mit 7: I — X einem geschlossenen Weg mit v(0) =
7(1) = z. Dann wéahlen wir eine Unterteilung von [0,1]

O=to<ti<to<...<t,_1<t,=1,

sodass |, komplett in U oder komplett in V' liegt. Wir setzen

) Ky
e {K’(h

Falls sogar 7|, +,,] komplett in U n' V' liegt, dann ist es wegen der Kommutativitat des
unteren Teildiagramms von (17| egal, ob wir K oder K’ anwenden.
Schliefflich setzen wir

tit1]

[ti,tz‘+1]])a falls ,y|[ti7ti+1] komplett in U

[ti,ti+1]])> falls 'V‘[tz-,tiﬂ] komplett in V.

l(C) = hnfl'...'h()EH.
Wir wollen zeigen, dass [ wohldefiniert ist. Dazu miissen wir zwei Dinge zeigen:

e Die Unabhéngigkeit von der Wahl der Unterteilung von [0, 1]: Da je zwei Unter-
teilungen von [0, 1] eine gemeinsame Verfeinerung haben, gentigt es zu zeigen, dass
die Definition invariant unter Verfeinerung der gewahlten Unterteilung ist. Per In-
duktion sehen wir dann, dass es geniigt den Fall zu betrachten, bei dem wir ein
s zwischen t; und t;,; hinzufiigen. (Diese Reduktion ist ganz analog zum Beweis
der Wohldefiniertheit des Riemann-Integrals.) Sei also nun ¢; < s < t;,1, und neh-
men wir an, dass der Weg |, +,,,] komplett in U liegt. Um den Wert von I(c)
fiir diese feinere Unterteilung zu berechnen, miissen wir im Produkt, den Faktor
hi = K([V|{t,t::11]) ersetzen durch das Produkt

K([7|[S7ti+1]] * [7 [ti,s]])'
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Aber nun ist ja K ein Gruppoid-Homomorphismus, sodass gilt:

K([7 [tms]]) = K([7 [s»ti+1]]) ) K([7 [ti,s]])

und der Wert des Produktes andert sich also nicht. Ganz analog argumentiert man,
wenn der Weg 7|, +,.,,] komplett in V' liegt.

[ti7ti+l]]) = K([V‘[S,tiﬂ]] * [’7

e Die Unabhéngigkeit von der Wahl des Représentanten v: Sei v >~ (0,13 7' via der
Homotopie L: I x I — X. Wir wahlen eine Unterteilung

O=ty<ti<ta<...<tp1<t,=1,

sodass jedes Kastchen
L] [tostip1]x[ty,t541]

komplett in U oder komplett in V' liegt. Wir definieren 7;; und %;; wie in der
folgenden Skizze:

A=k,
{'»4
. \1% _
"y Su Yoa -
P
O=%, *1 %, £ tad

D. h. i = Ligyx(t;t;00] und vij = L[t t:41]x(t;3- Wenden wir nun K, K’ auf die
Klassen [7;;], [7i;] an, erhalten wir Elemente
hij7 Bz‘j e H.

Da K, K’ Gruppoid-Homomorphismen sind, gilt

hijia - hij = higaj - hij.
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Es folgt durch mehrmaliges Anwenden

Pp10 o hig=han1... hpo hp10-... hig
=hp1m o hin o hon-1-... hoo
=hp_1n- .. hip.

Aus der Definition von [ folgt nun unschwer, dass [ in der Tat ein Gruppenhomomor-
phismus ist, und die Kommutativitit des ganz rechten (ganz linken) Teils im Diagramm

oben beweist, dass [ in der Tat die Abbildung k (bzw. k') fortsetzt. Somit erfillt [
alle geforderten Eigenschaften. O]

Nachdem wir nun den Satz von Seifert-Van-Kampen bewiesen haben wenden wir uns
der folgenden Frage zu: Wie sehen Elemente in einem Push-out aus?

Definition 13.9.

Sei S eine Menge. Ein Wort aus S ist ein Paar w = (n,z) mit n € N und = =
(S$1,.-.,8,) € 8™ = S x ... x S. Wir schreiben auch w = sy...s,. Also durch blo-
Bes Hintereinanderschreiben der Eintrage (ganz wie man es von einem Wort erwartet).
Die Menge der Worter aus S notieren wir mit

W(S) = enS™.
Wir konnen Worter multiplizieren :

(n, (815, 80)) - (my (t1, .o tm) = (n+m, (81,03 Sps b1y ey b)),

d.h.sy...spt...ty = 81...8,t1... 1, Diese Multiplikation ist offensichtlich assoziativ
und hat (0, € S°), das leere Wort, als neutrales Element.

Definition 13.10.
Seien GG, H Gruppen. Das freie Produkt von G und H ist

G+H:=W(GUH)/_,

wobei

(n,(zy,..., 1 ,...¢z))~m—1,(z0,...,1,...,2,))
€G oder H

(hierbei bedeutet die Hut-Notation wie tiblich, dass der jeweilige Eintrag aus der Liste
wegzulassen ist), und

(n,(x1,..., TyHTip1 ..xp))~m—=1,(z1,..., T -Tiy1 ..., Tpn)).
—— —
beide in G oder Verkn. in H oder G
beide in H

Die Multiplikation ,,-“ von Wortern induziert eine Gruppenstruktur auf G = H :
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1) Ist w ~w' v~ soauch w-v~w v,

2) Die Multiplikation bleibt offensichtlich assoziativ und hat die Klasse des leeren
Wortes [(0, )] als neutrales Element (in der anderen Notation []).

3) Inverse Elemente sind durch

-1 -1 —1]

[wy...w,] =[w, ...
gegeben, denn offensichtlich ist

[wi...w,] - [w, . wt] = [w .. wuw

Bemerkung.
Wir haben Gruppenhomomorphismen

G- G«H £ H
gr— [g]7 [h] — h
und tatséchlich ist

G

«

1
H B

* <~

ein Push-out von Gruppen.

Beweis. Sei

ein kommutatives Quadrat von Gruppen und Gruppenhomomorphismen. Wir miissen
einen Gruppenhomomorphismus ®: G+*H — K konstruieren mit $oa = ¢ und $off = 9.
Wir definieren N

o W((GUH) — K
durch elementweises Anwenden von ¢, ¢ und Aufmultiplizieren in K. Dann ist &)(w) =

&)(w’ ) wann immer w ~ w'; also faktorisiert o eindeutig iiber eine Abbildung ®: GxH —
K, d. h. das Diagramm

B
=

W(GUH)
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kommutiert und auch das Diagramm

1
RN
HB*

Da nach Konstruktion ® Produkte von Wértern auf Produkte in K schickt, gilt das
Gleiche fiir ® und @ ist also ein Gruppenhomomorphismus. Dies zeigt die Existenz der
gewiinschten Abbildung ®; die Eindeutigkeit folgt widerum daher, dass die Bilder von «
und (3 die Gruppe G * H erzeugen (denn jedes Wort ist Produkt von Wortern der Lange
1, und jedes solche Wort ist im Bild von ¢ oder ). O]

Korollar 13.11.
Seien

Go—> Gy
|
G
Gruppenhomomorphismen. Wir setzen
G=GixGe )N,
wobei N < Gy = Gy die kleinste normale Untergruppe ist, die die Elemente der Form
[i(9)7(9)~"],

fiir g € Gq, enthdlt. Dann ist

Go : Gy 9o
] l
Gy G [92]

[ [91]

ein Push-out von Gruppen.

Bemerkung.

Diese Konstruktion (G = Gg)/N wird auch oft mit G, #g, G2 notiert und das freie
amalgamierte Produkt von G; und Gs genannt. (Die Notation ist insofern etwas
unprézise, als das das freie amalgamierte Produkt ja nicht nur von den Gruppe Gy, G
und Gy abhéngt, sondern auch von den Gruppenhomomorphismen i und j.)
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Bemerkung (Nachtrag).
In diesem Nachtrag vergleichen wir die Klassifikation von Uberlagerungen der S! einer-
seits und S! v S* andererseits.

St~ R? — {x}und S' v S' ~ R? — {p, q}.

Wir haben eine Bijektion

{ zsh., nicht leere } 1:1 Untergruppen }
Uberlagerungen iiber St /Isomorphie < lvon m (St *)=Z /KOHJU.g&thH

Da Z abelsch ist, fiihrt Konjugation einer Untergruppe immer zuriick zur urspriing-
lichen Untergruppe. Die Untergruppen von Z sind genau die Ideale von Z; da Z ein
Hauptidealbereich ist, sind die Untergruppen also genau die folgenden:

0Z,1Z,27,37, . ..

Auf der linken Seite der Bijektion entsprechen diese Untergruppen genau den Isomor-
phieklassen der Uberlagerungen

R — S, (S1 — Stz 2™ nen

(in der selben Reihenfolge).
Analog haben wir fiir S* v S! die Bijektion

{ B zsh., nicht leere } 1 1 Untergruppen} . .
Uberlagerungen iiber S!v .St /Isomorphle von Z*Z /Konjugatlon .

Die Struktur der Untergruppen von Z = Z ist sehr viel komplexer, und entsprechend gibt
es sehr viel mehr Uberlagerungen von S! v S*. In [Hat02, S. 67-68] sind einige Uberla-
gerungen von S* v S! skizziert und die jeweils dazugehérenden Untergruppen notiert.
Besondere Beachtung verdient natiirlich die universelle Uberlagerung [Hat02, Bild S. 68],
die zur trivialen Untergruppe gehort: Diese ist ein unendlicher Graph, bei dem sich an
jedem Knoten genau vier Kanten treffen. Die Decktransformationsgruppe ist natiirlich
auch die freie Gruppe {a, b), wobei die Erzeuger a und b durch Translation nach rechts
und oben wirken. (Man sollte sich klar machen, dass hier a und b nicht kommutieren
kénnen, da die Translationen nach rechts und oben auch nicht kommutieren.)

Jede nicht-leere und zusammenhéngende Uberlagerung von S* v S* ist ein Quotient die-
ser universellen Uberlagerung nach einer Untergruppe von {a, b). Der Quotient modulo
der von a erzeugten Untergruppe liefert etwa genau die Uberlagerung von Aufgabe 4 auf
Ubungsblatt 12; der Totalraum dieser Uberlagerung erhélt eine residuelle Wirkung der
Quotientengruppe Z * (Z/{a)) = 7Z, die genau die Translationswirkung der Ubungsauf-
gabe ist.
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