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1 Topologische Räume
1.1 Metrische Räume (Wiederholung)
Definition 1.1 (Erinnerung).
Ein metrischer Raum pX, dq ist eine Menge X zusammen mit einer Abbildung

d : X ˆX Ñ Rě0

sodass gilt:

1) dpx, yq “ dpy, xq

2) dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq

3) dpx, yq “ 0 ðñ x “ y

In einem metrischen Raum gibt es Begriffe von Stetigkeit, Konvergenz und Kom-
paktheit.

Definition 1.2.
Eine Teilmenge A Ď X eines metrischen Raumes heißt offen, wenn

@x P A Dε ą 0 : Bεpxq Ď U,

wobei Bεpxq :“ ty P X | dpx, yq ă εu der sogenannte ε-Ball ist.

Satz 1.3.
Für eine Abbildung f : X Ñ Y zwischen metrischen Räumen ist äquivalent:

1) f ist stetig (d. h. @x P X @ε ą 0 Dδ ą 0 : fpBδpxqq Ď Bεpfpxqq.)

2) Für alle offenen Teilmengen U Ď Y ist f´1pUq Ď X offen.

Beweis. Wir zeigen jede Richtung für sich.
1) ñ 2): Sei f stetig und sei U Ď Y offen; wir zeigen, dass dann auch f´1pUq Ď X
offen. Sei also x P f´1pUq ein beliebiger Punkt; wir zeigen, dass ein ganzer δ-Ball um x
auch in f´1pUq enthalten ist. Dazu setzen wir y :“ fpxq P U und wählen ein ε ą 0, sodass
Bεpyq Ď U . Wegen Stetigkeit finden wir dann ein δ ą 0 mit fpBδpxqq Ď Bεpyq Ď U .
Aber dann ist Bδpxq Ď f´1pUq.
2) ñ 1): Für U Ă Y offen sei f´1pUq offen, und sei x P X, ε ą 0. Wegen der
Dreiecksungleichung ist Bεpyq Ď Y offen für alle y P Y und ε ą 0. Damit sind auch die
Urbildmengen f´1pBεpfpxqqq Ď X offen. Wähle nun ein δ ą 0, das existiert wegen der
Offenheit, sodass Bδpxq Ď f´1pBεpfpxqqq. Dann gilt fpBδpxqq Ď Bεpfpxqq.
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Beispiel 1.4.
R2 hat die Metriken

dpx, yq “
a

px1 ´ y1q2 ` px2 ´ y2q2

d1px, yq “ maxp|x1 ´ y1|, |x2 ´ y2|q

Folgende Skizze zeigt, wie die Bälle in den Metriken d und d1 aussehen:

Offenbar erhält jede bezüglich d offene Menge um jeden Punkt einen offenen Ball in der
Metrik d1 und ist also auch offen in der Metrik d1, und umgekehrt. Beide Metriken liefern
also denselben Begriff von offenen Mengen!
Somit gilt für f : R2 Ñ R : f stetig bzgl. d genau dann wenn, f stetig bzgl. d1 (wobei R
z. B. mit Standard-Metrik versehen).

1.2 Topologische Räume
Definition 1.5.
Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Menge T Ď PpXq von Teilmengen, die
offen genannt werden, sodass gilt:

1) H, X P T

2) T ist abgeschlossen unter paarweisen Schnitten, d. h. A,B P T ñ AXB P T

3) T ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen, d. h. für beliebige Mengen I
gilt: Ui P T , i P I ñ

Ť

iPI

Ui P T

Ein topologischer Raum ist ein Paar pX, T q bestehend aus einer Menge X und einer
Topologie T auf X.

Beispiel 1.6.
Sei pX, dq ein metrischer Raum. Dann ist durch T :“ tU Ď X | U offenu eine Topologie
auf X gegeben. Wir nennen diese, die von der Metrik induzierte Topologie.
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Beweis. Wir werden zeigen, dass die Menge T tatsächlich eine Topologie auf X definiert.

• H, X P T : Für alle x P X (x P H) ist B1pxq Ď X (B1pxq Ď H).

• A,B P T ñ AXB P T : Sei x P AXB. Wegen der Offenheit von A und B finden wir
ε, ε1 ą 0, sodass Bεpxq Ď A und Bε1pxq Ď B. Damit ist also Bminpε,ε1qpxq Ď AXB.

• Ui P T , i P I ñ
Ť

iPI

Ui P T : Sei x P
Ť

iPI

Ui. Ist I “ H, so ist
Ť

iPI

Ui “ H P T .
Ansonsten wählen wir ein i P I, sodass x P Ui. Wegen der Offenheit dieser Menge
Ui existiert ein ε ą 0, sodass Bεpxq Ď Ui. Damit gilt aber auch Bεpxq Ď

Ť

iPI

Ui.

Beispiel 1.7.
Sei pX, T q ein topologischer Raum und Y Ď X eine Teilmenge. Wir nennen U Ď Y rela-
tiv offen, falls eine offene Menge V Ď X existiert mit U “ V XY . Dann bilden die relativ
offenen Teilmengen von Y eine Topologie auf Y , die sogenannte Teilraumtopologie.

Sprechweise: Wir sagen „U Ď X offen“, wenn die Topologie auf X klar vom Kontext
ist. Wir sagen allerdings niemals „U ist offen“(also ohne X explizit zu benennen), weil
es normalerweise nicht klar vom Kontext ist, was X ist, d. h. als Teilmenge welchen
topologischen Raums wir U betrachten:
Zum Beispiel könnten wir genauso gut U als Teilmenge des topologischen Raums U mit
der Teilraumtopologie betrachten, als solche ist U offen.

Beispiel 1.8 (weitere Beispiele).
Für jede Menge X gibt es die diskrete Topologie T “ PpXq und die indiskrete
Topologie T “ tH, Xu.

1.3 Stetigkeit
Definition 1.9.
Eine Abbildung f : X Ñ Y zwischen topologischen Räumen heißt stetig, falls für alle
U Ď Y offen gilt, dass auch f´1pUq Ď X offen ist.

Lemma 1.10.
1) Die Identität idX : X Ñ X ist stetig für alle topologischen Räume X “ pX, T q.
2) Sind X f

Ñ Y und Y g
Ñ Z stetige Abbildungen, dann ist auch X g˝f

ÝÑ Z stetig.
3) Sei A Ď Z ein Teilraum und f : X Ñ A eine Abbildung. Dann gilt: X f

Ñ A stetig,
genau dann wenn X f

Ñ Z stetig.

Wenn beim ersten Punkt nicht auf beiden Seiten dieselbe Topologie betrachtet wird, so
wird die Aussage falsch, d. h. idX : pX, T q Ñ pX, T 1q ist im Allgemeinen nicht stetig.
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Beweis von Lemma 1.10. Der erste Punkt ist klar und der zweite folgt unmittelbar aus
pg˝fq´1pUq “ f´1pg´1pUqq. Zum Beweis von 3), sei also f : X Ñ A Ď Z eine Abbildung.
Dann ist f : X Ñ Z stetig genau dann, wenn für jede offene Menge U Ď Z auch
f´1pUq “ f´1pU X Aq Ď X offen ist. Und die Mengen der Form U X A sind genau die
offenen Mengen von A.

Beispiel 1.11.
Die Abbildung f : r0, 1q Ñ S1 “ tz P C | |z| “ 1u Ď C, t ÞÑ e2πit, ist stetig (bzgl. der
Teilraumtopologie):

r0, 1q //
� _

st.

��

S1
� _

��
R st.

t ÞÝÑ e2πit
// C

(Notation: Mit ãÑ werden injektive Abbildungen geschrieben. Wenn keine Abbildungs-
vorschrift angegeben ist, so ist meistens die Inklusion gemeint. Analog wird auch � für
surjektive Abbildungen, bzw. Projektionen, verwendet.)
Wir folgern die Stetigkeit der oberen horizontalen Abbildung aus der Stetigkeit der
unteren horizontalen Abbildung (deren Stetigkeit wir aus der Analysis bekannt voraus-
setzen), indem wir zuerst beobachten, dass die linke vertikale Abbildung stetig ist: Denn
für jedes A Ď X ist idA stetig (nach dem ersten Teil des Lemmas) und somit die Inklu-
sion A Ñ X stetig, wenn A die Teilraumtopologie von X trägt (nach dem dritten Teil
des Lemmas). Somit ist die diagonale Komposition stetig (nach dem zweiten Teil des
Lemmas), und wir schließen wiederum, dass die obere horizontale Abbildung stetig ist.
Wir bemerken, dass f außerdem bijektiv ist, die Umkehrabbildung f´1 : S1 Ñ r0, 1q
allerdings nicht stetig:

Man beachte den Unterschied etwa zur Linearen Algebra, wo das Inverse einer bijektiven
linearen Abbildung automatisch wieder linear ist.
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Definition 1.12.
Eine Abbildung f : X Ñ Y zwischen topologischen Räumen heißt Homöomorphis-
mus, falls f stetig und bijektiv ist, und die Umkehrabbildung f´1 : Y Ñ X auch stetig
ist.

Satz 1.13.
Seien m,n P N beliebig. Dann sind Rm und Rn genau dann homöomorph, wenn m “ n
ist.

Dieser Satz ist nicht so unschuldig, wie er aussieht:
• Rm,Rn sind bijektiv für alle m,n ě 1 (Cantor)

• Es gibt stetige Surjektionen RÑ Rn für alle n ě 1 (Peano-Kurven, siehe [Wal])
In der Vorlesung werden wir diesen Satz für m “ 1, 2 beweisen.

Beispiel 1.14. 1. Trägt X die diskrete Topologie, so ist jede Abbildung f : X Ñ Y
stetig.

2. Trägt Y die indiskrete Topologie, so ist jede Abbbildung f : X Ñ Y stetig.

3. Trägt Y1 ˆ Y2 die Produkttopologie, so ist eine Abbildung

f “ pf1, f2q : X Ñ Y1 ˆ Y2

genau dann stetig, wenn fi : X Ñ Yi stetig ist für i P t1, 2u.

Beweis. Für die Projektion π1 : Y1ˆY2 Ñ Y1 ist π´1
1 pUq “ U ˆY2 Ď Y1ˆY2 offen,

falls U Ď Y1 offen; somit ist π1 stetig. Ist dann f stetig, so auch f1 “ π1 ˝ f und
genauso f2. Sind umgekehrt f1, f2 beide stetig, so zeigen wir: Für U Ď Y1ˆY2 offen
ist auch f´1pUq Ď X offen. Es genügt den Fall zu betrachten, dass U “ U1 ˆ U2
ein Produkt offener Mengen in Y1 und Y2 ist. Dann ist

f´1
pU1 ˆ U2q “ f´1

1 pU1q X f
´1
2 pU2q Ă X

offen als Schnitt zweier offener Mengen.

1.4 Inneres und Abschluss
Definition 1.15.
Sei X ein topologischer Raum und A Ď X eine Teilmenge. Das Innere von A in X,
notiert

˝

A, ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen B Ď X, die in A enthalten sind.

Die Notation ist insoweit gefährlich, das hier — entgegen unserer bisherigen Konvention
— die umgebende Menge X nicht notiert wird und im Zweifelsfalls also extra benannt
werden muss. Das Innere von A, aufgefasst als Teilraum von sich selbst, ist zum Beispiel
immer A.
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Bemerkung.
˝

A Ď X ist offen und tatsächlich die größte offene Teilmenge von X, die in A enthalten
ist. Das heißt, für alle offenen B Ď X mit B Ď A gilt bereits B Ď

˝

A. (Außerdem ist
˝

A
durch diese Eigenschaft eindeutig charakterisiert, d. h. ist B Ă X irgendeine Teilmenge,
die die genannten Eigenschaft besitzt, so ist bereits B “

˝

A.)

Die Elemente von
˝

A sind wie folgt charakterisiert.

Bemerkung.
Es gilt x P

˝

A genau dann, wenn es eine offene Umgebung U Ď X von x in X gibt, die
vollständig in A liegt.

Eine offene Umgebung von x in X ist hierbei eine offene Teilmenge U Ď X, die x
enthält. Die Elemente von

˝

A werden auch innere Punkte von A genannt.

Beispiel 1.16.
Für

Dn :“ tx P Rn
| ‖x‖ ď 1u Ď Rn,

den abgeschlossenen Einheitsball, ist das Innere gerade
˝

Dn
“ tx P Rn

| ‖x‖ ă 1u,

der offenen Einheitsball.

Dual zum Inneren einer Menge gibt es den Abschluss. Dazu definieren wir zunächst
abgeschlossene Mengen dual zu den offenen Mengen.

Definition 1.17.
Eine Teilmenge A Ď X eines topologischen Raumes Xp“ pX, T qq heißt abgeschlossen,
falls X ´ A Ď X offen ist, d.h. X ´ A P T .

Es gilt:

1) H, X Ď X abgeschlossen

2) A,B Ď X abgeschlossen ñ AYB Ď X abgeschlossen

3) Ai Ď X abgeschlossen (i P I) ñ
Ş

iPI

Ai Ď X abgeschlossen.

Beweis. Verwende X ´
`
Ş

iPI

Ai
˘

“
Ť

iPI

pX ´ Aiq und X ´
`
Ť

iPI

Ai
˘

“
Ş

iPI

pX ´ Aiq.
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Warnung: Es gibt i.A. Teilmengen A Ď X, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind,
und Teilmengen, die weder offen noch abgeschlossen sind.
Eine Topologie auf X wird äquivalent genau durch das Datum der abgeschlossenen
Mengen beschrieben (die offenen Mengen sind genau deren Komplemente), und eine
Abbildung zwischen topologischen Räumen ist stetig genau dann, wenn die Urbilder
abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

Definition 1.18.
Sei X ein topologischer Raum und A Ď X eine Teilmenge. Der Abschluss von A in
X, notiert A, ist der Schnitt aller abgeschlossenen Teilmengen B Ď X, die A enthalten.
Analog zum Inneren, ist der Abschluss die kleinste abgeschlossene Teilmenge, die A
enthält und ist durch diese Eigenschaft eindeutig charakterisiert.

Bemerkung.
Es gilt X ´ A “ pX ´ Aq˝.

Beweis. X ´ A ist die kleinste offene Teilmenge, die in X ´ A enthalten ist.

Bemerkung.
x P A ðñ Jede offene Umgebung von x in X schneidet A.

Beweis. Es gilt x R A genau dann, wenn x P pX ´ Aq˝. Dies ist aber nach der zweiten
Bemerkung nach 1.15 genau dann der Fall, wenn es eine offene Umgebung von x in X
gibt, die in X ´ A liegt.

Die Elemente von A heißen Berührpunkte von A (in X). Das Innere und der Ab-
schluss definieren Abbildungen PpXq Ñ PpXq der Potenzmenge in sich selbst und die
Topologie wird durch jede dieser Abbildungen äquivalent beschrieben: Zum Beispiel ist
eine Teilmenge A Ď X genau dann abgeschlossen, wenn gilt A “ A.

Bemerkung.
Eine Abbildung f : X Ñ Y ist stetig genau dann, wenn für alle Mengen A Ď X gilt:
fpAq Ď fpAq.

Beweis. Ist f stetig, so ist f´1pfpAqq Ď X abgeschlossene Teilmenge, die A enthält, also
gilt A Ď f´1pfpAqq, also fpAq Ď fpAq. Für die umgekehrte Implikation rechnen wir
zunächst für B Ď Y :

fpf´1pBqq Ď fpf´1pBqq Ď B,

also
f´1pBq Ď f´1

pBq.

Ist nun B Ď Y abgeschlossen, so ist die Inklusion der letzten Gleichung eine Gleichheit,
und wir folgern, dass f´1pBq Ď X ebenfalls abgeschlossen ist.
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1.5 Hausdorff-Räume
Viele Topologien sind nicht von Metriken induziert, z. B. die indiskrete Topologie pX, tH, Xuq,
falls |X| ě 2. Eine wesentliche Eigenschaft von metrisierbaren topologischen Räumen ist
die Hausdorff-Eigenschaft:

Definition 1.19.
Ein topologischer Raum X heißt Hausdorff’sch, falls es für x ‰ y P X offene Umge-
bungen U, V Ď X von x, y gibt mit U X V “ H.

Metrische Räume sind Hausdorff’sch, aber die indiskrete Topologie nicht, falls |X| ě 2.
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2 Zusammenhang
2.1 Zusammenhang und Wegzusammenhang
Definition 2.1.
Ein topologischer Raum X heißt zusammenhängend, falls jede stetige Abbdildung f
von X in einen diskreten Raum konstant ist. (D. h. @x, y P X : fpxq “ fpyq.)

Wir erinnern hierbei daran, dass ein topologischer Raum D diskret heißt, wenn alle
Teilmengen offen sind. Mit dieser Topologie sind alle Abbildung aus D in einen anderen
topologischen Raum automatisch stetig; in der Definition ist aber von Abbildung nach
D die Rede — diese sind typischerweise nicht stetig.

Beispiel 2.2. 1. Ein diskreter topologischer Raum X ist genau dann zusammenhän-
gend, wenn |X| ď 1. Denn gibt es x ‰ y P X, so betrachte die Abbildung

f : X ÝÑ t0, 1u

z ÞÝÑ

#

0, z “ x

1, z ‰ x,

die also stetig ist (da X diskret) aber nicht konstant.

Abbildung 1: Ein diskreter Raum mit zwei Punkten.

2. R´ t0u ist nicht zusammenhängend, denn die Signumsabbildung

sgn: R´ t0u Ñ t1,´1u

ist stetig aber nicht konstant.

3. Sind X und Y zusammenhängend, dann auch ihr Produkt X ˆ Y .

Beweis. Sei f : X ˆ Y Ñ D eine stetige Abbildung in einen diskreten Raum D
und seien px, yq, px1, y1q P X ˆ Y . Dann gilt fpx, yq “ fpx1, yq : Dazu betrachte
fp_, yq : X Ñ D. Diese Abbildung ist stetig als Verknüpfung stetiger Abbildungen,
denn

X
fp_,yq //

pidX ,constyq ##

D

X ˆ Y
f

;;
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kommutiert, wobei pidX , constyqpxq “ px, yq sei; diese Abbildung ist stetig gemäß
1.14. Da X ein zusammenhängender Raum ist und D diskret, muss die Abbildung
fp_, yq also konstant sein. Ebenso gilt fpx1, yq “ fpx1, y1q und somit auch fpx, yq “
fpx1, y1q.

Bemerkung.
Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhängend, wenn H und X die ein-
zigen Teilmengen sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Beweis. Wir beweisen jede Richtung für sich.

„ð“ Sei f : X Ñ D stetig und D diskret. Seien x, x1 P X. Dann ist f´1pfptxuqq Ď X
offen und abgeschlossen und ungleich H. Damit ist x1 P X “ f´1pfptxuqq und
somit fpx1q “ fpxq.

„ñ“ Sei U Ď X offen und abgeschlossen. Wir betrachten die Indikatorfunktion χU
bezüglich U auf X :

χU : X ÝÑ t0, 1u

x ÞÝÑ

#

1, x P U

0, x R U
.

Wenn wir t0, 1u mit der diskreten Topologie versehen, dann ist χU stetig, also
konstant. Und somit U “ H oder U “ X.

Bemerkung („Stetige Bilder zusammenhängender Räume sind zusammenhängend.“).
Sei f : X Ñ Y eine surjektive stetige Abbildung. Ist X zusammenhängend, so auch Y .

Beweis. Sei g : Y Ñ D stetig und D diskret. Dann ist auch g ˝ f : X Ñ D stetig und
somit konstant. Seien nun y, y1 P Y . Wir wählen Urbilder x, x1 P X, d. h. y “ fpxq und
y1 “ fpx1q. Dann ist gpyq “ pg ˝ fqpxq “ pg ˝ fqpx1q “ gpy1q.

Korollar 2.3 (Zwischenwertsatz).
Sei X zusammenhängend und f : X Ñ R stetig. Falls x ă y P fpXq, so ist sogar
rx, ys Ď fpXq.

Beweis. Betrachte f : X Ñ fpXq Ď R mit der Teilraumtopologie auf fpXq. Dann folgt
mit der vorherigen Bemerkung, dass fpXq zusammenhängend ist. Angenommen es gäbe
ein x ă z ă y mit z R fpXq. Dann ist die Abbildung

fpXq
Inkl.
ÝÑ R´ tzu xÞÑx´zÝÑ R´ t0u sgn

ÝÑ t1,´1u

stetig, aber nicht konstant. (Die erste Abbildung ist stetig nach 3) von 1.10.)
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Der aus der Analysis-Vorlesung bekannte Zwischenwertsatz ist der Spezialfall dieses
Korollars für X “ r0, 1s— denn das Einheitsintervall ist tatsächlich zusammenhängend,
wie wir als nächstes zeigen:

Satz 2.4.
r0, 1s ist zusammenhängend (in der Teilraumtopologie von R).

Beweis. Angenommen es gibt eine Teilmenge U Ď r0, 1s, die offen und abgeschlossen sei,
die weder leer noch ganz r0, 1s ist. OBdA 0 R U (sonst ersetze U durch Komplement).
Setze m :“ inf U . Jede Umgebung von m schneidet U . Also gilt m P U “ U . Außerdem
schneidet jede Umgebung von m die Menge V :“ r0, 1s ´ U . Damit gilt also auch m P

V “ V . Also liegt m P U X V . (Widerspruch)

Definition 2.5.
Ein topologischer Raum X heißt wegzusammenhängend, falls es für alle x, y P X eine
stetige Abbildung

γ : r0, 1s ÝÑ X

gibt mit γp0q “ x und γp1q “ y. Wir nennen γ einen stetigen Weg in X von x nach y.

Mit anderen Worten: X ist wegzusammenhängend, wenn jede Abbildung t0, 1u Ñ X
eine stetige Fortsetzung nach r0, 1s hat, also wenn das Diagramm

t0, 1u //
� _

��

X

r0, 1s
D st.

==

kommutiert.

Bemerkung.
Stetige Bilder von wegzusammenhängenden Räumen sind wegzusammenhängend.
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Beweis. Sei f : X Ñ Y eine stetige surjektive Abbildung und y, y1 P Y . Wir wählen
Urbilder x, x1 P X von y, y1 unter f und einen stetigen Weg γ : r0, 1s Ñ X von x nach
x1. Dann ist f ˝ γ ein stetiger Weg in Y von y nach y1.

Beispiel 2.6.
Rn ´ t0u ist wegzusammenhängend für n ą 1. (Übungsaufgabe.)

Bemerkung.
Sei X ein wegzusammenhängender topologischer Raum. Dann ist X auch zusammen-
hängend. (Vorsicht: Die Umkehrung gilt i. A. nicht.)

Beweis. Sei f : X Ñ D stetig und D diskret. Seien x, y P X. Wir wählen einen stetigen
Weg γ : r0, 1s Ñ X von x nach y. Dann ist auch f ˝ γ : r0, 1s Ñ D stetig und wegen 2.4
konstant. Also ist fpxq “ fpγp0qq “ fpγp1qq “ fpyq.

Satz 2.7.
Rn ist homöomorph zu R genau dann wenn n “ 1.

Beweis. Die Rückrichtung ist klar. Für die andere Richtung sei h : RÑ Rn ein Homöo-
morphismus. Dann ist auch

R h // Rn

R´ t0u
?�

OO

h // Rn ´ thp0qu
?�

OO

die untere Abbildung ein Homöomorphismus. Da R´ t0u nicht wegszusammenhängend
ist, ist auch Rn ´ thp0qu nicht wegzusammenhängend. Also ist n “ 1.

2.2 Wegzusammenhangskomponenten
Wir definieren die folgende Relation auf einem topologischen Raum X.

x „ y ðñ D stetiger Weg in X von x nach y

Abbildung 2: Es gilt hier x „ y „ z, aber nicht x „ x1, y „ x1 oder z „ x1.
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Die soeben definierte Relation ist eine Äquivalenzrelation.

1) Für die Reflexivität, d. h. x „ x. Betrachte den konstanten Weg bei x, definiert
als Komposition r0, 1s Ñ txu ãÑ X.

2) Für die Symmetrie sei x „ y. Dann existiert ein stetiger Weg γ : r0, 1s Ñ X von x
nach y. Somit ist aber

γ´ : r0, 1s Ñ r0, 1s Ñ X, t ÞÑ 1´ t ÞÑ γp1´ tq

ein stetiger Weg in X von y nach x. Also auch y „ x.

3) Für die Transitivität seien x „ y und y „ z. Dann existieren stetige Wege
γ : r0, 1s Ñ X, mit γp0q “ x und γp1q “ y, und γ1 : r0, 1s Ñ X mit γ1p0q “ y und
γ1p1q “ z. Wir definieren zunächst γ2 : r1, 2s Ñ r0, 1s Ñ X via t ÞÑ t´1 ÞÑ γ1pt´1q.
Nun definiere

δ : r0, 2s ÝÑ X

t ÞÝÑ

#

γptq t ď 1
γ2ptq t ě 1

Das ist ein wohldefierter stetiger Weg in X von x nach z. (Ganz genau genommen
starten Wege ja immer von r0, 1s. Um das zu erreichen, muss man die stetige
Abbildung r0, 1s Ñ r0, 2s, t ÞÑ 2t, vorschalten.)
Wir zeigen nun die Stetigkeit von δ. Dazu sei A Ď X eine beliebige abgeschlossene
Teilmenge. Dann gilt δ´1pAq “ γ´1pAq Y pγ2q´1pAq Ď r0, 2s. Es genügt also zu
zeigen, dass γ´1pAq Ď r0, 2s und pγ2q´1pAq Ď r0, 2s abgeschlossen sind. Aus der
Stetigkeit von γ folgt, dass γ´1pAq Ď r0, 1s abgeschlossen ist, d. h. es existiert eine
abgeschlossene Teilmenge A1 Ď R, sodass

γ´1
pAq “A1 X r0, 1s

“ pA1 X r0, 2sq
looooomooooon

Ďr0,2s abg.

Xpr0, 1s X r0, 2sq
looooooomooooooon

Ďr0,2s abg.

Ď r0, 2s abg.

Die Abgeschlossenheit von pγ2q´1pAq Ď r0, 2s folgt analog.

Wir erinnern daran, dass jede Äquivalenzrelation „ auf eine Menge X diese disjunkt in
Teilmengen zerlegt, nämlich in die Äquivalenzklassen

rxs :“ ty P X | y „ xu.

Definition 2.8.
Die Äquivalenzklassen dieser Relation sind die Wegzusammenhangskomponenten.
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3 Kompaktheit
3.1 Definition und grundlegende Eigenschaften
Die aus der Analysis-Vorlesung bekannte Definition von Kompaktheit überträgt sich auf
allgemeine topologische Räume:

Definition 3.1.
Ein topologischer Raum X heißt kompakt, falls jede offene Überdeckung von X eine
endliche Teilüberdeckung hat, d. h. falls gilt: Ist pUiqiPI eine offene Überdeckung von
X (d. h. Ui Ď X offen für alle i P I und X “

Ť

iPI Ui), dann existiert eine endliche
Teilmenge J Ď I mit X “

Ť

iPJ Ui.

Beispiel 3.2.
Sei |X| ă 8. Dann ist X kompakt. (Allgemeiner: Besitzt X nur endlich viele offene
Mengen, so ist X kompakt.)

Bemerkung (1).
Stetige Bilder von kompakten Räumen sind kompakt.

Beweis. Sei f : K Ñ Y eine surjektive stetige Abbildung undK kompakt. Sei pUiqiPI eine
offene Überdeckung von Y . Dann ist pf´1pUiqqiPI eine offene Überdeckung von K. Also
existiert wegen der Kompaktheit vonK eine endliche Teilüberdeckung, d. h. eine endliche
Teilmenge J Ď I mit K “

Ť

iPJ f
´1pUiq. Es folgt Y “ fpKq “ fp

Ť

iPJ f
´1pUiqq “

Ť

iPJ fpf
´1pUiqq “

Ť

iPJ Ui. Also ist pUiqiPJ eine endliche Teilüberdeckung von Y .

Bemerkung (2).
Sei K kompakt und A Ď K abgeschlossen. Dann ist A kompakt (in der Teilraumtopo-
logie).

Beweis. Sei pUiqiPI eine offene Überdeckung von A. Nach Definition der Teilraumtopolo-
gie existieren also offene Vi Ď K mit Ui “ ViXA. Wir erhalten eine offene Überdeckung
pViqiPI YtK ´Au von K. Also existiert eine endliche Teilüberdeckung pViqiPJ YtK ´Au
von K. Nun ist pUiqiPJ eine endliche Überdeckung von A.

Bemerkung (3).
Sei K ein kompakter metrischer Raum. Dann ist K beschränkt, d. h. für alle x P K
existiert ein N ą 0 mit BNpxq “ K.

Beweis. pBrpxqqrPN ist eine offene Überdeckung von K. Also gibt es eine endliche Teil-
überdeckung K “ Br1pxq Y Br2pxq Y . . . Y Brnpxq für ein n P N. Dann setze N :“
maxtriu.
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Satz 3.3.
Sei X ein topologischer Hausdorff-Raum und K Ď X eine kompakte Teilmenge. Dann
ist K Ď X abgeschlossen.

Beweis. Wir werden zeigen, dass X ´K “ pX ´Kq˝ gilt, d. h. für x P X ´K existiert
eine offene Umgebung in X, die vollständig in X ´K liegt. Es gilt:

U :“ tU Ď K offen | DV Ď X offene Umg. von x mit U X V “ Hu

ist eine offene Überdeckung vonK. Wir wählen eine endliche Teilüberdeckung U1, . . . , Un
und zugehörige V1, . . . , Vn offene Umgebungen von x mit Ui X Vi “ H. Nun ist V :“
V1 X . . .X Vn eine offene Umgebung von x in X, die vollständig in X ´K liegt, denn

V XK “
`

n
č

i“1
Vi
˘

X
`

n
ď

i“1
Ui
˘

Ď

n
ď

i“1
pVi X Uiq “ H.

Korollar 3.4 (Maximumsprinzip).
Sei K ‰ H ein kompakter topologischer Raum und f : K Ñ R stetig. Dann besitzt f ein
Maximum, d. h. Dx P K @y P K : fpxq ě fpyq.

Beweis. Wegen Bemerkung (1) auf Seite 16 ist fpKq Ď R kompakt. Mit Bemerkung
(3) erhalten wir dann, dass fpKq beschränkt ist. Wir setzen m :“ sup fpKq P R. Jede
Umgebung von m schneidet fpKq, d. h. m P fpKq. Da R Hausdorff’sch ist, folgt mit
3.3, dass fpKq Ď R abgeschlossen ist. Also ist m P fpKq “ fpKq.

Korollar 3.5.
Sei K kompakt, Y Hausdorff’sch und f : K Ñ Y stetig. Dann ist f abgeschlossen, d. h.
wenn A Ď K abgeschlossen ist, dann ist es auch fpAq Ď Y . (Insbesondere: Ist f bijektiv,
so ist f sogar Homöomorphismus.)

Beweis. Sei A Ď K abgeschlossen. Dann ist A kompakt und somit auch fpAq. Also ist
fpAq Ď Y abgeschlossen.

3.2 Kompakte Teilmengen des Rn

Satz 3.6.
r0, 1s ist kompakt.

Beweis. Sei pUiqiPI eine offene Überdeckung von r0, 1s. Wir definieren

S :“ tt P r0, 1s | r0, ts wird von endl. vielen der Ui überdecktu.

Wir möchten nun zeigen, dass S “ r0, 1s. Dazu werden wir zeigen, dass S Ď r0, 1s offen
und abgeschlossen ist. Denn wegen 2.4 ist dann entweder S “ H oder S “ r0, 1s. Ersteres
kann aber nicht sein, da 0 P S.
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• S Ď r0, 1s offen: Sei t P S. Falls t “ 1 P S, dann ist S “ r0, 1s und ist somit offen.
Also nehme t ă 1. Dann gibt es eine endliche Teilmenge J Ď I mit r0, ts Ď

Ť

iPJ Ui.
Wir wählen ein i P J mit t P Ui und ein ε ą 0 mit rt, t ` εq Ď Ui. Es ist nun
r0, t` εq Ď

Ť

iPJ Ui und somit auch r0, t` ε{2s Ď S.

• r0, 1s ´ S Ď r0, 1s offen: Sei t P r0, 1s ´ S (insbesondere t ‰ 0). Wir finden ein
i P I mit t P Ui. Wegen der Offenheit der Ui finden wir sogar ein ε ą 0, sodass
pt´ε, ts Ď Ui. Für alle s P pt´ε, 1s hat r0, ss keine endliche Teilüberdeckung durch
die Ui (sonst hätte auch r0, ts eine endliche Teilüberdeckung). Also ist pt´ ε, 1s Ď
r0, 1s ´ S eine offene Umgebung von t in r0, 1s ´ S und somit ist r0, 1s ´ S Ď r0, 1s
offen.

Korollar 3.7 (Heine-Borel).
A Ď R ist genau dann kompakt wenn A beschränkt und abgeschlossen in R ist.

Beweis. „ñ“ haben wir bereits gesehen. Für „ð“ sei A Ď R beschränkt und abgeschlos-
sen. Wegen der Beschränktheit existiert ein n P R mit A Ď r´n, ns. Nach Definition
der Teilraumtopologie ist dann A “ pA X r´n, nsq Ď r´n, ns abgeschlossen. Wegen der
Kompaktheit von r´n, ns ist A somit ebenfalls kompakt. (r´n, ns ist homöomorph zu
r0, 1s und daher kompakt.)

Um den Satz von Heine-Borel auf den Rn zu verallgemeinern, verwenden wir den folgen-
den Satz.

Satz 3.8.
Seien K und L kompakt. Dann ist auch ihr Produkt K ˆL kompakt (Produkttopologie).

Den Beweis dieses Satzes verschieben wir auf später, da er mit einer anderen Charak-
terisierung von Kompaktheit ein Einzeiler ist (siehe 3.16). Ein direkter Beweis, der nur
die Definitionen verwendet, findet sich etwa in [Wal, Seite 40].

Korollar 3.9.
r0, 1sn ist kompakt (in der Teilraumtopologie von Rn).

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.8 für die Produkttopologie auf r0, 1sn, aber diese stimmt
hier mit der Teilraumtopologie überein, wie die folgende Skizze andeutet:
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(Wir werden im nächsten Kapitel ein systematischeres Argument kennen lernen, mit
denen sich die beiden Topologien vergleichen lassen.)

Korollar 3.10 (Heine-Borel).
Sei A Ď Rn. Dann gilt A ist kompakt genau dann, wenn A beschränkt und abgeschlossen
ist.

Der Beweis ist komplett analog zum eindimensionalen Fall.

3.3 Äquivalente Charakterisierungen von Kompaktheit
Aus der Analysis-Vorlesung ist bekannt, dass für einen metrischen Raum X gilt:

X kompakt ðñ Jede Folge in X hat einen Häufungspunkt.

Leider ist für allgemeine topologische Räume X die Implikation ðù nicht korrekt. Ein
wesentliches Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass auch für allgemeine topologische
Kompaktheit durch Konvergenzbegriffe charakterisiert werden kann; allerdings benötigt
man dafür ein allgemeineres Konzept als Folgen.
Wir arbeiten hierfür mit der folgenden Begriff:

Definition 3.11.
Ein Grenzproblem in einem topologischen Raum X besteht aus

1) einem topologischen Raum D mit Basispunkt 8 P D, sodass D ´ t8u “ D. (Wir
sagen „D ´ t8u Ď D ist dicht“.)

2) einer stetigen Abbdildung f : D ´ t8u Ñ X.

Eine Lösung von pD, fq ist eine stetige Erweiterung

F : D ÝÑ X

von f . Das heißt, das folgende Diagramm kommutiert.

D ´ t8u
f st. //

� _

dicht
��

X

D
F st.

66
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Bemerkung.
Eine Lösung ist durch den Funktionswert F p8q “: a P X bereits eindeutig bestimmt.
Wir nennen dann F p8q einen Grenzwert von pD, fq. Mit anderen Worten ist a P X
ein Grenzwert von pD, fq, wenn die durch F p8q :“ a definierte Erweiterung von f eine
stetige Abbildung ist.

Beispiel 3.12.
Jede Folge x : NÑ X in X liefert uns ein Grenzproblem in X wie folgt: Sei

D “ NY t8u

mit der folgenden Topologie:

A Ď D offen ðñ A Ď N oder DN : tn P N | n ě Nu Ď A.

Dann ist D´t8u “ N (mit der diskreten Topologie versehen), sodass x uns eine stetige
Abbildung D´ t8u Ñ X definiert. Somit ist pNY t8u, xq in der Tat ein Grenzproblem
in X.
Eine Lösung von pD, xq ist also eine stetige Ergänzung des folgenden kommutativen
Diagramms.

D ´ t8u� _

��

x // X

D

F
8ÞÝÑa

66

Laut Übungsblatt 1 Aufgabe 3 b) gilt: F stetig ðñ xn ÝÑ
nÑ8

a. Mit anderen Worten:
a ist ein Grenzwert der Grenzproblems pNY t8u, xq genau dann, wenn a ein Grenzwert
der Folge pxnqnPN ist. (Insbesondere ist das Grenzproblem genau dann lösbar, wenn die
Folge konvergiert.)

Bemerkung.
Grenzprobleme (sogar: Folgen) können durchaus auch mehrere Lösungen haben! In
Übungsblatt 1 wurde gezeigt, dass Grenzwerte von Folgen in Hausdorff-Räumen eindeu-
tig sind (falls sie existieren), und das gleiche Argument zeigt, dass dies auch allgemeiner
für Grenzprobleme in Hausdorff-Räumen stimmt. Tatächlich gilt sogar:

X ist Hausdorff ðñ jedes Grenzproblem in X besitzt höchstens einen Grenzwert.

(Ohne Beweis; die Implikation ðù wäre im Allgemeinen falsch, wenn man nur Grenz-
werte von Folgen betrachtete.)

Bemerkung.
Der Begriff des Grenzproblems findet sich nicht in der Literatur. In den Lehrbüchern
wird stattdessen an dieser Stelle entweder der Begriff eines „Netzes“ oder eines „Filtern“
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(oder sogar beide) eingeführt. Unser Begriff des Grenzproblems ist insofern einfacher
als die anderen beiden Begriffe, dass er lediglich bereits bekannte topologische Konzep-
te verwendet, und hat überdies den Vorteil, dass er sowohl Netze als auch Filter als
Spezialfälle beinhaltet (siehe Abschnitt 3.4 für einen Vergleich mit der Literatur).

Wir verallgemeinern nun das Konzept eines Häufungspunktes von Folgen auf Grenzpro-
bleme:

Definition 3.13.
Ein Element a P X heißtHäufungspunkt von pD, fq, falls für alle offenen Umgebungen
U Ď X von a und V Ď D von 8 gilt:

fpV ´ t8uq X U ‰ H.

Das heißt anschaulich: Punkte beliebig nahe bei a werden von Punkte beliebig nahe
bei 8 getroffen. Ist x : N Ñ X eine Folge in X, so nennen wir a P X Häufungspunkt
der Folge, falls a ein Häufungspunkt des zugeordneten Grenproblems pN Y t8u, xq ist.
(Explizit heißt dies: Für alle offenen Umgebungen U Ď X von a und alle N P N gibt es
ein n ě N mit xn P U ; man überlegt sich, dass dies für metrische Räume tatsächlich
äquivalent zur ε-δ-Definition von Häufungspunkten ist.)
Man kann Häufungspunkte auch ohne Quantoren charakterisieren, indem man denGra-
phen

Graphpfq :“ tpd, fpdqq P D ˆX | d P D ´ t8uu Ă D ˆX

von f betrachtet:

Bemerkung.
Für ein Grenzproblem pD, fq in X und a P X sind äquivalent:

1) a ist Häufungspunkt von pD, fq.

2) p8, aq P Graphpfq (Abschluss des Graphen in D ˆX).

Beweis. Die zweite Bedingung ist äquivalent dazu, dass jede offene Umgebung von p8, aq
inDˆX den Graphen schneidet. Nach Definition der Produkttopologie genügt es hierbei,
offene Umgebungen der Form V ˆU zu betrachten, wobei V Ď D eine offene Umgebung
von 8 und U Ď X eine offene Umgebung von a ist. Nun bedeutet

V ˆ U XGraphpfq ‰ H

gerade, dass es ein Element der Form pd, fpdqq mit d P V ´ t8u und fpdq P U gibt, und
das ist wiederum äquivalent zur Bedingung fpV ´ t8uq X U ‰ H.

Satz 3.14.
Für einen topologischen Raum X ist äquivalent:
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1) X ist kompakt.

2) Für jeden topologischen Raum Y ist die Projektion

X ˆ Y
π
ÝÑ Y, px, yq ÞÑ y

eine abgeschlossene Abbildung.

3) Jedes Grenzproblem in X besitzt einen Häufungspunkt.

Korollar 3.15.
Ist X ein kompakter topologischer Raum, dann besitzt jede Folge in X einen Häufungs-
punkt.

Wie bereits oben erwähnt, ist die Umkehrung ist i. A. falsch. Allerdings gilt sie für
metrische Räume.

Korollar 3.16.
Seien X, Y kompakt. Dann ist auch ihr Produkt X ˆ Y kompakt. (Vgl. 3.8)

Beweis von 3.16. Sei Z ein beliebiger topologischer Raum. Wir betrachten das kommu-
tative Diagramm von Projektionen:

X ˆ Y ˆ Z
pr1
Z //

prXˆZ ''

Z

X ˆ Z
pr2
Z

;;

Wegen der Kompaktheit von Y ist prXˆZ abgeschlossen und wegen der Kompaktheit
von X ist pr2

Z abgeschlossen. Also ist auch pr1
Z abgeschlossen.

Bevor wir Satz 3.14 beweisen, analysieren wir die zweite Bedingung etwas näher:

Bemerkung.
Im Setting von 3.14 gilt:

2q ðñ @C Ď X ˆ Y abg. ist πpCq Ď Y abg.
ðñ @U Ď xˆ Y offen ist Y ´ πpX ˆ Y ´ Uq Ď Y offen
ðñ @U Ď X ˆ Y offen @y P Y mit X ˆ tyu Ď U

DV Ď Y off. Umg. von y mit X ˆ V Ď U

ðñ : 21q

Die Implikation „1q ñ 21q“ wird als „Tubenlemma“ bezeichnet. Ist z. B. X “ Y “ R.
Dann ist U “ tpx, yq | x ¨ y ă 1u Ď R2 offen und enthält R ˆ t0u. Aber es gibt kei-
ne Umgebung V Ď R von 0 mit R ˆ V Ď U dies zeigt, dass R das Tubenlemma nicht
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erfüllt und damit, laut Satz, auch nicht kompakt ist. Dazu betrachte die folgende Skizze.

Beweis von 3.14. Wir machen einen zyklischen Beweis.

„1q ñ 21q“ : Sei U Ď XˆY offen und y P Y mit Xˆtyu Ď U . Wir betrachten die offene
Überdeckung

W :“ tW Ď X offen | DV Ď Y off. Umg. von y mit W ˆ V Ď Uu

von X. Nach Annahme 1q finden wir eine endliche Teilüberdeckung W1, . . . ,Wn mit zu-
gehörigen V1, . . . , Vn. Dann ist V :“ V1 X . . .X Vn Ď Y eine offene Umgebung von y mit
X ˆ V “

Ťn
i“1Wi ˆ V Ď U .

„2q ñ 3q“ : Sei pD, fq ein Grenzproblem, d. h. D´t8u Ď D ist dicht und f : D´t8u Ñ
X stetig. Dann ist der Abschluss Graphpfq Ă D ˆ X abgeschlossen und somit nach
Annahme 2q auch

π
`

Graphpfq
˘

loooooomoooooon

ĚD´t8u

Ď D

abgeschlossen. Die linke Seite enthält also D ´ t8u “ D und insbesondere den Punkt
8. Also existiert ein a P X, sodass p8, aq P Graphpfq. Wie oben bemerkt heißt das aber
gerade, dass a ein Häufungspunkt von pD, fq ist.

„3q ñ 1q“ : Angenommen,X hat eine offene Überdeckung pUiqiPI ohne endliche Teilüber-
deckung. Wir setzen D :“ XYt8u, wobei A Ď XYt8u offen sei, wenn entweder A Ă X
oder X Y t8u ´ A von endlich vielen der Ui überdeckt wird. Dann ist t8u Ď X Y t8u

nicht offen laut Annahme. Damit ist also X Ă X Y t8u nicht abgeschlossen und somit
X “ X Y t8u, und können das Grenzproblem

X
id //� _

��

X

X Y t8u
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betrachten. Dieses hat nach Annahme 3q einen Häufungspunkt a P X. Dann ist für alle
offenen Umgebungen U Ď X von a und für alle i P I ist pX ´ Uiq X U ‰ H. (Denn
X ´ Ui Ď X Y t8u ist eine offene Umgebung von 8.) Also gilt für alle i P I, dass
a P X ´ Ui “ X ´ Ui. (Widerspruch)

Wir betrachten nun etwas genauer den Zusammenhang zwischen Häufungspunkten und
Grenzwerten. Aus der Analysis ist bekannt, dass für eine Folge x : N Ñ X in einem
metrischen Raum und a P X gilt:

a ist Häufungspunkt von x ðñ a ist Grenzwert einer Teilfolge von x.

Leider ist für allgemeine topologische Räume X die Implikation ùñ nicht korrekt, und
sogar gilt für nicht-metrische Räume im Allgemeinen keine der Implikationen in

X kompakt ðñ Jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge.

(Wir werden im nächsten Kapitel ein Beispiel für die Ungültigkeit von ùñ sehen. Dazu
siehe 4.16.)

Definition 3.17.
Seien pD, fq und pD1, f 1q Grenzprobleme in X. Wir sagen pD1, f 1q verfeinert pD, fq,
falls es eine stetige Abbildung α : D1 Ñ D mit αp8q “ 8 und αpD1 ´ t8uq Ď D ´ t8u
gibt, sodass f 1 “ f ˝ α. D. h. die entstehenden Diagramme kommutieren alle.

D1 ´ t8u� _

��

α
//

f 1

''
D ´ t8u� _

��

f
// X

D1
α

8ÞÝÑ8
// D

Teilfolgen liefern Verfeinerungen der zugehörigen Grenzprobleme, wie das folgende Bei-
spiel zeigt:

Beispiel 3.18.
Sei pxnqnPN eine Folge und px1kqkPN “ pxnkqkPN eine Teilfolge, d. h. x1 “ x ˝ α für die
Abbildung

α : NÑ N, k ÞÑ nk.

Nach Voraussetzung gilt dabei
nk ÝÑ

kÑ8
8,

was wir als Konvergenz der Folge pnkqkPN im topologischen Raum NYt8u interpretieren
können. In die Sprache der Grenzprobleme übersetzt heißt dies: Das Grenzproblem pNY
t8u, αq in N Y t8u besitzt 8 als Grenzwert. Somit erweitert sich α durch 8 ÞÑ 8 zu
einer stetigen Abbildung

α : NY t8u Ñ NY t8u.
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Dies zeigt, dass das Grenzproblem pNYt8u, x1q das Grenzproblem pNYt8u, xq verfeinert.

Satz 3.19.
Für ein Grenzproblem pD, fq in X, a P X ist äquivalent:

1) a ist Häufungspunkt von pD, fq.

2) a ist Grenzwert einer Verfeinerung von pD, fq.

3) a ist Grenzwert von pD, fq in einer evtl. feineren Topologie, für die D´ t8u Ď D
immer noch dicht ist.

Beweis. Wir beweisen zunächst, dass die ersten beiden Aussagen äquivalent sind.

„1q ñ 2q“ : Es sei D1 :“ Graphpfq Y tp8, aqu Ď D ˆ X (Teilraumtopologie), mit
Basispunkt 8 :“ p8, aq P D1. Weil a Häufungspunkt ist, ist D1 ´ t8u Ă D1 dicht. Wir
setzen

α : D1 ãÑ D ˆX
π
ÝÑ D;

dann ist pD1, f 1 “ f ˝ αq eine Verfeinerung von pD, fq. Das Grenzproblem pD1, f 1q hat
eine Lösung, gegeben durch die (stetige!) Projektion prX : D1 Ñ X, denn diese bringt
das folgende Diagramm zum Kommutieren:

Graphpfq� _

��

α // D ´ t8u� _

��

f // X

D1

prX

BB

α // D

Wegen prXp8q “ a ist also a ein Grenzwert von pD1, f 1q.
„2q ñ 1q“ : Es sei a Grenzwert einer Verfeinerung pD1, f 1 “ f ˝ αq von pD, fq. Dann
kommutiert das Diagramm:

D1 ´ t8u� _

��

α // D ´ t8u� _

��

f // X

D1

F

BB

α // D

(1)

wobeiαp8q “ 8 und F p8q “ a. Seien U Ď X, V Ď D1 offene Umgebungen von a, 8.
Dann ist F´1pUq X α´1pV q Ď D1 eine offene Umgebung von 8, also ‰ t8u. Es folgt,
dass pf ˝ αq´1pUq X α´1pV q ‰ H ist und somit U X fpV q ‰ H gilt.
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Nun werden wir zeigen, dass die zweite und dritte Aussage äquivalent sind.

„3q ñ 2q“ : Sei T 1 die feinere Topologie auf D, für die F : pD, T 1q Ñ X, 8 ÞÑ a stetig
ist. Dann setze α “ id : pD, T 1q Ñ D.

„2q ñ 3q“ : Wir betrachten erneut das Diagramm 1. Dann nehmen wir für T 1 die
Quotiententopologie von α auf D (siehe Übungsblatt 1 Aufgabe 4). Es gilt:

D1
α //

st.
F

  

pD, T 1q

st.
{{

X

Dabei ist die rechte Abbildung als Ergänzung des Diagramms zu verstehen. Die Ste-
tigkeit von F impliziert dann mit Aufgabe 4 c) vom Übungsblatt 1 die Stetigkeit der
rechten Abbildung, die wir somit als Lösung von pD, fq, nach eventueller Verfeinerung
der Topologie zu T 1 auffassen können. Weiter ist α stetig für die Quotiententopologie
T 1; wegen

8 P αpD1 ´ t8uq Ď αpD1 ´ t8uq Ď D ´ t8u

ist also D ´ t8u “ D auch für die Topologie T 1.

3.4 Nachtrag: Vergleich zur Literatur
In der Standardliteratur wird Kompaktheit nicht über Häufungspunkte von Grenzproble-
men charakterisiert, sondern über Häufungspunkten von Netzen (siehe z. B. [Wal14],
Kapitel 4.1) oder von Filtern (siehe z. B. [Wal14], Kapitel 4.2). In diesem Nachtrag
zeigen wir, als Zusatzmaterial für die interessierten Lesenden, dass Netze und Filter
Spezialfälle von Grenzproblemen darstellen, und schlussfolgern Charakterisierungen von
Kompaktheit duch Häufungspunkte von Netzen oder Filtern. Wir setzen dabei voraus,
dass der Leser mit den jeweiligen Definitionen vertraut ist.

1) Jedes Netz I Ñ X in X definiert ein Grenzproblem

I � _

��

// X

I Y t8u

wobei die Topologie auf I Y t8u genau wie bei Folgen definiert wird. Dabei sind Grenz-
werte (Häufungspunkte) der Netze genau Grenzwerte (Häufungspunkte) der zugehörigen
Grenzprobleme. Wir folgern:

Jedes Grenzproblem in X hat Häufungspunkt ùñ Jedes Netz in X hat Häufungspunkt
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Und es gilt sogar „ðù“: Für ein Grenzproblem pD, fq gilt 8 P D ´ t8uq und somit
existiert ein Netz α : I Ñ D´t8u, das in D genau gegen 8 konvergiert. Damit erhalten
wir eine Verfeinerung von pD, fq, die durch ein Netz gegeben ist:

I � _

��

α // D ´ t8u� _

��

f // X

I Y t8u α // D

Nach Annahme hat diese Verfeinerung einen Häufungspunkt a, und man sieht mit Satz
3.19, dass a auch Häufungspunkt von pD, fq ist. Mit Satz 3.14 folgern wir:

Korollar 3.20.
X kompakt ðñ Jedes Netz in X hat Häufungspunkt.

Weiter gilt:

Korollar 3.21.
Für ein Netz f : I Ñ X gilt:

a ist Häufungspunkt von f ðñ a ist Grenzwert eines Teilnetzes von f.

Beweis. Ein Teilnetz definiert eine Verfeinerung der Grenzprobleme ganz analog wie
bei Folgen; dies zeigt ðù. Ist umgekehrt a Häufungspunkt von pI, fq, so wegen Satz
3.19 auch Grenzwert einer Verfeinerung des zugehörigen Grenzproblems. Genau wie
oben besitzt dieses verfeinerte Grenzproblem eine weitere Verfeinerung durch ein Netz
pJ Y t8u, g “ f ˝ αq. a ist also Grenzwert des Netzes pJ Y t8u, gq, und die Stetigkeit
von α : J Yt8u Ñ IYt8u besagt genau, dass pJ Yt8u, gq ein Teilnetz von pIYt8u, fq
ist.

2) Jeder Filter F auf X definiert eine Topologie auf X Y t8u via

A Ď X Y t8u offen ðñ A Ď X oder A´ t8u P F .

Wir erhalten ein zugehöriges Grenzproblem:

X� _

��

id // X

X Y t8u

Korollar 3.22.
X kompakt ðñ Jeder Filter auf X hat einen Häufungspunkt.

Beweis. „ñ“ folgt mit 3.14. Für „ð“: Im Beweis von 3.14 (3q ñ 1q) haben wir nur
Filter als Grenzprobleme verwendet.
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4 Universelle Konstruktionen
4.1 (Ko-)Induzierte Topologie
Wir haben gesehen, dass Topologien auf zwei Mengen X und Y auch eine Topologie
auf X ˆ Y induzieren, nämlich die Produkttopologie. Diese hat die Eigenschaft, dass
wir stetige Abbildungen nach X ˆ Y sehr gut verstehen — dies sind nämlich genau
die komponentenweise stetigen Abbildungen. Diese Konstruktion besitzt die folgende
Verallgemeinerung:

Satz 4.1.
Sei X eine Menge, pXiqiPI eine Familie von topologischen Räumen und pfi : X Ñ XiqiPI

eine Familie von Abbildungen von Mengen. Dann gibt es genau eine Topologie auf X mit:

Für jeden topologischen Raum Z und jede Abbildung z : Z Ñ X von Mengen gilt:

Z
z
ÝÑ X ist stetig ðñ @i P I : Z z

ÝÑ X
fi
ÝÑ Xi ist stetig.

Diese Topologie heißt induziert von der Familie pfiqiPI .

Beispiel 4.2.
1) I “ H. Die leere Familie induziert die indiskrete Topologie auf X, denn: Die oben
auftretende Bedingung „@i P I . . . “ist für I “ H immer richtig, d. h. die von I “ H

induzierte Topologie ist charakterisiert dadurch, dass alle Abbildung z : Z Ñ X stetig
sind. Aber dies gilt auch für die indiskrete Topologie, und wegen der Eindeutigkeitsaus-
sage in Satz 4.1 sehen wir, dass die beiden Topologien übereinstimmen.

2) X Ď Y Teilraum, Y topologischer Raum. Die einelementige Familie tX ãÑ Y Inkl.u
induziert die Teilraumtopologie auf X, denn laut Lemma 1.10 ist eine Abbildung Z Ñ X
genau dann stetig, wenn sie aufgefasst als Abbildung Z Ñ Y stetig ist.

3) X1, X2 topologische Räume, X “ X1 ˆX2. Die Familie pX πi
ÝÑ XiqiPt1,2u der Projek-

tionen induziert die Produkttopologie auf X.

4) pXiqiPI beliebige Familie von topologischen Räumen,X “
ś

iPI Xi. Die Familie pX πi
ÝÑ

XiqiPI der Projektionen induziert eine Topologie auf
ś

iPI Xi, die Produkttopologie.
Sie ist charakterisiert durch:

f “ pfiqiPI : Z ÝÑ
ź

iPI

Xi stetig ðñ @i P I : fi : Z ÝÑ Xi stetig.

Satz 4.3.
Sei X eine Menge, pXiqiPI eine Familie von topologischen Räumen und pfi : Xi Ñ XqiPI
eine Familie von Abbildungen. Dann gibt es genau eine Topologie auf X mit:
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Für jeden topologischen Raum Z und jede Abbildung z : X Ñ Z von Mengen gilt:

X
z
ÝÑ Z stetig ðñ @i P I : Xi

fi
ÝÑ X

z
ÝÑ Z stetig.

Diese Topologie heißt koinduziert von der Familie pfiqiPI .

Beispiel 4.4.
1) Die leere Familie koinduziert die diskrete Topologie.

2) Y Ñ X Abbildung, Y topologischer Raum. Die einelementige Familie tY Ñ Xu ko-
induziert die Quotiententopologie. (siehe Übungsblatt 1 Aufgabe 4)

3) X1, X2 topologische Räume, X “ X1 >X2. Die Familie pXi
ei
ÝÑ XqiPt1,2u der Inklusio-

nen koinduziert eine Topologie auf X1 >X2, die Disjunkte-Vereinigungs-Topologie.

4) pXiqiPI beliebige Familie von topologischen Räumen, X “
š

iPI Xi. Die Familie
pXi

ei
ÝÑ

š

iPI XiqiPI der Inklusionen koinduziert eine Topologie auf X. Sie ist charakte-
risiert durch:

f “ pfiqiPI :
ž

iPI

Xi ÝÑ Z stetig ðñ @i P I : fi : Xi ÝÑ Z stetig.

Beweis von 4.3. Wir beginnen mir der Eindeutigkeit. Seien T , T 1 zwei solche Topologi-
en auf X. Offensichtlich ist id : pX, T q Ñ pX, T q stetig. Also ist auch fi : Xi Ñ pX, T q
stetig für alle i P I. Damit ist schließlich id : pX, T 1q Ñ pX, T q stetig und somit T 1 Ě T .
Analog können wir zeigen, dass auch T Ě T 1 gilt.

Kommen wir nun zur Existenz. Wir setzen

T :“ tA Ď X | @i P I : f´1
i pAq Ď Xi offenu.

Das ist eine Topologie auf X. (Tatsächlich ist das sogar die feinste Topologie (= größte
Topologie, d. h. mit den meisten offenen Mengen), die alle fi stetig macht.) Es gilt:

pX, T q z
ÝÑ Z stetig

ðñ @U Ď Z offen ist z´1
pUq P T

ðñ @U Ď Z offen @i P I : f´1
i pz

´1
pUqq

loooooomoooooon

pz˝fiq´1pUq

Ď Xi offen

ðñ @i P I ist z ˝ fi stetig.

Beweis von 4.1. Der Beweis der Eindeutigkeit ist analog zum Beweis der Eindeutigkeit
für 4.3.
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Für die Existenz sei T die gröbste Topologie auf X, die alle fi stetig macht — eine
solche gibt es tatsächlich, denn der Durchschnitt von Topologien auf X ist wieder eine
Topologie auf X, und somit liefert die folgende Formel genau das Richtige:

T “
č

T 1 Top. auf X
für die alle fi stetig

T 1 Ď PpXq.

Für z : Z Ñ X betrachte die Quotiententopologie T 1 auf X. Dann gilt:

@i P I : fi ˝ z stetig
ðñ @i P I : fi : pX, T 1q Ñ Xi stetig
ðñ T 1 Ě T
ðñ id : pX, T 1q Ñ pX, T q stetig

ðñ z : Z z
ÝÑ pX, T 1q id

ÝÑ pX, T q stetig.

Dieser Beweis liefert uns allerdings keinen Einblick darüber, wie die offenen Mengen in
der induzierten Topologie konkret aussehen (im Gegensatz zur koinduzierten Topologie).
Um dies nachzuholen, betrachten wir zunächst

Ti :“ tf´1
i pUiq | Ui Ď Xi offenu Ď PpXq.

Wie man leicht nachrechnet, ist dies eine Topologie auf X, und zwar offenbar die gröbste
Topologie, die fi : X Ñ Xi stetig macht. Wäre T “

Ť

iPI Ti eine Topologie, so wäre
dies offenkundig die gröbste Topologie, die alle Ti enthält und somit auch die gröbste
Topologie, die alle fi stetig macht, und wir hätten eine Formel für T gefunden. Allerdings
ist die Vereinigung von Topologien i. A. keine Topologie mehr!
Wir benötigen also eine Formel für die gröbste Topologie, die alle

Ť

iPI Ti enthält; diese
wird mit x

Ť

iPI Tiy bezeichnet, und dass diese exisitiert, sehen wir mit dem gleichen
Argument wie oben). Dazu setzen wir

S :“
 

č

iPF

Ui | F Ď I endlich und Ui P Ti
(

.

Nach Konstruktion ist S abgeschlossen unter endlichen Schnitten. Dann ist

T :“ tbel. Vereinigungen von Elementen aus Su Ď PpXq

nach Konstruktion abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen, aber immer noch ab-
geschlossen unter endlichen Schnitten — vgl. dazu die Diskussion zur Produkttopologie
im ersten Kapitel. Somit ist T eine Topologie auf X und offenkundig enthält jede Topo-
logie auf X, die

Ť

iPI Ti enthält, auch schon S und damit auch T . Also ist T “ x
Ť

iPI Tiy,
und wir haben eine (leider etwas komplizierte) Formel für die induzierte Topologie gefun-
den: Elemente in der induzierten Topologie sind beliebige Vereinigungen von endlichen
Schnitten von Mengen der Form f´1

i pUiq, wo Ui Ď Xi offen.
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Beispiel 4.5.
Offene Mengen in

ś

iPI Xi in der Produkttopologie lassen sich wie folgt beschreiben:

• f´1
i pUiq “ Ui ˆ

ś

j‰i
Xj

• Elemente in S sind also Mengen der Form
ś

iPF

Ui ˆ
ś

jPI´F

Xj, wobei F Ď I endlich

und Ui Ď Xi offen.

• Die für die Produkttopologie offenen Mengen sind genau die Vereinigungen der
Mengen in S.

Man beachte, dass typischerweise Mengen der Form
ś

iPI

Ui, wobei Ui Ď Xi offen, nicht in
T liegen und somit nicht offen für die Produkttopologie sind.

4.2 Weitere Beispiele
Beispiel 4.6.
Auf R betrachten wir die Äquivalenzrelation

x „ y :ðñ x´ y P Z

Wir bezeichnen mit R{„ die Menge der Äquivalenzklassen und geben dieser Menge, die
durch die Projektion

π : R ÝÑ R {„ , x ÞÑ rxs “ x` Z

koinduzierte Topologie, also die Quotiententopologie.

Behauptung : R {„ und S1 Ď C sind homöomorph.

Beweis. Die Abbildung

f : R ÝÑ S1, t ÞÑ e2πit

ist stetig und surjektiv. Außerdem gilt x „ y genau dann wenn fpxq “ fpyq. Wir erhalten
eine wohldefinierte Abbildung f̄ , sodass das folgende Diagramm kommutiert.

R f //

π
��

S1

R {„

f̄

rxs
ÞÝÑ

fpx
q

77

Außerdem ist f̄ immer noch surjektiv. Zusätzlich ist f̄ auch injektiv, denn für x, y P R
mit f̄prxsq “ f̄prysq, folgt fpxq “ fpyq. Also ist x „ y und somit rxs “ rys. Da f stetig
ist, ist auch f̄ stetig. Es gilt
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• S1 ist Hausdorff’sch

• R{„ ist kompakt, als stetiges Bild des Einheitsintervalls via der Abbildung

r0, 1s ÝÑ R{„, x ÞÑ rxs.

Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv und sogar stetig, denn sie entsteht als
Verknüpfung der stetigen Abbildungen

r0, 1s Inkl.
ÝÑ R π

ÝÑ R{„.

Also ist f̄ nach 3.5 ein Homöomorphismus.

Auf ähnliche Art und Weise kann man zeigen, dass

r0, 1s {„ mit 0 „ 1

ebenfalls homöomorph zur S1 ist.

Beispiel 4.7.
Analog zum vorherigen Beispiel betrachten wir auf R2 die Äquivalenzrelation

px, yq „ px1, y1q :ðñ x1 ´ x, y1 ´ y P Z.

Dazu betrachten wir erneut den Raum R2{„. Wir zeichnen dazu ein Gitter im R2 mit
Gitterbreite 1 und Gitterhöhe 1 ein.
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Wie zuvor finden wir einen Homöomorphismus R2{„
–
ÝÑ S1 ˆ S1 “: T 2, px, yq ÞÑ

pe2πix, e2πiyq. Weiter finden wir für jedes Element px, yq P R2 einen Repräsentanten im
eingezeichneten Kästchen. Insbesondere sind die Kästchen im Gitter im Quotienten-
raum R2{„ identisch. Im Quotientenraum werden zudem die gegenüberliegenden Seiten
miteinander identifiziert.

Abbildung 3: Links wird in r0, 1s2 die Identifizierung der Seiten mit kleinen Pfeilchen
angezeigt. D. h. wir identifizieren px, 0q „ px, 1q und p0, yq „ p1, yq für alle
x, y P r0, 1s.

Wir erhalten also eine bijektive Abbildung r0, 1s2{„ Ñ R2{„, die widerrum ein Homöo-
morphismus ist. Also können wir uns den Quotientenraum als 2-Torus vorstellen. (Nicht
zu verwechseln mit dem Volltorus, welcher sich durch Ausfüllen des gewöhnlichen Torus
ergibt.)

Beispiel 4.8 (Kleinsche Flasche).
Wir betrachten r0, 1s2{„ mit px, 0q „ px, 1q und p0, yq „ p1, 1´ yq für alle x, y P r0, 1s.

Die gegenüberliegenden Seiten werden miteinander identifiziert. Einmal ganz gewöhnlich
und einmal genau entgegengesetzt.

Beispiel 4.9.
Wir betrachten den abgeschlossenen Einheitsball D3 Ď R3 und identifizieren gegenüber-
liegende Punkte auf dem Rand. Also D3{„ mit v „ ´v für v P S2.
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Behauptung : D3
{„ – SOp3q pĎ R3ˆ3 “ R9q

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

f : D3
ÝÑ SOp3q

v ÞÝÑ Rotation um v´Achse
um Winkel π¨|v| .

Diese ist stetig (ohne Beweis) und surjektiv (LA 2). Wir identifizieren

v „ v1 :ðñ fpvq “ fpv1q.

Schließlich finden wir wieder eine stetige bijektive Abbildung f̄ sodass das Diagramm

D3 f //

��

SOp3q

D3
{„

f̄

77

kommutiert. Da D3{„ kompakt ist und SOp3q Hausdorff’sch, ist f̄ nach 3.5 ein Homöo-
morphismus.

Beispiel 4.10 (Pull-back).
Sei

X

f
��

Y 1
g // Y

(2)

ein Diagramm von topologischen Räumen und stetigen Abbildungen. Das Pull-back
von 2 ist die Menge

X ˆY Y
1
“ tpx, y1q P X ˆ Y 1 | fpxq “ gpy1qu Ď X ˆ Y 1.
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Wir erhalten das kommutative Diagramm:

px, y1q � // x
px, y1q

_

��

X ˆY Y
1 g1 //

f 1

��

X

f

��
y1 Y 1

g // Y

(3)

Die Topologie auf X ˆY Y 1 wird von den Abbildungen pg1, f 1q induziert. Sie stimmt mit
der Teilraumtopologie von X ˆ Y 1 überein. Daher sind alle Abbildungen in 3 stetig.

Bemerkung.
Das Diagramm 3 ist die universelle Erweiterung von 2 zu einem kommutativen Quadrat
aus topologischen Räumen und stetigen Abbildungen, d. h. ist

Z a //

b
��

Y

f
��

Y 1 g
// Y

irgendeine Erweiterung von 2 zu einem kommutativen Diagramm von topologischen
Räumen und stetigen Abbildungen, dann existiert genau eine stetige Abbildung c : Z Ñ
X ˆY Y

1, sodass das Diagramm

Z a

""
c $$

b

&&

X ˆY Y
1 g
1

//

f 1

��

X

f
��

Y 1
g // Y

kommutiert.

Beweis. Es ist cpzq “ papzq, bpzqq. Das liefert uns die Eindeutigkeit. Für die Existenz
müssen wir also nur noch prüfen, dass uns die angegebene Abbildungsvorschrift tatsäch-
lich eine stetige Abbildung liefert. Da die Topologie auf X ˆY Y

1 von den Abbildungen
pg1, f 1q induziert wird, ist c genau dann stetig, wenn es g1 ˝ c und f 1 ˝ c sind. Man kann
im Diagramm sofort erkennen, dass g1 ˝ c “ a und f 1 ˝ c “ b stetig sind.
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Beispiel 4.11.
Wir betrachten für y P Y das Pull-back Diagramm:

X ˆY tyu //

��

X

f

��
tyu

Inkl. // Y

Dann ist
X ˆY tyu

–
ÐÝ f´1

ptyuq Ď X

px, yq ÐÝß x

ein Homöomorphismus.

Beispiel 4.12 (Push-out).
Sei

X
g //

f
��

X 1

Y

(4)

ein Diagramm von topologischen Räumen und stetigen Abbildungen. Das Push-out
von 4 ist die Menge

Y YX X
1 :“ pY >X 1q {„ mit fpxq „ gpxq für x P X.

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm:

X
g //

f

��

X 1

f 1

��

x1_

��
Y

g1
// Y YX X

1 rx1s
y � // rys

(5)

Hierbei sehen wir Y YXX 1 als topologischen Raum mit der von den Abbdildungen pg1, f 1q
koinduzierten Topologie. Diese stimmt mit der Quotiententopologie von Y >X 1 überein.
Also sind alle Abbildungen in 5 stetig.

Bemerkung.
Das Diagramm 5 ist die universelle Erweiterung von 4 zu einem kommutativen Quadrat
aus topologischen Räumen und stetigen Abbildungen, d. h. ist

X
g //

f
��

X 1

a
��

Y
b
// Z
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irgendeine Erweiterung von 4 zu einem kommutativen Quadrat von topologischen Räu-
men und stetigen Abbildungen, dann existiert genau eine stetige Abbildung c : Y YX
X 1 Ñ Z, sodass das Diagramm

X
g //

f
��

X 1

f 1

�� a

��

Y
g1 //

b 00

Y YX X
1

c

$$
Z

kommutiert.

Beweis. Y >X 1 trägt die disjunkte-Vereinigungs-Topologie. Daher existiert eine eindeu-
tige stetige Abbildung c1 : Y >X 1 Ñ Z, sodass das Diagramm

X 1

a

##

� _

��
Y >X 1 c

1

D!
// Z

Y
?�

OO

b

;;

kommutiert. Wegen der Quotiententopologie auf Y YX X 1 “ pY > X 1q{„ faktorisiert
c1 eindeutig durch den Quotienten. Also existiert eine eindeutige stetige Abbildung c,
sodass das Diagramm

Y >X 1 c1 //

&&

Z

pY >X 1q {„

c

99

kommutiert. Die Abbildung c erfüllt die gewünschte Eigenschaft.

Beispiel 4.13.
Seien X, Y topologische Räume und x P X, y P Y Basispunkte. Wir betrachten das
Push-out Diagramm:

t‹u
‹ÞÝÑx //

‹ÞÝ
Ñ

y ��

X

��
Y // X Yt‹u Y

Dann ist X _ Y :“ X Yt‹u Y die sogenannte Ein-Punkt-Vereinigung.
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Beispiel 4.14.
Wir betrachten:

Sn´1 //� _

��

t‹u

��
Dn // Dn YSn´1 t‹u “: Dn

{Sn´1

Bildlich kann man sich das als Verklebung des Randes vonDn zu einem Punkt vorstellen.
Für n “ 1 betrachten wir die folgende Skizze.

Wir erkennen, dass wenn man den Rand von D1 zu einem Punkt verklebt, die S1 her-
auskommt.

Behauptung : Dn
{Sn´1 – Sn.

Beweis. Wir betrachten die Einpunktkompaktifizierung
˝

DnYt8u des offenen Einheits-
balls

˝

Dn. Wir definieren in
˝

Dn � � Inkl. //� _

��

˝

Dn Y t8u

Dn

st.
66

die rechte untere Abbildung durch x ÞÝÑ 8 für x P Sn´1, sodass das Diagramm kom-
mutiert. Es gilt außerdem, dass

˝

Dn
Y t8u ÝÑ Rn

Y t8u – Sn

x ÞÝÑ x ¨ tanpπ2 ¨ ‖x‖q
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ein Homöomorphismus ist. Wegen der Quotiententopologie faktorisiert die rechte untere
Abbildung von oben eindeutig und stetig durch den Quotienten Dn{Sn´1, also:

Dn //

��

˝

Dn Y t8u – Sn

Dn
{Sn´1

D!
st.

77

Zusätzlich ist die Abbildung Dn{Sn´1 Ñ
˝

Dn Y t8u bijektiv. Also nach 3.5 ein Homöo-
morphismus.

4.3 Der Satz von Tychonoff
Satz 4.15 (Tychonoff).
Ist pKiqiPI eine Familie kompakter topologischer Räume, dann ist ihr Produkt

ś

iPI Ki

kompakt (in der Produkttopologie).

Beispiel 4.16.
X “

ś

t0,1uNt0, 1u ist kompakt. Also besitzt jede Folge in X einen Häufungspunkt. Es
gibt aber eine Folge in X ohne konvergente Teilfolge. (X ist nicht folgenkompakt.)
Begründung: Setze für n P N

an :“ pxnqxPt0,1uN P X.

Hätte panqnPN in X eine konvergente Teilfolge pankqkPN, so würde auch jede Komponente
xnk von ank (in t0, 1u) konvergieren (denn: stetige Bilder konvergenter Folgen konvergie-
ren). D. h. für alle x P t0, 1uN gäbe es ein N ą 0, sodass für alle k ě N gilt:

xnk “ xnN .

(Widerspruch.)

Beweis des Satzes von Tychonoff 4.15. Wir werden zeigen, dass jedes Grenzproblem

D ´ t8u
f //

� _

dicht
��

ś

iPI

Ki

D

F

8
ÞÝÑ

x

::
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einen Häufungspunkt x P
ś

iPI Ki besitzt, d. h. F ist stetig in evtl. feineren Topologie,
für die D ´ t8u Ď D dicht ist. Wir wählen eine Topologie T 1 auf D wie in 4.17. Wir
betrachten das Grenzproblem

pD ´ t8u, T 1q

fi

((f“pfiqiPI //
� _

��

ś

iPI

Ki
// Ki

pD, T 1q
F“pFiqiPI
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99 ,

wobei Fip8q “ xi sei. Nun ist Ki nach Vorraussetzung kompakt, d. h. es existiert ein
Häufungspunkt xi P Ki. Also ist Fi : D ÝÑ Ki, 8 ÞÑ xi eine stetige Abbildung in einer
eventuell feineren Topologie T 2, für die D ´ t8u Ď D dicht ist. Da aber T 1 maximal
mit dieser Eigenschaft ist, folgt T 2 “ T 1. Also ist Fi stetig bzgl. T 1. Wähle also solche
Abbildungen Fi für jedes i P I. Dann ist

F :“ pFiqiPI : pD, T 1q ÝÑ
ź

iPI

Ki

stetig.

Lemma 4.17.
Es gibt eine feinere Topologie T 1 auf D “ pD, T q, sodass D ´ t8u Ď D dicht in T 1 ist,
und die maximal mit dieser Eigenschaftt ist, d. h. ist T 2 Ě T 1 und D ´ t8u Ď D dicht
in T 2, dann ist T 2 “ T 1.

Beweis. Betrachte

A :“
 

T 1 | T 1 verfeinert T
D´t8uĎD dicht für T 1

( PT

partiell geordnet durch Ď. Ist A1 Ď A total geordnet, so haben wir eine obere Schranke:

T̂ “ x
ď

T 1PA1
T 1y

Das ist die gröbste Topologie, die alle T 1 P A1 enthält. Offene Mengen in T̂ sind von der
Form

Ť

T 1PA1 UT 1 , wobei UT 1 offen in T 1 ist. Es gilt t8u R T̂ , also ist D´t8u Ď D nicht
abgeschlossen und somit dicht. Das Lemma von Zorn liefert nun die Behauptung.
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5 Existenz reeller Funktionen
Frage: Ist jeder Hausdorff-Raum metrisierbar?

Antwort: Nein. Sei z. B. X “ pX, dq ein metrischer Raum und A Ď X eine Teilmenge.
Dann ist

dA : X ÝÑ R, x ÞÑ inf
aPA

dpx, aq

eine stetige Abbildung und dApxq “ 0 ðñ x P A. (Übungsaufgabe)

Bemerkung.
Sei X ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann gilt:

(i) Für alle abgeschlossenen Teilmengen A Ď X existiert eine stetige Abbildung
f : X Ñ r0,8q mit f´1p0q “ A.

(ii) Für alle abgeschlossenen disjunkten Teilmengen A,B Ď X gibt es eine stetige
Abbildung λ : X Ñ r0, 1s mit λ´1p0q “ A und λ´1p1q “ B.

(iii) Für alle abgeschlossenen disjunkten Teilmengen A,B Ď X existieren offene dis-
junkte Umgebungen U, V Ď X, d. h. A Ď U , B Ď V und U X V “ H.

Beweis.

(i) f “ dA

(ii) λ :“ dA
dA`dB

(iii) U “ λ´1pr0, 1
2qq, V “ λ´1pp1

2 , 1sq

Satz 5.1 (Urysohns Lemma).
Für einen topologischen Raum X sind die folgendenen Aussagen äquivalent:

(i) Je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen lassen sich durch offene Mengen trennen.
D. h. für A,B Ď X abgeschlossen mit A X B “ H existieren offene Umgebungen
U, V Ď X von A,B mit U X V “ H.
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(ii) Je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen lassen sich durch eine reelle Funktion
trennen. D. h. für A,B Ď X abgeschlossen mit A X B “ H existiert eine stetige
Abbdildung λ : X Ñ r0, 1s mit λ|A “ 0 und λ|B “ 1.

Definition 5.2.
Ein topologischer Raum mit diesen Eigenschaften heißt normal. (T4)

Bemerkung.
In normalen Räumen gilt:

Hausdorff pT2q ðñ Punkte sind abgeschlossen pT1q

Beweis von 5.1. „(ii)ñ(i)“ haben wir bereits gezeigt. Für „(ii)ñ(i)“ setzen wir U1 :“
X ´ B Ď X offen und wählen U1{2 Ď X offen mit U1{2 Ď U1 : Dazu wählen wir
trennende Umgebungen U1{2 und V von A und B. Dann gibt es eine abgeschlossene
Teilmenge von X, die U1{2 enthält und in U1 enthalten ist, nämlich X ´ V , also ist
auch U1{2 Ď U1. Wir erhalten auf dieselbe Weise offene Teilmengen U1{4, U3{4 Ď X
mit A Ď U1{4 Ď U1{4 Ď U1{2 Ď U1{2 Ď U3{4 Ď U3{4 Ď U1 und iterativ für m,n P N,
0 ď m ď 2n :

U m
2n
Ď X offen mit Ui Ď Uj für i ă j.

Setze

f : X ÝÑ r0, 1s

x ÞÝÑ inf
` m

2n | x P U
m
2n

(

Y
 

1
(˘

mit f |A “ 0 und f |B “ 1. Wir wollen nun zeigen, dass f stetig ist. Es gilt
• fpxq ă α genau dann wenn α keine untere Schranke der Menge

 

m
2n | x P U m

2n

(

Y
 

1
(

ist. Das ist äquivalent dazu, dass ein m
2n ă α existiert mit x P U m

2n
. D. h.

f´1pr0, αqq “
Ť

m
2năα

U m
2n
Ď X offen.

• fpxq ą β genau dann wenn es eine untere Schranke γ ą β gibt. Also wenn m
2n ă γ,

dann liegt x nicht in U m
2n
. Das ist äquivalent dazu, dass ein m

2n ą β existiert mit
x R U m

2n
. Dann finden wir aber auch ein m

2n ą β mit x R U m
2n
. D. h. f´1ppβ, 1sq “

Ť

m
2nąβ

X ´ U m
2n
Ď X offen.

Satz 5.3 (Urysohns Metrisierbarkeitssatz).
Sei X “ pX, T q ein topologischer Raum mit den Eigenschaften:

1. X ist Hausdorff’sch.

2. X ist normal.

3. X hat eine abzählbare Basis, d. h. es gibt eine abzählbare Teilmenge S Ď T ,
sodass jede offene Menge Vereinigung von Mengen aus S ist. („ 2. Abzählbar-
keitsaxiom“)
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Dann ist X metrisierbar.

Der Beweis verwendet die Urysohn-Einbettung: Sei X normal und Hausdorff’sch. Dann
ist

f : X ÝÑ
ź

λ : XÑr0,1s
stetig

r0, 1s

x ÞÝÑ pλpxqqλ

offenbar stetig in der Produkttopologie, denn in der durch λ indizierten Komponente
ist die Abbildung f gerade gegeben durch λ und λ ist stetig. Außerdem ist f injektiv :
Ist nämlich x ‰ y, so existiert nach 5.1 eine stetige Abbildung λ : X Ñ r0, 1s mit
fpxqλ “ λpxq ‰ λpyq “ fpyqλ. D. h. fpxq ‰ fpyq.

Nun wollen wir zeigen, dass f : X Ñ fpXq Ď
ś

r0, 1s ein Homöomorphismus ist. Dazu
zeigen wir, dass für alle topologischen Räume Z und alle Abbildungen z : Z Ñ X gilt:

Z
z
ÝÑ X stetig ðñ Z

z
ÝÑ X

f
ÝÑ fpXq stetig. (6)

Letzteres ist nach Definition der Teilraumtopologie äquivalent dazu, dass Z z
ÝÑ X

f
ÝÑ

ś

λr0, 1s stetig ist. Dies ist nach Definition der Produkttopologie widerrum äquivalent
dazu, dass für alle stetigen λ : X Ñ r0, 1s auch Z z

ÝÑ X
λ
ÝÑ r0, 1s stetig ist.

Kommen wir also zum Beweis von 6: „ñ“ ist klar, denn für alle stetigen λ : X Ñ r0, 1s
ist die Verknüpfung λ ˝ z offenbar auch stetig. Für „ð“ sei z : Z Ñ X eine Abbildung,
sodass für alle stetigen λ : X Ñ r0, 1s, die Verknüpfung λ ˝ z : Z Ñ r0, 1s stetig ist. Sei
U Ď X offen. Wir möchten zeigen, dass z´1pUq Ď Z offen ist, d. h. z´1pUq “ pz´1pUqq

˝.
Sei also a P z´1pUq. Wir wählen eine stetige Funktion λ : X Ñ r0, 1s mit λpzpaqq “ 0
und λ|X´U “ 1. (Das können wir wegen 5.1.) Dann ist nach Voraussetzung λ ˝ z stetig.
Also ist

V :“ pλ ˝ zq´1
pr0, 1qq Ď Z

offen und sogar eine offene Umgebung von a mit V Ď z´1pUq. Also ist a P pz´1pUqq
˝.

Beweis des Metrisierbarkeitssatzes. Wir wählen eine abzählbare TeilmengeA Ď tλ : X Ñ

r0, 1s stetigu mit : Ist U Ď X eine offene Umgebung von x P X, so existiert ein λ P A mit
λpxq “ 0 und λ|X´U “ 1. Wir erhalten A auf folgende Art und Weise : Für U,W P S
mit V Ď W wählen wir eine stetige Abbildung λV,W : X Ñ r0, 1s mit λV,W

ˇ

ˇ

V
“ 0 und

λV,W
ˇ

ˇ

X´W
“ 1. Dann erfüllt A :“ tλV,W u die gewünschte Eigenschaft : Seien dazu U

und x wie beschrieben. Dann wählen wir ein W P S mit x P W Ď U . Wir trennen txu
und X ´W durch offene Mengen V 1 und U 1 und wählen V P S mit x P V Ď V 1 . Dann
ist V Ď V 1 Ď W und λV,W pxq “ 0 und λV,W

ˇ

ˇ

X´U
“ 1.
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Nun betrachte

f 1 : X ÝÑ
ź

A
r0, 1s

x ÞÝÑ pλpxqqλPA.

Das ist immer noch eine Einbettung (Beweis analog zum Beweis für die Urysohn-
Einbettung). Nun ist

ś

Ar0, 1s als abzählbares Produkt von Einheitsintervallen metri-
sierbar (siehe Übungen). Damit auch f 1pXq und somit auch X.

Satz 5.4 (Erweiterungssatz (Tietze)).
Ein topologischer Raum X ist normal genau dann wenn für alle abgeschlossen Teilmen-
gen A Ď X und stetige Abbildungen f : A Ñ r0, 1s eine stetige Erweiterung F : X Ñ

r0, 1s existiert, d. h. das folgende Diagramm kommutiert.

A� _
abg.
��

f

st.
// r0, 1s

X

st.
DF

<<

(Dasselbe mit R statt r0, 1s.)
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6 Abbildungsräume
Seien im Folgenden X und Y topologische Räume. Es sei CpX, Y q :“ tf : X Ñ Y |

f stetigu.

Ziel : Finde Topologie auf CpX, Y q.

Bemerkung.
Es gibt höchstens eine Topologie auf CpX, Y q, sodass gilt : Ist S ein topologischer Raum
und

f̃ : S ÝÑ CpX, Y q

eine Abbildung von Mengen, so gilt

f̃ stetig ðñ S ˆX
f
ÝÑ Y stetig

ps, xq ÞÝÑ f̃psqpxq.

Für diese Topologie gilt dann:
!

stetige Abbildungen
SÝÑCpX,Y q

)

1:1
ÐÑ

!

stetige Abbildungen
SˆXÝÑY

)

f̃ ÞÝÑ f : ps, xq ÞÝÑ f̃psqpxq

f̃ : s ÞÝÑ fps,_q ÐÝß f

Wir sagen f und f̃ sind zueinander adjungiert. Diese Topologie auf CpX, Y q heißt
Exponentialtopologie. (Vorsicht! Die Exponentialtopologie existiert nicht immer.)

Beweis. Seien T und T 1 zwei solche Topologien. Es gilt id : pCpX, Y q, T q Ñ pCpX, Y q, T q
ist stetig. Dann ist auch die Evaluationsabbildung

pCpX, Y q, T q ˆX eval
ÝÑ Y

pf, xq ÞÝÑ fpxq

stetig. Somit ist wegen der Adjungiertheit für T 1 auch id : pCpX, Y q, T q ÝÑ pCpX, Y q, T 1q
stetig. Also T Ě T 1. Die andere Richtung funktioniert analog.

Bemerkung.
Für die Exponentialtopologie gilt (falls existent):

1) eval : CpX, Y q ˆX ÝÑ Y stetig, weil Ąeval “ id.

2) Die Verknüpfung

CpY, Zq ˆ CpX, Y q
˝
ÝÑ CpX,Zq

pf, gq ÞÝÑ f ˝ g
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ist stetig, denn sie ist adjungiert zur oberen Abbildung im Diagramm (welche stetig
als Verknüpfung stetiger Abbildungen ist).

pCpY, Zq ˆ CpX, Y qq ˆX //

–

��

Z

CpY, Zq ˆ pCpX, Y q ˆXq

idˆ eval
��

CpY, Zq ˆ Y
eval

LL

3) Die Abbildung

CpX,CpY, Zqq ÝÑ CpX ˆ Y, Zq

f̃ ÞÝÑ ppx, yq ÞÑ f̃pxqpyqq

ist ein Homöomorphismus. Denn

S ÝÑ CpX,CpY, Zqq stetig
ðñ S ˆX ÝÑ CpX,Zq stetig
ðñ pS ˆ pX ˆ Y q –qpS ˆXq ˆ Y ÝÑ Z stetig
ðñ S ÝÑ CpX ˆ Y, Zq stetig.

Beispiel 6.1.
Sei X ein diskreter topologischer Raum. Dann ist

CpX, Y q – tAlle Abbildungen X Ñ Y u “
ź

xPX

Y.

Behauptung: Die Produkttopologie ist Exponentialtopologie.

Beweis. Da X diskret ist, ist f : S ˆX Ñ Y genau dann stetig, wenn fp_, xq : S Ñ Y
für alle x P X stetig ist. Das ist wiederum äquivalent dazu, dass S Ñ

ś

xPX Y stetig
ist.

Definition 6.2.
Ein topologischer Raum X heißt lokalkompakt, falls für alle x P X jede offene Umge-
bung U Ď X von x eine kompakte Umgebung K Ď X von x enthält. (D. h. es gibt eine
offene Umgebung V Ď U von x mit V Ď K Ď U .)
(Es gilt für einen Hausdorff-Raum X : X ist lokal kompakt, genau dann wenn jeder
Punkt eine kompakte Umgebung besitzt. Insbesondere folgt aus Kompaktheit und der
Hausdorff-Eigenschaft die Lokalkompaktheit.)
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Satz 6.3.
Sei X lokalkompakt. Dann existiert für jeden topologischen Raum Y auf CpX, Y q die
Exponentialtopologie. Sie ist die gröbste Topologie auf CpX, Y q, die die Mengen

MK,W :“ tf P CpX, Y q | fpKq Ď W u

für alle kompakten Teilmengen K Ď X und offenen TeilmengenW Ď Y enthält („Kompakt-
offene Topologie“). Mit anderen Worten sind die offenen Mengen genau die Vereini-
gungen von endlichen Schnitten von Mengen der Form MK,W .

Bemerkung.
Es gilt sogar „ð“ , falls X Hausdorff’sch ist, (oder falls „lokalkompakt“ durch „Kern-
kompakt“ ersetzt wird.)

Korollar 6.4.
Sei X lokalkompakt. Dann gilt für alle topologischen Räume Y :
Ist die Topologie auf Y koinduziert von einer Familie pYi

fi
ÝÑ Y qiPI , so ist die Produkt-

topologie auf Y ˆX koinduziert von der Familie pYi ˆX
fiˆid
ÝÑ Y ˆXqiPI .

Beweis. Es gilt:

Y ˆX
g
ÝÑ Z stetig

ðñ Y
g̃
ÝÑ CpX,Zq stetig

ðñ @i P I : Yi
fi
ÝÑ Y

g̃
ÝÑ CpX,Zq stetig

ðñ @i P I : Yi ˆX
fiˆid
ÝÑ Y ˆX

g
ÝÑ Z stetig

Beweis von 6.3. Für die eine Richtung sei f̃ : S Ñ CpX, Y q eine stetige Abbildung für
die kompakt-offene Topologie. Wir wollen zeigen, dass

f : S ˆX ÝÑ Y

ps, xq ÞÝÑ f̃psqpxq

stetig ist : Sei dazu ps, xq P S ˆ X und W Ď Y eine offene Umgebung von fps, xq.
Dann ist f̃psq “ fps,_q : X Ñ Y stetig. Also existiert nach Voraussetzung eine kom-
pakte Umgebung K Ď X von x mit fptsu ˆ Kq Ď W . Weil f̃ stetig ist, existiert eine
Umgebung U Ď S von s mit f̃pUq Ď MK,W . D. h. für alle u P U und x P K ist
fpu, xq “ f̃puqpxq P W . Also ist fpU ˆ Kq Ď W . Insgesamt ist dann U ˆ K Ď S ˆ X
eine offene Umgebung von ps, xq mit fpU ˆKq Ď W . D. h. f´1pW q Ď S ˆX ist offen.

Für die andere Richtung sei f : S ˆX Ñ Y eine stetige Abbildung. Wir wollen zeigen,
dass

f̃ : S ÝÑ CpX, Y q

s ÞÝÑ fps,_q
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stetig ist. Dafür genügt es zu zeigen, dass für alle kompakten Teilmengen K Ď X und
alle offenen Teilmengen W Ď Y ist f̃´1pMK,W q Ď S offen ist.
Sei s P S mit f̃psq P MK,W , d. h. f̃psqpKq “ fptsu ˆ Kq Ď W . Also liegt tsu ˆ K im
Schnitt f´1pW q X pS ˆKq pĎ S ˆK offenq. Das Tubenlemma (siehe Seite 22) liefert :
Es gibt eine offene Umgebung V Ď S von s P S mit V ˆ K Ď f´1pW q X pS ˆ Kq. Es
ist demnach fpV ˆKq Ď W . D. h. für alle v P V ist f̃pvq “ fpv,_q P MK,W . Es folgt
f̃pV q ĎMK,W und somit V Ď f̃´1pMK,W q.

Bemerkung (Übungsaufgabe).
Ist K ein kompakter topologischer Raum und Y ein metrischer Raum. Dann betrachte
CpK,Y q mit der Metrik der gleichmäßigen Konvergenz

dpf, gq :“ max
xPK

dpfpxq, gpxqq.

Diese induziert die Exponentialtopologie, also die kompakt-offene Topologie (wenn K
Hausdorff’sch ist). Insbesondere ist

CpK,Y q ˆK
eval
ÝÑ Y

pf, xq ÞÝÑ fpxq

stetig. Konvergiert also fn Ñ f gleichmäßig und xn Ñ x, dann konvergiert auch
fnpxnq Ñ fpxq.
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7 Homotopie
Definition 7.1.
Zwei stetige Abbildungen f, g : X Ñ Y zwischen topologischen Räumen heißen homo-
top (f » g), falls es eine stetige Abbildung

H : X ˆ r0, 1s
loomoon

“:I

ÝÑ Y

gibt mit H|Xˆt0u “ f und H|Xˆt1u “ g, d. h. sodass das folgende Diagramm

X
f

##
i0
��

X ˆ I
H // Y

X

i1

OO

g

;;

mit i0pxq “ px, 0q und i1pxq “ px, 1q kommutiert.
H bezeichnen wir als Homotopie von f nach g.

Beispiel 7.2.
Sei X “ t‹u. Dann sind f und g jeweils genau gegeben durch einen Punkt in Y . Wir
können genau dann eine Homotopie H : I Ñ Y finden, wenn die zugehörigen Punkte in
Y in derselben Wegzusammenhangskomponente liegen.

Beispiel 7.3.
Sei Y “ Rn. Je zwei Abbildungen f, g : X Ñ Rn sind homotop, denn

H : X ˆ I ÝÑ Rn

px, tq ÞÝÑ t ¨ gpxq ` p1´ tq ¨ fpxq

ist eine Homotopie von f nach g. DennH ist stetig als Verkettung stetiger Abbildungen:

X ˆ I
pf,gqˆid
ÝÑ Rn

ˆ Rn
ˆ I ÝÑ Rn

px, y, tq ÞÝÑ tx` p1´ tqy.

Dies gilt sogar allgemeiner für alle konvexen Teilmengen K Ď Rn. (Konvex bedeutet,
dass für alle Punkte x, y P K und t P I gilt, dass tx ` p1 ´ tqy P K.) Also z. B. Bεpxq
oder Bεpxq.

Bemerkung.
» ist eine Äquivalenzrelation auf CpX, Y q. Wir schreiben

rX, Y s :“ CpX, Y q {»

für die Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen X Ñ Y .
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Beweis. Wir beginnnen mit der Reflexivität. Es ist f » f , via

X ˆ I
prX
ÝÑ X

f
ÝÑ Y,

der stationären Homotopie.
Für die Symmetrie sei f » g via der Homotopie H : X ˆ I Ñ Y , d. h. H ist stetig,
H|Xˆt0u “ f und H|Xˆt1u “ g. Dann ist g » f via

X ˆ I //

idˆr %%

Y

X ˆ I
H

;; .

Hierbei sei r : I Ñ I mit t ÞÑ 1 ´ t. Nun ist die obere Abbildung, definiert durch
px, tq ÞÑ Hpx, 1´ tq, eine Homotopie von g nach f .
Für die Transitivität seien

f » g via H : X ˆ I Ñ Y,

g » f via K : X ˆ I Ñ Y.

Dann ist f » h via

X ˆ I ÝÑ Y

px, tq ÞÝÑ

#

Hpx, 2tq, 0 ď t ď 1
2

Kpx, 2t´ 1q, 1
2 ď t ď 1

.

Diese Abbildung ist wohldefiniert. Für die Stetigkeit verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 7.4.
Seien f : X Ñ Y eine beliebige Abbildung zwischen topologischen Räumen, X “ A Y B
und A,B Ď X abgeschlossene Teilmengen. Sind f |A : A Ñ Y und f |B : B Ñ Y stetig,
so ist f stetig.

Beweis. Der Beweis funktioniert analog zu Seite 15.

Bemerkung.
Seien

X
f
´́Ñ
´́Ñ
f 1

Y
g
´́Ñ
´́Ñ
g1

Z

stetige Abbildungen zwischen topologischen Räumen mit f » f 1 und g » g1. Dann ist
auch g ˝ f » g1 ˝ f 1.
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Beweis. Seien H : X ˆ I Ñ Y und K : Y ˆ I Ñ Z die entsprechenden Homotopien.
Dann ist im Diagramm

X ˆ I //

pH,prIq %%

Z

Y ˆ I
K

<<

die obere Abbildung eine Homotopie von g ˝ f nach g1 ˝ f 1.

Definition 7.5 (Variante).
Zwei stetige Abbildungen f, g : X Ñ Y zwischen topologischen Räumen heißen homo-
top relativ zu A Ď X (f »

rel. A
g), wenn eine Homotopie H : X ˆ I Ñ Y von f nach g

existiert, die auf Aˆ I stationär bleibt, d. h. für alle a P A, t P I ist Hpa, tq “ Hpa, 0q.

Definition 7.6.
Eine stetige Abbildung f : X Ñ Y heißt Homotopie-Äquivalenz (H-Äq), falls eine
stetige Abbildung g : Y Ñ X existiert, sodass

g ˝ f » idX , f ˝ g » idY .

Wir nennen g dann Homotopie-Inverses (von f). Wir schreiben f : X »
ÝÑ Y oder

X » Y . (Sprechweise : X und Y sind homotopie-äquivalent.)

Bemerkung.

1) Sind g, g1 : Y Ñ X zwei Homotopie-Inverse, dann ist g » g1.

2) Die Abbildung g ist selbst auch wieder eine Homotopie-Äquivalenz.

3) Ist X »
ÝÑ
f
Y

»
ÝÑ
g
Z. Dann auch X »

ÝÝÑ
g˝f

Z.

Beweis.

1) Es gilt g » g1 ˝ f ˝ g » g1. Erstere Homotopie gilt, weil g1 ˝ f » id und zweitere,
weil f ˝ g » id.

2) f ist Homotopie-Inverses von g.

3) Seien f 1 : Y Ñ X und g1 : Z Ñ Y Homotopie-Inverse. Dann ist

f 1 ˝ g1 ˝ g
loomoon

»idY

˝f » f 1 ˝ f » idX

und genauso
g ˝ f ˝ f 1 ˝ g1 » g ˝ g1 » idZ .
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Beispiel 7.7.
Es gilt Rn ´ t0u » Sn´1 via

f : Rn
´ t0u ÝÑ Sn´1

x ÞÝÑ
x

‖x‖

mit Homotopie-Inversem

g : Sn´1
ÝÑ Rn

´ t0u.
x ÞÝÑ x

Denn es ist offensichtlich f ˝ g “ idSn´1 . Außerdem ist g ˝ f » idRn´t0u via

H : pRn
´ t0uq ˆ I ÝÑ Rn

´ t0u

px, tq ÞÝÑ p1´ tq ¨ x` t ¨ x

‖x‖
.

Die Abbildung H ist tatsächlich wohldefiniert, denn Hpx, tq “ p1´ t` t
‖x‖q ¨x P R

n´t0u.

Definition 7.8.
Eine Teilmenge A Ď X eines topologischen Raumes X heißt

1) Retrakt, falls eine stetige Abbildung r : X Ñ A mit r|A “ idA existiert, d. h. das
Diagramm

A �
� Inkl. //

id ��

X

r
~~

A

kommutiert.

2) Deformationsretrakt, falls zusätzlich das Diagramm

X r //

id   

AO o

Inkl.~~
X

bis auf Homotopie kommutiert, d. h. Inkl.˝ r » idX . Insbesondere ist die Inklusion
dann eine Homotopieäquivalenz A » X.

3) starker Deformationsretrakt, falls die Homotopie in 2) stationär auf A gewählt
werden kann, d. h. Hpa, tq “ Hpa, 0q für alle a P A und t P I.
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Beispiel 7.9.
Sn´1 Ď Rn ´ t0u ist ein starker Deformationsretrakt.

Definition 7.10.
Ein topologischer Raum X heißt zusammenziehbar, wenn X » t‹u.

Bemerkung.
Für einen topologischen Raum sind folgende Aussagen äquivalent :

1) X ist zusammenziehbar

2) Für jeden topologischen Raum Y ist rY,Xs “ ‹.

3) X ‰ H und für jeden Punkt x P X ist idX » constx.

4) Es gibt einen Punkt x P X mit idX » constx.

Beweis. Wir machen einen zyklischen Beweis.

„1q ñ 2q“ : Seien f, g : Y Ñ X stetige Abbildungen. Wir möchten zeigen, dass diese
homtop sind. Wir betrachten das Diagramm:

Y
f //
g
// X

p //

idX

77t‹u
i // X

Dabei sei i ein Homotopie-Inverses von p. Dann komutiert der rechte Teil des Diagramms
bis auf Homotopie. Insgesamt gilt also

f » i ˝ p ˝ f
loomoon

“p˝g

“ i ˝ p ˝ g » g.

„2q ñ 3q“ : Setzen wir Y “ X, dann folgt idX » constx. Setzen wir Y “ t‹u, dann folgt
rY,Xs ‰ H und somit X ‰ H.

„3q ñ 4q“ : Trivial, da X ‰ H.

„4q ñ 1q“ : Die Abbildungen

X
p
ÝÑ t‹u

i
ÝÑ X

‹ ÞÝÑ x

sind Homotopie-Inverse zueinander.

Beispiel 7.11.
Der Raum R ´ t0u ist nicht zusammenziehbar, da rt‹u,R ´ t0us durch die Wegzusam-
menhangskomponenten von R ´ t0u parametrisiert wird und R ´ t0u nicht wegzusam-
menhängend ist.
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Beispiel 7.12.
Sei K Ď Rn eine konvexe Teilmenge (vgl. 7.3), dann ist K » t‹u.
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8 Die Umlaufzahl
Im Folgenden sei S1 Ď R2p“ Cq der Einheitskreis. Unser Ziel ist es rS1, S1s zu bestim-
men.

Satz 8.1.
Jede stetige Abbildung S1 Ñ S1 ist homotop zu genau einer der folgenden Abbildungen

S1
ÝÑ S1

z ÞÝÑ zn

für n P Z. D. h. rS1, S1s
1:1
ÐÑ Z.

Der Beweis folgt später (siehe Seite 60).

Korollar 8.2.
S1 ist nicht zusammenziehbar.

Beweis. Es gilt idS1 “ pz ÞÑ z1q ist nicht homotop zu pz ÞÑ z0q “ const.

Korollar 8.3.
Die Teilmenge S1 Ď D2 “ tx P R2 | ‖x‖ ď 1u ist kein Retrakt.

Beweis. Angenommen S1 wäre ein Retrakt des abgeschlossenen Einheitsballs D2. Da
D2 » t‹u kommutiert das Diagramm

S1 � � //

id

$$
D2

!!

id // D2 r // S1

t‹u

==

bis auf Homotopie. Also ist idS1 » const. (Widerspruch)

Korollar 8.4 (Brouwer’scher Fixpunktsatz).
Jede stetige Abbildung f : D2 Ñ D2 hat einen Fixpunkt (fpxq “ x).

Beweis. Angenommen f : D2 Ñ D2 wäre eine stetige Abbildung ohne Fixpunkte. Dann
erhalten wir eine Retraktion r : D2 Ñ S1 indem wir für x P D2 eine Halbgerade begin-
nend von fpxq durch x ziehen und rpxq als den Schnittpunkt der Halbgeraden mit der
S1 definieren.
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(r ist tatsächlich stetig. Das kann man über das explizite Herleiten der Formel für r
zeigen.)

Wir betrachten die Abbildung

S1
ÐÝ I

e2πit
ÐÝß t.

Läuft man das Einheitsintervall I von 0 nach 1 ab, so kann man sich das Bild der Abbil-
dung als einmaliges Ablaufen der S1 gegen den Uhrzeigersinn beginnend bei p1, 0q “ 1
vorstellen. Wir erhalten das kommutative Diagramm:

I π //

!!

S1

I{t0,1u

–

<<

Es ist also I{t0,1u – S1. (Vgl. Seite 38.) D. h. für jeden topologischen Raum X erhalten
wir eine Bijektion

 stetige Abbildungen
S1ÑX

( 1:1
ÐÑ

 stetige Abbildungen γ : IÑX
mit γp0q“γp1q

(

.

f ÞÝÑ f ˝ π

Abbildungen, die in der rechten Menge liegen, werden auch Schleifen oder geschlos-
sene Wege genannt. Wir müssen also stetige geschlossene Wege in S1 untersuchen.
Wir wollen nun die Umlaufzahl eines solchen Weges definieren. Wir betrachten das
Diagramm:

R
p

��

t_

��
I{t0,1u

γ // S1 e2πit

Die Abbildung p kann man sich als Abwicklung des reellen Zahlenstrahls auf die S1

vorstellen.
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Satz 8.5 (Homotopie-Hochhebungs-Satz).
Sei X ein topologischer Raum und

h : X ÝÑ R,
K : X ˆ I ÝÑ S1

stetige Abbildungen mit K|Xˆt0u “ p ˝ h, d. h. sodass das Diagramm

X ˆ t0u h //
_�

Inkl.
��

R
p

��
X ˆ I

K
// S1

kommutiert. Dann existiert genau eine stetige Abbildung

H : X ˆ I ÝÑ R

mit H|Xˆt0u “ h und π ˝H “ K. D. h. das Diagramm

X ˆ t0u h //
_�

Inkl.

��

R

p

��
X ˆ I

K
//

D!H

==

S1

kommutiert. Wir bezeichnen H dann als Hochhebung von K.

Dieser Satz ist eigentlich ein Spezialfall von 8.15.
Interpretieren wir K als Homotopie von K|Xˆt0u nach K|Xˆt1u, so besagt der Satz also :
Jede Hochhebung h von K|Xˆt0u setzt sich eindeutig zu einer Hochhebung von ganz K
fort. Das können wir zum Beispiel auf X “ t‹u anwenden. Dann ist X ˆ I “ I. D. h.
K ist ein stetiger Weg in S1. Wenn wir also einen Startpunkt vorgeben, können wir mit
dem Homotopie-Hochhebungs-Satz K eindeutig auf R hochheben.
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Beispiel 8.6.
Sei γ : I Ñ S1 ein stetiger Weg. Dann existiert eine stetige Abbildung γ̃ : I Ñ R mit
p ˝ γ̃ “ γ. Außerdem ist γ̃ eindeutig bis auf Addition von ganzen Zahlen.

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz. Wir wählen dazu ein t P R mit pptq “ γp0q.
Dann kommmutiert das Diagramm:

0 � // t
t‹u ˆ t0u� _

��

// R

p

��
t‹u ˆ I

Dγ̃

??

γ // S1

Für die Eindeutigkeit seien γ̃, γ̃1 : I Ñ R mit p ˝ γ̃ “ p ˝ γ̃1 “ γ. D. h. das Diagramm

R

p

��
I

γ̃

??

γ̃1

??

γ // S1

kommutiert für beide diagonale Abbildungen. Dann ist γ̃´ γ̃1 : I Ñ R stetig mit Werten
in Z Ď R. Weil I zusammenhängend ist, ist also γ̃ ´ γ̃1 konstant mit Wert in Z.

Definition 8.7.
Sei f : S1 Ñ S1 stetig. Die Umlaufzahl (oder der Abbildungsgrad) von f , geschrie-
ben degpfq, ist folgendermaßen definiert :

Wir wählen eine Abbildung f̃ : I Ñ R, wie in 8.6, d. h. das Diagramm

R

p

��
I //

f̃
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S1
f

// S1

0, 1 � // ‹

kommutiert. Wir setzen degpfq :“ f̃p1q ´ f̃p0q.

Beispiel 8.8 (Übung).
Es gilt degpz ÞÑ znq “ n P Z.

Lemma 8.9.
Für die Umlaufzahl gilt :
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1) deg ist wohldefiniert und liegt in Z.

2) Ist f » g, dann ist degpfq “ degpgq.

3) Die Umkehrung von 2) gilt ebenfalls. D. h. ist degpfq “ degpgq, dann ist f » g.

Beweis. Für 1) seien f̃ , f̃ 1 zwei Hochhebungen. Dann gibt es ein n P Z mit f̃ “ f̃ 1 ` n.
Es folgt also f̃p1q ´ f̃p0q “ f̃ 1p1q ´ f̃ 1p0q. Also ist deg wohldefiniert. Es gilt zudem, dass
p ˝ f̃p1q “ fp‹q “ p ˝ f̃p0q. Es muss also f̃p1q ´ f̃p0q in Z liegen.

Für 2) seien f » g via K : S1ˆI Ñ S1. Wir behaupten, dass es eine stetige Hochhebung
K̃ in

R
p
��

I ˆ I

K̃
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πˆid
// S1 ˆ I

K
// S1

gibt :
Dazu wählen wir ein Urbild t von Kp‹, 0q unter p. Dann kommutiert das Quadrat

t0u ˆ t0u p0,0qÞÑt //
� _

��

R

p

��

I ˆ t0u

D

44

� _

��
I ˆ I

DK̃

::

// S1 ˆ I
K // S1

und wir erhalten durch zweimaliges Anwenden des Homotopie-Hochhebungssatzes zu-
nächst die obere und dann die untere diagonale Abbildung. Es ist nun K̃p_, sq : I Ñ R
eine stetige Hochhebung von

R

��
I

K̃p_,sq
66

π
// S1

Kp_,sq
// S1.

Also ist K̃p1, sq ´ K̃p0, sq “ degKp_, sq P Z. Aber

I ÝÑ Z
s ÞÝÑ K̃p1, sq ´ K̃p0, sq

ist stetig, also konstant. Damit ist

degpfq “ degpKp_, 0qq “ degpKp_, 1qq “ degpgq.
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Kommen wir schließlich zum Beweis von 3). Es sei degpfq “ degpgq. Wir wählen Hoch-
hebungen f̃ , g̃ von f, g, d. h.

R

p

��
I

f̃

<<

g̃

<<

π
// S1 f //

g
// S1,

und eine Homotopie von f̃ nach g̃

H̃ : I ˆ I ÝÑ R
pt, sq ÞÝÑ p1´ sq ¨ f̃ptq ` s ¨ g̃ptq.

Wir wollen nun zeigen, dass H̃ über eine stetige Abbildung H : S1ˆI Ñ S1 faktorisiert :

R
p
��

I ˆ I

H̃
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πˆid
// S1 ˆ I

DH
// S1

Die Abbildung H ist dann die gewünschte Homotopie von f nach g. Da πˆ id surjektiv
ist, ist H notwendig durch die Formel Hpπptq, sq “ p ˝ H̃pt, sq gegeben. Wir müssen
zeigen, dass dies wohldefiniert und stetig ist. Sei dazu πptq “ πpt1q. Dann ist t “ t1 oder
t “ 0, t1 “ 1 oder umgekehrt. Für s P I berechnen wir :

H̃p1, sq ´ H̃p0, sq
“ rp1´ sqpf̃p0q ` degpfqq ` s ¨ pg̃ ` degpgqqs ´ rp1´ sq ¨ f̃p0q ` s ¨ g̃p0qs
“ p1´ sq ¨ degpfq ` s ¨ degpgq

loomoon

“degpfq

“ degpfq P Z.

Es folgt, dass p ˝ H̃p1, sq “ p ˝ H̃p0, sq ist. Also ist H wohldefiniert. H ist zudem stetig,
denn S1ˆ I trägt die Quotiententopologie von Iˆ I wegen 6.4 (I ist lokalkompakt).

Beweis von 8.1. Wir betrachten das wegen 8.8 kommutative Diagramm:

Z

id

$$// rS1, S1s
deg // Z

n � // pz ÞÑ znq
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Nach 1) und 2) aus 8.9 ist deg wohldefiniert. Mit 3) sogar injektiv. Wegen der Kom-
mutativität des Diagramms ist deg surjektiv, also bijektiv. Somit muss auch die linke
Abbildung im Diagramm bijektiv sein.

Wir wollen nun 8.5 beweisen. Der Beweis verwendet eine bestimmte Eigenschaft der
Abbildung p : RÑ S1, die wir zunächst axiomatisch festhalten.

Definition 8.10.
Eine stetige Abbildung p : E Ñ B heißt Überlagerung, wenn für jeden Punkt b P B
eine offene Umgebung U Ď B von b und ein Homöomorphismus

p´1
pUq “: E

ˇ

ˇ

U

i
ÝÑ U ˆD

für einen diskreten Raum D existiert, sodass das Diagramm

E
ˇ

ˇ

U

i

–
//

p
  

U ˆD

pr
||

U

(7)

kommutiert. E heißt Totalraum, B heißt Basisraum, U heißt trivialisierende Um-
gebung und i heißt lokale Trivialisierung.

Beispiel 8.11.
Wir betrachten:

Dann ist E|U – U ˆ p4 Punkteq und U ist eine trivialisierende Umgebung in B. E|V
besitzt dagegen keine lokale Trivialisierung. Um das zu verstehen, brauchen wir die
folgende Bemerkung.
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Bemerkung.
Wenn wir für das Diagramm 7 einen Punkt x P U fixieren, dann erhalten wir das
kommutative Diagramm:

E
ˇ

ˇ

txu

i //

!!

txu ˆD

{{
txu

Da i immer noch ein Homöomorphismus ist, ist E|txu – D diskret. Es folgt insbesondere
E|txu – E|tyu für alle x, y P U .

Bezogen auf unser Beispiel ist dann |E|tcu| “ 6 und |E|tc1u| “ 4 für die eingezeichneten
Punkte c, c1 P V . Also kann V keine trivialisierende Umgebung sein.

Beispiel 8.12.
Die Abbildung p : RÑ S1, t ÞÑ e2πit ist eine Überlagerung.

Beweis. Sei b “ pptq P S1 und

V :“ pt´ 1
2 , t`

1
2q Ď R

eine offene Umgebung. Wir setzen U :“ ppV q Ď S1. Wir behaupten, dass U Ď S1 offen
ist. Tatsächlich behaupten wir allgemeiner, dass p : R Ñ S1 ist eine offene Abbildung,
d. h. für alle offenen Teilmengen W Ď R ist ppW q Ď S1 offen. Dazu erinnern wir uns
(siehe 4.6), dass p faktorisiert als

t_

��

R p //

pr
��

S1,

rts R{„
–

77

wobei R{„ die Quotiententopologie der Projektion pr trägt. Es folgt, dass auch S1 die
Quotiententopologie der Abbildung p trägt, d. h. ppW q Ď S1 ist genau dann offen,
wenn p´1pppW qq Ď R offen ist. Da p´1pppW qq “

Ť

nPZW ` n ist, sehen wir, dass dies
tatsächlich eine Vereinigung von offenen Mengen in R ist. Also selbst offen in R ist. Dies
zeigt, dass p eine offene Abbildung ist. Weiter ist für n P Z die Menge V ` n Ď p´1pUq
offen und abgeschlossen. Also ist

V ˆ Z i
ÝÑ p´1

pUq

pq, nq ÞÝÑ q ` n
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ein Homöomorphismus. Da p : V Ñ U ebenfalls ein Homöomorphismus ist, denn p ist
stetig, bijektiv und offen, erhalten wir das kommutative Diagramm:

U ˆ Z –

p´1ˆid
//

pr

$$

V ˆ Z i // p´1pUq

p

zz
U

Also ist U Ď S1 eine trivialisierende Umgebung für p.

Beispiel 8.13.
Die Abbildung H Ñ B ist eine Überlagerung für alle B. Dazu wählt man U “ B und
D “ H.

Lemma 8.14.
Sei p : E Ñ B eine Überlagerung, f : X Ñ B eine stetige Abbildung und X ein zusam-
menhängender topologischer Raum. Dann ist eine stetige Hochhebung f̃ : X Ñ E von f ,
d. h. p ˝ f̃ “ f , bereits festgelegt durch einen Funktionswert.

In der Sprache der kommutativen Diagramme ausgedrückt bedeutet das also : Kommu-
tiert das Diagramm

txu� _

��

// E

p

��
X

f̃
>>

f̃ 1

>>

f
// B

für beide diagonale Abbildungen und f̃pxq “ f̃ 1pxq für ein x P X. Dann folgt f̃ “ f̃ 1.

Beweis. Seien f̃ , f̃ 1 : X Ñ E zwei stetige Hochhebungen mit f̃pxq “ f̃ 1pxq für ein x P
X. Wir setzen A :“ ty P X | f̃pyq “ f̃ 1pyqu. Wir behaupten, dass A Ď X sowohl
abgeschlossen als auch offen ist. Denn dann gilt, weil X zusammenhängend ist, dass
A “ H oder A “ X ist. Ersterer Fall kann aber nicht eintreten, da x P A liegt. Also ist
A “ X und somit f̃ “ f̃ 1. Wir kommen nun zum Beweis der Behauptung.

• Wir beginnen mit der Offenheit von A. Sei y P A. Wir wählen eine trivialisierende
Umgebung U Ď B von fpyq P U und einen Homömorphismus i : E|U Ñ U ˆ
D für einen diskreten Raum D, sodass das Diagramm 7 kommutiert. Dann gilt
f̃pUq, f̃ 1pUq Ď E|U und wir erhalten stetige Abbildungen

g, g1 : f´1
pUq

f̃
´́Ñ
´́Ñ
f̃ 1

E
ˇ

ˇ

U

i
ÝÑ
–
U ˆD.

Als Abbildungen in ein Produkt sind g, g1 genau bestimmt durch ihre jeweiligen
Komponenten. Die U -Komponente von g ist prU ˝i˝f̃ und genauso für g1. Schreiben
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wir h, h1 : f´1pUq Ñ D für die D-Komponente von g, g1, so gilt also gpzq “ g1pzq
genau dann wenn hpzq “ h1pzq. Es ist dann h : f´1pUq Ñ D stetig. Da D diskret
ist, ist h lokal konstant, denn für alle z P f´1pUq ist h konstant auf der Umgebung
h´1pthpyquq Ď f´1pUq. Da nach Voraussetzung f̃pyq “ f̃ 1pyq ist, folgt hpyq “ h1pyq.
Daher gibt es eine offene Umgebung V Ď f´1pUq von X (nämlich h´1pthpyquq X
ph1q´1pth1pyquq) mit h1pzq “ hpzq für alle z P V .

• Wir kommen zur Abgeschlossenheit von A. Wir möchten zeigen, dass X´A “ ty P
X | f̃pyq ‰ f̃ 1pyqu Ď X offen ist. Die Begründung funktioniert analog zur Offenheit
von A. Da hpyq ‰ h1pyq und h, h1 lokal konstant sind, gibt es eine Umgebung V
von y mit hpzq ‰ h1pzq für alle z P V .

Satz 8.15 (Homotopie-Hochhebungs-Satz für beliebige Überlagerungen).
Sei p : E Ñ B eine Überlagerung und

K : X ˆ I ÝÑ B,

h : X ˆ t0u ÝÑ E

stetige Abbildungen mit p ˝ h “ K|Xˆt0u. Dann existiert genau eine stetige Hochhebung

H : X ˆ I ÝÑ E

von K, d. h. p ˝H “ K mit H|Xˆt0u “ h.

Da wir in 8.12 gezeigt haben, dass p : R Ñ S1, t ÞÑ e2πit eine Überlagerung ist, folgt
damit natürlich 8.5.

Beweis. Wir zeigen den Satz zunächst einmal für den Spezialfall X “ t‹u. D. h. wir
möchten:

t0u //
� _

��

E

p

��
I

D!
H

>>

K
// B

Die Eindeutigkeit von H folgt aus dem vorangegangen Lemma 8.14. Für die Existenz
sei

A :“
 

t P r0, 1s | DH : r0, ts Ñ E mit p ˝H “ K|r0,ts, H|t0u “ h
(

Ď r0, 1s.

Wir setzen t0 :“ supA. (Es ist A ‰ H, da unter anderem 0 P A.) Wir wählen ein offenes
Intervall J Ď I mit t0 P J , sodass KpJq Ď U , wobei U eine trivialisierende Umgebung
von p ist, sodass das Diagramm 7 kommutiert. Wir dehnen H wie folgt auf AY J aus :
Es ist J XA ‰ H. Also wählen wir ein s P J XA. Wir wählen eine lokale Trivialisierung
i : E|U Ñ U ˆD und schreiben ipHpsqq “ pKpsq, dq. Wir definieren

H 1 : J pK,constdq
ÝÑ U ˆD

–
ÝÝÑ
i´1

E
ˇ

ˇ

U
.
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Dann ist wegen 8.14, H 1|AXJ “ H|AXJ , da H 1psq “ Hpsq. Wir können also
Ĥ : AY J ÝÑ E

via Ĥ|A “ H und Ĥ|J “ H 1 definieren. Dann ist Ĥ stetig, weil A Y J “
˝

A Y J mit
˝

A, J Ď AY J offen sind und Ĥ| ˝
A
und Ĥ|J stetig sind. Es folgt

• t0 P A, da eine Hochhebung auf r0, t0s existiert (denn r0, t0s Ď YJA).

• t0 “ 1, denn sonst gäbe es eine Hochhebung auf r0, t0 ` εs (im Widerspruch zur
Definition von t0).

Wir kommen nun zum vollständigen Beweis des Satzes für einen beliebigen topologischen
Raum X. D. h. wir möchten:

X ˆ t0u h //
� _

��

E

p

��
X ˆ I

D!
H

;;

K
// B

Für die Eindeutigkeit seien H,H 1 zwei Hochhebungen mit H|Xˆt0u “ H 1|Xˆt0u “ h.
Dann gilt für alle x P X, dass H|txuˆI “ H 1|txuˆI wegen der Eindeutigkeit für den Spe-
zialfall, angewandt auf Kpx,_q : I Ñ B. Es folgt Hpx, tq “ H 1px, tq für alle x P X und
t P I, also H “ H 1.

Kommen wir zur Existenz. Wegen des Spezialfalls, angewandt auf Kpx,_q : I Ñ B,
existiert für jedes x P X eine eindeutige stetige Abbildung Hx : I Ñ E mit p ˝ Hx “

Kpx,_q und Hxp0q “ hpxq. Wir müssen Hpx, tq “ Hxptq setzen und nur noch zeigen,
dass H stetig ist : Dazu sei für x P X

T pxq :“ tt P I | H ist stetig in einer Umgebung von px, tqu.
Wir behaupten, dass T pxq “ I für alle x P X ist. Dann hat nämlich jedes px, tq eine
Umgebung auf der H stetig ist, und es folgt die Stetigkeit von H.
• Es ist offensichtlich T pxq Ď I offen.

• Wir möchten zeigen, dass T pxq Ď I zudem abgeschlossen ist, d. h. T pxq “ T pxq.
Sei also t P T pxq. Wir wählen ein ε ą 0 und eine offene Umgebung W Ď X von x,
sodass KpW ˆ Bεptqq Ď U die Teilmenge einer trivialisierenden Umgebung U ist.
Betrachte

W ˆBεptq
H
ÝÑ E

ˇ

ˇ

U

–
ÝÑ
i
U ˆD.

Wir schreiben i ˝H “ pK,Lq, wobei L : W ˆBεptq Ñ D konstant auf jedem txuˆ
Bεptq ist, denn Bεptq ist zusammenhängend und D diskret. D. h. L ist unabhängig
von t und wir erhalten somit eine Faktorisierung:

W ˆBεptq
L //

pr
%%

D

W
L1

?? (8)
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für eine Abbildung L1 : W Ñ D, nämlich L1pwq “ Lpw, t1q für beliebige t1 P Bεptq.
Da t P T pxq ist, existiert ein t1 P Bεptq mit t1 P T pxq. Also existiert ein offene
Umgebung V Ď W von x mit H|Vˆtt1u : V ˆ tt1u Ñ E stetig. Damit ist auch
L|Vˆtt1u stetig und wegen L1pwq “ Lpw, t1q für beliebige t1 P Bεptq, ist auch L1

stetig. Wegen der Kommutativität des Diagramms 8 ist also L stetig auf V ˆBεptq
und somit auch i ˝H und somit auch H. Somit ist t P T pxq.

• Es ist also T pxq “ H oder T pxq “ I, weil I zusammenhängend ist. Ähnlich wie
gerade zeigt man 0 P T pxq, ersterer Fall kann also nicht eintreten.
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9 Schleifen in der n-Sphäre
Wir erinnern an den Brouwer’schen Fixpunktsatz 8.4 und dass deg : rS1, S1s Ñ Z eine
Bijektion ist.

Satz 9.1.
Sei n ě 2. Dann ist rS1, Sns “ t‹u.

Nach Seite 56 bedeutet das, dass alle geschlossenen Wege, bzw. Schleifen, in der Sn
homotop sind.

Korollar 9.2.
Ist Rn – R2, dann ist n “ 2.

Beweis. Sei f : Rn Ñ R2 ein Homöomorphismus. Dann ist auch die Verknüpfung der
Homöomorphismen

Rn
´ t0u –

ÝÑ
f

R2
´ tfp0qu –

ÝÑ R2
´ t0u

x ÞÝÑ x´ fp0q

ein Homöomorphismus. Wenn wir die Homotopieäquivalenz Sn´1 » Rn ´ t0u vor- und
die Homotopieäquivalenz R2´t0u » S1 nachschalten, erhalten wir eine Homotopieäqui-
valenz g : Sn´1 Ñ S1. Es ist dann

rS1, Sn´1
s ÝÑ rS1, S1

s

h ÞÝÑ g ˝ h

eine Bijektion, wobei die Umkehrabbildung von einem Homotopie-Inversen von g indu-
ziert wird. Somit folgt |rS1, Sn´1s| “ |rS1, S1s|. Es gilt |rS1, S1s| “ |Z| “ 8 und

|rS1, Sn´1
s| “

$

’

&

’

%

2 n “ 1
8 n “ 2
1 n ě 3.

Also ist n “ 2.

Korollar 9.3.
Die Räume S1ˆS1 und S2 sind nicht homöomorph. Sie sind sogar nicht homotopieäqui-
valent.

Beweis. Es ist rS1, S2s “ t‹u und die Abbildung

rS1, S1
ˆ S1

s
bij.
ÝÑ rS1, S1

s ˆ rS1, S1
s – Zˆ Z

rpg, g1qs ÞÝÑ prgs, rg1sq
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eine Bijektion. Wären nun S1ˆS1 » S2 homotopieäquivalent, so würde die Homotopie-
äquivalenz eine Bijektion rS1, S1 ˆ S1s Ñ rS1, S2s induzieren. (Widerspruch)

Für den Beweis des Satzes 9.1 bemerken wir zunächst :

1) Es genügt zu zeigen, dass jede stetige Abbildung S1 Ñ Sn (n ě 2) homotop zu
einer konstanten Abbildung ist. (Denn je zwei konstante Abbildungen nach Sn sind
homotop, da Sn wegzusammenhängend ist.)

2) Ist γ : S1 Ñ Sn stetig und nicht surjektiv. Dann ist γ » const. Denn eine stetige
Abbildung nach Sn´tpu können wir vermöge der stetigen Projektion als Abbildung
nach Rn auffassen, und Rn » t‹u. Genauer : Das Diagramm

S1 γ //

h˝γ
((

Sn ´ tpu

h
stereogr.

Proj.
��

� � Inkl. // Sn

Rn

Inkl.˝h´1
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kommutiert und h ˝ γ ist, wie jede stetige Abbildung S1 Ñ Rn, homotop zu einer
konstanten Abbildung. Somit ist auch die Abbildung von ganz links nach ganz
rechts homotop zu einer konstanten Abbildung.

Lemma 9.4.
Sei γ : I Ñ Sn stetig und p ‰ q P Sn. Dann existiert ein ε ą 0, sodass für jedes offene
Intervall J Ď I der Länge ă ε gilt, dass p R γpJq oder q R γpJq.

Lemma 9.5 (Lebesgue).
Sei K ein kompakter metrischer Raum und U eine offene Überdeckung von K. Dann
existiert ein ε ą 0, sodass jeder ε-Ball in K ganz in einer Menge aus U liegt. So ein
ε ą 0 heißt Lebesgue-Zahl von U .

Lemma 9.4 ist ein Spezialfall von Lemma 9.5 für U :“
 

γ´1pSn ´ tpuq, γ´1pSn ´ tquq
(

.

Beweis des Lemmas 9.5. Da K kompakt ist, können wir ohne Beschränkung der All-
gemeinheit eine endliche offene Überdeckung U “ pUiqiPt1,...,nu von K betrachten. Wir
setzen

δi : K ÝÑ r0,8q
x ÞÝÑ dX´Uipxq :“ inf

yPX´Ui
dpx, yq

und
δ : K Ñ R mit δ :“ maxtδ1, . . . , δnu.

Auf Übungsblatt 5 wurde gezeigt, dass alle δi stetig sind und

δipxq “ 0 ðñ x P X ´ Uip“ X ´ Uiq.
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Also ist δ auch stetig und δpxq ą 0 für alle x P K, da U eine Überdeckung ist. Nach
dem Maximumsprinzip nimmt δ ein Minimum an. Wir setzen ε :“ min δ. Als Minimum
einer positiven Funktion ist ε ą 0. Ist weiter x P K, so gilt δpxq ą ε, also gibt es ein i
mit δipxq ą ε, und also ist dpx, yq ą ε für alle y P X ´ Ui. Das bedeutet umgekehrt

dpx, yq ă εñ y P Ui,

d. h. Bεpxq Ď Ui.

Beweis des Satzes 9.1. Wir fassen γ : S1 Ñ Sn als stetigen Weg

γ̃ : I π
ÝÑ S1 γ

ÝÑ Sn

mit γ̃p0q “ γ̃p1q auf, und wählen zwei Punkte p ‰ q P Sn ´ tγ̃p0qu. Wir wählen weiter
n P N so groß, dass 1

n
ă ε wie in 9.4. Dann nimmt γ̃|r i

n
, i`1
n
s Werte in Sn ´ tpu oder

Sn ´ tqu an. Wir finden also 0 “ t0 ă t1 ă, . . . , tk ă tk`1 “ 1, sodass γ̃|rti,ti`1s Werte in
Sn´tpu oder Sn´tqu annimmt, und zwar sogar abwechselnd, indem wir gegebenenfalls
benachbarte Intervalle zusammenfassen. Nun sind je zwei Abbildungen

rti, ti`1s
γ
´́Ñ
´́Ñ
γ1

Rn

mit γptiq “ γ1ptiq und γpti`1q “ γ1pti`1q homotop relativ zu tti, ti`1u. Nämlich via der
üblichen Homotopie

Hpt, sq “ s ¨ γptq ` p1´ sq ¨ γ1ptq.
Also gilt das gleiche für stetige Abbildungen von rti, ti`1s nach Sn ´ tpu oder Sn ´ tqu
(die ja beide homöomorph zu Rn sind).

Nun ist für alle i P t0, . . . , k ` 1u γ̃ptiq P Sn ´ tp, qu, und für n ě 2 ist Sn ´ tp, qu
wegzusammenhängend, denn die stereographische Projektion h : Sn´tp, qu Ñ Rn´hpqq
ist ein Homöomorphismus.
Somit existiert ein stetiger Weg γi : rti, ti`1s Ñ Sn ´ tp, qu mit γiptiq “ γ̃ptiq, γipti`1q “

γ̃pti`1q und γi » γ̃|rti,ti`1s relativ zu tti, ti`1u via einer Homotopie Hi : rti, ti`1sˆ I Ñ Sn,
die stationär auf tti, ti`1u ist. Wir setzen

H̃ : r0, 1s ˆ I ÝÑ Sn

via H̃|rti,ti`1sˆI “ Hi. Die Abbildung H̃ ist wohldefiniert und zudem stetig, da sie stetig
auf einer endlichen abgeschlossenen Überdeckung ist. Es ist H̃p_, 0q “ γ̃ und H̃p_, 1q
nimmt Werte in Sn ´ tp, qu an. Jedes H̃p_, sq ist ein geschlossener Weg, denn

H̃p0, sq “ H̃p0, 0q “ γ̃p0q “ γ̃p1q “ H̃p1, 0q “ H̃p1, sq. (9)

Wir erhalten also eine Faktorisierung

I ˆ I
H̃ //

πˆidI $$

Sn

S1 ˆ I
DH

;;
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von H̃ durch eine Abbildung H : S1ˆI Ñ Sn (nämlich ist H definiert durch Hpπptq, sq “
H̃pt, sq; die Rechnung 9 zeigt gerade, dass dies wohldefiniert ist). H ist außerdem stetig,
da I lokal kompakt ist und somit nach 6.4 S1 ˆ I die Quotiententopologie von I ˆ I
trägt. Und somit

γ “ Hp_, 0q » Hp_, 1q,

wobei Hp_, 1q Werte in Sn ´ tpu annimmt und also Hp_, 1q » const.

Ausblick: In Verallgemeinerung von 8.1 und 9.1 gelten die folgenden Berechnungen,
deren Beweis jedoch den Rahmen unserer Vorlesung sprengen würde:

rSn, Sns – Z pn ě 1q

und
rSm, Sns “ t‹u pm ă nq.

Aus der ersten Berechnung folgt, in kompletter Analogie zu 8.4, der Brouwer’sche Fix-
punktsatz für Dn : Jede stetige Selbstabbildung des n-dimensionalen Balles hat einen
Fixpunkt. Zusammen mit der zweiten Berechnung sieht man außerdem, wie in 9.2, dass

Rn
– Rm

ðñ n “ m

für beliebige n,m P N. Später werden wir noch sehen, dass rSn, S1s “ t‹u für n ě 2 ist.
Interessanterweise ist jedoch typischerweise rSm, Sns ‰ t‹u für m ą n. Die Berechnung
von rSm, Sns ist bis heute aktuelles Forschungsthema.
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10 Die Fundamentalgruppe
Wir erinnern daran, dass wir Bijektionen rS1, S1s Ñ Z und rS1, S2s Ñ t‹u gefunden
haben. Anschließend haben wir daraus unter anderem 9.3 gefolgert : S1 und S2 sind
nicht homotopieäquivalent.
Wir würden nun gerne zeigen, dass S1ˆS1 und S1 nicht homotopieäquivalent sind. Wir
haben Bijektionen rS1, S1s – Z und rS1, S1ˆS1s – ZˆZ. Falls es eine Homotopieäqui-
valenz S1 » S1ˆ S1 gibt, dann erhalten wir mit den soeben erwähnten Bijektionen und
der von der Homotopieäquivalenz induzierten Bijektion:

Z – rS1, S1
s

–
ÝÝÑ
Bij.

rS1, S1
ˆ S1

s – Zˆ Z

Das stellt allerdings noch keinen Widerspruch dar, denn es gibt Bijektionen ZÑ ZˆZ.

Die Fundamentalgruppe ist eine Variante von rS1, Xs, die sogar eine Gruppe ist. Ist nun
die Bijektion Z Ñ Z ˆ Z von oben zusätzlich ein Gruppenisomorphismus, dann haben
wir einen Widerspruch, denn es gibt keinen Gruppenisomorphismus ZÑ Zˆ Z.

Definition 10.1.
Sei X ein topologischer Raum und x P X ein Punkt. Dann nennen wir

π1pX, xq :“ tγ : I Ñ X stetig | γp0q “ γp1q “ xu

O

»
rel. t0,1u

die Fundamentalgruppe des Raumes X mit Basispunkt x. („Variante von rS1, Xs
mit Basispunkt“.)

Notation :

1) Für stetige Wege α, β : I Ñ X mit αp1q “ βp0q sei die Verknüpfung der Wege
gegeben durch

β ˚ α : I ÝÑ X

t ÞÝÑ

#

αp2tq t ď 1
2

βp2t´ 1q t ě 1
2 .

2) Für x, y P X sei

P pX, x, yq :“ tγ : I Ñ X stetig | γp0q “ γp1q “ yu

O

»
rel. t0,1u

.

Also ist π1pX, xq “ P pX, x, xq.

Wir möchten nun zeigen, dass ˚ eine Gruppenstruktur auf π1pX, xq induziert.

71



Lemma 10.2 (Reparametrisierung).
Seien γ : I Ñ X und σ : I Ñ I mit σp0q “ σp1q “ 1. Dann ist γ »

rel. t0,1u
γ ˝ σ.

Beweis. Die gewünschte Homotopie ist durch

I ˆ I ÝÑ X

pt, sq ÞÝÑ γps ¨ t` p1´ sq ¨ σptqq

gegeben.

Satz 10.3.
Die Verknüpfung ˚ erfüllt die folgenden Bedingungen.

1) Die Abbildung

P pX, y, zq ˆ P pX, x, yq
˚
ÝÑ P pX, x, zq

prβs, rαsq ÞÝÑ rβ ˚ αs

ist wohldefiniert.

2) Sei a P P pX, x, yq, b P P pX, y, zq und c P P pX, z, wq. Dann ist ˚ assoziativ, d. h.

c ˚ pb ˚ aq “ pc ˚ bq ˚ a P P pX, x, wq.

3) Für x P X gibt es ein (notwendigerweise eindeutiges) 1x P P pX, x, xq mit

a ˚ 1x “ a @a P P pX, x, yq

1x ˚ a “ a @a P P pX, y, xq.

4) Für a P P pX, x, yq gibt es ein (notwendigerweise eindeutiges) a´1 P P pX, y, xq mit
a´1 ˚ a “ 1x und a ˚ a´1 “ 1y.

Beweis.
1) Sei H : I ˆ I Ñ X eine Homotopie relativ zu t0, 1u von α nach α1 und K : I ˆ I Ñ X
von β nach β1. Dann ist

I ˆ I ÝÑ X

pt, sq ÞÝÑ

#

Hp2t, sq t ď 1
2

Kp2t´ 1, sq t ě 1
2

eine Homotopie relativ zu t0, 1u von β ˚ a nach β1 ˚ α1. Die Stetigkeit folgt aus Lemma
7.4 und weil an der Stelle t “ 1

2 gilt :

Hp1, sq “ Hp1, 0q “ αp1q “ y “ βp0q “ Kp0, 0q “ Kp0, sq
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2) Seien a “ rαs, b “ rβs und c “ rγs. Dann ist c ˚ pb ˚ aq “ rγ ˚ pβ ˚ aqs repräsentiert
durch

t ÞÝÑ

$

’

&

’

%

αp4tq t ď 1
4

βp4t´ 1q 1
4 ď t ď 1

2
γp2t´ 1q t ě 1

2

und pc ˚ bq ˚ a “ rpγ ˚ βq ˚ αs repräsentiert durch

t ÞÝÑ

$

’

&

’

%

αp2tq t ď 1
2

βp4t´ 2q 1
2 ď t ď 3

4
γp4t´ 3q t ě 3

4 .

Für die stetige Abbildung

σptq “

$

’

&

’

%

2t, 0 ď t ď 1
4 ,

t` 1
4 ,

1
4 ď t ď 1

2 ,
t`1

2 , 1
2 ď t

ist dann γ ˚ pβ ˚ αq “ ppγ ˚ βq ˚ αq ˝ σ. Es folgt aus 10.2, dass rγ ˚ pβ ˚ αqs “ rpγ ˚ βq ˚ αs.
3) Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Dazu seien 1x, 11x wie verlangt. Dann ist 1x “
1x ˚ 11x “ 11x. Für die Existenz definieren wir 1x :“ rconstxs. Für a “ rαs ist 1x ˚ a “
rconstx ˚αs. Allerdings ist constx ˚α eine Reparametrisierung von α also folgt mit 10.2,
dass rconstx ˚αs “ rαs “ a. Die andere Richtung funktioniert analog.

4) Für die Eindeutigkeit seien a´1,Ąa´1 wie verlangt. Dann ist a´1 “ a´1 ˚ pa ˚Ąa´1q “

pa´1 ˚ aq ˚Ąa´1 “Ąa´1. Kommen wir zur Existenz. Für a “ rαs setzen wir

a´1 :“ rα´ : I tÞÑ1´t
ÝÝÝÝÑ I

α
ÝÑ Xs.

Dann ist α´ ˚ α »
rel. t0,1u

const via

I ˆ I
K
ÝÑ I

α
ÝÑ X

pt, sq ÞÝÑ

#

2st t ď 1
2

2sp1´ tq t ě 1
2 .

Korollar 10.4.
1) ˚ induziert eine Gruppenstruktur auf π1pX, xq “ P pX, x, xq.

2) Sind x, y in derselben Wegzusammenhangskomponente von X, dann existiert ein
Gruppenisomorphismus π1pX, xq – π1pX, yq. Genauer : Jedes a P P pX, x, yq induziert
einen Isomorphismus

conja : π1pX, xq ÝÑ π1pX, yq

c ÞÝÑ a ˚ c ˚ a´1.
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Beweis. Die Abbildung conja ist tatsächlich ein Gruppenhomomorphismus, denn conjapc˚
c1q “ a ˚ c ˚ c1 ˚ a´1 “ a ˚ c ˚ a´1 ˚ a ˚ c1 ˚ a´1 “ conjapcq ˚ conjapc1q. Sie ist auch bijektiv,
denn conja´1 ist eine Umkehrabbildung.

Es ist anzumerken, dass der Gruppenismorphismus conja : π1pX, xq Ñ π1pX, yq von der
Wahl des a’s abhängt. Typischerweise sind π1pX, xq und π1pX, yq isomorph, aber nicht
kanonisch isomorph.

Definition 10.5.
Ein topologischer Raum X heißt einfach zusammenhängend, falls X wegzusammen-
hängend ist und für ein x P X (und damit für alle x P X) gilt, dass π1pX, xq “ 1.

Bemerkung.
Es gilt : X ist einfach zusammenhängend genau dann, wenn X nicht leer ist und für alle
x, y P X die Menge P pX, x, yq Mächtigkeit 1 hat.

Beweis. Für die Rückrichtung seien x, y P X. Wegen P pX, x, yq ‰ H existiert ein steti-
ger Weg von x nach y in X. Außerdem ist |π1pX, xq| “ |P pX, x, xq| “ 1.
Für die andere Richtung bemerken wir zunächst, dass nach Definition ein einfach zu-
sammenhängender Raum nicht leer ist. Seien x, y P X. Wir wählen ein a P P pX, x, yq
(dies gibt es, da X wegzusammenhängend ist). Dann ist

π1pX, xq “ P pX, x, xq
a˚_
ÝÑ P pX, x, yq

c ÞÝÑ a ˚ c

eine Bijektion von Mengen (mit Umkehrabbildung a´1 ˚ _). Es folgt 1 “ |π1pX, xq| “
|P pX, x, yq|.

Als nächstes zeigen wir, dass stetige Abbildungen von topologischen Räumen Gruppen-
homomorphismen der Fundamentalgruppen induzieren.

Satz 10.6.
Sei f : X Ñ Y eine stetige Abbildung.

1) Die Abbildung

f˚ : P pX, x, x1q ÝÑ P pX, fpxq, fpx1qq

rγs ÞÝÑ rf ˝ γs

ist wohldefiniert und hängt nur von der Homotopieklasse relativ zu tx, x1u von f
ab.

2) Für a P P pX, x, x1q und b P P pX, x1, x2q gilt f˚pb ˚ aq “ f˚pbq ˚ f˚paq. Außerdem ist
f˚p1xq “ 1fpxq und f˚pa´1q “ f˚paq

´1.

3) Sei zusätzlich g : Y Ñ Z stetig. Dann gilt für die Verknüpfung g ˝ f und a P
P pX, x, x1q : pg ˝ fq˚paq “ g˚pf˚paqq. Außerdem gilt pidXq˚paq “ a.
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Beweis. Wir beweisen nur den ersten Punkt. Die Anderen folgen unmittelbar aus den
Definitionen. Seien dazu H : I ˆ I Ñ X eine Homotopie von γ nach γ1 relativ zu t0, 1u
und K : X ˆ I Ñ Y von f nach f 1 relativ zu tx, x1u. Dann ist

I ˆ I ÝÑ Y

pt, sq ÞÝÑ KpHpt, sq, sq

eine Homotopie von f ˝ γ nach f 1 ˝ γ1 relativ zu t0, 1u.

Korollar 10.7.
Sei f : X Ñ Y eine stetige Abbildung und x P X. Dann folgt direkt aus 10.6, dass

f˚ : π1pX, xq ÝÑ π1pY, fpxqq

ein Gruppenhomomorphismus ist. Dieser hängt nur von der Homotopieklasse von f re-
lativ zu txu ab. Weiter gilt für eine stetige Abbildung g und die Verkknüpfung X f

ÝÑ Y
g
ÝÑ

Z :

g˚ ˝ f˚ “ pg ˝ fq˚

pidXq˚ “ idπ1pX,xq

Lemma 10.8.
Seien f, g : X Ñ Y stetige homotope Abbildungen mit zugehöriger Homtopie H : XˆI Ñ
Y und x P X. Dann kommutiert das Diagramm :

π1pX, xq
f˚

ww

g˚

&&
π1pY, fpxqq

–

conjrHpx,_qs
// π1pY, gpxqq

Insbesondere ist f˚ genau dann ein Isomorphismus, wenn g˚ ein Isomorphismus ist.

Beweis. Sei c P π1pX, xq repräsentiert durch γ : I Ñ X, d. h. c “ rγs. Wir betrachten
die Abbildung

K : I ˆ I γˆidI
ÝÝÝÑ X ˆ I

H
ÝÑ Y.

Es ist g˚pcq “ rg ˝ γs und für den Repräsentanten gilt

g ˝ γ “ Kp_, 1q “ K ˝ i1,

wobei i1 : I Ñ IˆI mit i1ptq “ pt, 1q ist. Andererseits ist f ˝γ “ Kp_, 0q, und Kp0,_q “
Kp1,_q “ Hpx,_q. Somit wird pconjrHpx,_qs ˝f˚qpcq “ rHpx,_qs ˚ f˚pcq ˚ rHpx,_qs´1

repräsentiert durch K ˝ j, wobei j : I Ñ I ˆ I durch
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gegeben ist. Man kann anhand der Skizze sehen, dass i1 »rel. t0,1u j gilt (oder an die
Konvexität von I ˆ I appellieren). Es folgt K ˝ i1 »rel. t0,1u K ˝ j und somit g˚pcq “
rK ˝ i1s “ rK ˝ js “ pconjrHpx,_qs ˝f˚qpcq. Also kommutiert das Diagramm.

Satz 10.9.
Sei f : X Ñ Y eine Homotopie-Äquivalenz und x P X. Dann ist

f˚ : π1pX, xq ÝÑ π1pY, fpxqq

sogar ein Isomorphismus.

Korollar 10.10.
Sei X » t‹u ein zusammenziehbarer topologischer Raum, dann ist X einfach zusammen-
hängend.

Beweis von 10.9. Sei g : Y Ñ X ein Homotopie-Inverses von f . Wir betrachten für g ˝ f
das kommutative Diagramm:

π1pX, xq
f˚ //

pg˝fq˚ ''

π1pY, fpxqq

g˚

��
π1pX, gpfpxqqq

Aus 10.8 folgt, dass pg ˝fq˚ ein Isomorphismus ist; somit ist g˚ surjektiv und f˚ injektiv.
Dasselbe Argument angewandt auf g : Y Ñ X und fpxq P Y , zeigt, dass g˚ auch injektiv
ist. Also ist g˚ ein Isomorphismus und also auch f˚.

Zum Abschluss dieses Kapitels berechnen wir die Fundamentalgruppen der Sphären.
Wir setzen voraus, dass die Lesenden mit den Kapiteln 8 und 9 vertraut sind.

Satz 10.11.
Für n ě 2 ist π1pS

n, ‹q “ 1.

Beweis. Sei c P π1pS
n, ‹q, repräsentiert durch γ : I Ñ Sn mit γp0q “ γp1q “ ‹. Dann

existiert eine stetige Abbildung γ̄, sodass das Diagramm

I
γ //

π ��

Sn

S1
γ̄

==
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kommutiert. Wegen 9.1 ist γ̄ » const. Tatsächlich lieferte der Beweis des entsprechenden
Satzes sogar γ »rel. t0,1u const‹. Also ist c “ rγs “ 1.

Satz 10.12.
Die Gruppen π1pS

1, 1q und Z sind isomorph.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
Φ: π1pS

1, 1q ÝÑ rS1, S1
s.

rγs ÞÝÑ rγ̄s

Hierbei ist γ̄ die (eindeutige) Faktorisierung von γ durch S1 (vgl. Seite 56) :

I
γ //

��

S1

S1
γ̄

>>

Die Abbildung π1pS
1, 1q Ñ rS1, S1s von oben ist wohldefiniert (Übungsaufgabe). Wir

betrachten weiter das kommutative Diagramm:

Z

id

''// π1pS
1, 1q Φ // rS1, S1s deg

// Z
n � // rt ÞÑ e2πints

und nennen die Komposition deg ˝Φ einfach wieder deg : π1pS
1, 1q Ñ Z. Diese Abbildung

ist wegen der Kommutativität des obigen Diagramms surjektiv. Wir möchten zusätzlich
zeigen, dass diese Abbildung ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist.
Wir beginnen mit der Injektivität. Dazu seien γ, β : I Ñ S1 mit degpγq “ degpβq. Wir
wählen Hochhebungen γ̃, β̃ : I Ñ R mit γ̃p0q “ 0 “ β̃p0q. Dann ist γ̃p1q “ degpγq “
degpβq “ β̃p1q. Also ist γ̃ »rel. t0,1u β̃ (denn R ist ja einfach zusammenhängend) und
somit γ “ p ˝ γ̃ »rel. t0,1u p ˝ β̃ “ β. D. h. rγs “ rβs.
Für die Gruppenhomomorphismus-Eigenschaft sei γ “ β ˚ α. Wir wählen zunächst eine
Hochhebung α̃ : I Ñ R von α und anschließend β̃ : I Ñ R von β mit βp0q “ αp1q. Dann
ist β̃ ˚ α̃ eine Hochhebung von β ˚ α. Für den Abbildungsgrad folgt

degpβ ˚ αq “ pβ̃ ˚ α̃qp1q ´ pβ̃ ˚ α̃qp0q
“ β̃p1q ´ β̃p0q ` α̃p1q ´ α̃p0q
“ degpβq ` degpαq.

Beispiel 10.13.
Wir betrachten die Inklusion ι : S1 ãÑ R2. Dann ist

ι˚ : π1pS
1, 1q

looomooon

–Z

ÝÑ π1pR2, 1q
looomooon

“1
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offensichtlich trivial und insbesondere nicht injektiv, obwohl ι injektiv ist. (Beachte, dass
ι dieselbe Abbildungsvorschrift wie id hat, aber ι˚ ‰ id˚.)

Beispiel 10.14.
Wir betrachten die Überlagerung p : RÑ S1 mit t ÞÑ e2πit. Dann ist erneut

p˚ : π1pR, 0q
looomooon

“1

ÝÑ π1pS
1, 1q

looomooon

–Z

trivial und insbesondere nicht surjektiv, obwohl p surjektiv ist. (Die interessierten Le-
senden finden sicherlich leicht ein stetige Abbildung f : X Ñ Y , die bijektiv ist, aber f˚
trivial.)

Beispiel 10.15.
Wir betrachten die Abbildung f : S1 Ñ S1 mit z ÞÑ z2. Dazu betrachten wir das Dia-
gramm

π1pS
1, 1q f˚ // π1pS

1, 1q
deg –

��
Z

–

OO

g
// Z,

wobei die Abbildung g genau so definiert wird, dass das Diagramm kommutiert. Wir
möchten nun g bestimmen. Wir starten mit n P Z. Das wird auf re2πints P π1pS

1, 1q
abgebildet. Anschließend mit f˚ auf re4πints mit Abbildungsgrad 2n. Also ist gpnq “
2 ¨ n. (Tatsächlich sind Gruppenhomomorphismen aus Z eindeutig durch das Bild des
Erzeugers 1 P Z bestimmt. Es würde hier also vollkommen ausreichen, den Fall n “ 1
zu betrachten.)
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11 Der Hochhebungssatz
Betrachten wir eine stetige Abbildung f : X Ñ S1 Ď C. Wir stellen uns die Frage, ob
es eine stetige Abbildung f̂ : X Ñ S1 gibt, sodass fpxq “ f̂pxq2 für alle x P X gilt.
Äquivalent dazu wäre die Frage, ob es eine stetige Vervollständigung des Diagramms

S1

��

z_

��
X

Df̂

99

f
// S1 z2

gibt. (Das Entscheidende ist hier die Stetigleit, denn nicht-stetige Hochhebungen gibt es
zuhauf – die Quadratfunktion auf S1 ist ja surjektiv.) Ebenso können wir uns die Frage
stellen, ob es eine stetige Vervollständigung des Diagramms

R

��

t_

��
X

f̂

99

f
// S1 e2πit

gibt. D. h. ein f̂ mit fpxq “ e2πif̂ptq für alle x P X.
Wir haben bereits in 8.14 gezeigt, dass wenn X ein zusammenhängender topologischer
Raum ist, eine Hochhebung bereits eindeutig durch das Bild eines Punktes bestimmt ist.
Außerdem haben wir für X “ I gezeigt, dass eine Hochhebung existiert. Das „universelle
Problem“ ist übrigens der Fall X “ S1 und f “ id. Findet man für dieses Problem eine
Lösung pid, dann auch für jedes andere (nämlich zid ˝f). Leider ist das universelle Problem
aber nicht lösbar, wie wir anhand des Abbildungsgrades sehen: Würde nämlich

S1

q

��

z_

��
S1

Dpid
99

id
// S1 z2

kommutieren, dann würde gelten

1 “ degpidq “ degpqq
loomoon

“2

¨ degppidq
loomoon

PZ

.

Also existiert in diesem Fall keine stetige Hochhebung.

Bemerkung.
SeienX, Y topologische Räume und x P X, y P Y fest. Eine stetige Abbildung f : X Ñ Y
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mit fpxq “ y nennen wir stetige punktierte Abbildung und schreiben f : pX, xq Ñ
pY, yq. Falls eine stetige punktierte Vervollständigung des Diagramms

pE, eq

p

��
pX, xq

Df̂
::

f
// pB, bq

von stetigen punktierten Abbildungen existiert, dann kommutiert auch das induzierte
Diagramm:

π1pE, eq

p˚

��
π1pX, xq

f̂˚
88

f˚
// π1pB, bq

Insbesondere ist also impf˚q Ď impp˚q. Für eine Überlagerung p und einen „vernünftigen“
topologischen Raum X möchten wir zeigen, dass auch die Umkehrung gilt.

Definition 11.1.
Ein topologischer Raum X heißt lokal wegzusammenhängend, falls für alle x P X
und für alle offenen Umgebungen U Ď X von x eine offene Umgebung V Ď U von x
existiert, sodass je zwei Punkte in V durch einen stetigen Weg in U verbunden werden
können.

Beispiel 11.2 („wegzusammenhängend impliziert nicht lokal wegzusammenhängend“).
Wir betrachten den Raum

X :“ t0u ˆ r´1, 1s Y tpt, sinp1{tqq P R2
| t ą 0u

(vgl. Übungsblatt 2 Aufgabe 4). Wir schneiden diesen an einer beliebigen Stelle T ą 0
ab, d. h.

XT :“ t0u ˆ r´1, 1s Y tpt, sinp1{tqq P R2
| T ě t ą 0u,

und fügen eine Verbindungslinie vom Punkt pT, sinp1{T qq P R2 nach p0, 0q P R2 im
R2, die XT nicht schneidet, zu XT hinzu. Der resultierende Raum (s. Skizze) ist dann
offensichtlich wegzusammenhängend.
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Aber dieser Raum ist nicht lokal wegzusammenhängend, denn man kann analog zu
Aufgabe 4 von Übungsblatt 2 zeigen, dass p0, 0q keine wegzusammenhängende Umgebung
besitzt.

Beispiel 11.3.
Rn ist lokal wegzusammenhängend. (Für gegebenes U wähle V als offenen Ball.) Mit
Hilfe der stereographischen Projektion folgt, dass auch Sn lokal wegzusammenhängend
ist.

Satz 11.4.
Sei X ein wegzusammenhängender und lokal wegzusammenhängender topologischer Raum
und p : E Ñ B eine Überlagerung. Dann existiert eine eindeutige stetige punktierte Ver-
vollständigung des Diagramms

pE, eq

p

��
pX, xq

D!f̂
::

f
// pB, bq

von stetigen punktierten Abbildungen, wenn

impf˚q Ď impp˚q Ď π1pB, bq. (10)

Korollar 11.5.
Für n ě 2 ist rSn, S1s “ t‹u.

Beweis. Sei f : Sn Ñ S1 stetig. Wir wählen ‹ P Sn, setzen b :“ fp‹q P S1 und wählen
t P R mit pptq “ b. Wir betrachten

pR, tq
p

��
pSn, ‹q

f
// pS1, bq.

(11)

Die Abbildungen

p˚ : π1pR, tq
loomoon

“1

Ñ π1pS
1, bq,

f˚ : π1pS
n, ‹q

looomooon

“1

Ñ π1pS
1, bq

sind trivial, also ist impp˚q Ď impf˚q und 11.4 ist anwendbar. Also existiert eine stetige
punktierte Vervollständigung f̂ : pSn, ‹q Ñ pR, tq von 11, d. h. p ˝ f̂ “ f . Da R » t‹u ist
p ˝ f̂ » const.

81



Bemerkung.
Möglicherweise hätten die interessierten Lesenden in 11.4 statt der Bedingung 10 die fol-
gende Bedingung erwartet : Es existiert ein Gruppenhomomorphismus ϕ, der folgendes
Diagramm kommutieren lässt :

π1pE, eq

p˚

��
π1pX, xq

ϕ
88

f˚
// π1pB, bq

(12)

Denn diese Bedingung ist ja offensichtlich auch notwendig und scheint stärker zu sein
als Bedingung 10 - z. B. gilt im Diagramm

Z
q

��

n_

��
Z{2 id

//

Dϕ?
99

Z{2 rns

id˚pZ{2q Ď q˚pZq, aber es gibt keinen Gruppenhomomorphismus ϕ, der das Diagramm
zum Kommutieren bringt (denn ϕpr1sq hat Ordnung 2 in Z, ist also 0).
Die Lösung des Rätsels besteht darin, dass die Abbildung p˚ in 12 tatsächlich immer
injektiv ist (siehe 11.6), und für injektive Abbildungen p˚ ist Bedingung 10 tatsächlich
äquivalent zur Existenz einer Faktorisierung wie in 12.

Definition 11.6.
Sei p : E Ñ B eine Überlagerung, γ : I Ñ B ein stetiger Weg von b nach b1 und e P E|tbu.
Wir definieren γ ˚ e P E|tb1u via γ ˚ e “ γ̃p1q, wobei γ̃ : I Ñ E eine stetige Hochhebung
von γ ist mit γ̃p0q “ e :

t0u 0ÞÑe //
� _

��

E

p

��
I

γ̃
>>

γ
// B

γ ˚ e heißt der Fasertransport von e entlang von γ. Man beachte, dass der Fasertrans-
port wohldefiniert ist, denn Hochhebungen von Wegen sind eindeutig bei gegebenem
Anfangspunkt.

Lemma 11.7.

1) γ ˚ e hängt nur von rγs P P pB, b, b1q ab, d. h. die Abbildung

P pB, b, b1q ˆ E
ˇ

ˇ

tbu
ÝÑ E

ˇ

ˇ

tb1u

prγs, eq ÞÝÑ γ ˚ e

ist wohldefiniert.
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2) Seien c1 P P pB, b1, b2q, c P P pB, b, b1q und e P E|tbu. Dann gilt c1 ˚pc˚eq “ pc1 ˚cq˚e P
E|tb1u und 1x ˚ e “ e.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis des ersten Teils. Dazu seien γ »rel. t0,1u γ
1 via

der Homotopie H : I ˆ I Ñ B. Dann kommutiert das Diagramm

t0u ˆ I� _

��

conste // E

p

��
I ˆ I

DĤ

77

H
// B.

und da p eine Überlagerung ist, existiert eine stetige Hochhebung Ĥ, sodass beide Dreie-
cke kommutieren. Es ist nun Ĥp1,_q : I Ñ E stetig mit p˝ Ĥp1,_q “ Hp1,_q “ constb1 .
Aufgrund der Eindeutigkeit von Hochhebungen muss also Ĥp1,_q auch konstant sein.
Es folgt γ ˚ e “ Ĥp1, 0q “ Ĥp1, 1q “ γ1 ˚ e.
Für den zweiten Teil ist einerseits 1x˚e “ constx ˚e “ e. Außerdem seien c “ rγs, c1 “ rγ1s.
Wir heben γ zu einem Weg γ̃ : I Ñ E mit γ̃p0q “ e und γ1 zu γ̃1 : I Ñ E mit
γ̃1p0q “ γ̃p1q hoch. Dann ist c1 ˚ pc ˚ eq “ γ̃1p1q. Aber γ̃1 ˚ γ̃ ist ein stetiger Weg
in E mit ppγ̃1 ˚ γ̃q “ ppγ̃1q ˚ ppγ̃q “ γ1 ˚ γ und pγ̃1 ˚ γ̃qp0q “ γ̃p0q “ e. Es folgt
pc1 ˚ cq ˚ e “ pγ̃1 ˚ γ̃qp1q “ γ̃1p1q.

Beweis des Hochhebungssatzes 11.4. Die Eindeutigkeit folgt aus 8.14. Für die Existenz
definieren wir f̂ : X Ñ E wie folgt : Für y P X wählen wir c P P pX, x, yq (X ist ja
wegzusammenhängend) und setzen

f̂pyq :“ f˚pcq ˚ e P E
ˇ

ˇ

fpyq
Ď E.

Dann ist p˝ f̂ “ f und f̂pxq “ e. Wir müssen allerdings zeigen, dass f̂ wohldefiniert und
stetig ist.
Wir beginnen mit der Wohldefiniertheit. Dazu seien c, c1 P P pX, x, yq. Wir müssen zeigen,
dass f˚pcq ˚ e “ f˚pc

1q ˚ e. Es gilt

f˚pcq ˚ e “ f˚pc
1
˚ pc1q´1

˚ cq ˚ e “ f˚pc
1
q ˚ f˚ppc

1
q
´1
˚ cq ˚ e.

Also genügt es zu zeigen, dass f˚ppc1q´1 ˚ cq ˚ e “ e ist. Da pc1q ˚ c P π1pX, xq und
nach Voraussetzung impf˚q Ď impp˚q Ď π1pB, bq, gibt es ein d P π1pE, eq, sodass
p˚pdq “ f˚ppc

1q´1 ˚ cq. Sei d “ rγs. Dann ist p˚pdq “ rp ˝ γs. Also können wir γ ver-
wenden, um den Fasertransport zu berechnen, und erhalten p˚pdq ˚ e “ γp1q “ e.

Wir beweisen nun die Stetigkeit von f̂ . Dazu werden wir zeigen, dass für alle y P X und
alle offenen Umgebungen U Ď E von f̂pyq eine Umgebung V Ď E von x mit f̂pV q Ď U

existiert. Sei also y P X und U Ď E eine offene Umgebung von f̂pyq. Auf den Übungs-
blättern haben wir gezeigt, dass jede Überlagerung auch lokaler Homöomorphismus ist.
Wir wählen also oBdA U gleich so klein, dass p : U Ñ ppUq “: W ein Homöomorphis-
mus ist. Es ist dann W Ď B offen, da p eine offene Abbildung ist. Da f stetig ist, ist
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f´1pW q Ď X eine offene Umgebung von y. Da X lokal wegzusammenhängend ist, finden
wir eine offene Umgebung V Ď f´1pW q von y, sodass je zwei Punkte aus V in f´1pW q

verbunden werden können. Wir zeigen nun, dass f̂pV q Ď U gilt : Sei z P V . Wir finden
c P P pX, x, yq und d P P pf´1pW q, y, zq. Dann ist

f̂pzq “ f˚pdq ˚ f˚pcq ˚ e
looomooon

“f̂pyq

.

Wir wählen einen Repräsentanten γ : I Ñ f´1pW q von d “ rγs. Dann ist f˚pdq “ rf ˝ γs
mit f ˝ γ : I Ñ W Ď X. Wir betrachten das Diagramm

U �
� //

p

��

E

p

��
I

f˝γ
//W

p´1

@@

� � // X

in dem die linke Abbildung p ein Homöomorphismus ist und p´1 die Umkehrabbildung.
Eine Hochhebung von f ˝ γ ist also p´1 ˝ f ˝ γ. Es folgt f̂pyq “ pp´1 ˝ f ˝ γqp1q P U .

Wir beenden dieses Kapitel mit einer Anwendung von 11.4 auf die Klassifikation von
Überlagerungen, also die Frage : Wie viele Überlagerungen hat ein gegebener Raum B
eigentlich? Wir beginnen mit einem Lemma:

Lemma 11.8.
Sei p : E Ñ B eine Überlagerung, e P E und b “ ppeq. Dann ist p˚ : π1pE, eq Ñ π1pB, bq
injektiv.

Beweis. Da p˚ ein Gruppenhomomorphismus ist, genügt es kerpp˚q “ t1u zu zeigen.
Sei also rγs P kerpp˚q, d. h. p˚prγsq “ rp ˝ γs “ 1. Dann existiert eine Homotopie
p ˝ γ »rel. t0,1u constb. Wir heben diese hoch:

I ˆ t0u γ //
� _

��

E

p

��
I ˆ I

D!H̃
;;

H
// B

Nun ist H̃|Iˆt1u konstant, weilH|Iˆt1u konstant ist. Also ist H̃ eine Homotopie γ » const.
Zusätzlich sind H̃|t0uˆI und H̃|t1uˆI konstant, weil H|t0uˆI und H|t1uˆI es sind. Also ist
H̃ sogar eine Homotopie relativ zu t0, 1u und es folgt rγs “ 1 P π1pE, eq.

Korollar 11.9.
Seien p : E Ñ B, p1 : E 1 Ñ B Überlagerungen, B lokal wegzusammenhängend und E,E 1
wegzusammenhängend. Falls es Punkte e P E, e1 P E 1 gibt mit ppeq “ p1pe1q “: b und

p˚pπ1pE, eqq “ pp
1
q˚pπ1pE

1, e1qq Ď π1pB, bq
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ist, dann sind p und p1 isomorph. D. h. es gibt einen Homömorphismus ϕ : E Ñ E 1,
sodass das Diagramm

E
ϕ

–
//

p ��

E 1

p1~~
B

kommutiert. (Der Homöomorphismus ϕ ist sogar eindeutig bestimmt, wenn wir ϕpeq “ e1

fordern.)

Beweis. Die Räume E,E 1 sind auch lokal wegzusammenhängend. Daher existiert nach
11.4 ein eindeutiges ϕ, sodass das Diagramm

pE 1, e1q

p1

��
pE, eq

D!ϕ
::

p
// pB, bq

kommutiert. Wir wollen zeigen, dass ϕ ein Homöomorphismus ist : Wir erhalten erneut
mit 11.4 ein eindeutiges ψ, sodass das Diagramm

pE, eq

p

��
pE 1, e1q

D!ψ
::

p1
// pB, bq

kommutiert. Es ist nun ψ ˝ ϕ “ idE, denn das Diagramm

pE, eq

p

��
pE, eq

id
::

ψ˝ϕ

::

p
// pB, bq

kommutiert für beide diagonale Abbildungen. Da diese Abbildung nach 11.4 jedoch
eindeutig ist, folgt die Gleichheit der beiden diagonalen Abbildungen. Analog ist ϕ˝ψ “
idE1 .

Korollar 11.9 ist insofern noch nicht ganz optimal, da die Untergruppe p˚pπ1pE, eqq von
der Wahl von e abhängt und zunächst nicht klar ist, wie die Punkte e und e1 zu wählen
sind. Das folgende Lemma erklärt die Abhängigkeit der Untergruppe von der Wahl des
Basispunkts :

Lemma 11.10.
Für eine Untergruppe H Ď π1pB, bq ist äquivalent :
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(i) H ist konjugiert zu p˚pπ1pE, eqq in π1pB, bq, d. h. es gibt ein c P π1pB, bq, sodass
c ¨H ¨ c´1 “ tchc´1 | h P Hu “ p˚pπ1pE, eqq.

(ii) H “ p˚pπ1pE, ēqq für ē P E mit ppēq “ b.

Korollar 11.11.
Ist also B ein wegzusammenhängender, lokal wegzusammenhängender Raum, dann haben
wir eine injektive Abbildung

 zsh., nicht leere
Überlagerungen über B

(

L

Isomorphie ÝÑ
 Untergruppen

von π1pB,bq

(

L

Konjugation
rE

p
ÝÑ Bs ÞÝÑ rp˚pπ1pE, eqqs mit e P p´1

pbq bel.

Insbesondere existiert bis auf Isomorphie höchstens eine Überlagerung von B, die ein-
fach zusammenhängend ist, diese gehört nämlich zur Untergruppe t1u Ď π1pB, bq. Diese
nennen wir universelle Überlagerung.

Beweis von 11.10. Wir beginnen mit dem Beweis von „(ii)ñ(i)“. Sei c P P pE, e, ēq,
dann ist π1pE, ēq “ c ˚ π1pE, eq ˚ c

´1 und gelichzeitig ist p˚pcq P P pB, b, bq “ π1pB, bq.
Es folgt p˚pπ1pE, ēqq “ p˚pcq ˚ p˚pπ1pE, eqq ˚ p˚pcq

´1 und also sind p˚pπ1pE, eqq und
p˚pπ1pE, ēqq P π1pB, bq konjugiert.
Für die andere Richtung sei H “ rγs ˚ p˚pπ1pE, eqq ˚ rγs

´1 für ein rγs P π1pB, bq. Wir
heben γ zu einem Weg γ̃ : I Ñ E mit γ̃p0q “ e hoch. Wir setzen ē :“ γ̃p1q. Dann ist

p˚p π1pE, ēq
looomooon

“rγ̃s˚π1pE,eq˚rγ̃s´1

q “ rγs ˚ p˚pπ1pE, eqq ˚ rγs
´1
“ H.

Beweis von 11.11. Es ist nur zu zeigen, dass so ein e P p´1pbq immer existiert. Dann ist
die Abbildung nämlich wegen 11.10 wohldefiniert und die Injektivität folgt widerum aus
11.10 und 11.9.
Da E nicht-leer ist, gibt es ein e1 P E mit ppe1q “: b1 P B. Da B wegzusammenhängend
ist, gibt es ein c P P pB, b1, bq, und der Fasertransport definiert ein Element c ˚ e1, das
dann in der Faser über b liegt.
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12 Gruppenwirkungen
12.1 Grundlegende Begriffe
Definition 12.1.
Eine stetige (Links-)Wirkung einer Gruppe G auf einem topologischen Raum X ist
eine stetige Abbildung

GˆX ÝÑ X

pg, xq ÞÝÑ g ¨ x

(G mit diskreter Topologie), sodass gilt :

1) 1 ¨ x “ x für alle x P X

2) g ¨ ph ¨ xq “ pg ˝ hq ¨ x für alle g, h P G, x P X.

Ein G-Raum ist ein topologischer Raum zusammen mit einer stetigen Wirkung von G
aufX. Eine stetige Abbildung f : X Ñ Y zwischen zweiG-Räumen heißtG-äquivariant
(oder auch G-Abbildung), falls für alle g P G, x P X gilt :

fpg ¨ xq “ g ¨ fpxq.

Wir schreiben G ýX für eine stetige Wirkung von G auf X. (Außerdem schreiben wir
oft gx statt g ¨ x.)

Beispiel 12.2.
Hier einige Bespiele für typische Gruppenwirkungen.

1) Sei C2 “ t1, T u eine Gruppe der Ordnung zwei. Dann wirkt C2 auf Sn durch
T ¨ x :“ ´x für x P Sn.

2) Z ýR via pn, xq ÞÑ n` x

3) GLnpRq ýRn via pA, xq ÞÑ Ax

4) Seien G eine beliebige Gruppe und X ein beliebiger topologischer Raum, dann
G ýX via g ¨ x :“ x für g P G, x P X. Wir nennen diese Gruppenwirkung die
triviale Wirkung.

Definition 12.3.
Es sei G ýX eine Gruppenwirkung. Dann nennen wir x P X Fixpunkt der Wirkung
G ýX, wenn für alle g P G gilt, dass gx “ x ist. Wir bezeichnen

XG :“ tx P X | x ist Fixpunktu Ď X

als Fixpunktraum. (Die Topologie auf diesem ist die Teilraumtopologie von X.)
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Beispiel 12.4.
Es sei C2 und C2 ýSn wie in 12.2. Dann ist pSnqC2 “ H (da es kein x P Sn mit x “ ´x
gibt). Betrachten wir C2 ýRn mit derselben Wirkung, dann ist aber pRnqC2 “ t0u.

Bemerkung.
Ist G ýX eine triviale Gruppenwirkung, G ýY beliebig, und f : X Ñ Y eine G-
äquivariante Abbildung. Dann faktorisiert f eindeutig über Y G, d. h. es existiert eine
eindeutige Abbildung f̄ : Y Ñ Y G, sodass das Diagramm

X
f //

f̄ !!

Y

Y G
. �

>>

kommutiert. (Die Abbildung f̄ ist dann, wegen der Teilraumtopologie auf Y G automa-
tisch stetig, wenn das Diagramm kommutiert.)

Beweis. Für g P G und x P X gilt g ¨ fpxq “ fpg ¨ xq “ fpxq. Also ist fpxq P Y G.
Demnach ist f̄ wohldefiniert.

Bemerkung.
Jede Gruppenwirkung G ýX induziert eine Äquivalenzrelation auf X via

x „ y :ðñ Dg P G mit g ¨ x “ y.

Beweis. Wir beweisen die drei Eigenschaften einer Äquivalenzrelation. Die Verknüpfung
in G notieren wir mit ˝.

• x „ x, denn 1 ¨ x “ x

• Sei x „ y, d. h. es gibt ein g P G, sodass g ¨ x “ y ist. Dann ist auch x “ g´1 ¨ y.
Also ist y „ x.

• Seien x „ y und y „ z via g ¨ x “ y und h ¨ y “ z. Dann ist z “ h ¨ y “ h ¨ pg ¨ xq “
ph ˝ gq ¨ x und somit x „ z.

Definition 12.5.
Sei G ýX eine Gruppenwirkung. Für ein festes x P X nennen wir

G ¨ x :“ tg ¨ x | g P Gu

den Orbit von x (unter G). Offensichtlich gilt für die Äquivalenzklasse rxs bezüglich
der von der Gruppenwirkung G ýX induzierten Äquivalenzrelation rxs “ G ¨ x. Wir
definieren

X/G :“ X{„
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den Orbitraum mit der Quotiententopologie der natürlichen Projektion

π : X ÝÑ X/G

x ÞÝÑ G ¨ x.

Beispiel 12.6.
Wir betrachten die zugörigen Orbiträume für 12.2. Wir können diese mit uns bekannten
Räumen identifizieren:

1) Sn/C2 – RPn

2) R/Z – S1

3) Rn/GLnpRq – t‹u

Bemerkung.
Sei G ýX beliebig, G ýY trivial und f : X Ñ Y eine G-äquivariante stetige Abbil-
dung. Dann faktorisiert f eindeutig über X/G , d. h. es existiert eine eindeutige Abbildung
f̄ : X/G Ñ Y , sodass das Diagramm

X
f //

π !!

Y

X/G

f̄

>>

kommutiert. (Die Abbildung f̄ ist dann wegen der Quotiententopologie auf X/G automa-
tisch stetig, wenn das Diagramm kommutiert.)

Beweis. Es ist fpg ¨ xq “ g ¨ fpxq “ fpxq. Also ist f̄ wohldefiniert.

Definition 12.7.
Eine Gruppenwirkung G ýX heißt transitiv, wenn für alle x, y P X ein g P G existiert,
sodass g ¨ x “ y ist. D. h. | X/G | ď 1.

Definition 12.8.
Ein G-Raum X heißt frei, wenn für alle x P X und g, h P G mit gx “ hx folgt, dass
g “ h ist.

Bemerkung.
Es gilt :

G ýX frei ðñ p@x P X, g P G : gx “ xñ g “ 1q.

Beweis. Ist G ýX frei, so folgt die rechte Implikation direkt aus der Definition einer
freien Gruppenwirkung indem wir h “ 1 setzen.
Für die andere Richtung sei gx “ hx. Dann ist auch h´1gx “ x. Also ist h´1g “ 1 und
somit g “ h.
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Bemerkung.
Für G ‰ t1u gilt : Ist G ýX frei, dann ist XG “ H. Die Umkehrung gilt i. A. nicht : Ein
Beispiel dafür ist die Gruppenwirkung GLnpRq ýRn ´ t0u für n ą 1. Diese ist offen-
sichtlich nicht frei, denn wir finden Matrizen A P GLnpRq mit Eigenwert 1, die nicht
trivial sind. Andererseits finden wir für jedes x P Rn ´ t0u eine Matrix A P GLnpRq,
sodass Ax ‰ x ist. Also ist pRn ´ t0uqGLnpRq “ H.

12.2 Gruppenwirkungen und Überlagerungen
Definition 12.9.
Eine Gruppenwirkung G ýX heißt frei-diskontinuierlich, falls für alle x P X eine
offene Umgebung U Ď X von x existiert, sodass gilt :

@g, g1 P G mit gU X g1U ‰ H ñ g “ g1.

(Hierbei ist gU :“ tgy | y P Uu Ď X offen, denn g ¨_: X Ñ X ist ein Homöomorphismus
(mit Umkehrabbildung g´1 ¨ _) und U Ď X offen.)

Diese Bedingung wird auch oft „eigentlich-diskontinuierlich“ genannt, was allerding ver-
wirrend ist, weil die Wirkung einer (diskreten) Gruppe auf einem Raum X „eigentlich“
heißt, wenn jeder Stabilisator endlich ist, d. h., für jedes x P X gilt tg P G | gx “ xu ist
endlich. Offenkundig ist eine freie Wirkung eigentlich, aber im Allgemeinen nicht um-
gekehrt. Darum unser Nicht-Standard-Name „frei-diskontinuierlich“. Siehe auch [Hat02]
sec. 1.3 für eine Diskussion. (Hatcher nennt die Bedingung aus 12.9 einfach Bedingung
(*).)

Bemerkung.
Eine frei-diskontinuierliche Wirkung ist frei. Eine freie Wirkung einer endlichen Gruppe
ist automatisch frei-diskontinuierlich. (Beweis in den Übungen.)

Satz 12.10.
Sei G ýX eine frei-diskontinuierliche Gruppenwirkung. Dann ist die Projektion

p : X ÝÑ X/G

x ÞÝÑ G ¨ x

eine Überlagerung.

Beispiel 12.11.
Wir betrachten die Gruppenwirkung Z ýR mit pn, xq ÞÑ n`x. Dann ist die Projektion

p : R ÝÑ R/Z – S1

die typische Überlagerung RÑ S1.
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Beweis von 12.10. Wir zeigen zunächst, dass p eine offene Abbildung ist : Dazu sei U Ď
X offen. Es ist nun ppUq Ď X/G offen genau dann, wenn p´1pppUqq Ď X offen ist. Aber
p´1pppUqq “

Ť

gPG gU ist eine Vereinigung von offenen Teilmengen von X. (Dieser Teil
des Arguments klappt für jede Gruppenwirkung.)
Sei U Ď X offen, wie in der Bedingung für frei-diskontinuierlich, d. h. ist gU Xg1U ‰ H,
dann ist g “ g1. Es folgt, dass

Ť

gPG gU eine disjunkte Vereinigung ist.
Wir behaupten erstens, dass gU Ď p´1pppUqq offen ist, denn gU “ gU X p´1pppUqq und
gU Ď X offen. Zweitens behaupten wir, dass gU Ď p´1pppUqq abgeschlossen ist, denn
p´1pppUqq ´ gU “

Ť

g1‰g g
1U Ď p´1pppUqq offen.

Insgesamt ist nun

>gPGgU – Gˆ U ÝÑ p´1
pppUqq

pg, vq ÞÝÑ gv

ein Homöomorphismus (G mit diskreter Topologie). Also ist ppUq eine trivialisierende
Umgebung, denn das Diagramm

Gˆ ppUq

pr
%%

Gˆ U
–

idˆpoo
–
// p´1pppUqq

p
xx

ppUq

kommutiert.

Definition 12.12.
Sei G ýX eine frei-diskontinuierliche Gruppenwirkung und x P X. Dann definieren wir

degx : π1p X/G , Gxq ÝÑ G

wie folgt : Für c P π1p X/G , Gxq betrachten wir den Fasertransport in der Überlagerung
p : X Ñ X/G , c˚x P p´1ptGxuqGx. Dann gibt es ein g P G mit c˚x “ gx. Da die Wirkung
frei ist, ist g sogar eindeutig. Wir setzen degxpcq :“ g´1 P G.

Bemerkung.
Die Definition mit g´1 ist so gewählt, dass Teil 1 von 12.13 richtig wird (sonst hätten
wir nämlich einen Anti-Gruppenhomomorphismus).

Satz 12.13.
Für degx gilt :

1) degx ist ein Gruppenhomomorphismus.

2) Ist X wegzusammenhängend, dann ist degx surjektiv.

3) kerpdegxq “ p˚pπ1pX, xqq.
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Bemerkung.
In der Sprache der Sequenzen ausgedrückt bedeutet das, dass die Sequenz

1 Ñ π1pX, xq
p˚
ÝÑ π1p X/G , Gxq

degx
ÝÝÑ GÑ 1

exakt ist, wenn X wegzusammenhängend ist. Hierbei heißt eine Sequenz von Gruppen
(d. h. eine Kette von Gruppenhomomorphismen)

. . .
g0
ÝÑ G1

g1
ÝÑ G2

g2
ÝÑ G3

g3
ÝÑ G4

g4
ÝÑ . . .

exakt bei Gi, wenn impgi´1q “ kerpgiq Ď Gi ist.

Beispiel 12.14.
Wir betrachten erneut unsere tyischen Beispiele.

1) Z ýR : Dann ist R/Z – S1 und

π1pS
1, 1q deg0

ÝÑ Z

ist ein Isomorphismus, denn R ist nicht nur wegzusammenhängend, was uns die
Surjektivität liefert, sondern auch einfach zusammenhängend, weshalb der Kern
kerpdeg0q “ p˚p1q “ 1 trivial ist, was uns die Injektivität liefert.

2) Für n ě 2 betrachten wir C2 ýSn wie in 12.2. Dann ist Sn/C2 – RPn und analog
zu Z ýR ist

π1pRPnq
deg
ÝÑ C2

ein Isomorphismus.

Wir wenden uns dem Beweis von 12.13 zu. Hier ein vorbereitendes Lemma:

Bemerkung.
Seien p : E Ñ B, p1 : E 1 Ñ B Überlagerungen und ϕ : E Ñ E 1 eine stetige Abbildung,
sodass das Diagramm

E
ϕ //

p ��

E 1

p1~~
B

kommutiert. Sei e P E und c P P pB, ppeq, b1q. Dann ist ϕpc ˚ eq “ c ˚ ϕpeq.

Beweis. Wir wählen einen Repräsentanten γ : I Ñ B von c, d. h. rγs “ c. Sei γ̃ : I Ñ E
eine Hochhebung von γ, d. h. p ˝ γ̃ “ γ, mit γ̃p0q “ e und γ̃p1q “: c ˚ e. Dann ist
ϕ ˝ γ̃ : I Ñ E 1 eine Hochhebung von γ bzgl. p1, d. h. p1 ˝ ϕ ˝ γ̃ “ γ, mit ϕpγ̃p0qq “ ϕpeq
und c ˚ ϕpeq “ pϕ ˝ γ̃qp1q “ ϕpc ˚ eq.
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Das können wir nun auf

X

p !!

g¨_ // X

p}}
X/G

anwenden. D. h.

g ¨ pc ˚ xq “ c ˚ pg ¨ xq. (13)

Beweis von 12.13. Es sei degx wie in Definition 12.12 und wir notieren die Gruppenver-
knüpfung in G mit ˝.

1) Wir beginnen damit zu zeigen, dass

degx : π1p X/G , Gxq ÝÑ G

c ÞÝÑ g´1 mit c ˚ x “ gx

ein Gruppenhomomorphismus ist. Es gilt

pdegxpc ˚ dqq´1
¨ x “ pc ˚ dq ˚ x

“ c ˚ pd ˚ xq

“ c ˚ pdegxpdq´1
¨ xq

“ degxpdq´1
¨ pc ˚ xq (siehe 13)

“ degxpdq´1
¨ pdegxpcq´1

¨ xq

“ pdegxpcq ˝ degxpdqq´1
¨ x.

Da die Wirkung frei ist, folgt degxpc˚dq´1 “ pdegxpcq˝degxpdqq´1, also degxpc˚dq “
degxpcq ˝ degxpdq.

2) SeiX wegzusammenhängend und g P G beliebig. Wir wählen ein c P P pX, x, g´1xq.
Dann ist degxpp˚pcqq “ g, denn p˚pcq ˚ x “ g´1x. Also ist degx surjektiv.

3) Wir möchten zeigen, dass kerpdegxq “ p˚pπ1pX, xqq ist. Wir beginnen mit „Ě“ : Sei
c “ p˚pdq P p˚pπ1pX, xqq. Dann ist degxpp˚pdqq “ 1, denn c˚x “ x “ 1 ¨x. Kommen
wir zu „Ď“ : Sei c P π1p X/G , Gxq mit degxpcq “ 1. Dann folgt c˚x “ x. Also existiert
ein γ̃ : I Ñ X mit γ̃p0q “ x, rp ˝ γ̃s “ c und γ̃p1q “ x. D. h. c P p˚pπ1pX, xqq.

Bemerkung (Warnung).
Die Abbildung

degx : π1p X/G , Gxq ÝÑ G

hängt i. A. von x ab. Für den Fall, dassX einfach zusammenhängend ist, sind π1p X/G , Gxq
und G also isomorph, aber eben nicht kanonisch isomorph.
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Wie wir in 12.14 gesehen haben, sind bereits einige der uns bekannten Überlagerun-
gen isomorph zu von Gruppenwirkungen induzierten Überlagerungen. Wir fragen uns
allgemeiner : Ist jede Überlagerung p : E Ñ B bis auf Isomorphie von der Form E Ñ E/G ,
d. h. gibt es ein kommutatives Quadrat

E
– //

p

��

E

pr
��

B
– // E/G

für eine Gruppenwirkung G ýE, in dem die horizontalen Abbildungen Homöomorphis-
men sind?

Definition 12.15.
Eine Untergruppe H Ď G heißt normal, falls H abgeschlossen unter Konjugation mit
beliebigen Elementen aus G ist, d. h. für alle h P H, g P G ist ghg´1 P H. (Dann gilt sogar
gHg´1 “ H, denn für h P H, g P G ist g´1hg P H und somit h “ gg´1hgg´1 P gHg´1.)

Beispiel 12.16.
1) Sei G :“ Σ3 die symmetrische Gruppe. Dann ist H :“ xp12qy “ tp12q, idu Ď G

nicht normal, denn p13qp12qp13q “ p32q R H.

2) Sei G eine beliebige Gruppe. Dann sind G Ď G und t1u Ď G immer normal. Für
einen beliebigen Gruppenhomomorphismus

ϕ : G ÝÑ G1

ist kerpϕq Ď G normal, denn ist h P kerpϕq und g P G, dann gilt
ϕpghg´1

q “ ϕpgq ¨ ϕphq ¨ ϕpgq´1
“ 1.

Also ghg´1 P kerpϕq.

3) Sei G ýX eine frei-diskontinuierliche Gruppenwirkung und x P X. Dann ist
p : X Ñ X/G eine Überlagerung und

impp˚ : π1pX, xq Ñ π1p X/G , Gxqq Ď π1p X/G , Gxq

ist normal (wegen „2)“ und 12.13).

Definition 12.17.
Sei p : E Ñ B eine Überlagerung. Wir definieren die Menge Autppq wie folgt :

ϕ P Autppq :ðñ ϕ ist ein Homöomorphismus und das Diagramm

E
ϕ //

p   

E

p~~
B

kommutiert
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Die Menge Autppq ist sogar eine Gruppe bezüglich der Verknüpfung ˝ und wir bezeichnen
diese als Decktransformationsgruppe.

Wir haben eine Gruppenwirkung Autppq ýE via pϕ, eq ÞÑ ϕpeq.

Lemma 12.18.
Diese ist sogar frei-diskontinuierlich, wenn E wegzusammenhängend ist.

Beweis. Sei e P E. Wir wählen eine trivialisierende offene Umgebung U Ď B von ppeq
für die Überlagerung p. Unter dem resultierenden Homöomorphismus i : E|U – U ˆ D
entspricht e einem Punkt pu, dq P UˆD. Dann entspricht Uˆtdu einer offenen Umgebung
V Ď E von e (also V “ i´1pU ˆ tduq), und wir behaupten, dass diese Umgebung die
geforderte Eigenschaft hat.
Um dies zu sehen sei ϕ P Autppq mit ϕpV q X V ‰ H; wir müssen zeigen, dass ϕ “ idE.
Es sei also e1 ein Punkt im Schnitt, sodass es also weiter e2 P V gibt mit ϕpe2q “ e1. Da
ϕ mit der Abbildung p kommutiert, gilt ppe1q “ ppe2q “: u. Dann gilt

ipe1q “ pu, dq

(denn i überführt die Abbildung p in die Projektion auf die erste Komponente, und die
zweite Komponente ist ja d nach Definition von V ); mit demselben Argument gilt aber
auch

ipe2q “ pu, dq

und da i bijektiv ist, folgt e1 “ e2. Damit gilt also ϕpe1q “ e1, und es folgt sogar ϕ “ idE,
da ϕ und id beides Hochhebungen von p sind und somit (da E zusammenhängend)
bereits durch das Bild eines Punktes festgelegt sind (Lemma 8.14).

Satz 12.19.
Sei B lokal wegzusammenhängend, E wegzusammenhängend und p : E Ñ B eine Über-
lagerung. Für x P E und b :“ ppxq P B sind die folgenden Aussagen äquivalent :

(i) Es gibt eine frei-diskontinuierliche Gruppenwirkung G ýE und einen Homöomor-
phismus E/G Ñ B, sodass das Diagramm

E
pr

~~

p

��
E/G

h

– // B

kommutiert.

(ii) Die Untergruppe impp˚ : π1pE, xq Ñ π1pB, bqq Ď π1pB, bq ist normal.

(iii) Die Gruppenwirkung Autppq ýE|tbu ist transitiv.

(iv) p induziert einen Homöomorphismus E/Autppq – B.
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Hierbei beobachten wir , dass sich die Gruppenwirkung Autppq ýE tatsächlich zu einer
Gruppenwirkung Autppq ýE|tbu einschränkt, d. h. die Abbildung

Autppq ˆ E Ñ E

sich zu einer Abbildung
Autppq ˆ E|tbu Ñ E|tbu

einschränkt (denn jedes ϕ P Autppq kommutiert ja nach Definition mit der Abbildung
nach B und sendet daher Punkte über b auf Punkte über b); die eingeschränkte Abbil-
dung erfüllt dann automatisch wieder die Axiome einer Gruppenwirkung.

Definition 12.20.
Solche Überlagerungen wie in Satz 12.19 nennen wir normale Überlagerungen.

Beweis. Die Richtung „(iv)ñ(i)“ ist klar und „(i)ñ(ii)“ haben wir bereits bewiesen.
Wir kommen zum Beweis von „(ii)ñ(iii)“ : Seien x, x1 P E|tbu. Dann ist

impp˚ : π1pE, xq Ñ π1pB, bqq

“g ¨ impp˚ : π1pE, x
1
q Ñ π1pB, bqq ¨ g

´1

“ impp˚ : π1pE, x
1
q Ñ π1pB, b

1
qq.

für ein g P π1pB, bq, wobei die erste Gleichung aus 11.10 folgt und die zweite auf Grund
der Normalität. Der Hochhebungssatz liefert uns einen Isomorphismus ϕ : E Ñ E von
Überlagerungen mit ϕpxq “ x1. D. h. ϕ P Autppq und ϕpxq “ x1.
Für den Beweis von „(iii)ñ(iv)“ gehen wir einen Zwischenschritt über die Aussage (iii)’ :

@b1 P B : Autppq ýE|tb1u transitiv

Wir werden „(iii)ñ(iii)’ñ(iv)“ zeigen. Wir beginnen mit „(iii)ñ(iii)’“ : Sei b1 P B, y, y1 P
E|tb1u. Sei c P P pB, b1, bq. Dann wählen wir ein ϕ P Autppq mit

ϕpc ˚ yq
loomoon

“c˚ϕpyq

“ c ˚ y1.

(Ein solches ϕ existiert, da ja c˚y und c˚y1 beide in E|b liegen und dort Autppq transitiv
operiert.) Nach Multiplikation mit c´1 von links folgt ϕpyq “ y1.
Kommen wir abschließend zum Beweis von „(iii)’ñ(iv)“ : Wir betrachten

p : E π
ÝÑ E/Autppq

p̄
ÝÑ B.

Wir möchten zeigen, dass p̄ ein Homöomorphismus ist. Es ist p̄ surjektiv, da p surjektiv
ist, denn für b1 P B können wir ein c P P pB, b, b1q wählen und dann ist ppc ˚ xq “ b1.
Außerdem ist p̄ injektiv : Seien y, y1 P E mit ppyq “ ppy1q “: b1. Dann sind y, y1 P E|tb1u.
Also existiert ein ϕ P Autppq mit ϕpyq “ y1. Es folgt πpyq “ πpy1q.
Damit p̄ ein Homöomorphismus ist, fehlt noch die Offenheit von p̄. Dazu sei U Ď E/Autppq

offen. Dann ist wegen der Stetigkeit von π die Teilmenge π´1pUq Ď E offen, also ist
p̄pUq “ ppπ´1pUqq Ď B offen (denn p ist Überlagerung).
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Anwendung auf die Existenz von Überlagerungen
Für einen wegzusammenhängenden, lokal wegzusammenhängenden Raum X haben wir
gezeigt, dass die Abbildung

 zsh., nicht leere
Überlagerungen über X

(

L

Isomorphie ÝÑ
 Untergruppen

von π1pX,xq

(

L

Konjugation
rE

p
ÝÑ Xs ÞÝÑ rp˚pπ1pE, eqqs mit e P p´1

pxq bel.
(14)

injekiv ist (vgl. 11.11).

Korollar 12.21.
In dieser Situation gilt : Die Abbildung 14 ist genau dann surjektiv, wenn X eine uni-
verselle Überlagerung besitzt.

Beweis. Für „ñ“ wählen wir ein Urbild von 1 Ď π1pX, xq. Für die andere Richtung sei
p : E Ñ X eine universelle Überlagerung. Dann ist

impp˚ : π1pE, eq Ñ π1pX, xqq Ď π1pX, xq

normal. Also ist nach 12.19 X – E/G wobei G :“ Autppq und

π1pX, xq
–
ÝÑ π1p E/G , Geq

dege
ÝÝÑ
–

G

ist ein Gruppenisomorphismus. Sei nun H Ď π1pX, xq eine Untergruppe. Diese korre-
spondiert unter dege zu einer Untergruppe H 1 :“ degepHq Ď G. Es ist also H 1 ýE eine
Gruppenwirkung und es existiert eine eindeutige Abbildung q, sodass das Diagramm

E
π

||
pr
�� p

��

E/H 1

D!q 00

E/G

–

  
X

kommutiert. Außerdem ist q eine Überlagerung (Beweis in den Übungen). Wir haben
des Weiteren das kommutative Diagramm

π1p E/H 1 , πpeqq

q˚

&&pr˚ //

– dege
��

π1p E/G , Geq
– //

– dege
��

π1pX, xq

H 1 � � Inkl. // G

Also ist q˚pπ1p E/H 1 , πpeqqq Ď π1pX, xq gleich H.
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Satz 12.22.
Sei X wegzusammenhängend und lokal wegzusammenhängend. Dann besitzt X genau
dann eine universelle Überlagerung, wenn X semi-lokal einfach zusammenhän-
gend ist, d. h. für alle x P X gibt es eine offene Umgebung U Ď X von x, sodass die
von der Inklusion induzierte Abbildung π1pU, xq ÝÑ π1pX, xq trivial ist.

Beweisidee. Sei X semi-lokal einfach zusammenhängend. Wir wählen einen Punkt x P
X. Dann ist

tγ P CpI,Xq | γp0q “ xu
M

»rel. t0,1u ÝÑ X

rγs ÞÝÑ γp1q

eine universelle Überlagerung (ohne Beweis). Die andere Richtung beweisen wir in den
Übungen.
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13 Der Satz von Seifert-Van Kampen
Seien x ‰ y P R2. Für ein z P R2 ´ tx, yu fragen wir uns : Wie sieht die Fundamental-
gruppe π1pR2 ´ tx, yu, zq aus?

Satz 13.1 (Kleiner Van Kampen).
Sei X “ U Y V für offene Mengen U, V Ď X, der Schnitt U X V wegzusammenhängend
und x P U X V . Wir betrachten die Inklusionen

U
i

ãÑ X
j
Ðâ V

und erhalten die induzierten Abbildungen

π1pU, xq
i˚
ÝÑ π1pX, xq

j˚
ÐÝ π1pV, xq.

Dann gilt : Die Fundamentalgruppe π1pX, xq ist erzeugt von impi˚q und impj˚q.

Beispiel 13.2.
Den Raum X “ Sn für n ě 2 können wir schreiben als UYV für U :“ Sn´tNu und V :“
Sn ´ tSu, wobei N “Nordpol und S “Südpol. Dann sind U und V zusammenziehbar,
also ist π1pU, xq “ π1pV, xq “ 1 für x P U X V . Der kleine Van Kampen liefert uns nun,
dass auch π1pS

n, xq “ 1 für alle n ě 2. (Die Annahme n ě 2 wurde hier verwendet,
damit U XV auch wirklich wegzusammenhängend ist; tatsächlich ist die Äquatorsphäre
Sn´1 ein starker Deformationsretrakt von Sn ´ tN,Su (siehe Skizze).)

Beispiel 13.3.
Sei X “ R2´tx, yu für x ‰ y wie zu Beginn des Kapitels beschrieben. Dann betrachte :
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Wie man sehen kann sind für ein z P U X V die Fundamentalgruppen π1pU, zq und
π1pV, zq isomorph zu Z (weil U, V – R2´t0u » S1). Mit dem kleinen Van Kampen folgt
nun, dass π1pX, zq von zwei Elementen erzeugt wird.

Beweis von 13.1. Sei c P π1pX, xq beliebig mit c “ rγs für ein γ : I Ñ X mit γp0q “
γp1q “ x. Wir finden ein genügend großes n P N, sodass für alle i der Teilabschnitt
γ|r i

n
, i`1
n
s ganz in U oder ganz in V verläuft (vgl. 9.5). Wir definieren ci :“ rγ|r i

n
, i`1
n
ss P

P pX, γp i
n
q, γp i`1

n
qq. (Dies beinhaltet natürlich die Wahl einer Reparametrisierung von

r i
n
, i`1
n
s auf r0, 1s - die Wahl der Reparametrisierung spielt aber nach 10.2 keine Rolle.)

Dann ist c “ cn´1 ˚ . . . ˚ c0. Wir wählen nun Wege ai von γp inq nach x mit

• Falls γp i
n
q P U X V ist, so verläuft ai in U X V (U X V ist wegzusammenhängend).

• Falls γp i
n
q P UzV , dann verläuft ai ganz in U . (Folge z. B. γ bis der Weg in U X V

verläuft und verbinde diesen Punkt in U X V mit x.)

• Falls γp i
n
q P V zU , analog zu UzV .

Nun ist

c “ cn´1 ˚ . . . ˚ c0

“ pcn´1 ˚ a
´1
n´1q ˚ pan´1 ˚ cn´1 ˚ a

´1
n´2q ˚ . . . ˚ pa0 ˚ c0q.

Hier ist jeder der Faktoren von der Form i˚pdq für ein d P π1pU, xq oder j˚pdq für ein
d P π1pV, xq.
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Definition 13.4.
Ein kommutatives Quadrat von Gruppen und Gruppenhomomorphismen

G0
ϕ1 //

ϕ2
��

G1

ϕ11
��

G2
ϕ12 // G

heißt Push-out von Gruppen, falls für alle kommutativen Quadrate von Gruppen und
Gruppenhomomorphismen

G0
ϕ1 //

ϕ2
��

G1

ψ1
��

G2
ψ2 // H

ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus ϕ : GÑ H existiert, sodass das Diagramm

G0
ϕ1 //

ϕ2
��

G1

ϕ11
�� ψ1

��

G2
ϕ12 //

ψ2 00

G
ϕ

  
H

kommutiert.

Bemerkung.
Im Allgemeinen ist G kein Push-out von Mengen im Sinne der Definition auf Seite 36.
D. h. G ‰ pG1 >G2q{„. (Das Push-out von Mengen hat im Allgemeinen auch gar keine
Gruppenstruktur.)

Bemerkung.
Die Gruppe G gemeinsam mit den Gruppenhomomorphismen ϕ11 und ϕ12 ist eindeutig
bis auf kanonische Isomorphie bestimmt: Sind nämlich pG,ϕ11, ϕ12q und pG1, ϕ21, ϕ22q zwei
Push-outs von

G0
ϕ1 //

ϕ2
��

G1.

G2

(15)
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Indem wir die Push-out-Eigenschaft jeweils für G und G1 anwenden, sehen wir : Es exis-
tieren eindeutige Gruppenhomomorphismen ϕ : G Ñ G1 und ψ : G1 Ñ G, sodass das
Diagramm

G0
ϕ1 //

ϕ2
��

G1

ϕ11
�� ϕ21

��

G2
ϕ12 //

ϕ22
00

G
ϕ

  
G1

ψ

``

sowohl für ϕ als auch für ψ kommutiert. Dann kommutiert aber auch das Diagramm

G0
ϕ1 //

ϕ2
��

G1

ϕ11
�� ϕ11

��

G2
ϕ12 //

ϕ12
00

G
ψ˝ϕ

!!
G.

für die Abbildung ψ ˝ ϕ. Selbes gilt allerdings auch für id : G Ñ G statt ψ ˝ ϕ. Mit
der Eindeutigkeit dieses Gruppenhomomorphismus aus der Definition des Push-outs
erhalten wir also ψ ˝ϕ “ id. Analog ϕ ˝ψ “ id. Also sind die Push-outs pG,ϕ11, ϕ12q und
pG1, ϕ21, ϕ

2
2q kanonisch isomorph (denn wir haben ja nirgendwo eine Wahl getroffen, alle

Abbildungen, die wir erhalten haben, waren eindeutig bestimmt).
Wir sagen daher auch, dass pG,ϕ11, ϕ12q mit den Eigenschaften aus Definition 13.4 das
Push-out von 15 ist.

Satz 13.5 (Seifert-Van-Kampen).
Sei X “ U Y V eine offene Überdeckung mit wegzusammenhängendem Schnitt U X V
und x P U X V . Das von den Inklusionen induzierte Diagramm

π1pU X V, xq
i˚ //

i1˚
��

π1pU, xq

j˚
��

π1pV, xq
j1˚ // π1pX, xq

ist ein Push-out (von Gruppen).

Beispiel 13.6.
Sei X “ Sn für n ě 2, U “ Sn´tNu und V “ Sn´tSu. Wir können nun 13.5 benutzen

102



um π1pS
n, xq zu bestimmen: Es sind U, V » t‹u und U X V » Sn´1 (vgl. 13.2). Also

sind π1pU, xq und π1pV, xq trivial. Somit ist also

π1pU X V, xq //

��

1
j˚
��

1
j1˚ // π1pS

n, xq

ein Push-out. Da alle Gruppenhomomorphismen entweder in 1 starten oder nach 1 ge-
hen, sind alle Abbildungen trivial. Es folgt π1pS

n, xq – 1, da die triviale Gruppe 1
die gewünschte universelle Eigenschaft des Push-outs erfüllt : Einfach weil es aus der
trivialen Gruppe überhaupt nur einen Gruppenhomomorphismus gibt, nämlich 1 ÞÑ 1.

Beispiel 13.7.
Wir betrachten erneut 13.3. Es gilt also UXV » t‹u und U, V » S1, d. h. π1pUXV, zq “ 1
und π1pU, zq, π1pV, zq – Z. Das induzierte Diagramm

1 //

��

Z

j˚

��

1_

��
Z

j1˚ // π1pX, zq a
1 � // b

ist ein Push-out. Wir erhalten für jede Gruppe H eine Bijektion

HomGrppπ1pX, zq, Hq ÞÝÑ HomGrppZ, Hq ˆ HomGrppZ, Hq
ϕ ÞÝÑ pϕ ˝ j˚, ϕ ˝ j

1
˚q

(16)

aus der universellen Eigenschaft des Push-outs. (Tatsächlich besteht das Bild von 16 nur
aus den verträglichen Homomorphismen, also den Paaren pψ1, ψ2q, deren jeweiligen
Restriktionen auf das linke obere Eck im Quadrat übereinstimmen. Da dort jedoch die
triviale Gruppe steht und es überhaupt nur einen Gruppenhomomorphismus aus der
trivialen Gruppe gibt, ist die Verträglichkeit hier automatisch gegeben.)
Verknüpfen wir diese mit der Bijektion

HomGrppZ, Hq ˆ HomGrppZ, Hq ÝÑ H ˆH,

pϕ1, ϕ2q ÞÝÑ pϕ1p1q, ϕ2p1qq

so erhalten wir eine Bijektion

HomGrppπ1pX, zq, Hq ÞÝÑ H ˆH.

ϕ ÞÝÑ ppϕ ˝ j˚qp1q, pϕ ˝ j1˚qp1qq “ pϕpaq, ϕpbqq

D. h. für je zwei Elemente h, h1 P H erhalten wir genau einen Gruppenhomomorphismus
ϕ : π1pX, zq Ñ Z mit ϕpaq “ h und ϕpbq “ h1. (Diese Situation ist ganz analog zur
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linearen Fortsetzung in der linearen Algebra, wo lineare Abbildungen genau durch das
Bild einer Basis bestimmt sind; das System pa, bq nimmt hier die Rolle einer Basis ein
und Gruppenhomomorphismen die Rolle von linearen Abbildungen.)
Man sagt π1pX, xq ist frei über a, b. Wir schreiben

π1pX, xq “ xa, by poder π1pX, xq – F2q.

Allgemein bezeichnet F2 etwas unpräzise „die“ freie Gruppe über zwei Elementen - die
Notation ergibt Sinn, weil je zwei Gruppen, die frei über 2 Elementen sind, zueinander
isomorph sind - ein Isomorphismus ist gegeben durch Fortsetzung der Abbildung, die
die Erzeuger aufeinander abbildet, ganz analog zur Tatsache, dass je zwei Vektorräume
mit einer Basis der Länge 2 zueinander isomorph sind. (In keinem der Fälle ist der
Isomorphismus allerdings kanonisch, weil er von der Wahl eines freien Systems abhängt.
Vorsicht: F2 ist nicht isomorph zu Z2.)

Beispiel 13.8.
Wir betrachten X “ R3 ´ S1, wobei S1 :“ tx P R3 | x2

1 ` x
2
2 “ 1u Ď R3. Wir behaupten

π1pR3
´ S1, xq – Z

mit Erzeuger rγs (siehe Skizze).

Beweis. Es seien γ und D3 (Ball mit Radius 2) gegeben durch:

Dann gilt (ohne präzisen Beweis)

R3
´ S1

» D3
´ S1 »

ÝÑ BD3
Y r´2e3, 2e3s » S2

_ S1.

Wir können uns das Ergebnis als die Verklebung der S2 und S1 an einem Punkt vorstel-
len. Nun können wir für Punkte q P S2 Ď S2_S1 und p P S1 Ď S2_S1 (beide nicht der
Verklebepunkt) 13.5 anwenden. D. h.
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Wir setzen

U “ S2
_ pS1

´ tpuq » S2,

V “ S1
_ pS2

´ tquq » S1.

Dann ist U X V » t‹u. Für die Homotopien betrachte die Skizze :

Also ist das Diagramm

1 //

��

1

��
Z // π1pS

2 _ S1, zq

ist ein Push-out. Allerdings ist auch

1 //

��

1

��
Z id // Z

ein Push-out des selben Startdiagramms, also ist wegen der Eindeutigkeit bis auf kano-
nische Isomorphie π1pS

2 _ S1, zq – Z.
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Beweis von 13.5. Sei also H eine Gruppe mit Gruppenhomomorphismen k, k1, sodass
das Diagramm

π1pU X V, xq
i˚ //

i1˚
��

π1pU, xq

k

��
π1pV, xq

k1 // H

kommutiert. Wir wollen zeigen, dass genau ein Gruppenhomomorphismus l : π1pX, xq Ñ
H existiert, sodass das Diagramm

π1pU X V, xq
i˚ //

i1˚
��

π1pU, xq

j˚
�� k

��

π1pV, xq
j1˚ //

k1 00

π1pX, xq
l

$$
H

kommutiert.
Wir beginnen mit der Eindeutigkeit : Da π1pX, xq nach 13.1 von j˚pπ1pU, xqq und j1˚pπ1pV, xqq
erzeugt wird, ist l auf dem Erzeugendensystem durch die Gleichungen l ˝ j˚ “ k und
l ˝ j1˚ “ k1 bereits festgelegt. Aber je zwei Gruppenhomomorphismen, die auf einem
Erzeugendensystem übereinstimmen, sind bereits gleich. (Ganz wie in der linearen Al-
gebra, Beweis identisch: Schreibe ein Element als Produkt von Erzeugern.)
Kommen wir zur Existenz : Wir lassen uns dabei wie üblich vom Eindeutigkeitsbeweis
leiten. Die Eindeutigkeit kam letztendlich daher zu Stande, dass man Wege in X in
Teilstücke zerlegen kann, die ganz in U oder ganz in V liegen, und für diese Teilstücke
sollten uns die Abbildungen k und k1 Elemente in H liefern, die wir dann nur noch
aufmultiplizieren müssen. Das Problem bei dieser Idee liegt nur daran, dass die Teil-
stücke typischerweise keine Schleifen sind, und wir erst durch die Wahl von geeigneten
Wegen zum Basispunkt Schleifen erzeugen müssen (vgl. Beweis von 13.1). Wir starten
nun den Existenzbeweis mit diesem Aspekt : Wir notieren mit X0 Ď X die Wegzu-
sammenhangskomponente von x und erweitern die Abbildungen k : π1pU, xq Ñ H und
k1 : π1pV, xq Ñ H zu Abbildungen

K : >y,zPUXX0 P pU, y, zq ÝÑ H,

K 1 : >y,zPVXX0 P pV, y, zq ÝÑ H,

sodass

Kpc ˚ dq “ Kpcq ¨Kpdq,

K 1
pc ˚ dq “ K 1

pcq ¨K 1
pdq

wann immer c, d verknüpfbar sind. Wir sagen,K undK 1 sindGruppoid-Homomorphismen.
Die Erweiterung funktioniert folgendermaßen: Für alle y P X0 wählen wir einen stetigen
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Weg γy von y nach x mit γy P U , falls y P U , γy P V , falls y P V liegt und γx “ constx.
(Dies geht, da U X V nach Annahme wegzusammenhängend ist, vgl. Beweis von 13.1.)
Wir setzen nun für c P P pU, y, zq

Kpcq :“ kprγzs ˚ c ˚ rγys
´1

loooooooomoooooooon

PP pU,x,xq“π1pU,xq

q P H.

Analog für K 1. Nach Konstruktion kommutiert das Diagramm

π1pV, xq

Inkl.
��

k1

))

π1pU X V, xq
i˚oo

Inkl.
��

i1˚ // π1pU, xq

Inkl.
��

k

uu

>y,zPVXX0P pV, y, zq

K1

��

>y,zPUXV P pU X V, y, zq
i˚oo

i1˚ // >y,zPUXX0P pU, y, zq

K
��

H H.

(17)

Wir definieren nun
l : π1pX, xq ÝÑ H

wie folgt : Sei c “ rγs P π1pX, xq mit γ : I Ñ X einem geschlossenen Weg mit γp0q “
γp1q “ x. Dann wählen wir eine Unterteilung von [0,1]

0 “ t0 ă t1 ă t2 ă . . . ă tn´1 ă tn “ 1,

sodass γ|rti,ti`1s komplett in U oder komplett in V liegt. Wir setzen

hi :“
#

Kprγ|rti,ti`1ssq, falls γ|rti,ti`1s komplett in U
K 1prγ|rti,ti`1ssq, falls γ|rti,ti`1s komplett in V.

Falls sogar γ|rti,ti`1s komplett in U X V liegt, dann ist es wegen der Kommutativität des
unteren Teildiagramms von 17 egal, ob wir K oder K 1 anwenden.
Schließlich setzen wir

lpcq :“ hn´1 ¨ . . . ¨ h0 P H.

Wir wollen zeigen, dass l wohldefiniert ist. Dazu müssen wir zwei Dinge zeigen:

• Die Unabhängigkeit von der Wahl der Unterteilung von r0, 1s : Da je zwei Unter-
teilungen von r0, 1s eine gemeinsame Verfeinerung haben, genügt es zu zeigen, dass
die Definition invariant unter Verfeinerung der gewählten Unterteilung ist. Per In-
duktion sehen wir dann, dass es genügt den Fall zu betrachten, bei dem wir ein
s zwischen ti und ti`1 hinzufügen. (Diese Reduktion ist ganz analog zum Beweis
der Wohldefiniertheit des Riemann-Integrals.) Sei also nun ti ă s ă ti`1, und neh-
men wir an, dass der Weg γ|rti,ti`1s komplett in U liegt. Um den Wert von lpcq
für diese feinere Unterteilung zu berechnen, müssen wir im Produkt, den Faktor
hi “ Kprγ|rti,ti`1ssq ersetzen durch das Produkt

Kprγ|rs,ti`1ss ˚ rγ|rti,sssq.
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Aber nun ist ja K ein Gruppoid-Homomorphismus, sodass gilt :

Kprγ|rti,ti`1ssq “ Kprγ|rs,ti`1ss ˚ rγ|rti,sssq “ Kprγ|rs,ti`1ssq ¨Kprγ|rti,sssq

und der Wert des Produktes ändert sich also nicht. Ganz analog argumentiert man,
wenn der Weg γ|rti,ti`1s komplett in V liegt.

• Die Unabhängigkeit von der Wahl des Repräsentanten γ : Sei γ »rel. t0,1u γ
1 via der

Homotopie L : I ˆ I Ñ X. Wir wählen eine Unterteilung

0 “ t0 ă t1 ă t2 ă . . . ă tn´1 ă tn “ 1,

sodass jedes Kästchen
L|rti,ti`1sˆrtj ,tj`1s

komplett in U oder komplett in V liegt. Wir definieren γij und γ̄ij wie in der
folgenden Skizze :

D. h. γ̄ij “ L|ttiuˆrtj ,tj`1s und γij “ L|rti,ti`1sˆttju. Wenden wir nun K,K 1 auf die
Klassen rγijs, rγ̄ijs an, erhalten wir Elemente

hij, h̄ij P H.

Da K,K 1 Gruppoid-Homomorphismen sind, gilt

hi,j`1 ¨ h̄ij “ h̄i`1,j ¨ hij.
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Es folgt durch mehrmaliges Anwenden

hn´1,0 ¨ . . . ¨ h1,0 “ h̄n,n´1 ¨ . . . ¨ h̄n,0 ¨ hn´1,0 ¨ . . . ¨ h1,0

“ . . .

“ hn´1,n ¨ . . . ¨ h1,n ¨ h0,n ¨ h̄0,n´1 ¨ . . . ¨ h̄0,0

“ hn´1,n ¨ . . . ¨ h1,n.

Aus der Definition von l folgt nun unschwer, dass l in der Tat ein Gruppenhomomor-
phismus ist, und die Kommutativität des ganz rechten (ganz linken) Teils im Diagramm
17 oben beweist, dass l in der Tat die Abbildung k (bzw. k1) fortsetzt. Somit erfüllt l
alle geforderten Eigenschaften.

Nachdem wir nun den Satz von Seifert-Van-Kampen bewiesen haben wenden wir uns
der folgenden Frage zu: Wie sehen Elemente in einem Push-out aus?

Definition 13.9.
Sei S eine Menge. Ein Wort aus S ist ein Paar w “ pn, xq mit n P N und x “

ps1, . . . , snq P Sn “ S ˆ . . . ˆ S. Wir schreiben auch w “ s1 . . . sn. Also durch blo-
ßes Hintereinanderschreiben der Einträge (ganz wie man es von einem Wort erwartet).
Die Menge der Wörter aus S notieren wir mit

W pSq :“ >nPNSn.

Wir können Wörter multiplizieren:

pn, ps1, . . . , snqq ¨ pm, pt1, . . . , tmqq :“ pn`m, ps1, . . . , sn, t1, . . . , tmqq,

d. h. s1 . . . sn¨t1 . . . tm “ s1 . . . snt1 . . . tm. Diese Multiplikation ist offensichtlich assoziativ
und hat p0, ‹ P S0q, das leere Wort, als neutrales Element.

Definition 13.10.
Seien G,H Gruppen. Das freie Produkt von G und H ist

G ˚H :“ W pG >Hq {„ ,

wobei
pn, px1, . . . , 1

loomoon

PG oder H

, . . . , xnqq „ pn´ 1, px1, . . . , 1̂, . . . , xnqq

(hierbei bedeutet die Hut-Notation wie üblich, dass der jeweilige Eintrag aus der Liste
wegzulassen ist), und

pn, px1, . . . , xi, xi`1
loomoon

beide in G oder
beide in H

, . . . , xnqq „ pn´ 1, px1, . . . , xi ¨ xi`1
looomooon

Verkn. in H oder G

, . . . , xnqq.

Die Multiplikation „¨“ von Wörtern induziert eine Gruppenstruktur auf G ˚H :
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1) Ist w „ w1, v „ v1, so auch w ¨ v „ w1 ¨ v1.

2) Die Multiplikation bleibt offensichtlich assoziativ und hat die Klasse des leeren
Wortes rp0, ‹qs als neutrales Element (in der anderen Notation rs).

3) Inverse Elemente sind durch

rw1 . . . wns
´1
“ rw´1

n . . . w´1
1 s

gegeben, denn offensichtlich ist

rw1 . . . wns ¨ rw
´1
n . . . w´1

1 s “ rw1 . . . wnw
´1
n . . . w´1

1 s

“ rw1 . . . 1 . . . w´1
1 s

“ . . .

“ rs.

Bemerkung.
Wir haben Gruppenhomomorphismen

G
α
ÝÑ G ˚H

β
ÐÝ H

g ÞÝÑ rgs, rhs ÐÝß h

und tatsächlich ist

1 //

��

G

α
��

H
β // G ˚H

ein Push-out von Gruppen.

Beweis. Sei

1 //

��

G

ϕ
��

H
ψ // K

ein kommutatives Quadrat von Gruppen und Gruppenhomomorphismen. Wir müssen
einen Gruppenhomomorphismus Φ: G˚H Ñ K konstruieren mit Φ˝α “ ϕ und Φ˝β “ ψ.
Wir definieren

rΦ: W pG >Hq ÝÑ K

durch elementweises Anwenden von ϕ, ψ und Aufmultiplizieren in K. Dann ist rΦpwq “
rΦpw1q wann immer w „ w1; also faktorisiert rΦ eindeutig über eine Abbildung Φ: G˚H Ñ

K, d. h. das Diagramm

W pG >Hq
rΦ //

))

K

W pG >Hq{„ “ G ˚H

Φ
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kommutiert und auch das Diagramm

1 //

��

G

α
�� ϕ

��

H
β //

ψ 00

G ˚H
Φ

##
K.

Da nach Konstruktion rΦ Produkte von Wörtern auf Produkte in K schickt, gilt das
Gleiche für Φ und Φ ist also ein Gruppenhomomorphismus. Dies zeigt die Existenz der
gewünschten Abbildung Φ; die Eindeutigkeit folgt widerum daher, dass die Bilder von α
und β die Gruppe G ˚H erzeugen (denn jedes Wort ist Produkt von Wörtern der Länge
1, und jedes solche Wort ist im Bild von ϕ oder ψ).

Korollar 13.11.
Seien

G0
i //

j
��

G2

G1

Gruppenhomomorphismen. Wir setzen

G :“ G1 ˚G2 {N ,

wobei N Ď G1 ˚G2 die kleinste normale Untergruppe ist, die die Elemente der Form

ripgqjpgq´1
s,

für g P G0, enthält. Dann ist

G0
i //

j

��

G2

��

g2_

��
G1 // G rg2s

g1
� // rg1s

ein Push-out von Gruppen.

Bemerkung.
Diese Konstruktion pG1 ˚ G2q{N wird auch oft mit G1 ˚G0 G2 notiert und das freie
amalgamierte Produkt von G1 und G2 genannt. (Die Notation ist insofern etwas
unpräzise, als das das freie amalgamierte Produkt ja nicht nur von den Gruppe G0, G1
und G0 abhängt, sondern auch von den Gruppenhomomorphismen i und j.)
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Bemerkung (Nachtrag).
In diesem Nachtrag vergleichen wir die Klassifikation von Überlagerungen der S1 einer-
seits und S1 _ S1 andererseits.

S1
» R2

´ t‹u und S1
_ S1

» R2
´ tp, qu.

Wir haben eine Bijektion
 zsh., nicht leere

Überlagerungen über S1

(

L

Isomorphie
1:1
ÐÑ

 Untergruppen
von π1pS1,‹q–Z

(

L

Konjugation .

Da Z abelsch ist, führt Konjugation einer Untergruppe immer zurück zur ursprüng-
lichen Untergruppe. Die Untergruppen von Z sind genau die Ideale von Z; da Z ein
Hauptidealbereich ist, sind die Untergruppen also genau die folgenden:

0Z, 1Z, 2Z, 3Z, . . .

Auf der linken Seite der Bijektion entsprechen diese Untergruppen genau den Isomor-
phieklassen der Überlagerungen

RÑ S1, pS1
Ñ S1, z ÞÑ znqnPN

(in der selben Reihenfolge).
Analog haben wir für S1 _ S1 die Bijektion

 zsh., nicht leere
Überlagerungen über S1_S1

(

L

Isomorphie
1:1
ÐÑ

 Untergruppen
von Z˚Z

(

L

Konjugation .

Die Struktur der Untergruppen von Z ˚Z ist sehr viel komplexer, und entsprechend gibt
es sehr viel mehr Überlagerungen von S1 _ S1. In [Hat02, S. 67-68] sind einige Überla-
gerungen von S1 _ S1 skizziert und die jeweils dazugehörenden Untergruppen notiert.
Besondere Beachtung verdient natürlich die universelle Überlagerung [Hat02, Bild S. 68],
die zur trivialen Untergruppe gehört : Diese ist ein unendlicher Graph, bei dem sich an
jedem Knoten genau vier Kanten treffen. Die Decktransformationsgruppe ist natürlich
auch die freie Gruppe xa, by, wobei die Erzeuger a und b durch Translation nach rechts
und oben wirken. (Man sollte sich klar machen, dass hier a und b nicht kommutieren
können, da die Translationen nach rechts und oben auch nicht kommutieren.)
Jede nicht-leere und zusammenhängende Überlagerung von S1_S1 ist ein Quotient die-
ser universellen Überlagerung nach einer Untergruppe von xa, by. Der Quotient modulo
der von a erzeugten Untergruppe liefert etwa genau die Überlagerung von Aufgabe 4 auf
Übungsblatt 12; der Totalraum dieser Überlagerung erhält eine residuelle Wirkung der
Quotientengruppe Z ˚ pZ{xayq – Z, die genau die Translationswirkung der Übungsauf-
gabe ist.
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