H24-T1-A4

a)

b)

c)

Sei K /Q eine Korpererweiterung. Zeigen Sie, dass jeder Kérperautomorphismus von K ein Q—

Automorphismus ist.

Sei K eine endliche Kérpererweiterung von Q und sei ¢ : K — K ein Kérperhomomorphismus.

Zeigen Sie, dass ¢ bijektiv ist.

Geben Sie eine Korpererweiterung K von Q und einen Kérperhomomorphismus ¢ : K - K

an, der nicht bijektiv ist. Begriinden Sie dabei Ihre Aussagen.

Losung
a) Seiq = i € Q. beliebig mit ggT(x,y) = 1 (vollstindig gekiirzt!). Dann ist ¢ = xy~! mit
x,y € N—{0}. Esgilt x = x-1 = 1z +-+ 1z. Analoges gilt fir y. Da Z Cc Q C K gilt

b)

[ ——

x - mal
1z = 1g = 1g = 1. Sei nun ¢ € Aut(K), dann gilt ¢(1) = 1. Demnach gilt

ol@=c(xy D =c@)eo(y ™N=c1+..0)(c(A+..+ 1)) =xc(1)(yoe(1) ' =xy ' =¢q.

x - mal y - mal

Fir alle p € Q_ nutzt man, dass es ein eindeutiges g € Q. gibt, sodass p + g = 0. Da 6(0) = 0
gelten muss, folgt auch o(p) = —o(q) = —q = p.

Da wir in a) nur benutzt haben, dass o ein Kérperhomomorphismus ist, gilt ¢ = idg. Da
Ko6rperhomomorphismen stets injektiv sind, bleibt die Surjektivitit von ¢ zu zeigen. Dazu wol-
len wir den Rangsatz der linearen Algebra nutzen. Wir fassen dazu K also Q— Vektorraum
auf und da ¢)g = idg ist ¢ also ebenfalls eine lineare Abbildung. Sei nun [K : Q] = n der
Korpergrad. Dann gilt nach dem Rangsatz:

n = dim(ker(¢)) + dim(im(¢)) = dim(im(¢)).

Also ist ¢ auch surjektiv.

Nach b) diirfen wir keine endliche Korpererweiterung von Q nehmen. Daher probieren wir
die Erweiterung Q(t)/Q. Wir betrachten den Kérperhomomorphis, der durch das Polynom ¢

induziert wird. Also

¢ : Q) > Q). f(t) — f(P).

Man priift leicht nach, dass ¢ ein Kérperhomomorphismus, der jedoch nicht surjektiv ist, da

t ¢ im(¢).



