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Kapitel 1

Einleitung

Diese Vorlesung bietet eine Einfithrung in die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen. Es
handelt sich hierbei um Gleichungen, die eine oder mehrere (unbekannte) Funktionen in einer Varia-
blen mit einigen ihrer Ableitungen in Relation setzt. Der Begriff gewdéhnlich bezieht sich hierbei auf
die Tatsache, dass die Funktionen lediglich durch eine unabhéngige Variable beschrieben werden, und
man spricht von partiellen Differentialgleichungen, wenn mehrere unabhéngige Variablen (und dann
partielle Ableitungen in den Differentialgleichungen) involviert sind. Da iiber Differentialgleichungen
insbesondere Anderungsverhalten von Gréflen miteinander in Relation gesetzt werden kénnen, lassen
sich viele Phénomene der Natur-, Sozial- oder Wirtschaftswissenschaften (zumindest niherungsweise)
in Form solcher Gleichungen beschreiben, etwa in der Physik (Bewegungsgesetze wie die Newtonschen
Bewegungsgleichungen oder Schwingungsgleichungen), Astronomie (Himmelsmechanik), Meteorologie
(Wettermodellierung), Chemie (Zerfallsraten), Biologie (Modelle fiir das Wachstum von Populationen,
aus der Epidemiologie und der Genetik) und Okonomie (Finanzmarktmodelle). Aus diesem Grund spie-
len Differentialgleichungen historisch gesehen in der Mathematik bereits seit einigen hundert Jahren eine
grofle Rolle (und gaben wichtige Impulse fiir die Entwicklung der Differential- und Integralrechnung).
Viele beriihmte Mathematiker wie etwa Newton, Leibniz, Bernoulli, d’Alembert oder Euler haben Bei-
triage geliefert, und seit dem 19. Jahrhundert wurde die Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichun-
gen systematisch und mathematisch rigoros entwickelt. In dieser Einleitung werden wir zunéchst einige
grundlegende Definitionen geben und erste Beispiele gewohnlicher Differentialgleichungen kennenlernen.

1.1 Grundbegriffe

Zunéchst fiihren wir allgemeine gewohnliche Differentialgleichungen und den Losungsbegriff formal ein.

Definition 1.1. Seien k, N € N, D ¢ R"**+DN cine Menge und g: D — RN eine gegebene Funktion.
Eine (zundchst formal definierte) Gleichung der Form

gt,u .., u®)y =0 (1.1)

in den Variablent € R und u, v/, ..., u® € RN nennt man eine (implizite) gewohnliche Differentialglei-
chung. Die Menge D heifit dabei der Definitionsbereich der Differentialgleichung, die Funktion g nennt
man die Strukturfunktion, und die Zahl k bezeichnet man als die Ordnung der Differentialgleichung
sowie N als die Dimension der Differentialgleichung.

Bemerkungen 1.2.

(i) Hier wurde angenommen, dass die Dimension des Vektors der Variablen u,u/, ... ,ulk) (die wir
gleich als die Anzahl der unbekannten Funktionen ansehen werden) der Anzahl der Gleichungen
entspricht. Einerseits ist dies der relevante Fall fiir eine zufriedenstellende Theorie (in Analo-
gie zu Gleichungssystemen aus der linearen Algebra wiirde man sonst typischerweise unter- bzw.



iberbestimmte Systeme betrachten), andererseits kann man durch das Hinzufiigen von unbendtigten
Vektoreintrigen bzw. Gleichungen stets auf diesen Fall reduzieren.

(ii) Im Fall N = 1 spricht man einfach von einer gewdhnlichen Differentialgleichungen, wohingegen
man im Fall N > 1 von einem System gewdhnlicher Differentialgleichungen spricht.

(iii) Allgemeiner konnte man gewdhnliche Differentialgleichungen auch auf normierten Rdumen defi-
nieren (da normierte Riume noch geniigend Struktur besitzen, um Differentiale zu betrachten).
Fiir uns von Interesse ist jedoch nur der Fall, dass wir mit komplexen Zahlen anstelle von reel-
len Zahlen arbeiten, also ein Definitionsgebiet D C R x C*+ON petrachten (was man mit der
Identifikation C ~ R? als Menge in R'F2R+DN yerstehen kann).

(iv) Wenn die Strukturfunktion g nicht von der hichsten Ableitung u'®) abhingt, so ist die Differenti-
algleichung nur formal von k-ter Ordnung und man kann sie dquivalent als eine Gleichung
der Ordnung k — 1 schreiben. Die echte Ordnung der Gleichung sollte man daher definieren als
das Minimum der formalen Ordnungen aller dquivalenten Differentialgleichungen.

Definition 1.3. Sei I C R ein Intervall. Eine k-fach differenzierbare Funktion w: I — RN heifit
Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung (1.1 (unter den Voraussetzungen der Definition ,
falls (t,u(t),u'(t),...,u®)(t)) € D fiir allet € I gilt und

g ud, . u®)y=0 in 1

erfillt ist. Das Intervall I nennt man das zur Losung u gehdrige Losungs- oder Existenzintervall, und
der Graph {(t,u(t)): t € I't von u heifit auch Losungskurve oder Integralkurve. Ferner bezeichnet man
als allgemeine Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung eine Funktion, die neben t in der
Regel noch von weiteren Parametern abhdngt, so dass man zum einen fir jede beliebige Wahl dieser
zusdtzlichen Parameter eine Losung von erhdlt (fir die das zugehirige Existenzintervall dann
auch von der Wahl der Parameter abhingen darf) und dass andererseits jede beliebige Lisung von
so dargestellt werden kann.

Bemerkungen 1.4.

(i) Damit der Differentiationsbegriff sinnvoll ist, verstehen wir unter einem Intervall stets ein Intervall
mat nicht-leerem Inneren.

(ii) Falls a € dINI ein zum Intervall gehérender Randpunkt ist, so versteht man v (a), j € {1,...,k},
als einseitige Ableitung (ohne dass wir das kiinftig explizit erwihnen). Meist werden wir uns der
Einfachheit halber in dieser Vorlesung auf offene Intervalle beschrinken.

(iii) Die Notation t € I fiir die unabhingige Variable ist gebriuchlich, da man sie hiufig als Zeitvariable
interpretiert. Manchmal wird anstelle von u(t) die Notation x(t) (oder auch y(x)) fir die Losung
verwendet, und dies ist insbesondere dann der Fall, wenn physikalische Modelle betrachtet wer-
den und die abhingige Variable als Ortskoordinatenvektoren interpretiert werden (und manchmal
schreibt man auch & anstelle von x').

Wir werden uns im Laufe der Vorlesung mit einigen expliziten Beispielen von gewohnlichen Differen-
tialgleichungen beschéftigen und dabei insbesondere auch das Aufstellen der Gleichungen motivieren.
Nicht alle Phiinomene, die Anderungsverhalten von Gréflen miteinander in Relation setzen, lassen sich
jedoch als Differentialgleichungen im Sinne der Definition formulieren. Beispielsweise konnte die
Anderung eines Zustandes u von deren Wert zu einem friiheren Zeitpunkt (oder einem Mittelwert der
fritheren Werte) abhiingen, wie etwa in der Gleichung

g(t,u(t - T)’u/(t)) =0

(mit 7 > 0 einem Verzogerungsparameter). In diesem Fall spricht man von einer Differentialgleichung
mit verzégertem Argument. Derartige Phinomene treten in den Wirtschafts- bzw. Gesellschaftswis-
senschaften auf (etwa bei der Entwicklung der Studentenzahlen) oder in den Materialwissenschaften
(Materialien mit Gedichtnis, Hystereseeffekte).



Die in Definition behandelten gewohnlichen Differentialgleichungen sind dennoch von sehr all-
gemeiner Form, und fiir die konkrete Untersuchung der Gleichung und moglicher Lésungen, ist es
zielfithrend, sich Gleichungen von etwas speziellerer Struktur anzuschauen. Dass gerade der Nachweis
von Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir allgemeine implizite gewohnliche Differentialgleichun-
gen schwierig oder gar unmoglich ist, kann man sich bereits an einfachen Beispielen iiberlegen.

Beispiele 1.5.

(i) Die Strukturfunktion gi: R® — R sei gegeben durch g1 (t,u,u') = 1+(u')?. Die zugehérige implizite
gewohnliche Differentialgleichung

1+ W @®)?=0 inl

besitzt offensichtlich auf keinem offenem Intervall I C R eine Losung, da schon die Gleichung
1+ (v')? =0 keine Lisung u' € R erlaubt.

(ii) Die Strukturfunktion ga: R® — R sei gegeben durch go(t,u,u’) = u? + (v’ — 1)2. Auch die zu-
gehorige implizite gewohnliche Differentialgleichung

(u())? + (W' (t) = 1) =0 in I

besitzt auf keinem offenem Intervall I C R eine Lésung. Die Gleichung u® + (u' — 1) = 0
besitzt zwar die Losung (u,u') = (0, 1), aber diese Forderungen fiihren auf die beiden gewdhnlichen
Differentialgleichungen

u(t) =0 und  u'(t)=1,

die nicht simultan erfillt werden konnen.

(iii) Die Strukturfunktion gz: R3 — R sei gegeben durch gs(t,u,u’) :== (u')* — 1. Die implizite gewdhn-
liche Differentialgleichung
(W' (t)*-1=0 auf R

besitzt zwei Losungsfamilien, ndmlich ui(t) = xg — t sowie uy(t) = xg + t fiir beliebiges o € R.

Dass man keine allgemeine gute Losungstheorie fiir implizite gewohnliche Differentialgleichungen
erwarten kann, liegt im Wesentlichen darin begriindet, dass man die Gleichungen im Allgemeinen nicht
nach der hochsten Ableitung auflésen kann. Dies ist insbesondere bereits dann der Fall, wenn man
Gleichungen “nullter Ordnung” der Form g(¢,u) = 0 fiir eine beliebige vorgegebene Strukturfunktion g
betrachtet: eine Losung findet man in diesem Fall offensichtlich genau dann, wenn man die Gleichung
nach v auflésen kann. Auch bei Beispiel (i) ist die Auflosbarkeit (nun nach der Ableitung u’) ge-
rade nicht der Fall und damit die Existenz einer Losung ausgeschlossen. Die Auflosbarkeit alleine ist
jedoch nicht ausreichend fiir die Losbarkeit der gewohnlichen Differentialgleichung, denn eine zusétzliche
Schwierigkeit liegt darin begriindet, dass die Variablen u, v/, ... keine voneinander unabhéngigen Varia-
blen sind, sondern fiir die Losungseigenschaft durch die Ableitungsregel miteinander verbunden sind.
Um zumindest nicht mehr mit der Auflésbarkeit der Gleichung nach der héchsten Ordnung Probleme zu
haben, werden wir uns in erster Linie mit sogenannten expliziten gewohnlichen Differentialgleichungen
beschéftigen.

Definition 1.6. Seien k, N € IN. Kann man die gewdhnliche Differentialgleichung (1.1) in der nach
der Variable u'®) aufgelosten Form

u® = flt,ud, . uFY) (1.2)

fiir eine Funktion f: D — RN (mit D C R'**N) schreiben, so nennt man dies eine explizite gewchnliche
Differentialgleichung. Die Menge D bezeichnet man als den Definitionsbereich und f als die Struktur-
funktion der expliziten Differentialgleichung.



Bemerkungen 1.7.

(i) Die explizite Form ist weniger allgemein als die implizite Form und entspricht der speziellen Struk-
turfunktion g(t,u, o, ..., u®) = u®) — f(t,u,’,. .., u* V) in der impliziten Formulierung.

(ii) Umgekehrt, wenn man eine implizite gewdhnliche Differentialgleichung mit Strukturfunktion g
von der Klasse C betrachtet, so liefert der Satz tiber implizite Funktionen ein hinreichendes Kri-
terium, die implizite Form (zumindest lokal) als explizite Gleichung schreiben zu konnen. Die
Auflosbarkeit nach der héichsten Ordnung in einer Umgebung bei (to, xo, 21, . ..,xk) ist mdglich,
falls die partielle Ableitungsmatriz von g nach der hichsten Ordnung u'®) bei (to, To, 1, ..., Tk)
vollen Rang hat. Dies ermdglicht dann, auch ohne die Auflosung nach u*® konkret auszufiihren,
einige Resultate fiir explizite gewdhnliche Differentialgleichungen lokal auf implizite gewdhnliche
Differentialgleichungen anzuwenden.

Beispiele 1.8.

(i) Sei f1: R? — R gegeben durch fi(t,u) = au fiir ein a € R. Die gewdhnliche Differentialgleichung
u' = AMu ist aus den Analysis-Vorlesungen bekannt und besitzt die allgemeine Lésung u(t) =
xoexp(At) fir beliebiges xo € R (auf dem Existenzintervall R).

(ii) Sei fo: RZ2 — R gegeben durch fa(t,u) = Asin(t)u fiir ein X € R. Die gewdhnliche Differenti-
algleichung v’ = Asin(t)u besitzt die allgemeine Lisung u(t) = xgexp(—Acos(t)) fiir beliebiges
zo € R.

(iii) Sei f3: RZ2 — R gegeben durch f3(t,u) == 1+u?. Die gewéhnliche Differentialgleichung v’ = 1+ u?
besitzt die allgemeine Lisung u(t) = tan(t — to) fir to € R (zur Erinnerung: es gilt tan’(t) =
(sin(t)/ cos(t)) = 1+ tan?(t)) und mit mazimalem Ezistenzintervall (tg — 7/2,to + 7/2).

(iv) Sei fi: R? — R gegeben durch fi(t,u) == (t + u)?. Die gewdhnliche Differentialgleichung v’ =
(t + u)? besitzt die allgemeine Lisung u(t) = tan(t — to) — t fiir to € R auf dem Ezistenzintervall
(to — 7T/27t0 —|—7T/2)

(v) Sei f5: R® — R gegeben durch fs(t,u,u’) == —w?u fiir w € R. Die gewéhnliche Differentialglei-
chung u" = —w?u besitzt die allgemeine Lisung u(t) = ag cos(wt) + ay sin(wt) mit ag, a; € R.

(vi) Sei fg: R¥*T — R gegeben durch fo(t,u,...,u*="D) = 0. Dann lésen alle Polynome vom Grad
héchstens k — 1 die gewdhnliche Differentialgleichung u® =0 auf R (und dies entspricht k freien
Parametern).

Im Laufe der Vorlesung werden wir Verfahren kennenlernen (die sich typischerweise nur auf be-
stimmte Klassen von Gleichungen anwenden lassen), wie man Lésungen zu solchen und allgemeineren
expliziten gewohnlichen Differentialgleichungen herleitet und nicht nur die Losungseigenschaft (bei ge-
gebenen Kandidaten) nachrechnet.

Eine wichtige Eigenschaft im Zusammenhang mit expliziten gewohnlichen Differentialgleichungen ist
es, dass man Losungen an aufeinanderfolgenden Intervallen zusammensetzen kann, um auf der Verei-
nigung der Intervalle eine Losung zu erhalten, vorausgesetzt die Funktion und alle ihre niederen Ab-
leitungen stimmen am Schnittpunkt der Intervalle iiberein. Dies ist insbesondere dann niitzlich, wenn
man sich fiir sogenannte maximale Existenzintervalle von Losungen interessiert.

Satz 1.9 (Aneinandersetzen von Losungen). Seien k, N € IN, D C RY*N ein Definitionsgebiet
und f: D — RN eine gegebene Strukturfunktion. Hat die zugehirige explizite gewdhnliche Differen-
tialgleichung (1.2)) k-ter Ordnung zwei Léisungen uy und ug auf Intervallen (t1,7) und (7,t2) mit
—o0 <t <7 <ty < o0, fir die

}i/niugj) —a; = }i\niu;ﬂ fiir jedes j € {0,1,...,k— 1}



gilt, und ist f stetig bei (T,x0,21,...,2_1) € D, soist die zusammengesetzte Funktion u: (t,t3) — R,
definiert als
u(t) firt e (ty,71),
u(t) =14 zo firt=r,
UQ(t) fﬁ?” te (T, tg) s
k-fach stetig differenzierbar und lost auf dem ganzen Intervall (t1,ts).

Beweis. Die Funktion w ist in (1, 7)U (7, t2) nach Definition einer Losung bereits k-fach differenzierbar
sowie in 7 nach Voraussetzung (k — 1)-fach differenzierbar mit Werten u\9) (1) = z; fiir j € {0,1,...,k—
1}. Wegen der Stetigkeitsbedingung an f gilt auflerdem die Existenz des Limes

th_r)g u®(t) = th_r)g Ftut), ' (t), ..., u* V@) = f(r,u(r), ' (7),...,u*D(r)).

Die Existenz der k-ten Ableitung bei 7 (und zugleich die Lésungseigenschaft) folgt dann mithilfe des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung und wiederum der Stetigkeit von f:

(k—1) L (k=1)
i (t4+h)—u (1)

ho h = f(ru(r), (), ..., u* (7). O

Selbst explizite gewohnliche Differentialgleichungen lassen sich nicht in ihrer Allgemeinheit untersu-
chen, und so betrachtet man besondere Klassen von expliziten Differentialgleichungen, fiir die jeweils
charakteristische Eigenschaften gelten und dementsprechend daran angepasste Methoden fiir die Unter-
suchung der Losungen existieren. Eine erste besondere Klasse von gewohnlichen Differentialgleichungen
sind die autonomen Gleichungen, die dadurch charakterisiert sind, dass sie nicht explizit von der un-
abhéngigen Variable abhéngen.

Definition 1.10. FEine gewdhnliche Differentialgleichung heif$t autonom, falls die Strukturfunktion
nicht von der unabhingigen Variable t abhingt, d.h. falls die implizite Gleichung (1.1]) von der Form

glu, 'y, .., u®)y =0
ist, bzw. die explizite Gleichung (1.2]) von der Form
u® = flu, ;. uF).

Die Translationsinvarianz der Gleichung iibertrigt sich dabei direkt auf ihre Losungen (vgl. Bei-
spiel [1.8] (iii)):

Lemma 1.11 (Translationsinvarianz autonomer gewdhnlicher Differentialgleichungen). Sei I C R ein
Intervall und u: I — RN eine Lisung zur autonomen Gleichung g(u, v/, ..., u®) = 0 in I. Fiir jedes
to € R ist dann die Funktion v: to+ 1 — RN (mit to+ I := {to +t: t € I}) definiert als

U(t) = U(t — t()) f’lj?" tetg+1
eine Losung derselben Gleichung auf dem translatierten Intervall to + 1.

Beweis. Fiir t € tg + I (oder dquivalent ¢ — to € I) gilt v (t) = uU)(t — ty) fiir jedes j € {0,1,...,k}.
Damit folgt dann fiir jedes t € tg + I

g((t), V' (), ..., v (1) = g(u(t —to),u'(t — to),...,ut)(t —t)) =0,
und die Losungseigenschaft von v auf tg + I ist gezeigt. O

Lemma 1.12 (Charakterisierung konstanter Losungen). Sei I C R ein Intervall. Genua dann gibt
es eine konstante Losung u: I — RY zur autonomen Gleichung g(u,u’,. .. ,u(k)) = 0w I mit Wert
xg € RY, falls g(x0,0,...,0) = 0 gilt. Fiir explizite gewdhnliche Differentialgleichungen v’ = f(u) erster
Ordnung charakterisieren die Nullstellen der Strukturfunktion also genau ihre konstanten Lisungen.



Beweis. Ist u = x eine Losung von g(u, v/, ..., u®)) = 0 in I, so gilt offensichtlich g(z0,0,...,0) = 0.
Ist umgekehrt g(z,0,...,0) =0, so gilt fiir die konstante Funktion u = x¢ auch

glu(t),u'(t), ..., u™ () = g(20,0,...,0) =0
fiir jedes t € I und damit die behauptete Losungseigenschaft von u. O

Die zweite besondere (und in gewisser Weise wichtigste) Klasse von Differentialgleichungen, die man
verstehen sollte, ist die Klasse der linearen Differentialgleichungen.

Definition 1.13. Sei I C R ein Intervall. Fine gewdhnliche Differentialgleichung der Form
Ar(u™ + A1 (OuY + L+ A () + Ag(t)u = b(t) in I (1.3)

mit Koeffizientenfunktionen Ag, Ay,..., Ap: I — R¥*N und Inhomogenitit b: I — RN nennt man
lineare gewohnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung (bzw. genauer ein System von linearen gewohn-
lichen Differentialgleichungen im Fall N > 1). Fiir b = 0 nennt man sie homogen, andernfalls inhomo-
gen. Wenn alle Koeffizientenfunktionen Ag, Ax, ..., Ar konstant auf I sind, so spricht man von einer
linearen Gleichung mit konstanten Koeffizienten.
Das Polynom
p(t.€) = Ap(t)E" + Aer (DEF T+ + A€+ Ao (1)

ist das zur Gleichung assoziierte charakteristische Polynom oder das Symbol des zugehdrigen
Differentialoperators (formal wird dieses Polynom also einfach gebildet, indem jede Ableitungsordnung
der abhingigen Variable durch die neue Variable £ ersetzt wird).

Bemerkung 1.14. Mdéchte man gewdhnliche Differentialgleichungen auf normierten Rdumen E mit
Werten in einem normierten Raum F behandeln, so muss man Koeffizientenfunktionen und Inhomoge-
nititen betrachten, die Werte in den linearen Abbildungen L(E, F) bzw. in F annehmen.

Lemma 1.15 (Superpositionsprinzip fiir lineare Gleichungen). Seien u; bzw. ug Lisungen der linearen
gewdéhnlichen Differentialgleichung mit Inhomogenititen by bzw. by. Fiir beliebige Zahlen a1,as € R
ist die Funktion ayuy + agus eine Lisung der linearen Gleichung mit Inhomogenitdt a1b1 + asbs.
Insbesondere ist mit je zwei Losungen der homogenen Differentialgleichung auch jede Linearkom-
bination wieder eine Ldsung der homogenen Gleichung (und die Menge der Liésungen der homogenen
Gleichung bildet damit einen Vektorraum).

Beweis. Dies folgt sofort mit der Linearitdt der Ableitungsoperation sowie der Gleichung. O

Eine weitere wichtige Bemerkung ist, dass die Behandlung von gewohnlichen Gleichungen ers-
ter Ordnung von besonderem Interesse ist und als Ausgangspunkt fiir die Untersuchung allgemeiner
gewoOhnlichen Differentialgleichungen angesehen werden kann. Lésst man spezielle Eigenschaften aufler
Acht, so stellt sich némlich heraus, dass allgemeine Eigenschaften (wie Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen) nur fiir Gleichungen erster Ordnung untersucht werden miissen, da man Gleichungen héherer
Ordnung immer in ein System von Gleichungen erster Ordnung iiberfithren kann — dabei aber als Preis
zahlen muss, nun mit einer um die Ordnung multiplizierten Anzahl von Gleichungen und unbekannten
Funktionen arbeiten zu miissen.

Satz 1.16 (Reduktion der Ordnung). Jedes (implizite) System von gewdéhnlichen Differentialgleichun-
gen k-ter Ordnung

glt,u ..., u®)y =0 (1.4)
fiir eine unbekannte Funktion w: I — RN ist dquivalent zu einem System erster Ordnung, mit k-facher
Anzahl an unbekannten Funktionen und k-facher Anzahl an Gleichungen:

up = ug
uh = ug
(1.5)
Upy = Uk
g(t,ur,ug, ..., up,up) = 0
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fiir unbekannte Funktionen u;: I — RN fir j € {1,...,k}.
Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass u eine Lésung zu ist. Dann ist die Funktion
(u, ..., up) = (u,o, ..., uk=Y)
eine Losung zu 7 denn es gilt nach Definition der Funktionen u; und mithilfe der Gleichung
u;- — (u(j—l))/ — ) = Uji1
fir j € {1,...k — 1} sowie
0=g(t,u,o,..., u* Y u®) = g(t,ur,ug, ... ug, ul).

Ist umgekehrt (uq,...,ux) eine Losung zu (|1.5)), so definiert man u := uy und verifiziert anschlieSend
die Losungseigenschaft fiir (1.4)): es gilt mithilfe der ersten & — 1 Gleichungen in (1.5

W=l =uy, = (ug) =us, ... uFY = (1) =us
(u ist damit insbesondere k-fach differenzierbar, da nach Definition der Losung zu (L.5)) jede der Funk-
tionen uy, ..., uy differenzierbar ist), und eingesetzt in die letzte Gleichung folgt dann

0= g(t’ul’uz’ e 7uk’u;c) = g(tau’7 u/a e 7u(k_1)7u(k)) . O

Bemerkung 1.17. Da explizite gewdhnliche Differentialgleichungen ein Spezialfall der implizit for-
mulierten Gleichungen sind, ergibt sich eine entsprechende Reduktion der Ordnung auch fir explizite
Gleichungen. Fihrt man eine weitere Variable ug = t ein, die offensichtlich der Differentialgleichung
uy = 1 gendigt, so kann man eine gegebenes System gewdéhnlicher Differentialgleichungen stets in ein
autonomes System (mit einer zusdtzlichen Gleichung) dberfihren. Da so aber die Unterscheidung zwi-
schen der unabhdngigen Variable t und der abhingigen Variable u aufgehoben wird, ist dies meist nicht
zweckmdfSig, da eventuell wichtige Strukturen wie Linearitit durch diese Umformulierung zerstort wer-
den kénnen.

Wir haben in den Beispielen bereits gesehen, dass selbst fiir gewohnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung Losungen im Allgemeinen nicht eindeutig sind. Tatséichlich haben wir als Losungen, falls
sie denn existieren, ganze Familien von Funktionen erhalten, die noch von einem oder mehreren freien
Parametern abhéngen. Um nur bestimmte Loésungen (oder gar eine eindeutige Losung) auszuwiihlen,
ist es daher notwendig, weitere Bedingungen festzulegen, die eine Losung erfiillen soll. Meist legt man
Werte der Losung und gegebenenfalls ihrer Ableitungen zu einem oder mehreren Zeitpunkten fest (und
spricht dann von Randbedingungen oder Anfangswertbedingungen). Dabei gilt, je hoher die Ordnung
der Gleichung, umso mehr Bedingungen miissen festgelegt werden (und aus Uberlegungen der linearen
Algebra wiirde man erwarten, dass man bei einem Problem k-ter Ordnung in N Variablen kN freie
Parameter hat, die dann durch kN unabhingige Nebenbedingungen festgelegt werden konnen).

Definition 1.18. Seien k, N € N, D ¢ R DN ynd g: D — RN eine gegebene Strukturfunktion.
Ist (to, o, ..., Tx_1) ein Punkt in RN s0 nennt man die Forderung

u(to) =x9, u/(to) =T, [N U(kil)(to) = Tk—-1

an eine (k —1)-fach stetig differenzierbare Funktion u eine Anfangsbedingung zur Zeit to, wobei man tg
als die Anfangszeit und (xq,...,xx—1) als die Anfangswerte bezeichnet. Die Kopplung der Anfangsbe-
dingung an die gewdohnliche Differentialgleichung

glt,u .., u®)y =0

bezeichnet man als Anfangswertproblem. Unter einer Losung des Anfangswertproblems versteht man
dann eine k-fach differenzierbare Funktion u: I — RN auf einem Intervall I C R mit tg € I, so
dass zum einen die Differentialgleichung geldst wird und zum anderen die Anfangsbedingung erfillt ist
(insbesondere muss also (to,u(ty),u (to), ..., uF)(ty)) € D gelten).
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Bemerkung 1.19. Im fiir uns wichtigsten Fall von expliziten gewdhnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung mit Strukturfunktion f und Definitionsgebiet D C R™ N suchen wir beim Anfangswert-
problem mit Anfangsbedingung (to,xo) € D nach einer differenzierbaren Funktion u: I — RN fiir ein
Intervall I C R mit tg € I, so dass gilt:

{ u o= f(t,bu) inl,

u(ty) = xo.

Aquivalent kénnen Anfangswertprobleme zu expliziten gewohnliche Differentialgleichungen auch als
Integralgleichung formuliert werden. Betrachtet man Gleichungen erster Ordnung, so haben diese den
Vorteil, dass man formal lediglich nach einer stetigen (aber a posteriori dann doch differenzierbaren)
anstelle einer a priori differenzierbaren Losung sucht.

Satz 1.20 (Umformung als Integralgleichung). Sei N € IN, I C R ein Intervall mit ty € I, zo € RN
und f: I x RN — RN eine stetige Funktion. Eine Funktion w: I — RY ist genau dann eine Losung des
Anfangswertproblems

{ u = f(t,bu) inl,
ul

to) = o,

falls sie stetig ist und fiir jedes t € I die folgende Integralgleichung erfillt:
t
u(t) = xo +/ f(s,u(s))ds.
to

Beweis. Die Aquivalenz gilt sofort durch Integration der Differentialgleichung von ¢ bis ¢ bzw. Diffe-
rentiation der Integralgleichung nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O

1.2 Klassische Fragestellungen

Nur in seltenen Féllen ist es moglich, explizite Losungen zu gewohnlichen Differentialgleichungen zu
bestimmen, um diese dann im Anschluss genauer zu untersuchen. Bei der Theorie gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen liegt daher das Hauptinteresse in einer allgemeineren Untersuchung der gewthnlichen
Differentialgleichungen, um Aussagen zu Existenz, Eindeutigkeit und (quantitativem wie qualitativem)
Verhalten von Losungen zu machen. Im Mittelpunkt dieser Vorlesung stehen dabei die folgenden Fra-
gestellungen:

Existenz von Lésungen. Grundsitzlich ist man daran interessiert, einen (abstrakten oder sehr kon-
kreten) Uberblick iiber die Gesamtheit aller Losungen zu gewinnen oder gar eine allgemeine Lsungs-
formel herzuleiten. Es stellt sich jedoch heraus, dass nur wenige, sehr spezielle Klassen von gewthnlichen
Differentialgleichungen explizite Losungsverfahren zulassen (wie etwa Trennung der Variablen, Potenz-
reihenansatz oder Substitutionsmethode), und selbst gewohnliche Differentialgleichungen von sehr ein-
facher Struktur sich nicht elementar 16sen lassen (wie zum Beispiel u’ = exp(—t?)). Selbst in solchen
Fillen kann man jedoch versuchen, fiir Anfangswertprobleme Aussagen zur Existenz von Losungen in
Abhéngigkeit von Eigenschaften der Strukturfunktion zu treffen. Hierzu werden wir insbesondere den
Existenzsatz von Peano kennenlernen.

Eindeutigkeit von Lésungen. Hat man keine allgemeine Losungsformel, so muss auch die Eindeu-
tigkeit von Losungen zu Anfangs- oder Randwertproblemen allgemein untersucht werden. Wir werden
in dieser Hinsicht (globale und lokale) Versionen des Satzes von Picard-Lindelof zeigen, der unter (im
Vergleich zum Existenzsatz von Peano) leicht verstérkten Voraussetzungen an die Strukturfunktion die
Eindeutigkeit von Losungen liefert.
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Abhingigkeit der Lésungen von den Daten und Stabilitit. Da viele gewohnliche Differen-
tialgleichungen durch Anwendungen motiviert sind und dabei typischerweise nicht beliebig genau eine
Anfangsbedingung gemessen oder die Strukturfunktionen (oder Koeffizienten) bestimmt werden kénnen,
sollte man auch untersuchen, wie sensitiv Losungen auf kleine Stérungen in Anfangsdaten und den Pa-
rametern der gewohnlichen Differentialgleichung reagieren. Hierbei kann man zum einen das Abweichen
zweier Losungen mit verschiedenen Daten zueinander in einem endlichen Zeitintervall betrachten, oder
aber im Rahmen der Stabilitdtstheorie das grundsétzliche Verhalten der Lésungen im Unendlichen stu-
dieren. Dies werden wir zunéchst fiir lineare Differentialgleichungssysteme machen, und abschlieend,
iiber Linearisierung bzw. {iber Ljapunovfunktionen, auch fiir nichtlineare Systeme die Stabilitit von
Ruhelagen untersuchen.

1.3 Erste Anwendungsbeispiele

Im Folgenden soll exemplarisch gezeigt werden, wie einige konkrete Problem mathematisch in Form von
gewohnlichen Differentialgleichungen beschrieben werden kénnen. Typischerweise mochte man in der
Anwendung ein Phédnomen beschreiben und weifl (entweder sehr vage und qualitativ oder ndherungsweise
und relativ exakt), welche Groflen in welcher Form dabei eine Rolle spielen. Ist das Phénomen durch
Anderungsverhalten (also Ableitungen) beschrieben, so fithrt dies auf eine (gewohnliche oder bei Ande-
rungen in mehreren Gréflen auf eine partielle) Differentialgleichung, die man dann im néichsten Schritt
mathematisch untersuchen kann und das qualitative Verhalten der Losungen dann mit Beobachtungen
aus der Realitét vergleichen kann (um so auch eventuelle Anpassungen an der Gleichungen vornehmen
zu koénnen, wenn “unphysikalische” oder “unrealistische” Losungen bei der resultierenden Differential-
gleichung vorkommen).

Freier Fall im homogenen Schwerefeld. Wir wollen beschreiben,

wie ein Korper sich verhilt, der zum Zeitpunkt ¢y = 0 von der Ruhe-

position Ry € R™ losgelassen wird und dann unter dem Einfluss einer A
konstanten Schwerkraft fillt, d.h. wir interessieren uns fiir die Position
u(t) des Korpers in Abhéngigkeit von der Zeit ¢, wobei die Anfangsbe-
dingungen als u(0) = Ry und v’(0) = 0 gegeben sind.

Die fiir uns interessanten Grofien sind nun die Geschwindigkeit und
die Beschleunigung des Korpers, die als erste Ableitung u/(t) bzw. als
zweite Ableitung u”(t) zu jedem Zeitpunkt ¢ gegeben sind. Ist man in
einem homogenen Schwerefeld mit Fallbeschleunigung g € R* (das ist
genau die Beschleunigung, mit der sich ein frei fallender Korper in Be-
wegung setzt), erhalten wir als Anfangswertproblem fiir die Position des
Korpers:

=y
o
%
=
e @ 2
|
=
o

g
—~

o~
~—

u’'=—g firt>0,
u(0) = Ry, ' (0)=0.

Die allgemeine Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist
L oo
u(t) = —§gt +at+b

mit beliebigen Konstanten a,b € R, und nach Wahl der Anfangsbedingung ist die Position des Korpers
zur Zeit t also gegeben durch

1
u(t) = _ith + Ry .

Historisches: Die Tatsache, dass ein Kérper unter dem ausschlieSlichen Einfluss der Schwerkraft (also insbesondere
unter Vernachlissigung von Reibungskréften) mit konstanter Beschleunigung féllt, wurde von Galileo Galilei im Jahre
1609 mathematisch korrekt formuliert, und durch Experimente an Fallrinnen bestétigt (mangels genauer Uhren eine gute
Approximation an den freien Fall). Daher wird dieser Sachverhalt auch als das Fallgesetz von Galileo Galilei bezeichnet.
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Diese Entdeckung markiert einen Wendepunkt in der modernen Wissenschaft, denn bis dahin war im Wesentlichen noch
die Bewegungslehre des Aristoteles verbreitet, die besagt, dass Korper im freien Fall umso schneller fallen sollten, je
schwerer sie sind.

Fluchtgeschwindigkeit einer Rakete. Ein (annihernd) homo-
genes Schwerefeld wie im letzten Beispiel des freien Falls liegt etwa
vor, wenn wir uns in der Ndhe der Erdoberfliche befinden. Doch 4
je weiter wir uns von der Erde entfernen, desto kleiner wird auch
die Schwerkraft oder Erdanziehungskraft. Genauer verhilt sich die
Schwerkraft von zwei Massen (wie hier die der Erde und die ei-
ner Rakete) umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes
zwischen den beiden Koérpern (die restlichen Abhéngigkeiten wie
die Massen und Gravitationskonstante sind in dieser Versuchsan-
ordnung konstant und fiir uns nicht von Bedeutung). Wollen wir
nun eine Rakete von der Erdoberfliche Ry (und mit dem Erdmit-
telpunkt im Ursprung) ins Weltall schicken, so dass sie niemals zur
Erde zuriickkehrt (unter Annahme, dass es keine Reibung und keine
weitere Massenanziehungen gibt), dann ergibt sich als Randwert-
problem fiir die Position des Korpers

w'=—gu? firt>0,
u(0) = Rp, limg_ oo u(s) =00.

mit einer Konstante g (die sich aus den Daten von Erde und Rakete ergibt). Losungsverfahren fiir
gewohnliche Gleichungen dieser Art werden wir spédter noch kennenlernen, jedoch kénnen wir jetzt
schon leicht verifizieren, dass die Funktionen

u(t) = (gg> ’ (c+ t)%

fiir alle Konstanten ¢ € R Losungen sind (und dieser Ausdruck ist sinnvoll, solange ¢ £ ¢ > 0 gilt). Fiir
unsere Problemstellung, in der wir die Rakete von der Erde wegschicken wollen, miissen wir die +-Losung
betrachten. Die Randbedingung im Unendlichen ist dann automatisch erfiillt und durch eine geeignete
Wahl von ¢ ldsst sich auch die andere Anfangsbedingung u(0) = Ry zum Zeitpunkt ¢ = 0 sicherstellen.
Dies ermoglicht es, die Anfangsgeschwindigkeit zu berechnen, was dann genau der Fluchtgeschwindigkeit
entspricht, also der Mindestgeschwindigkeit, die die abgeschossene Rakete (ohne zusiitzlichen Antrieb)
haben muss, um nicht mehr zur Erde zuriickzukehren.

Mathematisches Pendel. Wir betrachten wieder die Position
eines Korpers unter dem Einfluss eines homogenen Schwerefeld,
schranken nun aber die Bewegung ein, indem wir den Korper an ei-
nem (reibungsfrei rotierenden) Stab vorgegebener Linge ¢ befestigen,
der um den Ursprung (in einer Ebene) rotieren kann. Somit kann man
die eigentlich zweidimensionale Bewegung durch nur eine Koordinate
(etwa den Winkel von der senkrechten Ausrichtung nach unten) be-
schreiben. Die wesentlichen Gréfien sind damit nun der Winkel wu(t),
die Winkelgeschwindigkeit «/(¢) und die Winkelbeschleunigung u” (¢)
zum Zeitpunkt ¢.

Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz ist die Kraft gleich dem
Produkt aus Masse und Beschleunigung, wobei die einzig wirken-
de Kraft in dieser Versuchsanordnung die der Gravitation ist, und
hier auch nur der tangentiale Anteil —gsin(u(t)) (mal Masse). Die
gewoOhnliche Differentialgleichung, die die Winkelposition beschreibt,
ist also gegeben durch

" = —gsin(u),

14



und je nach anfinglicher Ausrichtung des Korpers kann man entsprechende Anfangsbedingungen an-
geben. Zwei besonders einfach Anfangsbedingungen, fiir die wir leicht die Losung dieser autonomen
Gleichung berechnen koénnen, sind die beiden Félle

w0)=0, 4(0)=0 =u=0,
w0)=m, 4'(0)=0 =u=m,

die Ruhelagen der Gleichung (in denen die Ableitung u’ verschwindet). Die erste Ruhelage entspricht der
Situation, dass sich das Pendel in der tiefsten Lage befindet, die zweite Ruhelage dagegen der Situation,
dass sich das Pendel in der héchsten Lage befindet. Wir werden spéater sehen, wie man diese Zusténde
mathematisch in stabile und instabile Ruhelage einordnen kann (was hier intuitiv recht klar ist, da der
erste Zustand durch Wackeln nicht grofl geéindert wird, beim zweiten aber eine grole Pendelbewegung
in Gang gesetzt wird).

Die gewohnliche Differentialgleichung fiir das mathematische Pendel kann man auflerdem fiir kleine
Auslenkungen des Stabes durch eine linearisierte Version anndhern. Falls die Auslenkung u nédmlich
klein ist, so ist sin(u) ~ u, und wir erhalten als Gleichung

' = —gu,

fiir die wir in Beispiel (v) die allgemeine Losung u(t) = asin(y/g/¢t) + bcos(y/g/lt) fir a,b € R
bestimmt haben. Diese ist, wie erwartet, periodisch, und die freien Parameter lassen sich nun je nach
Anfangsbedingung geeignet wihlen.

Wachstum von Populationen. Wir betrachten nun das Wachstum einer Population und bezeich-
nen mit u(¢) die GréBe der Population (als kontinuierliche Funktion). Die Anderung innerhalb einer
bestimmten Zeitspanne in der Populationsgrofle ist typischerweise proportional zum Produkt aus aktu-
eller Populationsgrofie und der Wartezeit, also

u = au.

Im Parameter o € R kann man nun verschiedene Faktoren beriicksichtigen: Populationen, die sich
nicht mehr vermehren, sondern nur noch sterben (was in a < 0 resultiert), Populationen, die sich nur
vermehren (a > 0), oder Populationen, in denen Anderungen sowohl durch Sterbeflle als auch Geburten
eintreten (je nachdem, welcher Effekt hier {iberwiegt, kann « in diesem Fall verschwinden, positiv oder
negativ sein). Als Losung haben wir in Beispiel (i) bereits u(t) = zg exp(at) verifiziert, und zq steht
hier nun fiir die Grofle der Anfangspopulation. In diesem Fall ist das Wachstum der Population also
exponentiell, und insbesondere haben wir, fiir beliebiges o > 0, eine Verdopplung der Population nach
einer Wartezeit T' = log(2)/a (die damit insbesondere unabhéngig von der aktuellen Populationsgrofie
ist), denn es gilt
u(t+T) = zgexp(at + aT) = xg exp(at) exp(aT) = 2u(t)

fiir jedes t € R. Fiir kleine Populationen ist dieses exponentielle Wachstum eine sehr gute Nédherung,
jedoch treten gerade bei groflen Populationen weitere essentielle Effekte auf, die sich direkt auf das
Wachstum auswirken (etwa: begrenzte Nahrung, Stress bei zu wenig Platz oder Konkurrenzkampf etc.).
Daher werden hier typischerweise Anpassungen vorgenommen, die alle auf der Idee basieren, dass das
Wachstum bei groer Populationsgrofie (d.h. je ndher man einem Schwellenwert kommt) langsamer wird.
Ein solches Modell ist das logistische Wachstum, das durch die Differentialgleichung

u = au(S —u)

beschrieben wird, mit positivem Parameter o > 0 und Schwellenwert S > 0. Hier wire das Wachstum
negativ, sobald u(t) > S gilt. Man kann leicht zeigen, dass

B Sxo
u(t) = zo + (S — xo) exp(—aSt)

eine Losung der Differentialgleichung mit Anfangswert «(0) = xo darstellt. Insbesondere hat man immer
u(t) < S, falls g < S erfiillt ist. Die beiden offensichtlichen Ruhelagen sind hier v =0 und u = S.
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Lotka—Volterra (oder Riuber-Beute)-Modell. Nach der Betrachtung des Wachstums einer ein-
zigen Population betrachten wir nun die Entwicklung (in Abhingigkeit von der Zeit) zweier unter-
schiedlicher Populationen, ndmlich von Beutetieren u;(t), die Nahrung im Uberfluss haben, und von
Réubern wus(t), die sich ausschlieflich von den Beutetieren ernihren. Standardbeispiel hierfiir wiren
die Populationsgréffien von Fiichsen und Hasen oder von Lowen und Gazellen. Wenn wir die zeitliche
Entwicklung der Populationen nun mathematisch beschreiben wollen, so gibt es verschiedene Faktoren,
die zu beriicksichtigen sind. Die Beutetiere vermehren sich, ohne Beisein von R#ubern, exponentiell
(oder logistisch), und sobald es Rdauber gibt, so kommt ein negativer Beitrag hinzu, der umso gréfler
ist, je mehr Rauber es gibt (oder je mehr Begegnungen es zwischen Raubern und Beutetieren gibt). Bei
den Raubern gibt es dagegen, ohne Vorhandensein von Nahrung in Form von Beutetieren, einen expo-
nentiellen Abfall, und einen positiven Beitrag, sobald es mehr Nahrung (oder Begegnungen zwischen
Réubern und Beutetieren) gibt. Die gewohnliche Differentialgleichung fiir das R#éuber-Beute-System
lautet demzufolge in der einfachsten Form

ro_
up = aiug — frurug,

i
uy = —aug + fourug,

fiir positive Parameter aq, as, 81, 82. Hier liest man als Ruhelagen

upg= A
*2 , =
B2’ B1

ab, und wir werden spiiter sehen, dass die Losungen (ausgehend von positiven Anfangspopulationen)
immer positiv bleiben und periodisch sind, und zwar ohne dass wir explizite Losungsformeln kennen
miissen. Will man zusétzlich Stressverhalten bei groflen Populationen beriicksichtigen, also eine lo-
gistisches Wachstum der Entwicklung der Populationen zugrunde legen, so betrachtet man das etwas
kompliziertere System gewohnlicher Differentialgleichung

/ _ 2
up = aiup — frugug — uy,
/ 2
Ug —aus + Bourug — Yausz ,

fiir positive Parameter oy, as, 81, 82,71, V2-

Historisches: Dieses Modell wurde unabhingig von dem Chemiker und Mathematiker Alfred Lotka 1910 im Zusam-
menhang mit chemischen Reaktionen und von dem Physiker und Mathematiker Vito Volterra 1926 fiir Rauber-Beute-
Beziehungen vorgeschlagen. Letzterer wurde von dem Meeresbiologen (und seinem spéteren Schwiegersohn) Umberto
D’Ancona zu einer mathematischen Begriindung der Verdnderung der Fischfangraten wihrend des ersten Weltkriegs be-
fragt. Der Anteil der Haifische unter dem totalen Fischfang war in diesen Jahren betrichtlich gestiegen, und D’Ancona
vermutete als Ursache, dass allgemein die Fischerei in den Kriegsjahren zuriickging und damit den Haifischen als Raubern
mehr Beutetiere als Nahrung zur Verfiigung standen. Das war allerdings noch keine Begriindung der Verschiebung des
Verhiltnisses, sondern allenfalls eines insgesamt hoheren Fischvorkommens, und eine Antwort wurde erst von Volterra
nach Aufstellung des mathematischen Modells gegeben. Tatséchlich kann man fiir das Grundmodell zeigen, dass die Popu-
lationen sich nicht nur periodisch verhalten, sondern dass die Mittelwerte iiber eine Periode konstant sind und den Werten
der Ruhelagen entsprechen. Wird das natiirliche System nun durch Fischfang gestort, so ergeben sich neue Parameter
&1 = a1 —€ sowie &g = az +¢ (und € < a; entspricht dabei der Intensitidt des Fischfangs, der fiir Rduber- und Beutetiere
in gleicher Weise wirkt). Da die Ruhelagen (und damit die Mittelwerte) sich damit fiir die Réubertiere monoton fallend
und fiir die Beutetiere monoton steigend in € verhalten, erkldrt sich (der eigentlich iiberraschende) Sachverhalt, dass es
mit weniger Fischfang verhéltnisméfig mehr Haifische unter den gefangenen Fischen gibt als bei hohem Fischfang.

Modelle aus der Epidemiologie. Die Epidemiologie untersucht die Verbreitung von Krankhei-
ten (insbesondere Epidemien oder Infektionskrankheiten wie Malaria und Ebola) in einer Population.
Mathematische Modelle helfen hier, in einem konkreten Krankheitsfall geeignet vorzugehen (etwa Qua-
ranténe fiir Erkrankte oder Abwarten). In einem einfachen Modell kann man beispielsweise die Popula-
tion in drei (kontinuierliche) Mengen einteilen, ndmlich in die Gesunden G(t), in die Infizierten I(¢) und
die restlichen R(t) (der Einfachheit halber entweder resistent oder verstorben). Unter der Annahme, dass
es keine Geburten gibt, ist es sinnvoll, eine Neuinfektionsrate anzunehmen, die proportional zu Begeg-
nungen zwischen Infizierten und Gesunden ist (vgl. das Riuber-Beute-Modell), und eine Ubergangsrate
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von Infizierten zur Restmenge, die proportional zur Menge der Infizierten ist. Damit ergibt sich dann
das System gewohnlicher Differentialgleichungen

G'" =-aGI,
I' = oGI—-BI,
R = BI

fiir positive Parameter «, 8 (hier hat o die Bedeutung einer Infektionsrate, 8 die einer Sterbe-, Heilungs-
oder Immunisierungsrate, und beide Parameter sind charakteristische Gréfien fiir eine konkrete Erkran-
kung). Fiir dieses System gibt es nur den trivialen Gleichgewichtszustand I = 0, und nach Konstruktion
(da es nur Zustandswechsel gibt) ist die Gesamtzahl G + I + R konstant fiir alle Zeiten. Die ersten
beiden Gleichungen héngen nicht von der Grofle R ab, daher kann man zunéchst die ersten beiden
(gekoppelten) Gleichungen 16sen und dann die dritte durch Integration lésen. Ohne diese explizit zu
16sen, iiberlegen wir uns das Infektionsverhalten. Unkritisch ist sicherlich der Fall, dass die Menge der
Infizierten monoton fillt, was der Fall fiir G < 3/« ist. Daher kann sich eine Epidemie nur dann ereig-
nen, wenn es geniigend Gesunde (und damit Infizierbare) gibt, und wie man erwarten wiirde, hilft hier
Aufkldrung, Quarantine fiir Erkrankte und gute medizinische Behandlung (aber auch schnelle Sterbera-
ten), das Risiko einer Epidemie zu mindern. Wie wir spéter noch sehen werden, kann man I bei solchen
Systemen auch als Funktion von G ausdriicken, mit I'(G) = —1 + 8/(aG), so dass man mit Integration
I(0) = —oo und I(G(0)) = I(0) > 0 erhélt. Daraus kénnen wir folgern, dass die Infektion stoppt (also
I(t) = 0 fiir ein ¢ > 0 gilt), wenn es noch Gesunde gibt (und nicht, weil es keine Gesunden mehr gibt,
wie man auch denken kénnte).

Reaktionskinetik in der Chemie. Chemische Reaktionen werden typischerweise durch Umwand-
lungen gewisser chemischer Elemente oder Molekiile sowie einer Reaktionsrate beschrieben (wobei die
Geschwindigkeit der Reaktion bei einer einfachen Reaktion in der Regel proportional zur Menge der vor-
handenen chemischen Substanz ist, wie etwa beim Wachstum von Populationen, und bei einer Reaktion
aus zwei Substanzen proportional zum Produkt der Substanzen ist, wie beim Riuber-Beute-Modell).
Wie sich Konzentrationen auf lange Sicht entwickeln, ldsst sich dann iiber gewohnliche Differentialglei-
chungen beschreiben, und wir betrachten nun fiir ein vereinfachtes Modell, wie Stickstoffoxide Anteil
sowohl an der Bildung als auch am Abbau von Ozon haben. Als relevante chemischen Substanzen neh-
men wir die Mengen an Sauerstoff [O](¢), molekularer Sauerstoff [O2](t), Ozon [Os](t), Stickstoffmonoxid
[NO](t) und Stickstoffdioxid [NO2](t), in Abhéngigkeit von der Zeit ¢, und beriicksichtigen dafiir die
chemischen Reaktionen

(03] + [NO] — [NO2] + [O2]
[NO3] — [NO] + [O]
[O] + [02] — [03]

mit positiven Raten g, s, as. Beachten wir nun, in welchen Prozessen welche Substanz entsteht
bzw. abgebaut wird, ergibt sich mit

O] = a2[NOs] —a3[0][0s]
[02] = a[0s][NO] — a3[0][02]
(03] = —a1[03][NO] + a3[0][02]

[NO) = —a1]03][NO] + a3[NO,]
[NOs) = a1][O3][NO] — as[NOs]

ein System gewohnlicher Differentialgleichungen, das man (in Abhéngigkeit der verschiedenen Parame-
ter) mit Methoden gewohnlicher Differentialgleichungen hinsichtlich des Langzeitverhaltens untersuchen
kann.
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1.4 Bemerkungen zu der geometrischen Interpretation von ge-
woOhnlichen Differentialgleichungen

Nachdem wir im letzten Abschnitt kurz darauf eingegangen sind, wie man (Systeme von) Differential-
gleichungen fiir ein gegebenes Phénomen aufstellt, wollen wir nun eine geometrische Veranschaulichung
geben, die bereits auf erste qualitative Eigenschaften von Losungen schlielen ldsst. Dies ist insbesondere
dann hilfreich, wenn keine explizite Lésungsformel bekannt ist (was bereits fiir manche Gleichungen ers-
ter Ordnung der Fall ist). Aufgrund der Ordnungsreduktion aus Satz beschrénken wir uns hier im
Wesentlichen auf Gleichungen erster Ordnung, und damit eine Veranschaulichung in zwei Dimensionen
moglich ist, betrachten wir nun die beiden Félle von skalaren Gleichungen sowie von Systemen von zwei
autonomen Gleichungen, jeweils in expliziter Form. Dabei fithren wir auch einige wichtige Begriffe zur
geometrischen Beschreibung von Differentialgleichungen und den zugehorigen Losungskurven ein.

Definition 1.21. Seien N € N, D C R'*Y eine Menge und f: D — RN eine stetige Strukturfunkion.
Fiir die explizite gewdhnliche Differentialgleichung

u = f(t,u)

nennt man f auch Steigung oder ein Steigungsfeld auf D, da fiir Losungen u der Gleichung die Stei-
gung v’ an jedem Punkt (t,u(t)) € D im Graphen von u mit dem Steigungsfeld f(t,u(t)) tibereinstimmdt.
Als Isoklinen bezeichnet man die Kurven, auf denen das Steigungsfeld konstant ist, die also von der
Form

{(t,x) € D: f(t,x) =c}

fiir einen Vektor ¢ € RN sind. Betrachtet man die Gleichung hinsichtlich der Lésungskurve (also dem
Graph von u), so ist der Vektor (1,u'(t)) = (1, f(¢,u(t)) tangential und dementsprechend bezeichnet man
die Abbildung, die jedem (t,x) € D den auf einheitliche Linge normierten Richtungsvektor (1, f(t,x))
zuweist, als Richtungsfeld.

Skalare gew6hnliche Differentialgleichungen (erster Ordnung) in expliziter Form. Im Fall
skalarer Gleichungen mit N = 1 handelt es sich bei D um eine zweidimensionale Menge, auf der man
das Richtungsfeld graphisch darstellen kann. Wenn man das Richtungsfeld eingezeichnet hat, kann
man versuchen, eine Losungskurve einzupassen, die an jedem Punkt tangential am vorgeschriebenen
Richtungsfeld ist. Exemplarisch machen wir dies hier fiir die zwei Beispiele f(t,2) =t?>—1und f(t,2) =
t2 4+ 22, mit jeweils einer eingepassten Losungskurve.

W =t-1 u =12 4+ u?
/S 93 /] [ /jx [
f/»iiii»/f AR I
AN N rrr sy ot
S N T A
4 ‘/’ \\ \1/7 /1‘t 4 4 - 7~ # 4> T
_?;4\\\““//i ?f:j/~ f%
— — A
N N P v P
FES NERENY Y Ai1E
/ /\_2\:\ \/7/ _2¢,,

18



Im ersten Beispiel f(¢,z) = t?> — 1 sind die Isoklinen die vertikalen Geraden {(¢,z): * € R} und die
allgemeine Losung ist u(t) = t3/3 — ¢ + ¢ mit einer freien Konstante ¢ € R. Das zweite Beispiel ist eine
Riccati-Gleichung und wesentlich interessanter, da ihre allgemeine Losung nicht elementar bekannt ist.
Die Isoklinen sind hier Kreise mit dem Ursprung als Mittelpunkt.

Das hier vorgestellte “Einpassen” von Losungen werden wir spéter wieder aufgreifen, wenn wir
mithilfe des Richtungsfeldes zunéchst Néherungslosungen konstruieren und damit dann die Existenz
von Losungen beweisen. Neben dem allgemeinen Aussehen kann man jedoch noch weitere Eigenschaften
der Losungen ablesen. Wenn man etwa die Isokline zum Wert 0 einzeichnet, so kann man die Bereiche
unterscheiden, in denen die Losungen wachsen oder fallen. Differenziert man ferner die Gleichung nach ¢,

so erhalt man
o — oft,u) | Of(t,u) ,  Of(t,u)  Of(t,u)

==t T aw YT o T g W

und kann so auch die Bereiche unterscheiden, in denen die Losungen konvex bzw. konkav sind.

System von zwei autonomen gewdhnlichen Differentialgleichungen (erster Ordnung) in ex-
pliziter Form. Hier betrachten wir eine Strukturfunktion f: D’ — R?2 fiir eine offene Menge D’ C R?,
die nicht explizit von der ¢t-Variable abhingt. Aus Lemma [1.11] wissen wir bereits die Translationsinva-
rianz von Losungen, also dass mit u(t) auch u(t — to) eine Losung ist (auf einem entsprechend um ¢
verschobenem Existenzintervall). Uber einen geometrischen Zugang kann man zwar nicht die genaue
Abhéngigkeit von t, jedoch die angenommenen Werte von Losungen veranschaulichen. Dazu fithren wir
die folgende allgemeine Terminologie ein:

Definition 1.22. Seien k,N € IN und eine gewdéhnliche Differentialgleichung von Ordnung k und
Dimension N mit Losung u: I — RN gegeben. Man nennt RN als Wertebereich von (u,u’, ..., uF=1)
den Phasenraum der Differentialgleichung, und R *N als Wertebereich von (t,u,v’, ..., u*=D) den
erweiterter Phasenraum. Ferner bezeichnet man die Darstellung der Losungen im Phasenraum oder
erweiterten Phasenraum als Phasenraumportrait und die von einer Lisung angenommenen Werte als
Trajektorie (oder Orbit oder Bahnkurve).

Fiir die hier betrachteten zwei autonome Gleichungen erster Ordnung

{ uy = fi(ur,uo)

u/2: f2(u17u2)

kann im Phasenraum das Vektorfeld f und Trajektorien von Lsungen noch gut veranschaulicht werden.
Das Vektorfeld zeichnet man so ein, dass fiir jeden Punkt = € D’ der Richtungsvektor f(x) eingezeichnet
wird (es wird hier also nicht nur die Richtung, sondern durch die Linge des Vektors auch die Geschwin-
digkeit dargestellt), zur besseren Darstellung gegebenenfalls um einen festen Faktor verkiirzt. Wenn
man Trajektorien von Lésungen einzeichnet, so miissen diese wieder in allen Punkten z € D’ tangen-
tial an den Richtungsvektor f(z) sein. Da man die Geschwindigkeit der Losung jedoch nur indirekt
einzeichnen koénnte (etwa durch Pfeile in Umlaufrichtung nach jeweils gleichen Zeitintervallen, so dass
viele bzw. wenige Pfeile dicht beieinander fiir langsam bzw. schnelle Durchlaufgeschwindigkeit stehen),
kann man von den so eingezeichneten Kurven jedoch nicht direkt auf Losungen schlieflen. Nicht jede
Funktion, die diese Werte annimmt, ist tatséchlich eine Losung: ist eine Losung gegeben, so dndert
sich durch Umparametrisierung der Wertebereich (und damit die Trajektorie) nicht, jedoch wird die
Losungseigenschaft zerstort.

Grundsétzlich lassen sich aus solchen Phasenraumportraits weitere Eigenschaften von Loésungen
ablesen, und spéater werden wir uns insbesondere mit Periodizitét und Stabilitdt genauer beschéftigen.
Wie im Fall skalarer Gleichungen kann man auch die Monotoniebereiche ablesen, beispielsweise ist auf
der Teilmenge

{zeD": fi(z) >0}

die erste Losungskomponente u; streng monoton wachsend, und die zweite Losungskomponente us auf
der Teilmenge
{z e D' fr(x)>0}.
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Als Beispiel zeichnen wir das Vektorfeld und einige
Trajektorien mit Umlaufrichtung fiir das System
von gewohnlichen Differentialgleichungen

up = ug

ub = —uy
in den Phasenraum R? ein. Die allgemeine Losung
ist

uy = csin(t) ug = ccos(t)

fiir einen freien Parameter ¢ € R, und damit ins-
besondere eine periodische Funktion. Dies kann
man aus der Zeichnung dadurch ablesen, dass die
Trajektorien geschlossene Kurven sind.

Bemerkung 1.23 (Variante fiir skalare autonome Gleichungen zweiter Ordnung). Ahnlich kann man
auch skalare, autonome gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung

u’ = f(u’u/)

mit f: D' — R und D' C R? einer offenen Menge geometrisch im Phasenraum veranschaulichen, wobei
der Phasenraum nun dem Wertebereich von (u,u’) entspricht. Mithilfe von Satz reduziert man
dafiir die Gleichung zundchst auf das System von zwei autonomen Gleichungen erster Ordnung

ul = ug
uy = f(u,u2)

und zeichnet dann das Vektorfeld (za, f(x1,22)) in die (u1,usz)-Ebene (also (u,u’)-Ebene) ein. Fiir die
Differentialgleichung " = —u aus Beispiel [L.§8| (v) erhilt man gerade das obige Beispiel (und muss in
der Achsenbeschriftung nur (ui,us) durch (u,u’) ersetzen).

Auch fiir das im vorherigen Abschnitt vorgestell-

ten Réuber-Beute Modell U2
uy = 2uy —ujug, 5
’U,,Q = 73U2 + uiuo s

bei dem die Population u; von Beute in Relati- 9

on zur Population us von Raubern gesetzt wird, ]

kann man ein Phasenraumportrait erstellen und

so erste qualitative Eigenschaften der Losungen 1Y

ablesen, etwa die Monotoniebereiche der einzelnen
Losungskomponenten u; und usy. Die Losung kann
man hier nicht in geschlossener Form angeben, je-
doch werden wir spéter sehen, dass es sich bei den
Trajektorien um geschlossene Kurven handelt.
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Kapitel 2

Elementare Losungsmethoden fiir spezielle
Gleichungen

Hiufig ist es nicht moglich, eine oder gar alle Losungen zu einer gewohnlichen Differentialgleichung in
geschlossener Form anzugeben. Bevor wir uns mit allgemeinerer Theorie zu gewohnlichen Differentialglei-
chungen beschéftigen, wollen wir in diesem Kapitel zunéchst einige spezielle Klassen von gewohnlichen
Differentialgleichungen vorstellen, die in Anwendungen hiufig vorkommen und die sich mit speziellen
Methoden explizit 16sen (und damit auch explizit untersuchen) lassen.

2.1 Separation der Variablen

Das erste explizite Losungsverfahren ist auf skalare Gleichungen erster Ordnung anwendbar, die in
der besonderer Struktur vorliegen (oder durch elementare Umformungen auf eine solche Form gebracht
werden koénnen), niimlich dass auf der einen Seite der Gleichung nur eine Funktion von der unabhéingigen
Variable steht, wihrend auf der anderen Seite der Gleichung die Zeitableitung einer Funktion nur von
der abhéngigen Variable steht.

Definition 2.1. FEine gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten (oder separierten) Variablen ist
eine Gleichung der Form

e =be)  aufT,
mit Funktionen f: J — R und b: I — R (fiir Intervalle I,J C R).

Anfangswertprobleme zu gewohnlichen Differentialgleichungen mit getrennten Variablen lassen sich
im Wesentlichen durch Integration l6sen. Probleme koénnen lediglich entstehen, wenn die Stetigkeits-
annahme an die involvierten Funktionen nicht erfiillt sind, der Vorfaktor vor der héchsten Ableitung
verschwindet, oder die Werte von u das zuléssige Intervall J verlassen.

Satz 2.2 (iiber Gleichungen mit getrennten Variablen). Fir offene Intervalle I,J C R, f € C(J,R),
be C(I,R), to € I und o € J betrachten wir das Anfangswertproblem

flw)u' =0b(t) auf I
’u(to) = X0
und bezeichnen mit F' bzw. B Stammfunktionen zu f bzw. b.

(i) FEine differenzierbare Funktion w: I — J ist genau dann eine Lisung des Anfangswertproblems,
falls sie die Gleichung

F(u(t)) — F(xo) = B(t) — B(to) firtel (2.1)

sowie die Anfangsbedingung u(ty) = xo erfillt.
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(ii) Hat f keine Nullstelle in J, so existiert die Umkehrfunktion F~': F(J) = R zu F auf F(J)
und st differenzierbar, und es gibt ferner eine Umgebung I C I von ty, so dass jede Lisung des
Anfangswertproblems gegeben ist durch

u(t) = F~*(B(t) — B(to) + F(z0))  firtel.

Beweis. Beweis von Aussage (i): Falls u: I — J differenzierbar ist und die Gleichung (2.1 erfiillt, so
folgt mit der Kettenregel

d

Fu@®)u'(t) = — (F(ult) = F(xo)) = = (B(t) = B(to)) = b(t)

fiir t € I, also ist u eine Losung der gewohnlichen Differentialgleichung, und die Anfangsbedingung ist
nach Voraussetzung erfiillt. Ist umgekehrt u: I — J eine Losung des Anfangswertproblems, so folgt mit
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Fu(t)) - Flao) = / L F(u(s)) ds = / f(u

fiir t € I, also die Gleichung (2.1)), und u(to) = y ist ebenfalls nach Voraussetzung erfiillt.

Beweis von Aussage (ii): Hat f keine Nullstelle in J, so ist F' strikt monoton mit F = f # 0 auf J,
und der Umkehrsatz liefert die Existenz und Differenzierbarkeit von F~1 auf F(.J). Nun betrachten wir
auf I die Funktion

t— B(t) — B(to) + F(zo) -

Sie ist wohldefiniert, und aufgrund der strikten Monotonie von F' sowie der Offenheit von J kénnen wir
eine Umgebung I C I um ¢y finden, so dass

B(t) — B(to) + F(z0) € F(J) fiir t € I gilt.
Damit kénnen wir iiber
u(t) = FH(B(t) — B(to) + F(w0))
eine Funktion w: I — J definieren. Diese erfiillt offensichtlich die Anfangsbedingung
u(ty) = F~Y(B(to) — B(to) + F(x0)) = xo ,
und mit dem Satz von der Umkehrabbildung und mit der Kettenregel folgt

(1) = M (B() ~ Blto) + F(x0))
— [F'(F~(B(t) — B(to) + F(x0)) )] 'b(t) = [f(u(®))] 'b(t),

=u(t)

also gilt f(u(t))u'(t) = b(t) fiir t € I. Die Umkehrung ist mit (i) klar. O
Bemerkungen 2.3.

(i) Typischerweise lisst sich der Satz nicht direkt anwenden, sondern man muss die gewéhnliche Dif-
ferentialgleichung erst in die Form mit getrennten Variablen bringen (gegebenenfalls sind hier auch
Fallunterscheidungen notwendig). Hat die Strukturfunktion f eine Nullstelle, gilt aber f(x¢) # 0,
so kann man f auf eine Umgebung von xqy einschrinken, auf der f micht verschwindet und den
Satz in einer lokalen Variante anwenden.
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(ii) Manchmal ist die Aussage des Satzes fiir gewéhnliche Differentialgleichungen der Form
u = b(t)g(u) auf T

mit stetigen Funktionen g: J — R, b: I — R (und I, J Intervallen in R) formuliert. Ist g(xg) # 0,
so ldsst sich die Gleichung zumindest lokal auf die Gestalt in Satz bringen. Ist dagegen
g(zg) = 0, so ist u = xz eine auf dem ganzen Intervall I definierte Liosung des zugehdrigen
Anfangswertproblems, es kann hier jedoch noch weitere Lisungen geben.

(iii) Ist eine gewdhnliche Differentialgleichung gegeben, die auf die Form mit separierten Variablen
gebracht werden kann, so ist es typischerweise das einfachste, fiir die Bestimmung sowohl der all-
gemeinen Lisung als auch einer speziellen Lisung zu vorgegebenen Anfangswerten die einzelnen
Schritte des Beweises konkret auszufiihren. Fir die allgemeine Lisung bedeutet das, folgenderma-
Ben vorzugehen:

(1) Bringe die Gleichung zundchst auf die Form f(u)u’ = b(t) (und achte bei der Umformung
auf besondere Losungen);

(2) Integriere beide Seiten bis t und erhalte damit die Identitit der unbestimmten Integrale

/t Flu(s))u' () ds = /t b(s) ds.

(3) Fiihre auf der linken Seite eine Variablensubstitution durch, so dass man nach der abhingigen

Variable integriert:
u(t) t
/ fu) du:/ b(s)ds.

(4) Integriere nun beide Seiten (und beachte dabei, dass eine Integrationskonstante ¢ auftritt):

(5) Lése die Gleichung nach u(t) auf (solange B(t)+c im Definitionsbereich der Umkehrfunktion
von F liegt)
u(t) = F~'(B(t) +¢)

und bestimme dabei auch, fir welche Zeiten t die Funktion u definiert ist oder stetig fortgesetzt
werden kann.

Fiir das Losen eines speziellen Anfangswertproblems mit u(to) = xo miissen dagegen, wie oben im
Beweis von Satz die unbestimmten Integrale durch bestimmte Integrale iber [to,t] (bzw. dber
[u(to), u(t)] nach der Variablensubstitution) ersetzt werden und man erhdlt dann mit den glei-
chen Umformungen wie fiir die Bestimmung der allgemeinen Ldosung die im Satz gewonnene
Lésungsformel u(t) = F~1(B(t) — B(to) + F(x0)).

(iv) Die Methode der Separation der Variablen funktioniert prinzipiell auch bei manchen gewdhnlichen
Differentialgleichungen hoherer Ordnung (etwa vom Typ h(u')u” = f(u)).

Beispiele 2.4. Wir ldsen mithilfe von Satz[2.2] nun Anfangswertprobleme der Form

{ u = h(t,u),

U(to) =29,

fiir verschiedene Wahlen von stetigen Funktionen h: R? — R und Anfangsdaten (to,xo) € R?, d.h. wir
bestimmen skalarwertigen Lisungen u, die auf Intervallen um toy definiert sind.
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(i)

Sei h(t,u) = au mit einer Variable a € R. Fiir o = 0 ist u = 0 eine zuldssige Lisung des
Anfangswertproblems. Im Fall xy # 0 kénnen wir, zundchst nur lokal (bzw. solange uw # 0 erfillt
ist), die Differentialgleichung auf die Form

bringen, also liegt eine Differentialgleichung mit separierten Variablen mit f(u) = v~ und b(t) = a
vor. Es handelt sich bei f um eine stetige Funktion auf RT und auf R~ (mit einer Singularitit
im Ursprung). Eine Stammfunktion von f ist F(u) = log|u| und eine Stammfunktion von b ist
B(t) = at. Als Losung ergibt sich (unter Beachtung der richtigen Vorzeichenwahl, so dass die
Anfangsbedingung erfillt ist)

u(t) = xg exp(at — aty) firt e R.

| xg >0 zg >0 |
a>0 / \ a<0
R SS——
To <0 To <0

Wir beobachten insbesondere, dass die Losungen zu xg # 0 immer echt positiv oder negativ bleiben,
die Ldsungen also niemals den kritischen Wert O erreichen, so dass wir keine Finschrinkung auf
eine Umgebung der Startzeit to machen miissen. Die Ldosungen existieren damit fiir alle Zeiten
und sind sogar eindeutig, unabhdngig von der Wahl der Anfangsbedingung.

Sei h(t,u) =1+ u? (vgl. Beispiel.

Hier liegt nach Division durch (die immer po-
sitive Grife) 1 + u? eine Differentialgleichung
mit separierten Variablen mit f(u) = (1 + u?)~?
und b(t) = 1 wvor. Eine Stammfunktion von f
ist F(u) = arctan(u) und eine Stammfunktion
von b ist B(t) =t. Da F nur Werte im Intervall
(—=m/2,7/2) annimmt, existiert die Umkehrfunk-
tion F~' nur auf diesem Intervall der Léinge m
und wir erhalten mit der Formel aus Satz22 als
Losung des Anfangswertproblems

u(t) = tan (t —to+ arctan(xo))

fir alle Zeiten t € R, so dass die Ungleichung
[t — to + arctan(xo)| < 7/2 erfillt ist.

Auch hier stellen wir die eindeutige Ldsbarkeit
des Anfangswertproblems fest, unabhdngig von der
Wahl der Anfangsbedingung, jedoch existieren im
Unterschied zum ersten Beispiel alle Lésungen
nur fir ein endliches Zeitintervall der Linge 7.
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(iii) Sei h(t,u) = 2sign(u)\/|u|. Fir u # 0 erhalten wir eine Differentialgleichung mit separierten
Variablen mit f(u) = (2sign(u)y/|u])~" und b(t) = 1. Eine Stammfunktion von f ist F(u) = \/|u|
und eine Stammfunktion von b ist B(t) = t. Fiir xo # 0 erhalten wir als eindeutige Lisung des
Anfangswertproblems (wieder unter Beachtung des richtigen Vorzeichens)

u(t) = sign(zo)(t — to + v/|xo)?

fiir Zeiten t > tg — +/|xo|. Fir Zeiten t < to — +/|xo| kann man die Losung durch 0 fortsetzen, so
dass man also fiir alle xo # 0 eine eindeutige, auf ganz R definierte Losung des Anfangswertpro-
blems findet. Im Fall xqg = 0 ist die triviale Losung des Anfangswertproblems durch u = 0 gegeben,
jedoch losen auch alle Funktionen der Form

u(t) = £, o) () (t — t1)?

fiir t € R und jede beliebige Wahl von ty > tg die Differentialgleichung. Fir die Anfangsbedingung
xg = 0 sind die Liosungen des Anfangswertproblems also nicht eindeutig, und tatsdchlich gibt es
sogar unendlich viele Losungen (von denen die beiden Ldsungen mit positivem bzw. negativem
Vorzeichen fiir die Wahl t1 = to in gewisser Weise ausgezeichnet sind, da alle anderen mdglichen
Lésungen zwischen diesen beiden Lisungen liegen).

To

-t b -t

(iv) Sei h(t,u) = exp(u)sin(t). Da exp(u) immer echt positiv ist, erhalten wir nach Umformung ei-
ne Differentialgleichung mit separierten Variablen mit f(u) = exp(—u) und b(t) = sin(t). Eine
Stammfunktion von f ist F(u) = —exp(—u) und eine Stammfunktion von b ist B(t) = — cos(t).
Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems ist daher gegeben durch die Funktion

u(t) = —log (cos(t) — cos(ty) + exp(—zp))

fiir Zeiten t im zusammenhdingenden Intervall I, so dass cos(t) > cos(to) —exp(—zo) fir allet € T
erfillt ist. Je nach Wahl der Anfangsbedingung kommt es hier zu sehr unterschiedlichem Verhalten
der Ldsungen, und zwar sowohl hinsichtlich ihres qualitativen Verhaltens als auch beziiglich der
Linge des Ezistenzintervalls.
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To

xo > —log?2

o Istcos(tg)—exp(—xo) < —1 oder dquivalent zo < —log(1+4-cos(ty)), so existieren die Lisungen
fir alle Zeiten und sie sind 2m-periodisch (denn mit u(t) ist auch u(t + 2kw) fir jedes k € Z
eine Lisung).

o st dagegen cos(ty) —exp(—xg) € [—1,1) oder dquivalent xo > —log(1+cos(ty)), so existieren
die Losungen nur in einem endlichen Zeitintervall der Linge kleiner als 2m. Insbesondere
konvergiert die Linge des FExistenzintervalls fiir xg — oo und tg € 2nZ gegen 0. Bei den
Lésungen mit endlichem, mazximalen Zeitintervall wird die Losung sowie ihre Steigung bei den
Grenzen des FExistenzintervalls aufSerdem unendlich, es gibt also eine Explosion der Lisung
in endlicher Zeit.

2.2 Skalare lineare Gleichungen erster Ordnung

Wir werden uns spéter noch mit allgemeineren linearen Differentialgleichungen (und insbesondere Syste-
men linearer Differentialgleichungen) beschiftigen, wollen hier aber schon einige wichtige Ideen einfiihren
sowie einen konkreten Losungsalgorithmus fiir den Fall skalarer Gleichungen (auch héherer Ordnung)
erliutern. Zuniichst betrachten wir die (explizite) gewohnliche Differentialgleichung

u + a(t)u = b(t)

in Normalform auf einem Intervall I C R, mit einer (skalaren) Koeffizientenfunktion a: I — R und einer
Inhomogenitét b: I — R. Vorausgesetzt, diese beiden Funktionen sind stetig, so lassen sich zugehorige
Anfangswertprobleme wieder durch Integration 16sen.

Satz 2.5. Fiir ein Intervall I C R, a,b € C(I), tg € I und zo € R betrachten wir das Anfangswertpro-
blem

u +a(t)u = b(t) auf I,
u(ty) =xo.
Dann gelten:

(i) (homogener Fall) Fiir b = 0 gibt es eine eindeutige Losung u: I — R des Anfangswertproblems,
die fiir t € I gegeben ist durch

u(t) = woexp ((— Ao(t)) mit Ao(t) == / a(s)ds.

to
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(ii) (inhomogener Fall) Im allgemeinen Fall gibt es eine eindeutige Lisung u: I — R des Anfangs-
wertproblems, die firt € I gegeben ist durch

u(t) = exp (= Ao(t)) [0 + /t b(s) exp (Aofs) ds]

to

Beweis. Beweis von Aussage (i): Auf die Gestalt der Losung u kommt man im Wesentlichen iiber
den Ansatz mit Separation der Variablen (in der Notation aus der Bemerkung mit g(u) = w und
b(t) = —a(t)), man muss aber noch aufpassen, ob g eine Nullstelle hat. Hier miissen wir nun zum
einen zeigen, dass das angegebene u eine Losung des Anfangswertproblems ist, zum anderen, dass es
keine weiteren Losungen gibt. Fiir erstes berechnen wir fiir die in (i) definierte Funktion « mithilfe des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung sowie der Kettenregel

u'(t) =z exp (— Ao(t))(—a(t)) = —u(t)a(t)

fir t € I, also 16st u die Differentialgleichung, und wegen wu(ty) = x¢ ist auch die geforderte An-
fangsbedingung erfiillt. Ist umgekehrt u eine Losung des Anfangswertproblems, so betrachten wir die
Funktion exp(Ag(t))u(t) und berechnen mit der Produktregel, dem Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung und der Kettenregel

[exp (Ao(1))u(t)]" = exp (Ao(t))u'(t) + exp (Ao(t))alt)u(t)
= exp (Ao(t)) [/ () + a(t)u(t)] =0

fir t € I, also muss exp(Ao(t))u(t) nach dem Konstanzsatz auf ganz I konstant (und damit gleich x¢)
sein. Also gilt die behauptete Form u(t) = xgexp(—Ag(t)) fiir alle ¢ € I fiir die Losung des Anfangs-
wertproblems.

Beweis von Aussage (ii): Um die Losung zum Anfangswertproblem fiir die inhomogene Gleichung
zu finden, brauchen wir wegen des Superpositionsprinzips aus Lemma lediglich noch eine spezielle
Losungen des inhomogenen Problems zu finden, die Anfangswert 0 bei ¢t hat (da die bisher gefundene
homogene Losung bereits die Anfangsbedingung erfiillt). Dazu verwenden wir den Ansatz der Variation
der Konstanten, in dem man von der Losung des homogenen Problems ausgeht, aber die Konstante
(zuvor xg) als unbekannte Funktion (in ¢) annimmt, d.h. wir starten mit dem Ansatz

Upar(t) = C(t) exp ( — Ao(t))

fir ¢ € I und versuchen die unbekannte Funktion C(t) so zu wéhlen, dass die inhomogene Glei-
chung erfiillt ist. Indem wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung einsetzen, leiten wir fiir C(t)
eine gewOhnliche Differentialgleichung her:

() = Upr () + () ttpar ()
= C'(t) exp ( — Ao(t)) — C(t)exp ( — Ao(t))a(t) + a(t)upqr ()
— C'(t)exp (— Aolt)

also muss C’(t) = b(t) exp(Ap(¢)) fiir alle t € T gelten. Diese Differentialgleichung mit Anfangsbedingung
C(to) = Upar(to) = 0 lésst sich durch Integration lsen und wir erhalten

C(t) = / b(s) exp (Ao(s)) ds.

to

Eingesetzt in den Ansatz folgt somit

Upar(t) = / b(s)exp (Ao(s)) dsexp (— Ao(t)) -

to
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Zusammen mit der homogenen Lésung aus (i) ergibt sich also direkt, dass das angegebene u eine
Losung ist. Alternativ hiitten wir, wie in (i), auch einfach die Losungseigenschaft nachrechnen kénnen,
dies erklart aber nicht, was die Strategie fiir die Herleitung einer Losung ist.

Zum Abschluss miissen wir noch nachweisen, dass die so gefundene Losung tatséchlich die einzige
Losung des inhomogenen Anfangswertproblems ist. Dafiir nehmen wir an, dass @ eine zweite Losung
des inhomogenen Anfangswertproblems ist. Aufgrund der Linearitéit der Gleichung erfiillt die Differenz
v = u — u dann die homogene Gleichung

v =u —i = —alt)(u—1a)=—a(t)v

mit Anfangswert v(ty) = 0, also muss v = 0 nach Aussage (i) gelten und die Eindeutigkeit der Losung
ist bewiesen. O

Bemerkung 2.6. Um insbesondere keine Vorzeichenfehler zu machen, ist es hier — wie bei den Differen-
tialgleichungen in separierter Form — das einfachste, die einzelnen Schritte des Beweises durchzugehen,
um ein konkretes Anfangswertproblem fiir eine lineare Differentialgleichung zu losen. Das bedeutet:

(1) Betrachte zundchst fir die homogene Gleichung das Anfangswertproblem uj, ., +a(t)upom = 0 mit
Anfangswert upom(to) = xo und lose dies (fir xg # 0, ansonsten gilt trivial upem = 0) mittels
Separation der Variablen:

Uhom (t) 1 t ! t t
/ fdu:/u’wim()dt:—/a(s)d&
o U to Uhom(t) to

Uhom (t)
Zo

also

log‘ ‘ =—Ap(t) bzw. Upem(t) = xoexp(—Ao(t)).

(2) Betrachte dann fir die inhomogene Gleichung das Anfangswertproblem uy,,, + a(t)upar = b(t) mit
Anfangswert upqr(to) = 0 und ldse diese mithilfe des Ansatzes upqr(t) = C(t) exp(—Ao(t)) der
Variation der Konstanten. Dazu leite eine Gleichung fiir die unbekannte Funktion C(t) her:

(L) = Uy (1) + (0t (1)
= /(1) exp(—Ag(t)) + C(1) 5 exp(—Ao(1)) + C(D)a(t) exp(~Ao(1))
= (1) exp(~Ao(1)

und lose diese mittels Integration (unter der Beriicksichtigung der Anfangsbedingung)

C’(t):/ b(s)exp(Ao(s))ds.

to

Aufgrund des speziellen Ansatzes erhalten wir dann fir die partikuldre Losung die Formel

tpar (8) = exp(~Ao(8) | b(s) exp(Aa(s) .

to

(3) Die gesuchte Losung ergibt sich dann mithilfe des Superpositionsprinzips (Linearitit der Glei-
chung!) als Summe der Lisungen der Anfangswertprobleme der homogenen sowie der inhomogenen
Gleichung

U(t) = Unom () + Upar (t) = zo exp(—Ag(t)) + exp(—Ay (1)) /t b(s) exp(Aog(s)) ds.
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Beispiel 2.7. Wir betrachten das Anfangswertproblem
{ w -2ty =tlogt auf R,

U(to) =2,

fiir to € RY und xy € R. Hier kénnen wir Satz (i) mit a(t) = =2t~ und entsprechender Stamm-
funktion Ag(t) = —2log(t/te) fiir t € RT anwenden, und wir erhalten fiir die Losung des Anfangswert-
problems der homogenen Gleichung die Darstellungsformel

Upom (t) = T €xXp (2 log (i>) = xo(i)z .

to to

Um die Losung des Anfangswertproblem fiir die inhomogene Gleichung zu bestimmen, berechnen wir mit
b(t) =tlogt das Integral

/ b(s) exp(Ao(s))ds = t%/ s 'ogsds = %t% [(logt)* — (logto)?]

t() t()
und erhalten damit insgesamt

u(t) = xo(%f + %tQ [(logt)® — (logt)?] .

Den hier vorgestellten Ezponentialansatz kann man auch fiir lineare Gleichungen héherer Ordnung

verwenden, wenn man konstante Koeffizienten betrachtet (vgl. Ubungsblatt 2). In diesem Fall betrachtet
man im homogenen Fall die gewohnliche Differentialgleichung

Llu) = apu® 4+ ap_u* Y 4+ fau' +au=0 inlcCR (2.2)

mit Koeffizienten ag, aq,...,a; € R, und verwendet als ersten Losungsansatz die Funktionen exp(\t)
mit A € C. Mithilfe der Identitét

L(exp(At)) = p(A) exp(At)
gewinnt man iiber die Nullstellen des zu £ gehorigen charakteristischen Polynoms p Losungen der
Gleichung in der Form exp(At). Falls p mehrfache Nullstellen besitzt, so gibt es jedoch noch weitere
Losungen, von anderer Form. Dazu leitet man beide Seiten von L(exp(At)) = p(A)exp(At) partiell
nach A ab und erhélt

Y

L(# exp(\t)) = E(% exp(At)) - %ﬁ(exp()\t)) - %(p(x) exp(At))

fiir j € IN. Ist A eine mindestens (j + 1)-fache Nullstelle von p, so verschwindet die rechte Seite und
dementsprechende sind Funktionen der Form t7 exp(\t) ebenfalls Losungen. Tatséichlich haben wir be-
reits ein Fundamentalsystem (also eine Basis) des Losungsraums gefunden (Beweis spiiter im Zusam-
menhang mit linearen Systemen von gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung):

Satz 2.8 (Fundamentalsystem fiir lineare Gleichungen mit konstanten Koeflizienten). Seien k,¢ € IN,
ap,a1,...,a; € R mit ap # 0 und L der in (2.2) definierte lineare Differentialoperator. Ist X € R, eine
{-fache reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms zu L, so sind die { Funktionen

exp(\t), texp(At), ... , t'"lexp(\t)

linear unabhdingige Losungen der homogenen Gleichung (2.2). Ist A+ ip mit A € R und p € R\ {0}
(und damit auch X —ip) eine £-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms zu L, so sind die 2¢
Funktionen

exp(At) cos(ut), texp(At)cos(ut), ... , t“"Texp(At)cos(ut),
exp(Mt)sin(ut), texp(Mt)sin(ut), ... , t“"Lexp(\t)sin(ut)

linear unabhdingige Lisungen der homogenen Gleichung (2.2)). Insgesamt erhdlt man so durch die k
(komplexen) Nullstellen des charakteristischen Polynoms k linear unabhdingige Losungen der Gleichung

L(u) =0, und nennt diese ein Fundamentalsystem der Gleichung (2.2]).
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2.3 Reduktionsverfahren von d’Alembert

Betrachtet man lineare gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung mit allgemeinen (d.h. nicht
notwendigerweise konstanten) Koeffizientenfunktionen und einer méglichen Inhomogenitét, so erlaubt
das Reduktionsverfahren von d’Alembert unter Kenntnis einer Lisung des homogenen Problems (etwa
durch geschicktes Raten), das Problem um eine Ordnung zu reduzieren.

Satz 2.9 (Reduktionsverfahren von d’Alembert). Fir ein offenes Intervall I C R, k € IN, betrachten
wir die allgemeine lineare gewdohnliche Differentialgleichung

L(w) = ap(®)u® + a1 (O + +a (O +ag(t)u=0bt)  inl (2.3)

von k-ter Ordnung, mit Koeffizientenfunktionen ag,a1,...,ar: I — R und Inhomogenitit b: I — R.
Ist upom: I — R eine Lisung der homogenen Gleichung L(upom) = 0 in I, dann ist u = vupem mit
v: I = R genau dann eine Lésung der inhomogenen Gleichung , wenn z == v die folgende lineare
gewdhnliche Differentialgleichung (k — 1)-ter Ordnung lost:

ki[ Xk: ag(t) (if1>u§fo;i‘”(t)]z<” —b(t) inl.

=0 [f=i+1

Beweis. Die Betrachtung der Funktion u := vupey,, ist eine Variante des Ansatzes der Variation der
Konstanten. Geméf der Leibnitz-Regel haben die Ableitungen von u die Form

£

D (t) = (Vinom) P (t) = Z (4) U(j)(t)ugo:nj)(t)

i=0 M

fir alle t € I und £ € {1,...,k}. Setzen wir die Ableitungen in die Gleichung ein und vertauschen
wir dann die Summationen, so ergibt sich fiir die Losungseigenschaft das Kriterium

k E ¢
b(t) = > ar(t)(vunom) (8 = > > ) <£> V@ (Bl (1)

s WG () - (0)

=0 nach Annahme

fiir ¢t € I. Mit der Substitution j =i 4+ 1 folgt darauf sofort die Behauptung. O

Bemerkung 2.10. Das Reduktionsverfahren von d’Alembert hat eine besondere Relevanz fir Glei-
chungen zweiter Ordnung, mit fihrender konstanter (oder dquivalent tberall nicht verschwindender)
Koeffizientenfunktion ay. Fiir die lineare Gleichung

as(H)u” + ay(0)u' + ag(t)u = b(t) inl CR

besagt der letzte Satz: ist upom eine Lisung der homogenen Gleichung, so lost u = vupom die inhomogene
Gleichung, falls z .= v' die Gleichung

a2 (t)tnom (£)2" + [a1(t)unom (t) + 2a2(t)uhom |2 = b(t) in I
erfillt. Verschwinden as und upom nirgends auf I, so reduziert sich diese Gleichung auf

o+ |:a’1(t) 2U;Lom b(t)

= m I
ag (t) Uhom :| as (t)uhom

)
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deren eindeutige Losung (unter Stetigkeitsannahmen an die Koeffizienten) mittels Satz bestimmt
ist. Die zugehorigen Anfangswertprobleme lassen sich vollkommen analog behandeln, indem man die
Anfangswerte von upem entsprechend anpasst (etwa mit Multiplikation mit einer geeigneten Konstante,
was die Lisungseigenschaft erhilt).

Beispiele 2.11. Ohne die Details fiir alle Rechnung zu geben, geben wir hier die wichtigsten Zwischen-
schritte fiir zwei Beispiele mit linearen Gleichungen zweiter Ordnung an.

(i)

Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung
u” — cos(t)u’ + sin(t)u = b(t)
und raten als Losung des homogenen Problems

Upom (t) = exp(sin(t)) .

Um das inhomogene Problem zu lésen, brauchen wir nur noch die folgende gewdhnliche Differen-
tialgleichung erster Ordnung fir z zu losen:

2+ [ = cos(t) + 2cos(t)] z = 2’ + cos(t)z = b(t) exp(—sin(t)).

Im homogenen Fall b = 0 kénnen wir diese Gleichung mithilfe von Satz (i) durch Integration
lésen und erhalten mit z = exp(—sin(t)) und der Relation z = v’ als weitere Losung der homogenen
Gleichung (mit Anfangswerten xo) die Funktion

t
u(t) = Upom (B)v(t) = x0 exp(sin(t))/ exp(—sin(s)) ds.
to
Im inhomogenen Fall ergibt sich dagegen mit Satz (ii) zundchst fir z die Darstellungsformel
t
z(t) = exp(—sin(t)) {zo + / b(s) ds},
to

(mit Anfangswerten zo bei ty), und eine Losung des inhomogenen Problems findet man mit z’ = v
dann durch eine weitere Integration und den Ansatz u = Upomv.

Als nichstes betrachten wir die gewdhnliche Differentialgleichung
u’ —u = 3texp(2t).

Da es sich hier um eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten handelt, ldsst sich eine Losung
der homogenen Gleichung leicht mithilfe des charakteristischen Polynoms bestimmen, ndmlich
Upom (1) = exp(t) oder upom = exp(—t) (die beide den Vorteil haben, im Gegensatz zu etwa sinh(t),
dass es sich um nullstellenfreie Lisungen der homogenen Gleichung handelt). Mit der Wahl

Upom (t) = exp(t)
ergibt sich als Differentialgleichung fiir z
2/ + 22 = 3texp(t),
und damit folgt mit Satz (ii) sowie der Identitit 2 ((s — ) exp(3s)) = 3sexp(3s) zundchst

z(t) = exp(—2t) [zo + /t 3sexp(3s) ds] = exp(—2t)Zp + (t - %) exp(t),

to
und nach Integration

v(t) = coexp(—2t) + ¢1 + (t - %) exp(t)
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mit Konstanten cg,c1 € R. Als allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung finden wir wegen
des Ansatzes w = VUpom, damit

u(t) = coexp(—t) + c1 exp(t) + (t — %) exp(2t)

mit freien Konstanten cg,c1 € R, mit denen man vorgegebene Anfangswerte erfillen kann. Fir
die Herleitung der allgemeinen Losung fir dieses Beispiel haben wir bereits eine alternative Her-
angehensweise iber einen Exponentialansatz (der aufgrund der speziellen Form der Inhomogenitit
mdglich ist) auf Ubungsblatt 2 kennengelernt.

2.4 Exakte Differentialgleichungen

Wir betrachten nun spezielle (implizite) gewohnliche Differentialgleichungen der Form
g(t,u) + h(t,u)u' =0 (2.4)

mit Funktionen g, h. Wir arbeiten nun also mit Differentialgleichungen, die linear in der héchsten (ersten)
Ableitung sind, aber deren Vorfaktor noch von der unabhingigen Variable sowie der Losung selbst
abhéngen kann.

Definition 2.12. Sei D C R? offen und seien g,h: D — R gegeben. Die gewdhnliche Differential-
gleichung (2.4)) heifit exakt, falls es eine differenzierbare Funktion ®: D — R gibt (die sogenannte
Stammfunktion), so dass fiir ihre partiellen Ableitungen gelten:

0d(t, ) 0D (t, x)
ot ox

Bemerkungen 2.13.

=g(t,x) wund = h(t, ) fiir (t,x) € D.

(i) Der Name “exakt” bezieht sich darauf, dass die Differentialform g(t,w)dt+ h(t,u)du vom Grad 1
exakt ist, was genau bedeutet, dass eine 0-Form existiert, deren duflere Ableitung diese 1-Form
erqibt.

(ii) Ist D ein zusammenhingendes Gebiet, so sind Stammfunktionen bis auf additive Konstanten ein-
deutig festgelegt. Diese Konstante hat jedoch keine Relevanz fir g und h.

Satz 2.14 (iiber exakte Differentialgleichungen). Sei D C R? offen und seien stetige Funkionen
g,h: D — R gegeben, so dass die gewohnliche Differentialgleichung exakt ist. Eine differenzierbare
Funktion u: I — R mit (t,u(t)) € D fir allet € I (und I C R ein offenes Intervall) ist genau dann
eine Losung der Differentialgleichung , falls fir die Stammfunktion ® von g,h

O(t,ut)) =C fir allet € I
mit einer Konstanten C' € R gilt.

Beweis. Da ® eine Stammfunktion von g, h ist, gilt mit der Kettenregel fiir jede differenzierbare Funktion
u: I — R mit (¢,u(t)) € D fiir alle t € I auch

d _00(t,u(t)  OP(t,ult)) ,
Ot u(h) = —2 =+ — = (1)

= g(t,u(t)) + h(t, u(t))u' (t)

fiir t € I. Ist u also eine Losung der Differentialgleichung , so verschwindet die Ableitung von
t — ®(t,u(t)) auf ganz I, daher gilt nach dem Konstanzsatz ®(¢,u(t)) = C auf I fiir eine Konstante
C € R. Ist umgekehrt die Funktion ®(¢, u(t)) auf I konstant, so verschwindet ihre Ableitung auf I, also
ist die linke Seite in der oberen Rechnung 0, und damit wird die Differentialgleichung durch u
gelost. O
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Bemerkungen 2.15.

(i) Mdochte man ein Anfangswertproblem mit Startwert u(ty) = xo ldsen, so bestimmt man die Kon-
stante C der Niveaumenge von ®, in der t — (t,u(t)) seine Werte annimmt, als ®(to, zo).

(ii) Der Satz liefert zwar keine explizite Losungsformel, sondern nur eine implizite Beschreibung, aber
manchmal ist es maoglich, die Stammfunktion nach u aufzulésen und so eine explizite Darstellung
der Lisung zu erhalten. Zu beachten ist hier, dass die Ldsung hdiufig nicht auf der ganzen C'-
Niveaumenge existiert, sondern nur auf einer Teilmenge.

Die wesentliche Voraussetzung, die es fiir die Anwendung von Satz zu verifizieren gilt, ist also
die Exaktheit der gewohnlichen Differentialgleichung. Sind die Funktionen g und h stetig differenzierbar,
so ist nach dem Satz von Schwarz die Giiltigkeit von

(82<I>(t,x) :> dg(t,x)  Oh(t,x) (: 82<I>(t,x)>

OxOt dr Ot oxOt

auf D eine notwendige Bedingung. Ist D sternférmig oder einfach zusammenhéngend, ist dies nach dem
Lemma von Poincaré auch eine hinreichende Bedingung fiir Exaktheit. Im Spezialfall eines Rechtecks
lasst sich die Stammfunktion sogar konkret durch Integration bestimmen.

Lemma 2.16. Seien ag < a1, bg < by, @ = (ap,a1) X (bo,b1) ein Quader und g,h: Q — R stetige
Funktionen mit den Eigenschaften, dass

x> g(t,z) stetig differenzierbar ist fir alle t € (ag,a1),

t — h(t,z) stetig differenzierbar ist fir alle x € (bg, by1),

und die partiellen Ableitungen die Gleichung

dg(t,x)  Oh(t, ,
gé;x): gtx) in Q (2.5)

erfillen. Dann ist die zugehorige gewéhnliche Differentialgleichung (2.4) exakt mit Stammfunktion

Dot ) = /t:g<s,x> as+ | W(to, ) dy
[ otsszoras + [ ity ay

to o
fiir alle (to,x0), (t,z) € Q.

Beweis. Fiir beide Darstellungen gilt offensichtlich ®q(to, z9) = 0, und wir brauchen daher nur noch zu
zeigen, dass die partiellen Ableitungen iibereinstimmen, damit beide Definitionen von ®q(¢,x) auf die
gleiche Funktion fithren, und dass dabei zusétzlich die beiden Identitidten

8‘1)0@,{13) 8@0(15, l‘)
ot Oz

gelten, damit es sich tatsichlich um eine Stammfunktion fiir g, h handelt. Mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung, der Differentiation parameterabhéngiger Integrale sowie der Bezie-
hung (2.5)) berechnen wir fiir die erste Darstellung von ®¢(¢, x):

8(1)0(t JZ) ( )

a% t 2) / (8 ds + h(to, )

=g(t,z) und = h(t,x)

/ ( %) ds + hto, z) = h(t, ),

und die gleichen Ergebnisse erhélt man in analoger Weise auch fiir die zweite Darstellung. O
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Bemerkung 2.17. Zur praktischen Berechnung der Stammfunktion kann man auch im ersten Schritt
eines der beiden Integrale

B(t,2) = / g(s,) ds + A(z)

to
x

O(t,z) = B(t) +/ h(t,y)dy

Zo

bestimmen (am besten das, das einfacher zu berechnen ist), wobei A(x) bzw. B(t) fir die von x bzw. t
abhingigen Integrationskonstanten stehen, die im zweiten Schritt noch geeignet gewdhlt werden miissen.
Mit diesen Ansdtzen fiir ® ist jeweils schon eines der beiden Kritierien der Eigenschaft der Stammfunk-
tion sichergestellt, nimlich 0®(t,x)/0t = g(t,xz) im ersten Fall und 0P (t,x)/0x = h(t,x) im zweiten
Fall. Das zweite Kriterium wird durch die geschickte Wahl von A(zx) bzw. B(t) garantiert, namlich so
dass die folgenden Gleichungen

Al(z) = h(t,z) — a% [/tg(s,z) ds] ( = % - h(t,x))

or [* 00(t,x)
B'(t) = ¢(t, ——{/ht, d] ( — = t,)
B =9glt.x) =3¢ | hltp)dy =~ g(t, )
gelten, aus denen man nun die unbekannten Funktionen A(x) bzw. B(t) durch eine einfache Integration
erhdlt.
Beispiele 2.18.

(i) Gleichungen der Form
b(t) — flu)u' =0

mit separierten Variablen sind exakt mit Stammfunktion ®(t,z) = —F(x) + B(t) (mit F und B
wie zuvor Stammfunktionen zu f bzw. b).

(ii) Wir betrachten die gewéhnliche Differentialgleichung
u+tP+tu =0,
also eine Gleichung der Form (2.4) mit g(t,x) = x + t* und h(t,u) = t. Hier gilt a%g(t,x) =1=

%h(t, x), und wegen Lemma [2.16| ist die Gleichung auf ganz R? exakt mit Stammfunktion

1
O(t,r) = xt + g753.

Fiir einen gegebenen Anfangswert (to, o) € R? miissen wir fiir die Bestimmung der Lésungen des
zugehorigen Anfangswertproblems daher die Niveaumengen

N(to,0) = {(t,z) € R*: ®(t,z) = (to, x0) }
betrachten. Hier unterscheiden wir zwei Fdlle:

o Falls ®(tg, xo) # 0 gilt, so ist kein Punkt mit t = 0 in der Niveaumenge N (to,x0), und diese
besteht aus den zwei Kurven

{t,z) eR*: t e R™ und w = L (5t — +t° + tozo) },
{(t,x) e R*: t e RY und & = L (13 — 2t + toxo) } -

Je nachdem, ob ty positiv oder negativ ist, ist die Losung genau durch eine der beiden Kurven
(sogar explizit) gegeben.
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e Falls dagegen ®(tg, o) = 0 gilt, so besteht N (to,xo) aus (den sich im Ursprung schneidenden)
Kurven

{(t,z) eR*: t =0 und z € R},
{(t,x) eR*: t e R und x = —1¢7}.

Lésungen existieren hier nur fir to # 0 oder to = x¢g = 0, und die Ldsung ist dann durch die
zweite Kurve explizit gegeben.

(I)(to, .1’0) >0

(I)(to, Io) =0

(tg,x9) <0

In einigen Fillen ist die gewohnliche Differentialgleichung von der Form (2.4)) zwar nicht exakt,
jedoch gibt viele dquivalente Gleichungen (man kann insbesondere die Gleichung mit einem iiberall
nicht-verschwindenden Faktor multiplizieren), im Sinne, dass sie alle die gleichen Losungen besitzen.

Ist eine dieser dquivalenten Gleichungen exakt, so kann man diese fiir eine implizite Beschreibung der
Losungen nutzen.

Definition 2.19. Sei D C R? offen und seien stetige Funkionen g,h: D — R gegeben. Eine stetige
Funktion m: D — R\ {0} heifit integrierender Faktor oder Eulerscher Multiplikator fiir die gewdhnliche

Differentialgleichung (2.4]), falls die Gleichung
m(t,u)g(t,u) + m(t,u)h(t,u)u’ =0
auf D exakt ist.

Bemerkung 2.20. Fir differenzierbare Funktionen g, h und m entspricht die notwendige (und auf
Quadern auch hinreichende) Bedingung (2.5)) fir Exaktheit nun

om(t,x) dg(t,r)  Om(t,x) Oh(t,x)
Oz or Ot ot

Da g und h in diesem Fuall bekannt sind, ist das eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung
fiir die unbekannte Funktion m (und damit prinzipiell dhnlich schwer zu lisen wie die urspringliche

g(t,z) + m(t,x)

h(t,x) + m(t, x)
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gewdhnliche Differentialgleichung). Aber in manchen Fillen kann man anhand der Form der Glei-
chung den integrierenden Faktor tatsdchlich erraten oder mit einem speziellen Ansatz finden, bei dem m
tatsichlich nur von einer Variable wie t, x, tx oder t + x abhingt bzw. von spezieller Struktur ist (wie
etwa m(t,x) = my(t)mo(z) fiir zwei Funktionen my, ms).

Beispiele 2.21.

(i)

Lineare gewohnliche Differentialgleichungen von der Form
u + a(t)u = b(t)
mit stetigen Funktionen a,b (wie in Satz sind im Allgemeinen nicht exakt, denn es gilt

Pl QA o

%(a(t):c —bt)) =alt) # 0= al,

jedoch konnen sie mit dem integrierenden Faktor
m(t) = exp(A(t)) mit A'(t) = a(t)

exakt gemacht werden, und diese dquivalente Differentialgleichung besitzt dann die Stammfunktion
(vgl. die Formel aus Lemma [2.16)

x

Bo(t, ) = / (a(s)z0 — b(s)) exp(A(s)) ds + / exp(A(t)) dy

to zo

— exp(A()e — exp(A(to))an — | b(s) exp(A(s)) ds.

to

Zu einem vorgegebenen Niveauwert kann man leicht nach x auflosen und so, unter Beachtung
der Anfangsbedingung, auf die Darstellungsformel fiir Losungen aus Satz zuriickschlieflen (am
einfachsten, indem man A als die Stammfunktion mit A(to) = 0 wdhlit).

Die gewohnliche Differentialgleichung
tu+u?u' =0
15t wegen %(m) =t#0= %xz nicht exakt, und als Gleichung fiir den integrierenden Faktor
ergibt sich
%Zm)tx +m(t,x)t = Wﬁ .

Mit dem Ansatz, dass m nur von der z-Variable abhingt, kommt man auf m(t,z) = x=1 (fir
x #0), und wir erhalten so die modifizierte Differentialgleichung

t4+uu' =0,
die die Stammfunktion ®(t,z) = (t? + 2?) besitzt. Fiir Losungen muss gemdf Satz dann
2+ (u(t))* =ce R\ {0}

gelten. Je nach Anfangsbedingung erhalten wir dann die Funktionen u(t) = £vc — t? fiir Zeiten
[t] < v/c als Lésung (und sie konnen dariiber hinaus aber nicht auf ganz R fortgesetzt werden).
Auflerdem gibt es auch die triviale Losung u = 0.

Zusammenfassend haben wir also fiir das Losen einer gewohnlichen Differentialgleichung der
Form ([2.4) mit dem Ansatz von exakten Gleichungen und integrierenden Faktoren die folgende Strategie:
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(1) Priifung (oder Herstellung der) Exaktheit der Gleichung. Wenn wir die Regularitit der involvierten
Funktionen voraussetzen, so ist ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Exaktheit in
einfach zusammenhéngenden Gebieten die Identitét

dg(t,x)  Oh(t,)

ox ot

(a) Ist dies der Fall, so haben wir bereits eine exakte Differentialgleichung und kénnen zum
néichsten Schritt gehen.

(b) Ist dies nicht der Fall, so suchen wir nach einem integrierenden Faktor m, so dass die modi-
fizierte Gleichung
m(t,u)g(t,u) +m(t,u)h(t,u)u’ =0

exakt ist und wenden die nachfolgende Schritte auf diese (dquivalente) Gleichung an.

(2) Bestimmung der Stammfunktion. Wir kénnen ®g(t,z) auf rechteckigen Gebieten iiber eine der
Formeln

wo(t.2) = | s, a)ds 1 [ nttoay= [ (s, o) ds + [ nteyay

to xo to xo
(oder den Ansatz aus Bemerkung [2.17)) berechnen.

(3) Implizite (und ggf. explizite) Beschreibung der Lésung. Die Losungen der Differentialgleichungen
nehmen ihre Werte laut Satz in den Niveaumengen der Stammfunktion an und sind somit
implizit beschrieben. Fiir Anfangswertprobleme mit u(tg) = xo bestimmt man die richtige Niveau-
menge iiber ®(tp, z¢) und muss dann noch untersuchen, auf welchen Teilen der Niveaumenge die
Losung tatséchlich lebt (die Niveaumengen kénnen etwa nicht zusammenhiingend sein oder nicht
das Bild einer Funktion sein). Gegebenenfalls ist eine Auflésung der impliziten Gleichung moglich
und man erhilt so eine explizite Darstellung fiir die Losung.

Diese Strategie ldsst sich insbesondere auch anwenden, um ein Loésungsverfahren fiir die Ber-
noullischen Differentialgleichungen zu entwickeln. Es handelt sich dabei um Gleichungen der Form

v = a(t)u + b(t)u®

mit a,b: I — R stetigen Funktionen auf einem offenen Intervall I C R, einen Exponenten oo € R\ {1}
(der Fall o = 1 beschreibt eine lineare Gleichung, die wir bereits losen konnen), und betrachtet werden
sollen nur positive Losungen u > 0 (damit der Term u® wohldefiniert ist).

Wir stellen zunéchst fest, dass die Exaktheit der Gleichung a priori nicht erfiillt ist, da wir in diesem
Fall mit der Gleichung fiir Funktionen

g(t,z) = —a(t)x — b(t)z™ und hit,z) =1

arbeiten und damit 5 A P
2 gt x) = —alt) — b(t)az® £ 0= L h(t

gilt. Als integrierenden Faktor erhilt man mittels einen Separationsansatzes, bei dem man nach einer
Funktion m(t,x) der speziellen Form m(t,z) = mq(¢)mz(x) mit reguldren Funktionen my, mo sucht:

m(t,z) = —(a— 1)z~ exp ((a — 1) A(t)) mit A'(t) = a(t),
denn fiir die modifizierte Gleichung mit

g(t,z) = g(t,z)m(t,x) = (a — 1)[a(t)z' = + b(t)] exp ((a — 1) A(2))
h(t,x) == h(t,x)m(t,z) = —(a — 1)z~ exp (= 1)A(t))
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ist die notwendige Bedingung fiir Exaktheit erfiillt:

9g(t Oh(t
% = —(a—1)%a(t)z""exp ((a — 1)A(t)) = gt’ ?) .
Im néchsten Schritt bestimmen wir die Stammfunktion mittels Integration (in der a-Variable kénnte
beim Ursprung eine Singularitét vorliegen, aber da wir nur positive Losungen untersuchen, ist das

unproblematisch):

t x
Bo(t,2) = / §(s,2) ds + / R(to, y) dy
to o
t

= xl_“/t (o —1)a(s) exp ((ow — 1)A(s)) ds + (e — 1)/1: b(s) exp ((a = 1)A(s)) ds

+exp ((a — 1)A(to)) / (1— )y~ dy

= ' [exp ((a — 1)A(t)) —exp ((a — 1)A(to))] + (a — 1) /t b(s) exp ((a — 1)A(s)) ds
+exp ((a — D A(to)) [z — 257 ¢]

=z'"%exp ((a = 1)A(t)) — x5~ exp ((a@ = 1)A(to)) + (a — 1)/t b(s) exp (@ = 1)A(s)) ds .

Diese Gleichung ldsst sich nun einfach nach z auflésen, und man erhélt so eine explizite Formel fiir die
Losung (wenn man das letzte Integral fiir spezielle Wahlen von b auch tatséichlich berechnen kann).

2.5 Potenzreihenansatz

Beim Potenzreihenansatz (auch Methode von Frobenius genannt) geht man davon aus, dass die Losung
einer gegebenen Differentialgleichung auf einem Intervall (um den Entwicklungspunkt ¢() als Potenzreihe
dargestellt werden kann, sich also als

u(t) =Y a;(t —to)’
j=0

mit geeigneten Koeflizienten ag, a1, as, ... € R schreiben lésst. Das Ziel ist es dann, die Koeffizienten der
Entwicklung zu bestimmen und ggf. eine einfachere Darstellung der Losung zu finden. Das allgemeine
Vorgehen bei diesem Verfahren ist:

(1) Berechnung der in der Differentialgleichung auftretenden Ableitungen von u (bzw. Funktionen
davon) durch formale, gliedweise Differentiation.

(2) Einsetzen der formalen Potenzreihen fiir u und seine Ableitungen in die Differentialgleichung und

Bestimmung der Koeffizienten ag,a;,as,... € R durch Koeffizientenvergleich bei den verschiede-
nen Potenzen in ¢. Manchmal macht eine Rekursionsformel eine einfache, explizite Berechnung
moglich.

(3) A posteriori muss dieses Verfahren noch gerechtfertigt werden, indem die Konvergenz und der
Konvergenzradius der Reihe untersucht wird.

Zu beachten ist hier, dass aufgrund des speziellen Ansatzes lediglich alle Losungen gefunden werden, die
sich als Potenzreihe entwickeln lassen, aber es konnte prinzipiell noch weitere Losungen geben (die eine
solche Entwicklung nicht zulassen, aber trotzdem noch regulidr genug sind, um eine Losung zu sein).
Dieses Phédnomen kann man fiir bestimmte Klassen von Gleichungen durch Eindeutigkeitsaussagen
ausschlieen, die wir im n#chsten Kapitel kennenlernen werden.
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Beispiele 2.22.

(i) Die gewdhnliche Differentialgleichung

"
U = —-u

haben wir in Beispiel (v) bereits behandelt und leiten diese Lisungsformel hier mithilfe des
Potenzreihenansatzes und Entwicklungspunkt tg = 0 her. Die formalen Reithendarstellungen fiir u,
u' und u” sind

o0
u(t) = Zajtj ,
3=0
o0

o0
W)=Y jatl Tt =Y (4 Dagat
j=1 j=0
o0

W) =506 - Dat! =Y (7 +2)( + Dajiat’
j=2 3=0

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung und Koeffizientenvergleich ergibt sich fir die Lisungs-
eigenschaft von u als notwendiges Kritierium die Giltigkeit von

(U +2)G+Dajr2 = —a;
fir alle j € Ng. Damit sind ag und a1 freie Parameter, und fir die restlichen Koeffizienten gelten

die Formeln ( )k ( )k
-1 -1
= d = _—
A2k = aQ (2k)! un A2k4+1 = a1 2k 1 1)!

fir k € IN. Mit der Reihendarstellung von Cosinus und Sinus folgt

u(t) = ap Z
k=0

(und da diese Reihen unendlichen Konvergenzradius haben, war das Verfahren auch gerechtfertigt).

1)k <k
((2]3! 12k 1, kg% (2(}3—1)1)!15%“ — g cos(t) + ai sin(t)

(ii) Wir betrachten die gewdhnliche Differentialgleichung
u/ —_ t2 T u2 ,

die ein spezieller Fall einer Riccati-Gleichung ist (die allgemein von der Form u' = a(t)u? +
b(t)u + c(t) ist). Die formalen Reihendarstellungen fiir u, v’ und u? sind

u(t) = Z a;t’,
j=0
u'(t) = (G + Dajt!,
j=0
0o 9 00 7 4
u2(t) = (Zakt’“) = Z ( agaj,g)t] .
k=0 j=0 " ¢=0
Einsetzen in die Differentialgleichung fiihrt nach Koeffizientenvergleich auf die Beziehungen
2 J
3az3 =1+ Zagag,g und (j+1)aj41 = Zagaj,g fir j € No \ {2} .
=0 £=0
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In Abhdingigkeit von ag (also dem Anfangswert uw(0)) kann man nun die Koeffizienten angeben als

alzag

as = §(a0a1 + ayag) = agay = aj
1 1
az = §(1+a0a2+af—|—a2ao) = 5(14—3@3) ete.

und erwartet aufgrund der Form der Koeffizienten die Konvergenz der Potenzreihe fir u (und
damit die Rechtfertigung des Potenzreihenansatzes) nur fiir Zeiten t nahe bei der Startzeit 0.

(iii) SchliefSlich wollen wir noch das Anfangswertproblem

3y =2u
u(0) =0

losen. Mit dem Potenzreihenansatz fiihrt die Differentialgleichung auf die Beziehung

oo

> (= 2)ajot! =2 i a;t’ .

=3 =0

Da die Anfangsbedingung und der Koeffizientenvergleich bei t° und t' schon ag = a; = as = 0
implizieren, erhalten wir wegen der Rekursionsformel (j —2)aj_o = 2a; fiir j > 3 nur die triviale
Funktion uw = 0 als Lésung des Anfangswertproblems. Mit Separation der Variablen (Vorsicht mit
u(0) = 0) folgt jedoch, dass alle Funktionen der Form

u(t) = cexp(—t~?) mit stetiger Fortsetzung durch w(0) =0

mit beliebiger Konstante ¢ € R das Anfangswertproblem losen. Diese Lisung kann durch den
Potenzreihenansatz nicht gefunden werden, da die Funktion t — exp(—t—2) (wieder stetig in 0
fortgesetzt) bei t = 0 nur von der Klasse C*°, aber nicht analytisch ist, und sie sich somit nicht
in einer Potenzreihe entwickeln ldisst.

2.6 Variablentransformationen

Durch die Einfithrung neuer Variablen kann man manche gewthnlichen Differentialgleichungen in eine
andere Gleichung iiberfithren, die man explizit, beispielsweise mit den bisher vorgestellten Verfahren,
l6sen kann. Im Wesentlichen kann man hier sowohl die unabhéngige als auch die abhéngige Variable
transformieren, und daher betrachtet man typischerweise eine (auf T'(D)) bijektive und hinreichend
regulére Abbildung

T:DcRYY o RV (t,u) = (Th(t,w), T(t,u)) = (s,v).

Mithilfe dieser Transformation sowie der urspriinglichen Gleichungen fiir w als Funktion von ¢ kann
man dann eine Differentialgleichung fiir die neue Funktion v als Funktion von s aufstellen (mit einer
Strukturfunktion auf dem transformierten Definitionsgebiet T'(D)). Kann man diese 16sen, so erhilt
man die urspriinglich gesuchte Losung v durch Riicktransformation mithilfe der Umkehrabbildung 7 1.
Dieses Vorgehen werden wir nun im Detail fiir die zwei Spezialfélle erklédren, dass nur die unabhéngige
oder nur die abhéngige Variable transformiert wird.

Transformation der unabhingigen Variablen. Transformieren wir nur die unabhéngige Variable,
so betrachten wir den Spezialfall einer Transformation des Typs

s=Ti(t) und v=wu
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mit einer bijektiven Abbildung 7} (von einem Intervall I C R nach T (I)), deren Regularitit mindestens
so gut wie die Ordnung der Gleichung sein muss (also von der Klasse C* fiir Gleichungen der Ordnung k).
Wir arbeiten dann mit der Funktion

v(s) = u(Ty*(s)) und der Riicktransformation u(t) = v(Ty(t)).

Um die Differentialgleichung fiir v als Funktion von s = Tj(¢) aufzustellen, kénnen wir in einem ersten
Schritt etwa die Riicktransformation differenzieren
u'(t) = o' (T1 () Ty (t)
u"(t) = 0" (T () (11 (1) + o' (T (1) TY' ()
u"'(t) = 0" (T () (T1(4))° + 3" (Ty () TI ()T (t) + o' (T ()T (t)  ete.
Im zweiten Schritt setzen wir diese Ausdriicke fiir die Ableitungen von u in die Differentialgleichung ein
und schreiben alle Ausdriicke in ¢ mittels ¢ = 77 *(s) um. Dies ist fiir Gleichungen héherer Ordnung

meist das einfachste Vorgehen. Alternativ kann man, insbesondere fiir Gleichungen erster Ordnung,
auch v direkt differenzieren
V' (s) = (T ()T (9)

und den Term u'(T;!(s)) mithilfe der Differentialgleichung als Funktion in v und s ausdriicken.

Beispiel 2.23. Die Eulersche Gleichung
tFu®) o "D 4 gt +aou =0 auf RT

mit Koeffizienten ag,aq,...,ax € R ist eine spezielle lineare Differentialgleichung der Ordnung k € IN
mit nicht-konstanten Koeffizienten (und daher mit den bisher zur Verfigung stehenden Methoden nicht
losbar). Die Tatsache, dass die j-te Ableitung jeweils mit dem Faktor t7, j € {0,1,...,k}, multipliziert
wird, ist der Schlissel zu einer niitzlichen Transformation. Mit der Wahl

s=Ti(t) =logt oder dquivalent t= T (s)= exp(s)
(Ty ist also eine Bijektion von RY nach R), also mit
u(t) = v(logt) wund der Riicktransformation v(s) = u(exp(s)),

sehen wir

u'(t) =o' (log )t

u”(t) = v"(logt)t™2 — v’ (log t)t 2
und allgemeiner -

e

u(t) = v (logt)t ™7 + Y ;@ (logt)t™  fiirjeN
=1
mit konstanten Zahlen c; € R fir j € N und £ € {1,...,j — 1} (die genaue Form kinnte man auch

angeben, spielt hier aber weiter keine Rolle). Beim Einsetzen in die Eulersche Gleichung heben sich
damit alle t-Potenzen weg und wir erhalten fir v eine Gleichung der Form

bv™ + b0 D 4 b +bov =0 auf R

mit Konstanten by, b1, ...,by € R (die sich aus den a; und c;j ¢ berechnen lassen). Es handelt sich bei der
Gleichung fiir v also um eine lineare Differentialgleichung der Ordnung k mit konstanten Koeffizienten.
Diese kénnen wir mithilfe von Satz[2.8| losen und tber u(t) = v(logt) dann auch eine Lisungsformel fir
die urspringliche Fulersche Gleichung gewinnen.
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Transformation der abhingigen Variablen. Transformieren wir nur die unabhéngige Variable, so
betrachten wir den Spezialfall einer Transformation des Typs

s=t und v=T(tu)=Ti(u)

mit einer Familie (T}); von Bijektionen (auf Teilmengen des RY), die wieder mindestens so oft differen-
zierbar sein muss wie die Ordnung der Gleichung. Wir arbeiten dann mit

v(t) = Ty(u(t)) und der Riicktransformation u(t) = (T;)~ " (v(t)).

Ahnlich wie bei der Transformation der unabhingigen Variable berechnet man mit der Kettenregel
Ableitung wie

o' (8) = (T) (w(t)' (1) baw. o (t) = (T;1) (0(£)' (1)

und bestimmt so die Differentialgleichung fiir v.

Beispiele 2.24. Typischerweise sieht man der zu transformierenden Gleichung bereits eine Struktur
an, die ein Indiz fiir eine niitzliche Transformation sein kann.

(i) Fiir die Gleichung u' = (t +u)?, vgl. Beispz'el (iv), transformiert man mittels
v="Ty(u) =t+u oder dquivalent u= (T;) "(v)=v—t.

Differenziert man v(t) = t+u(t), so erhilt man mithilfe der urspringlichen Gleichung die folgende
Differentialgleichung fiir v

V) =1+ () =1+ (t+u®)? =1+ (v(1)?,

also eine autonome Gleichung, die wir bereits mit Separation der Variablen in Beispiel (ii)
geldst haben. Als Losung ergibt sich v(t) = tan(t + ¢) mit einer beliebigen Konstante ¢ € R, und
nach Ricktransformation erhalten wir fir die urspringliche Gleichung als Losung

u(t) =v(t) —t=tan(t+c)—t.

(i) Fiir eine Gleichung der Form u' = h(u/t) (auf R™ oder R™) mit stetiger Funktion h wdhit man
als Transformation

v="T,(u) = % oder dquivalent w= (T;)"*(v) = tv.

Differenziert man v(t) = u(t)/t, so ergibt sich

sy =" D L) o),

t 2t
also eine Differentialgleichung, die man mit Separation der Variablen losen kann.
(iii) Fir die Bernoullischen Differentialgleichungen
v = a(t)u + b(t)u®

mit a # 1 und u > 0, fiir die wir zuvor einen komplizierten integrierenden Faktor gefunden hatten,
so dass man the Theorie exakter Gleichungen verwenden konnte, bietet sich die (t-unabhingige)
Transformation

v="T(u)=u""" oder dquivalent u=T"'(v)=0vT=

an. Differenziert man hier v(t) = u(t)* =%, ergibt sich

)
V() = (1= a)u(t) /() = (1 — a)u(t) ™ [a(t)u(t) + b(t)u(t)]
= (L= a)a(t)o(t) + (1 — a)b(t),
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also eine lineare, inhomogene Gleichung erster Ordnung, fir die wir mit Satz[2.5] die Losungsformel

olt) = exp (= (1= a)Ag(1)) [0 + / (1= a)b(s) exp (1 = @) A (s)) ds|

to

mit Ao (¢ ft s)ds haben. Durch die Riicktransformation u(t) = v(t)*/ (=) erhalten wir dann
eine Losung der Bemoullzschen Gleichungen.

Bemerkung 2.25. Anhand von Beispiel[2.22] (ii) kinnen wir bereits erahnen, dass es fiir die allgemeine

Riccati-Gleichung
v = a(t)u® + b(t)u + c(t) (2.6)

mit stetigen Funktionen a,b,c: I — R (und mit einem Intervall I C R) keine elementare Lisungsmetho-
de gibt. Kennt man jedoch bereits eine spezielle Losung upq,: I — R, so ist eine Funktion u: I — R
genau dann eine Losung der Riccati-Gleichung, falls sie sich als

U= Upar + UB
darstellen ldsst, wobei up eine Lisung der Bernoullischen Differentialgleichung
= [2a(t)upar () + b(t)Ju + a(t)u? (2.7)
(mit a = 2) ist.
Beweis der Bemerkung. Sei zunichst u eine weitere Losung der Riccati-Gleichung . Dann gilt

() = upar())" = a(t) ((u(®))® = (par (1))*) + b(t) (u ( ) = tpar(t))
= tpar (t) + 2upar (t)) (u(t) = tpar(t)) + b(t) (u(t) = tpar(t))

— upmn(t))2 + [Qa( )upar ] (u t) — Upar(t )

fiir t € I, also 16st up = u — upqer Wie behauptet die Bernoullische Differentialgleichung (2.7)).
Ist umgekehrt up eine beliebige Losung der Bernoullischen Differentialgleichung ([2.7)), so folgt

Il
—
~
N
—
<
—~ o~
~
- =

(tpar(t) + up () = a(t) (upar (£)* + b(E)tpar (t) + c(t) + [2a(t)tpar(t) + b(t)] up(t) + a(t) (up(t))?
a(t) (tpar () +up(1))? 4 b(t) (upar () + up(t)) + c(t)

tir t € I, also 16st u := up,, + up tatsichlich die Riccati-Gleichung (2.6]). O
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Kapitel 3

Existenz und Eindeutigkeit von Loésungen

Wir beginnen nun mit der systematischen Entwicklung der Theorie zu gew6hnlichen Differentialgleichun-
gen in allgemeiner Form. Zun#chst befassen wir uns mit der Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
sowie ihrer Abhéngigkeit von der Daten. Hierbei konnen wir uns wegen der Reduktion der Ordnung im
Wesentlichen wieder auf Anfangswertprobleme fiir Gleichungen erster Ordnung beschrianken, und zwar
in expliziter Form, d.h. wir betrachten

!/

vo= k) (3.1)
U(to) = X0

fiir eine (stetige) Strukturfunktion f: D — RY (mit D ¢ R einer offenen Menge) und (¢, zo) € D.

Fiir konkrete Anwendungen ist diese allgemeine Theorie insofern relevant, dass es sich typischerweise

um Gleichungen handelt, die sich nicht explizit 16sen lassen, aber man auch in diesem Fall Informationen

iiber die Losbarkeit und die Eigenschaften der Losungen gewinnen mdochte.

3.1 Naherungslésungen

Hier werden kurz zwei Verfahren, ndmlich das Eulersche Polygonzugverfahren und die Picard-Iteration,
zur Gewinnung von N#herungslosungen fiir das Anfangswertproblem vorgestellt. Die wesentliche
Idee ist dabei, eine Folge von Funktionen zu konstruieren, die (unter gewissen Annahmen) im Limes
gegen eine exakte Losung konvergiert.

Eulersches Polygonzugverfahren. Es handelt sich hierbei um ein einfaches Verfahren zur Bestim-
mung einer numerischen Losung fiir ein gegebenes Anfangswertproblem. Das Verfahren ist geometrisch
motiviert, und die numerische Losung wird zu festen, diskreten Zeitpunkten mithilfe des zur Gleichung
gehorigen Steigungsfeldes iterativ konstruiert. Das grundsétzliche Vorgehen im Eulerschen Polygonzug-
verfahren ist folgendermafien:

(1) Wihle eine feste Zeitschrittweite h > 0 und definiere diskrete Zeitpunkte
ti(=t") =ty +jh firjez
(die Zeitpunkte t; liegen also fiir j > 0 nach ¢y und fiir j < 0 vor ¢).
(2) Ermittle die numerische Losung iterativ bei jedem Zeitpunkt ¢; durch die N&herung durch das

explizite Euler-Verfahren. Dabei nutzen wir die Gleichung fiir die numerische Losung in den
Stiitzstellen

u'(ty) = f(t;,ulty))
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und approximieren die Ableitung durch

u(t;) —u(t;—1)

iy ultivn) —ulty)
ul(ty) = = -

; fir j >0 und o/(¢j) =

fir j <O0.

Insgesamt bekommen wir also an den Stiitzstellen als Werte fiir die Ndherungslosung uy, zu Schritt-
weite h

o — hf(to,z0) =1

==
)=z
up(tiv1) = un(ty) + hf (g, un(ty)) =z + hf(ty,z;) = xj41 filr j > 1
==
) =un(ty) = hf(tj,un(ty)) = z; — hf(tj,z;) = 21 fiir j < -1

und miissen das Verfahren stoppen, sobald (¢;, ;) nicht mehr im Definitionsbereich D des Stei-
gungsfeldes f liegt.

(3) Definiere nun die numerische Losung u;, als die stiickweise affine Funktion

fur t € [tj,t;41) fiir ein j € Ng,
fir t € [tj_l,tj) fiir einj € —INg.

up(t) =ax; + (t —t;) f(t5,2;) {

Auf den so gewonnenen Niherungslésungen wird der Existenzsatz von Peano aus Kapitel[3.2]beruhen,
bei dem wir im Wesentlichen noch die Konvergenz fiir Schrittweite h \, 0 gegen eine Losung des
Anfangswertproblems (3.1) beweisen miissen.

Bemerkung 3.1. Mit vollstindiger Induktion sieht man

j
un(tyr1) = un(ts) + hf(ts,un(ty) = unlto) + h Y f(te,un(te)) fir j € No,
=0
0

un(ti—1) = un(ty) — hf(t;, un(t;)) = un(to) = b Y f(te,un(te)) fir j € —No.
=

Falls f nicht explizit von der abhdngigen Variable w abhdingt und man alle Zeitpunkte in einem vorge-
gebenen Intervall (t—,t%) mit t= < tg < t* betrachtet, so konvergieren die Ausdriicke auf der rechten
Seite bei h \, 0 genau gegen die Riemann-Integrale

tt to
Zo + f(s)ds bzw. xo — f(s)ds,

to t

also gegen die rechte Seite der integralen Form der Differentialgleichung, vgl. Satz[1.20]

Picard-Iterierte. Bei der Picard-Iteration handelt es sich um eine Fixpunkt-Iterationsmethode, bei
der man sukzessive die Gleichung approximiert. Das grundsétzliche Vorgehen ist dabei das folgende:

(1) Schreibe zunéchst das Anfangswertproblem (3.1)) mit Satz als Integralgleichung

t
u(t) = xo +/ f(s,u(s))ds (= Flu](t))
to
um (und fasse dabei die rechte Seite als Funktion von den stetigen Funktionen in sich selbst auf).
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(2) Definiere iterativ approximative Losungen u,, die sogenannten Picard-Iterierten, als
uo(t) ==z,

Unt1(t) =20+ [ f(s,ur(s))ds fiir n € Ny . (3.2)

Dies kénnen wir fiir jede Iterierte u, 1 jeweils auf dem gréBten Intervall (¢, 4, th 1) machen, auf
dem die Vorgiingerfunktion u,, existiert und ihr Graph {(t,u,(t)): t € (t; 1, t}, )} C D erfiillt.

Auf den so gewonnenen Niherungslosungen wird der Existenzsatz von Picard-Lindelof aus Kapi-
tel [3-3] beruhen, und auch hier geht es im Wesentlichen darum, Konvergenzaussagen zu zeigen. Kann
man zeigen, dass die Folge von Funktionen (un)nen, gleichmifig gegen eine Funktion u., konvergiert,
so dass dabei auch die Folge von Funktionen (s — f(s,un($)))nen, gleichmiflig gegen die Funktion
s = f(8,usx(s)) konvergiert, so folgt aus dem Grenziibergang n — oo in

uoo(t)zxo—i-/t f(s,uxs(s))ds

und u ist damit Fixpunkt von F| also nach Satz die gesuchte Losung.

Bemerkung 3.2. Falls f nicht explizit von der abhdngigen Variable u abhdingt, so stellt die Definition
der ersten Picard-Iterierten uy die Integralgleichung zum Anfangswertproblem (3.1)) dar, und damit
ist uy bereits die Losung zu (3.1)).

Das Picard-Verfahren an sich ist, wie auch das Euler-Verfahren, recht flexibel und funktioniert bei-
spielsweise auch fiir Systeme von Gleichungen. Eine explizite Berechnung der Integrale in der Picard-
Iteration ist aber nicht immer moglich.

Beispiele 3.3.

(i) Wir mdchten Niherungslosungen fiir das Anfangswertproblem u' = log(t) mit u(to) = zo € R fiir
Zeiten t > tg > 0 bestimmen.

o Euler-Verfahren: Zu Schrittweite h > 0 definieren wir nach Bemerkung [3.1] die Niherungs-
losung up, an den Zeitpunkten (to + jh)jen, als

up(to) = o,

J
up(to + (5 + Dh) =z + thog(to + (h) fiir j € Ny .
£=0
Will man die Lésung des Anfangswertproblems zu einem festen Zeitpunkt t approzimieren,
so bieten sich die Schrittweiten h,, == (t—to)/n firn € N an (damit gilt dann to+nh, =t).
Mit der Approximation des Riemann-Integrals durch Riemann-Summen folgt dann

n—1
t—to t—to
) = up (to + nhy) = ] (t )
up,, (t) = up, (to + nhy) = o + - ;:0 og (fo+j—

¢
2 o+ / log(s)ds = xg + tlog(t) — t — tglog(to) + to

to

o Picard-Iteration: Die erste Picard-Iterierte

up(t) == g +/ log(s) ds

to

ist hier bereits die Lisung, vgl. Bemerkung[3.2]
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(ii) Fir ein a € R mdchten wir Niherungslosungen fir das Anfangswertproblem v’ = au auf R mit
u(to) = zo € R bestimmen (das wir bereits in Beispiel[L.§| (i) gelést haben).

o Fuler-Verfahren: Zu Schrittweite h > 0 bekommen wir als Niherungslosung upn, an den Zeit-
punkten (to + jh)jen, mit Induktion

up(to) = o,

J
uh(to + (] + 1)h) = X9+ haZuh(tO + fh) = 1‘0(1 + ha)j‘H fir j € INg .
=0

Fiir festes t € R bekommen wir mit Schrittweiten h,, = (t — tg)/n fir n € IN wie oben

n
n—oo

t—t
up,, (t) = up, (to + nhy) = o (1 + - Oa) — xgexp(at —tg))

mit der aus der Analysis-Vorlesung bekannten Folgendarstellung der Exponentialfunktion.
e Picard-Iteration: Ausgehend von ug = xq¢ bestimmen wir
t
ui(t) = xo + / axgds = xo[1 + a(t — to)]
to

ua(t) = xo + / azo[1+ a(s — to)] ds = zg [1 +a(t —ty) + %(t - to)ﬂ

P oad(t—t0)d
un(t):xozu firnelN,
=0

und mit der aus der Analysis- Vorlesung bekannten Reihendarstellung der Exponentialfunktion
erhalten wie ebenfalls u,(t) = xgexp(a(t —tg)) bei n — oo.

Bei der Beurteilung der Giite einer Naherungslosung hilft uns spéter die folgende

Definition 3.4. Sei D C R offen, (to,z0) € D, f: D — RY stetig und ¢ > 0. Eine stetige,
stiickweise differenzierbare Funktion u.: I — RN (mit I C R einem Intervall) nennt man eine e-
Néherungslosung des Anfangswertproblems v’ = f(t,u) mit u(ty) = o, falls to € I und fiir den Graph
{(t,ue(t)): t € I} C D gelten sowie die Ungleichungen

|ue(to) — wo| <€,
[ul(t) — f(t,us(t))| < e fiir alle Differenzierbarkeitsstellen t € I

erfillt sind.

Wie gut die beiden vorgestellten Ndherungslosungen sind, kann man ohne weitere Voraussetzun-
gen noch nicht beurteilen. In jedem Fall iibertrigt sich aber die Approximationsgiite direkt auf die
Integralgleichung:

Lemma 3.5. Sei D C RN offen, (to,z0) € D, f: D — RN stetig und ¢ > 0. Ist uc: I — RN (mit
I C R einem Intervall) eine e-Niherungslosung des Anfangswertproblems u' = f(t,u) mit u(to) = xo,
so gilt fir allet €

() — o — /t Flsue(s)) ds| < 21+ |t — 1o

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung ty < t an. Mit ¢; < t3 < ... < tp;—1 bezeichnen wir im
Folgenden die Punkte in [tg,?], in denen w. nicht stetig differenzierbar ist, und setzen tp; = t. Mit

48



dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und mit der Definition der e-Ndherungslosung
erhalten wir dann die Behauptung;:

t

uet) =m0~ | f(s,ue(s)) dsf

M v M t;
= ‘ Z (ue(ty) — ue(tj—1)) + ue(to) — o — Z/t f(s,uc(s))ds
=1 j=1"ti-1
M t;
<Juctto) =l + 3 [ (o) = Fls.uels)]ds
1/t
. J
Seted |t —tial=e(l+][t—to]). 0
j=1

3.2 Der Satz von Peano

Wir behandeln nun einen ersten allgemeinen Existenzsatz fiir das Anfangswertproblem . Mithilfe
des Eulerschen Polygonzugverfahren zeigen wir dabei, lediglich unter einer Stetigkeitsannahme an die
Strukturfunktion, dass es immer eine lokale Losung gibt (also die in einem hinreichend kleinen Intervall
um to definiert ist). Dieses Resultat ist beziiglich der Annahme an die Strukturfunktion tatséchlich opti-
mal, d.h. man kann ohne Stetigkeit der Strukturfunktion keine Losbarkeit erwarten. Fiir die gew6hnliche
Differentialgleichung

u' = sign(t)

(also mit der unstetigen Strukturfunktion f(¢,u) = sign(t)) kann der Zeitpunkt ¢ = 0 niemals im Inneren
eines Losungsintervalls liegen, da die Losung sonst nicht die Voraussetzung der stetigen Differenzierbar-
keit erfiillt. Wesentliches Hilfsmittel fiir den Beweis der Konvergenz der Euler-Polygone ist der folgende
Kompaktheitssatz:

Satz 3.6 (Arzela—Ascoli). Sei K C R ein kompaktes Intervall, N € IN, und (un)nen eine Folge von
Funktionen in C(K,RY) mit den Eigenschaften, dass

(i) (un)nen gleichméBig beschriankt ist, d.h.

sup sup |uy, ()| < oo,
neN teK

(ii) (un)nen gleichgradig stetig ist, d.h. zu jedem € > 0 ezistiert ein 6 > 0, so dass
un(t) —un(®)| <€
fiir alle t,t € K mit [t —t| < § und allen € N gilt.

Dann gibt es eine Teilfolge von (un)nen, die gleichmdfig gegen eine (stetige) Grenzfunktion u €
C(K,RY) konvergiert.

Bemerkungen 3.7. Man kann sich leicht Folgen von Funktionen tberlegen, die zeigen, dass die Vor-
aussetzungen der Kompaktheit des Definitionsgebietes, die gleichmdfSige Beschrdanktheit und die gleich-
gradige Stetigkeit der Folge tatsdchlich notwendig sind:

(i) Sei h € C(R) eine beliebige stetige, nichtverschwindende Funktion mit kompaktem Trdiger im
Intervall [0,1]. Dann definieren wir die Folge (up)new von Funktionen in C(R) dber

Un(x) = h(n + ) firzr e R undn € IN.
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Diese Folge von Funktionen ist offensichtlich gleichmdfig beschrdnkt durch max,eo 1y |h(z)|, und
auch die gleichgradige Stetigkeit vererbt sich direkt von der (gleichmdfigen) Stetigkeit von h. Hier
gilt punktweise Konvergenz der Folge (u,)nen gegen u = 0, jedoch ist die Konvergenz nicht
gleichmdfig, da sup,eg [un — 0| = max,cpo 1) |h(x)] > 0 fir allen € IN gilt. Ohne Kompaktheit des
Definitionsgebietes der Funktionenfolge kann die Aussage von Arzela—Ascoli also nicht gelten.

(ii) Sei K =[0,1], und wir definieren eine Folge (un)new von Funktionen in C([0,1]) dber
up(z) =n  firzel0,1] undn e N.

Diese Funktionen sind offensichtlich auf einem kompakten Intervall definiert und gleichgradig stetig
(tatsdchlich ist § fir jede Wahl von € > 0 beliebig), aber nicht gleichmdfig beschrinkt, und es gilt
un(x) = 00 bei n — oo. Also ist die gleichmdiflige Beschrinktheit der Funktionenfolge fiir die
Auswahl einer konvergenten Teilfolge notwendig.

(iii) Sei K = [—1,1], und wir definieren eine Folge (un)nen von Funktionen in C([—1,1]) dber
un () == tanh(nx) fiir x € [-1,1] und n € IN.

Diese Funktionen sind auf einem kompakten Intervall definiert und betragsmdfSig durch 1 gleich-
majsig beschrinkt, jedoch sind sie nicht gleichgradig stetig, da in der e-§-Definition von Stetigkeit
das § in einer Umgebung vom Ursprung immer kleiner gewdhlt werden muss, je gréfier n wird
(die Funktionen werden durch den Ursprung immer steiler). Fir die Folge (un)nen gilt punkt-
weise Konvergenz gegen u(z) = sign(z) ¢ C([—1,1)), jedoch keine gleichmdf$ige Konvergenz, da
SUP,eR |un — sign(z)| = 1 fir alle n € IN gilt. Daher ist auch die gleichgradige Stetigkeit fir die
Aussage von Arzela—Ascoli notwendig.

Bemerkungen 3.8.

(i) Die Voraussetzung (ii) der gleichgradigen Stetigkeit ist insbesondere dann erfillt, wenn man eine
Zahl L > 0 findet, so dass die Ungleichung

lun (t) —un(B)| < L|t — & fiir alle t,i € K und allen € N
erfillt ist (und Voraussetzung (ii) gilt dann fiir die Wahl § =¢/L).

(ii) Die Aussage des Satzes von Arzela—Ascoli gilt auch fiir allgemeine kompakte Mengen K in R
(jedoch muss dann der Beweis entsprechend angepasst werden).

Beweis von Satz[3.6l Der Vollstindigkeit halber wiederholen wir kurz die Beweisidee und den Beweis.
Die wesentlichen Ideen sind es, die erste Voraussetzung (i) der gleichméfiigen Beschrinktheit zu nutzen,
um die Konvergenz auf abzéhlbar vielen Punkten mithilfe des Satzes von Bolzano—Weierstrass sowie
einem Diagonalargument zu sichern. Anschlieend erzielt man mit der zweiten Voraussetzung (ii) der
gleichgradigen Stetigkeit und der Kompaktheit von K eine Verbesserung zu gleichméfliger Konvergenz.

Schritt 1: Auswahl einer Teilfolge, die auf allen rationalen Punkte konvergiert. Wir nummerieren
zunéchst alle rationalen Punkte in K, schreiben also

KNQ={t, eR: ke N}

fiir eine Folge (tx)rew. Wir betrachten nun zunichst die Folge von reellen Zahlen (uy(t1))nen. Mit
Bolzano—Weierstrass finden wir wegen der Annahme (i) der gleichméfigen Beschrinktheit eine konver-
gente Teilfolge, die wir mit (u1 ,,)new bezeichnen. Nun verfahren wir induktiv. Ist (., )nen eine Teilfol-
ge, die in den Punkten {t1,...,¢;} konvergiert, so wéihlen wir eine Teilfolge (u;11.,)nen daraus aus, so
dass auch (/U/jJrl,n(thr]))ne]N konvergiert. Die Diagonalfolge (tr, »)nen leistet nun die gewiinschte punkt-
weise Konvergenz in allen Punkten K N Q: betrachtet man einen beliebigen Punkt ¢y, 0 ist (Un n)n>k
nach Konstruktion eine Teilfolge von (uj n)nen und konvergiert damit tatséchlich im Punkt ¢.
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Schritt 2: Verbesserung zu gleichmdfiger Konvergenz auf K. Da der Raum C(K) der stetigen Funk-
tionen auf einer kompakten Menge bzgl. der Supremumsnorm vollstdndig ist, miissen wir nur noch
zeigen, dass die eben konstruierte Teilfolge, ohne Einschrinkung ab hier wieder die Folge selbst, eine
Cauchy-Folge bzgl. der Supremumsnorm ist. Sei dazu € > 0 beliebig. Wegen der Eigenschaft (ii) der
gleichgradigen Stetigkeit finden wir ¢ (in Abhéngigkeit von €), so dass

[ (1) — un(t)] < % fiir alle ¢,£ € K mit |t — | < 0 und alle n € IN

gilt. Da K auflerdem kompakt ist, finden wir endlich viele Punkte s1, ..., 555 € K N Q mit

M(5)
U sk =66 +0) D K. (3.3)
k=1

Da die Folge (uy,)nen nach Schritt 1 in allen rationalen Punkten konvergiert und wir nun lediglich die
endliche Menge an Punkten {si,...,s(5)} betrachten, kénnen wir nun noch ng € IN fixieren, so dass

[t (s) — un(sk)| < % fiir alle k € {1,..., M ()} und m,n > nyg (3.4)

erfiillt ist. Zu einem beliebigen ¢t € K bestimmen wir nun einen Punkt s mit ¢ € (sg — 9, si +¢). Mithilfe
von (3.3) und (3.4) berechnen wir dann fiir m,n > ng

|um (8) = un (O] < [um (t) = wm (k)] + [um(sk) = unlsp)| + [un(sk) —un(t)] <e

und haben damit die Eigenschaft der gleichmé#Bigen Cauchy-Folge fiir (u,)nen gezeigt. Also konvergiert
die Folge tatsdchlich gleichmé&Big auf der kompakten Menge K und der Satz von Arzela—Ascoli ist
bewiesen. O

Damit kommen wir nun zur ersten Aussage zur Existenz einer lokalen Losung fiir das Anfangswert-

problem ([3.1)).

Satz 3.9 (von Peano, quantitative Version). Seien a, b > 0 und N € N. Zum Anfangswertproblem

{ u = f(t,u)

u(to) = X0

mit stetiger Strukturfunktion f: [to — a,to + a] X By(zo) — RN (mit By(wo) der abgeschlossenen Kugel
in RN mit Radius b und Mittelpunkt x) existiert mindestens eine Losung auf dem Intervall [to—a, to+al
mit
b —
a = min {a, M} fir M = max {|f(t,z)|: (t,x) € [to — a,to + a] x By(zo)}
(und der Konvention b/M = oo fiir M = 0).
Bemerkungen 3.10.

(i) Wie wir bereits gesehen haben, konnen wir selbst fir den Fall, dass die Strukturfunktion f auf
ganz R™ existiert und stetig ist, nicht erwarten, dass Losungen fiir alle Zeiten existieren. Fiir das
Anfangswertproblem u' = 1+ u? mit u(to) = xo haben wir in Beispiel (ii) die Lésungsformel
u(t) = tan(t — to + arctan(zg)) hergeleitet, und diese Lisung existiert nur auf einem Intervall der
Linge w. Eine Schranke an die Linge des Lisungsintervalls ist also notwendig.

(ii) Mit quantitativer Version ist gemeint, dass die Aussage des Satzes nicht nur die Existenz einer
lokalen Lésung betrifft, sondern dass auch eine untere Schranke an die Linge des Existenzintervalls
angegeben wird. Dazu muss man beachten, dass die Lésungskurve fiir dieses Intervall komplett in
der Menge [ty — a,to + a] x By(xg) liegen muss, in der f stetig ist. In t-Richtung verlisst die
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(iii)

Lésung diese Menge offensichtlich bei tg £ a, daher muss a < a gelten. Das Verlassen in x-
Richtung ist subtiler, da man die Werte der Lésung betrachten muss. Mit der Darstellung der
Differentialgleichung als Integralgleichung aus Satz und der Beschranktheit von f durch M
bekommen wir, solange u noch in der zuldssigen Menge verlduft, die Abschitzung

|u(t) — 2ol =

[ ot as| < e -t

und die rechte Seite ist sicher hdchstens b, falls |t — to] < b/M gilt, was nun die zweite Ein-
schrinkung an o erkldrt. Zusdtzlich wissen wir aus der letzten Ungleichung, dass die Ldsung
immer innerhalb des von (tg,zo) ausgehenden Doppelkegels mit Steigung =M liegt (und sogar in
dem von jedem anderen Punkt (t,u(t)) ausgehenden, solange t im Existenzintervall liegt).

(to, o)

Tatsdchlich ist die Aussage optimal und man kann die Existenz einer lokalen Lésung im Allge-
meinen auf keinem grofleren Existenzintervall zeigen. Dazu reicht es, die Strukturfunktion immer

mazimal zu wihlen, also etwa -
f=M inR x Bp(zo).

Die Lésung des Anfangswertproblems v = M mit u(to) = o ist u(t) = xg + M(t — to), und sie
ist definiert genau fir alle t € R mit

|Z‘0+M(t—to) —$0| :M‘t—to‘ <b,
also fiir |t —to| < b/M.

Unter einer Stetigkeitsannahme an die Strukturfunktion wie im Satz von Peano kénnen wir keine
Eindeutigkeit der Lisung des Anfangswertproblems erwarten. Fir die gewdhnliche Differentialglei-
chung u' = 2sign(u)+/|ul, vgl. Beispiel(iii), ist die Strukturfunktion zwar stetig, jedoch haben
wir gesehen, dass fir den Anfangswert xo = 0 unendlich viele Losungen existieren.

Beweis von Satz[3.9 Ohne Einschrinkung diirfen wir voraussetzen, dass M > 0 gilt, denn im Fall
M = 0 haben wir f = 0, und damit ist u = ¢ eine auf [ty — a,tg + a] definierte Losung des Anfangs-
wertproblems.

Schritt 1: Konstruktion einer Ndiherungslosung tber das Fulersche Polygonzugverfahren. Unser Ziel
ist es, zu gegebenem n € IN eine 1/n-Niherungslosung des Anfangswertproblems auf dem Intervall
[to — @, to + ] zu konstruieren. Dazu fixieren wir in diesem Schritt die relevanten Parameter. Da f auf
der kompakten Menge [tg — a,to + a] x By(zo) gleichmiiBig stetig ist, bestimmen wir zuniichst 6(n) > 0
so dass

fiir alle t,t € [to — a,to + a],z,T € By(zo)
mit |t — ¢ < d(n) und |z — 7| < 5(n)

=
—~
~
&
|
[
—~
\-wl
S
IN
SES
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gilt. Anschliefend legen wir die Schrittweite h(n) fiir das Eulersche Polygon fest, so dass
h(n) < min {§(n),d(n)/M} mit h(n)k(n) = « fiir ein k(n) € N (3.5)

erfiillt ist. Insbesondere gilt mit dieser Wahl tg + o = to & k(n)h(n), so dass es insgesamt die 2k(n) + 1
Stiitzstellen

t; =to+ jh(n) firje {—k(n),...,k(n)}
im Intervall [tg — a, to + @] gibt. Nun definieren wir wie in Kapitel induktiv die Werte
zjp1 =x; +h(n)f(t;,z;) firje{0,1,...,k(n)—1},
xj_1=x; —h(n)f(t;,z;) firje{-k(n)+1,...,-1,0}.

Alle diese Punkte sind tatsichlich wohldefiniert und liegen in By(x). Fiir 2 ist das offensichtlich der
Fall, und fiir j € {1,...,k(n)} folgt dies mit Induktion

j—1 j—1
w2 — 20l <D |wesr — wel = h(n) Y | f(te,w0)] < h(n)jM < h(n)k(n)M = aM <b
£=0 £=0
nach Wahl von «, und dies gilt analog auch fiir alle j € {—k(n),...,—1}. Damit ist das Eulersche

Polygon zur Schrittweite h(n) als

fir ¢t € [t;,t;41] fir ein j € {0,1,...,k(n) — 1},

() =z, + (t— ;) f(t;, 2 o
wn) (1) = + (8 = 13)f (85, 5) {fﬁrte[tj_l,tj] fir ein j € {—k(n)+1,...,-1,0}.

wohldefiniert.

Schritt 2: Nachweis der 1/n-Niherungslosungseigenschaft von wup(,). Nach Konstruktion ist wp(,,)
stiickweise stetig differenzierbar mit eventueller Undifferenzierbarkeit in den Stiitzstellen t; fiir j €
{=Fk(n),...,k(n)}. Offensichtlich gilt wp(,)(to) = 0. Sei nun t € [ty — a,to + a] \ {to} beliebig. Fiir
t > to bestimmen wir den eindeutigen Index j € {0,1,...,k(n) — 1} mit ¢ € (¢;,t;41], bzw. fir t < tg
den eindeutigen Index j € {—k(n) +1,...,—1,0} mit ¢ € [t;_1,¢;). Ist ¢ eine Differenzierbarkeitsstelle
(sonst ist nichts mehr zu zeigen), so gilt u%(n) (t) = f(tj,x;) sowie

un(n) (8) = 5] = [t = ;][ f(t;, 25)] < h(n)M < 6(n)
nach Definition der Schrittweite h(n) in (3.5)). Da auch |t — t;| < d(n) gilt, folgt nach Wahl von §(n)

nun

und wir haben gezeigt, dass uy(,) eine 1/n-Ndherungslésung im Sinne von Definition fiir das An-
fangswertproblem «' = f(¢,u) mit u(tg) = x¢ ist. Mit Lemma folgt damit auch

S

t

oy () =0 — [ F(5,uny(5)) ds| < (1 4+ Jt — o) (3.6)

to
fiir alle ¢ € [to — o, to + @]

Schritt 8: Auswahl einer gleichmdfig konvergenten Teilfolge. Dazu priifen wir die Voraussetzungen
vom Satz von Arzela—Ascoli fiir die Folge (up(n))nen von stetigen Funktionen auf dem kompakten
Intervall [tg — a, to + a].

(i) GleichméBige Beschrénktheit: Wir haben in Schritt 1 bereits gezeigt, dass die Funktionswerte
up(n)(t;) = x; fiir alle Stiitzstellen ¢; mit j € {—k(n),...,k(n)} in By(zo) liegen. Da das Euler-
Polygon uy,y,) stiickweise affin zwischen den Stiitzstellen interpoliert, gilt

sup  max |upp)(t)] < |zo| + 0.
nelN t€[to—a,to+a]

53



ii) Gleichgradige Stetigkeit: wir zeigen die Bedingung
(i)
[Uh(n) (t) — Un(ny(£)] < M|t — ¢ fiir alle ¢, € [tg — a,to + o] und alle n € IV,

die nach Bemerkung (i) die gleichgradige Stetigkeit impliziert. Liegen ¢, ¢ im gleichen Intervall
[tj,tj41] fiir ein j € {—k(n),...,k(n) — 1}, dann gilt

|t =2 f(tj, ;)| fiir j > 0
it =t f ()1, 7541)] fiir j <0

[Un(n)(t) — uh(n)(f) = { } <Mt —1].

Liegen ¢, ¢ dagegen in unterschiedlichen Intervallen, ohne Einschréinkung ¢t € [t;,t;41] und t €
[te, tes1] fiir j > ¢, dann schmuggeln wir die Stiitzstellen dazwischen ein und sehen

j—1
[ty (£) = wn) D) < Nty (8) = vy )+ D gy (Emt1) = nn) (tn)]
m=£+1
+ |un(n) (tes1) — wniny (B)]
j—1
SMlt—t5|+M > tmir — tm| + Mlteyr — £ = Mt —1|.
m=~+1

Mit Satz von Arzela—Ascoli finden wir nun also eine Teilfolge (ohne Einschrinkung die Folge selbst),
die gleichmiflig gegen eine stetige Funktion v € C([to — a, to + «]) konvergiert.

Schritt 4: Der Grenzwert u lést das gegebene Anfangswertproblem. Weil f auf der Zylindermenge
[to — a,to + a] x By(xo) gleichmiiBig stetig ist und die Funktionenfolge (up(n))nen gleichmiBig gegen u
konvergiert, gilt auch

J(s,upmy(s)) — f(s,u(s)) gleichméBig in s € [tg — o, to + af .

Da man fiir einen gleichméflig konvergenten Integranden die Grenzwertbildung mit der Integration
vertauschen darf, folgt aus (3.6)

t t

u(t) = ILm Up ) (t) = 20 + ILm / J(8,un(m(8)) ds = xo —|—/ f(s,u(s))ds
n o0 n o0 tO tO

fiir beliebiges t € [to —a, to+a]. Nach Satz ist eine stetige Losungen dieser Integralgleichung bereits

eine Losung des Anfangswertproblems v = f(¢,u) mit u(tp) = zp und wir haben damit den Satz von

Peano bewiesen. O

Die Anwendung der quantitativen Version des Satzes von Peano erfordert prinzipiell, dass man
tatséchlich das Maximum der Strukturfunktion in einer gegebenen Zylindermenge [ty —a, to+a] x By(zo)
berechnet. Wenn man sich nicht fiir eine untere Schranke an die Linge des Existenzintervalls interessiert,
so reicht typischerweise eine qualitative Version des Satzes von Peano, die die lokale Losbarkeit jeden
Anfangswertproblems v’ = f(¢,u) mit u(tg) = xo besagt, falls die Strukturfunktion f stetig in einer
Umgebung des Anfangsdatums (¢, zq) ist.

Korollar 3.11 (von Peano, qualitative Version). Seien N € IN, D C RN offen und (to,x0) € D.
Zum Anfangswertproblem

’U,(to) = X0

{ u = f(t,u)

mit stetiger Strukturfunktion f: D — R existiert eine lokale Losung, d.h. es gibt ein o > 0 mit der
FEigenschaft, dass auf dem Intervall [to — a,to + o] mindestens eine Lisung des Anfangswertproblems
existiert.
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Beweis. Da D eine offene Menge in R'*¥ mit (tq,z0) € D ist, finden wir positive Zahlen a, b > 0 (in
Abhingigkeit von (tg,z0) und D), so dass [ty — a,to + a] x By(wg) C D gilt. Dann betrachten wir die
Einschrankung der Strukturfunktion auf diese Menge und das zugehorige Anfangswertproblem. Dieses
kénnen wir mithilfe von Satz auf einem Intervall um ¢, losen, dessen Linge wiederum von (tg,zg)
(iiber a, b) sowie dem Maximum von f auf [ty — a,to +a] x By(xo) abhingt. Diese Losung ist auch eine
Losung des urspriinglichen Problems. O

3.3 Der Satz von Picard—Lindelof

Als néchstes zeigen wir, dass das Anfangswertproblem unter einer stidrkeren Regularitdtsannahme
an die Strukturfunktion f, und zwar zusétzlicher Lipschitz-Stetigkeit beziiglich der abhéngigen Variable,
sogar eine eindeutige Losung besitzt. Dies beruht im Wesentlichen auf der Picard-Iteration und einem
Fixpunktargument.

Definition 3.12. Seien (X1,dy) und (Xo,d2) zwei metrische Riume. Eine Funktion T: X1 — Xo heifit
global Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0 existiert, so dass

d2(T(z),T(%)) < Lda(, &) fir alle z, & € X, gilt.

Die Konstante L nennt man dabei eine Lipschitz-Konstante von T'. Ist T sogar global Lipschitz-stetig
mit einer Lipschitz-Konstante L < 1, so bezeichnet man T auch als eine strikte Kontraktion.

Die Funktion T heifft ferner (lokal) Lipschitz-stetig, falls es zu jedem Punkt x € X; eine Um-
gebung U, von x gibt, so dass die Einschrinkung T|y, von T global auf U, Lipschitz-stetig ist (mit
mdéglicherweise einer vom Punkt x abhingiger Lipschitz-Konstante Ly).

Bemerkungen 3.13. Fir eine Funktion T: (X1,d1) — (Xa,d2) gelten die folgenden Eigenschaften:

(i) Ist T global Lipschitz-stetig, so ist T insbesondere (lokal) Lipschitz-stetig. Die umgekehrte Impli-
kation gilt, falls (X1,d1) kompakt ist, ansonsten im Allgemeinen nicht (die Funktion T(x) = z?
auf R mit der euklidischen Metrik ist lokal, aber nicht global Lipschitz-stetig).

(ii) Ist T (lokal) Lipschitz-stetig, so ist T auch stetig und erfiillt eine quantifizierte Stetigkeitsbedingung
(mit 6 = /Ly in der e-6-Definition von Stetigkeit), vgl. Bemerkung [3.8 (i).

(i) Falls X1 = R™ und Xy = R™ mit euklidischer Metrik versehen sind und T differenzierbar ist,
so ist T wegen des Mittelwertsatzes (lokal) Lipschitz-stetig. Ist der Betrag der Ableitung von T
aufSerdem durch eine Konstante L beschrinkt, so ist T sogar global Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L (und die Umkehrungen gelten wiederum nicht, denn T(x) = |x| ist global Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1, aber im Ursprung nicht differenzierbar).

Wesentlich fiir den Beweis der Existenz eines Fixpunktes ist der folgende

Satz 3.14 (Banachscher Fixpunktsatz). Ist (X,d) ein nichtleerer, vollstindiger metrischer Raum und

T: X — X eine strikte Kontraktion mit Konstante L < 1, so besitzt T genau einen Fixpunkt, d.h. es

gibt einen eindeutigen Punkt T € X mit T(Z) = Z. Zusdtzlich gilt: Ist o € X beliebig, so konvergiert

die Folge (xn)nenw, definiert als x,11 = T(xy,) fir n € WNo, gegen Z, und fiir k € IN gilt die a priori
Fehlerabschéatzung

d(zg,T) < Ld(w Tpa1) < Lt

k> _1—L ks k+1_1_

d(zg, 1) .
I3 ( 05 1)
Beweis. Der Beweis ist konstruktiv und startet mit einem beliebigen g € X sowie der Folge (z,)nen,

definiert iiber z, 11 = T(x,) fir n € Ny. Nach Definition dieser Folge und der Lipschitz-Stetigkeit
von T gilt fiir den Abstand zweier Folgenglieder

d(zg, wr1) = d(T(xp—1),T(z)) < Ld(xg—1, k) -
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Induktiv folgt daher '
d(xj,xj41) < L d(xg, 2p1)

fiir j > k. Mit der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe erhalten wir

n—1 n—1
"k 1 L*
d(zp, xn) < Z%d(fvj,xjﬂ) < Z;Lj_kd(ka,xkﬂ) < ﬁd($k7$k+1) . Ld(ﬂﬁowl)
J= 1=

fiir n > k. Damit ist (x,)nen eine Cauchy-Folge in (X, d) und konvergiert wegen der Vollstéindigkeit
von (X, d) gegen ein & € X. Betrachtet man auflerdem den Limes n — oo in der letzten Ungleichung,
so folgt mit

lim d(zg,x,) = d(xg, T)

n—oo

die behauptete Fehlerabschétzung. Schliefilich handelt es sich bei T wegen

Z = lim zp41 = lim T(z,) =T(Z)

n—oo n— oo

tatséichlich um einen Fixpunkt der Abbildung 7', und zwar den einzigen. Betrachtet man némlich einen
beliebigen Fixpunkt x € X, also mit T'(x) = z, so folgt wegen

d(z,z) = d(T(z),T(%)) < Ld(x, %)
und L < 1 bereits d(z,Z) = 0, also z = Z. O

Damit kommen wir nun zu einer ersten Eindeutigkeitsaussage fiir die lokale Losung des Anfangs-

wertproblem (3.1]).

Satz 3.15 (von Picard-Lindelsf, quantitative Version). Seien a,b > 0 und N € N. Zum Anfangswert-
problem
u = f(t,u)
u(to) =29

mit stetiger Strukturfunktion f: [to — a,to + a] x By(zo) — RY, die Lipschitz-stetig beziiglich der x-
Variable ist, d.h. es gibt ein L > 0 mit

If(t,z) — f(t,2)] < L|z — 7| fiir alle t € [to — a,to + a] und z,& € By(xo),

existiert genau eine Lisung auf dem Intervall [to — o, to + «] mit

o= min{a,%} fir M = max {|f(t,z)|: (t,x) € [to — a,to + a] x By(zo)} .

Bemerkung 3.16. Die lokale Losung, die wir in der quantitativen Version des Satzes von Peano
gefunden haben, ist unter der Annahme der Lipschitz-Bedingung also eindeutig, und zwar im gleichen
Ezistenzintervall. Im Beweis werden wir jedoch nicht sofort die Eindeutigkeit dieser lokalen Ldosung
zeigen, sondern, da es sich um eine andere wichtige Beweismethode handelt, die Existenz einer lokalen
Lésung in diesem Intervall neu beweisen und dabei gleichzeitig auf ihre Eindeutigkeit schliefSen.

Beweis von Satz[B15. Die Beweisidee ist es, das Anfangswertproblem mithilfe von Satz [I.20] zun#chst
als Fixpunktgleichung zu formulieren, also

u(t) = 2o + /t F(s,u(s)) ds = T(u)(t)

fiir alle ¢ mit |t — to| klein genug, wobei T hier eine Abbildung vom Raum der stetigen Funktionen
in sich selbst ist. Losungen des Anfangswertproblems sind genau die Fixpunkte von 7', und Existenz
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und Eindeutigkeit einer Losung auf dem Intervall [ty — «, tg + a] werden wir im Folgenden durch die
Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes [3.14] erhalten. Wir setzen nun

X = C"([to — o, to + a, By(x0))

und statten X mit der von der gleichmifligen Konvergenz induzierten Metrik aus. Als abgeschlossene
Teilmenge von C%([ty — a,to + ], RY) ist X mit dieser Metrik ein vollstindiger normierter Raum.

Schritt 1: T bildet X auf sich selbst ab, und ebenso T™ fir n € IN. Sei w € X beliebig. Nach
Definition gilt fiir jedes s € [to — a, to + o] also w(s) € By(zo) und damit nach Definition von M auch
|f(s,w(s))| < M. Mit aM < b folgt

IT(w)(t) — zo| = ‘ tt F(s,w(s)) ds| < M|t —to] < Ma < b

fir t € [to — a,to + «f, also T(w) € X. Die Aussage fiir die Picard-Iterierten T folgt dann induktiv
wegen T"H! =T o T" fiir n € IN.

Schritt 2: T ist (global) Lipschitz-stetig auf X mit Lipschitz-Konstante Lo. Wegen der Lipschitz-
Bedingung von f beziiglich der z-Variable gilt fiir beliebige w, w € X

[7w)(0) = (@) O] = | [ [F(svw(s) = fs. ()] s

t
<L) [ us) = d@(s)] ds| < LIt = tol [ = @llcogey—atota)
to

fiir ¢t € [to — «, to + «, also folgt

1T (w) —T(D)||co([to—ato+a)) < Lallw — D] co(to—a,total)

Schritt 3: T™ ist eine strikte Kontraktion auf X fiir ein geeignetes ny € IN. Im letzten Schritt haben
wir gezeigt, dass T nach gegebenenfalls einer weiteren Einschrinkung von «, so dass La < 1 gilt, eine
strikte Kontraktion auf X ist. Diese zusétzliche Einschrinkung von « ist tatséchlich unnétig, wenn man
anstelle von T eine geeignete hohere Picard-Iterierte 770 betrachtet. Dazu iiberlegen wir uns mithilfe
von Schritt 1 und Schritt 2 zunéchst

uﬂwxw—T%mu>:jlﬁﬂaTwM@»—ﬂ&TWX@ﬂ@\
SL\:WwM@—ﬂ@@MH
< Lz‘ /tt |s — tol ds‘Hw — W co(jto—a,to+al)

< SLPt—to*[lw — Bl co(to—ato+al)

N =

und dann induktiv fiir jedes n € IN
_ 1 -
T (w)(t) = T"(@)(1)] < — L[t = to]"[|w — @0 (jt0-ato+a])
fiir ¢t € [to — «, to + «]. Damit haben wir
n mn (.7 1 n_ n ~
17" (w) = T"(@)llco(to-asto+al) < L™ [[w = Do ((t0-asto+al) (3.7)
gezeigt. Da Fakultéiten schuneller als Potenzen wachsen, finden wir einen (von der Lipschitz-Konstante L

abhéingigen) Index ng € IN mit
Q™ L™ < ngl,
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und folglich ist T™° eine strikte Kontraktion auf X.

Schritt 4: Abschluss des Beweises. Der Banachsche Fixpunktsatzes zeigt nun, dass fiir die Ab-
bildung 7™ ein eindeutiger Fixpunkt u € X = C°([tg — «,to + a, By(z0)) existiert. Zu beachten ist
nun noch:

e u ist auch ein Fixpunkt von T': dazu bemerken wir zunéchst, dass T'(u) ebenfalls ein Fixpunkt von
T ist, denn es gilt
T (T(u) =T(T" (u)) =T (u).

Da aber u der einzige Fixpunkt von T™° ist, muss T'(u) = u gelten, d.h. u muss ein Fixpunkt
von T sein.

e y ist der einzige Fixpunkt von T jeder Fixpunkt von T ist auch ein Fixpunkt von T™°. Da es
aber nur einen einzigen Fixpunkt von 77 gibt, kann es aufler u keinen weiteren Fixpunkt von T'
geben.

Insgesamt ist u der einzige Fixpunkt von T, und da Losungen des Anfangswertproblems genau die
Fixpunkte von T sind, haben wir damit die Existenz einer eindeutigen Losung des Anfangswertproblems
auf dem Intervall [tg — a, tg + o] gezeigt. O

Bemerkung 3.17. Ist ug € C°([to — a,to + a], By(z0)) (etwa ug = x0) der Startwert der Picard-
Iteration, so haben wir mit (3.7)) insbesondere die a priori Fehlerabschiitzung

[l =T (uo)llco(fto—ato+al) = 1T (w) = T (uo)llco((to—a,to-+a))

1 n n
< aL ™ [Ju — uollco([tg—atota))
1 n n
< ﬁL o (b+ [|[wo — uollco(fto—ato+a)))

fiir die Picard-Tterierten T™(ug) fir n € N gezeigt.

Wie beim Satz von Peano gibt es auch eine qualitative Version des Satzes von Picard-Lindeldf,
die die eindeutige lokale Losbarkeit jeden Anfangswertproblems u' = f(¢,u) mit u(ty) = zo besagt,
falls die Strukturfunktion f in einer Umgebung des Anfangsdatums (tg, zo) stetig sowie beziiglich der
x-Variable (lokal) Lipschitz-stetig ist.

Korollar 3.18 (von Picard-Lindelsf, qualitative Version). Seien N € N, D C R'* offen und (to, o) €
D. Zum Anfangswertproblem

u(to) =T

{ u = f(t,u)

mit stetiger Strukturfunktion f: D — RN, die Lipschitz-stetig beziiglich der x-Variable ist, gibt es eine
eindeutige lokale Losung, d.h. es gibt ein o > 0 mit der Figenschaft, dass das Anfangswertproblem auf
dem Intervall [ty — a, g + @] eine eindeutige Lisung besitzt.

Beweis. Wie beim Beweises des Korollars zum Satz von Peano bestimmt man positive Zahlen
a, b > 0 (in Abhingigkeit von (to,7¢) und D), so dass [to — a,to + a] x By(zo) C D gilt. Dann
schrinkt man die Strukturfunktion auf diese Zylindermenge ein und wendet Satz auf das zugehorige
Anfangswertproblem an. Die so gewonnene eindeutige Losung ist dann auch eine eindeutige Losung des
urspriinglichen Anfangswertproblems. 0

Bemerkungen 3.19.

(i) Der Satz von Picard-Lindeldf garantiert sogar die Findeutigkeit von Ldsungen des Anfangswert-
problems auf dem ganzen FEzistenzintervall.
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(ii) Fir explizite gewdhnliche Differentialgleichungen der Ordnung k € IN bekommt man die Exis-
tenz einer eindeutigen lokalen Losung tber die Reduktion der Ordnung und muss daher (lokale)
Lipschitz-Stetigkeit beziiglich aller abhingiger Variablen (u,v’,. .. ,u(kfl)) voraussetzen.

Beweis von Bemerkung (i). Angenommen, es gibt zwei Losungen u; und uy auf einem Intervall
[to — B,to + B] fiir ein 8 > 0. Dann ist die Menge

Io = {t € [to — B,to + B]: ur(t) = ua(t)}

relativ offen (wegen Picard-Lindelsf lokal angewandt) und abgeschlossen (als Urbild einer abgeschlos-
senen Menge unter einer stetigen Funktion). Da Iy wegen uj(tg) = wuz(to) nichtleer ist, muss also
Iy = [to — B,to + B]) und damit u; = ug auf [tg — 3, to + (] gelten. O

Der Satz von Picard-Lindelof liefern lediglich die Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen Losung,
daher stellt sich die Frage, auf welche (groBeren) Intervalle sich diese Losung maximal fortsetzen ldsst
(zu beachten ist hier, dass die Schranke b/M in der quantitativen Version in Satz lediglich ein
worst-case Szenario war). Die intuitive Idee ist das Prinzip der Losungsfortsetzung, d.h. wir nehmen
den Endwert der lokalen Losung als neuen Anfangswert, um so eine Losung auf einem grofieren Intervall
zu erhalten (zu beachten ist hier, dass das Zusammensetzen von Losungen nach Satz moglich ist).

Satz 3.20 (iiber die maximale Losung). Seien N € N, D C RN offen, f: D — RN stetig und
Lipschitz-stetig beziiglich der x-Variable. Zu allen Anfangsbedingungen (to,xo) € D gibt es ein eindeu-
tiges, offenes Intervall I C R, das ty enthdlt und die folgenden Eigenschaften besitzt:

{ ( uo=fltu) (3.8)

to) = X9

(i) Das Anfangswertproblem

besitzt auf Imax eine eindeutige Losung u;

(ii) Ist w: I = RN eine weitere Léosung des Anfangswertproblems fiir ein Intervall I mit ty € I, so
Gilt I C Imax und @ stimmt mit der Einschrinkung u|; von u auf I tberein.

Das Intervall I,.x bezeichnet man als das maximale Existenz- oder Losungsintervall und die eindeutige
Lésung des Anfangswertproblems auf Inax auch als die maximale Losung.

Beweis. Wir definieren I, als die Vereinigung aller Intervalle I C R mit ¢y € I, auf denen eine Losung
des Anfangswertproblems ([3.8)) existiert, also als das Intervall mit unterer Intervallgrenze I_ und oberer
Intervallgrenze IT, mit

I :=sup {T € R: das Anfangswertproblem (B.8) ist auf [to, 7] losbar} ,
I~ :=inf {S € R: das Anfangswertproblem (3.8) ist auf [\S, ¢o] lésbar} .

Da nach Korollar ein Existenzintervall positiver Linge um tg existiert, gilt —co < I~ < {5 <
I'™ < 00, also insbesondere ty € Ipax. Mit der Bemerkung [3.19| (i) zur Eindeutigkeit von Lésungen und
Satz zum Aneinandersetzen von Losungen kénnen wir nun auch die eindeutige maximale Losung
definieren, und zwar als

u(t) = uye)(t) fiir jedes t € Inax,

wobei u ;) die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (3.8)) auf einem Intervall I(t) mit to,t € I(t)
bezeichnet. Wir zeigen nun, dass I,,x offen ist, also

Imax = (1_7[-1—)

gilt und die Intervallgrenzen demnach ausgeschlossen sind. Wire etwa I* endlich und in I,,,., enthalten,
so hitte man (I1T,u((I7)) € D und konnte u wegen der Offenheit von D iiber It hinaus fortsetzen,
was der Maximalitéit von I widerspricht. Also gilt I™ ¢ I,.x, und analog argumentiert man, dass
auch I~ ¢ Iy gilt. Da die Eigenschaft (ii) durch die Konstruktion sichergestellt ist, ist der Satz
bewiesen. O
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Das maximale Existenzintervall kann grundsétzlich endlich oder unendlich in jeder Richtung sein,
und daher iiberlegen wir uns als néchstes, was im Limes beim Erreichen der Grenzen des maximalen
Existenzintervalls passiert. In jedem Fall muss jede kompakte Teilmenge von D verlassen werden:

Satz 3.21 (iiber das Randverhalten maximaler Losungen). Seien N € N, D C R offen, f: D — RY
stetig und Lipschitz-stetig beziiglich der x-Variable. Ist (to,zo) € D und u eine mazimale Lisung des

Anfangswertproblems
{ u = f(t,u)

U(to) = X0
auf dem mazximalen Existenzintervall L.y = (I7,I7), so gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist K C D eine kompakte Menge mit (to, o) € K, so gibt es ein kompaktes Intervall [Ty, Ty] C
(I, IF) mit
(t,u(t) ¢ K firalete (I",IT)\ [Tg,Tx]

(endgiiltiges Verlassen jeden kompakten Intervalls).

(ii) Ist I endlich, so ist u auf [to, I") unbeschrinkt oder der Rand dD von D ist nichtleer und es gilt

tl/l}}l+ dist ((¢,u(t)),0D) = 0.

Die entsprechend angepasste Aussage gilt auch fiir I=. In diesem Fall bezeichnet man I bzw. I~
als eine endliche Entweichzeit der maximalen Liosung.

Beweis. Schritt 1: zur Vorbereitung zeigen wir, dass fir jede Folge (ti)keN in Imax mit
(tk,u(ty)) — (I*,2*) beik — oo mit I* € {I~,1"}

der Grenzwert (I*,x*) € 0D erfiillt. Angenommen, dies wire nicht der Fall. Dann miisste (I*,2*) als
Héufungspunkt von Punkten aus D in D selbst liegen. Dann kénnte man allerdings die maximale Losung
tiber I* hinaus fortsetzen, was im Widerspruch zur Maximalitéit des Existenzintervalls (1=, I") steht.

Schritt 2: Beweise der Aussage (i). Wir fixieren eine kompakte Menge K C D mit (¢g,z¢) € K und
nehmen zunichst an, dass kein Zeitpunkt T;% € (1=, I%) existiert, so dass (t,u(t)) ¢ K fiir alle Zeiten
t € (T, I) gilt. Dann gibe es eine Folge (t)ken in Imax mit tx 2 1T bei k — oo und (¢, u(ty)) € K
fiir alle £ € IN. Wegen der Kompaktheit von K miisste in diesem Fall nun einerseits I < oo gelten, und
andererseits wiirde eine Teilfolge von (¢, u(tx))ren gegen ein (I, z2*) € K konvergieren. Nach Schritt 1
miisste aber auch (I, x2*) € D gelten, was ein Widerspruch dazu ist, dass K kompakt in D enthalten
ist und damit dist(K,dD) > 0 gilt. Daher haben wir die Existenz von T} € (I7,17) mit (¢, u(t)) ¢ K
fiir alle t € (T}, IT) gezeigt, und die Existenz von Ty € (I7,17) mit (t,u(t)) ¢ K fiir alle t € (I7,Tx)
folgt analog.

Schritt 3: Beweise der Aussage (ii). Wir fithren nun den Beweis fiir die Aussage fiir /T (und der
Beweis fiir die entsprechende Aussage fiir I~ geht vollkommen analog). Falls u auf [t, IT) unbeschrinkt
ist, so ist nichts zu zeigen, und wir diirfen daher annehmen, dass u auf [ty, IT) beschriinkt ist. Wir withlen
nun eine beliebige Folge (t1,)kew mit tx 7 I bei k — oo, und wegen der Beschriinktheit von u kénnen
wir eine Teilfolge wéhlen, so dass (tg, u(tx)) konvergiert, und zwar nach Schritt 1 gegen einen Randpunkt
in (IT,2*) € 9D (und 9D ist damit insbesondere nicht leer). Es gilt also

(tk(g),u(tk(g))) — (I+, x*) und damit dist ((tk(g),u(tk(z))), 8D) —0

fiir eine Teilfolge, wir miissen aber dist((tg,u(tx)),0D) — 0 bei k — oo fiir die ganze Folge zeigen.
Wiirde diese Konvergenz nicht fiir die ganze Folge gelten, so finden wir eine Teilfolge (f4(;))jen mit

dist ((tk(j),u(tk(j))),aD) >0 fireind >0 und alle j € IN.

Mit dem obigen Argument angewandt auf diese Teilfolge (¢1(;))jen ergibt sich sofort ein Widersprich
zu ¢ > 0, und damit ist auch die zweite Aussage bewiesen. O
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Beispiele 3.22. Wir geben nun einfache Beispiele fiir verschiedenes Randverhalten von Lisungen zu
Anfangswertproblemen an.

(i) Wir betrachten das Anfangswertproblem

u =t

U(to) =29
fiir beliebiges (to, o) € R2. Die Strukturfunktion f(t,x) = x°t ist auf R? lokal Lipschitz-stetig
beziiglich der x-Variable, also kénnen wir mit Korollar|3.18| von Picard-Lindelof auf die Existenz
einer lokalen eindeutigen Liosung schlieflen (und diese anschlieflend mit Satz zur mazximalen

Lésung auf dem mazimalen Ezistenzintervall fortsetzen). Tatsdchlich kénnen wir das Anfangs-
wertproblem fiir u # 0 mit Separation der Variablen lésen:

u(t) 1 t / t

/ —2du=/ u2(s) ds:/ sds
xo u to u (8) to

21‘0

u(t) = ————
®) 24 (t§ — t2)xo

fiir alle Zeiten t mit 2+ (t3 — t*)xo > 0. Fiir die Linge der Existenzintervalle sind nun drei Fille
zu unterscheiden, in Abhdingigkeit vom Anfangsdatum (to,x¢) € R?:

also

e Fiir xg > 0 und tg € R beliebig ist das maximale Existenzintervall
Imax(thxO) = ( - (t(Z) - 2/1‘0)1/2, (t(% + 2/$0)1/2) .

o Fiir xg < 0 und ty € R mit 2+t2xg > 0 ist das mazimale Erzistenzintervall Iy (to, o) = R.

o Fiir zog < 0 und tg € R mit 2 + tdwg < 0 ist das mazimale Ezistenzintervall fiir negative
bzw. positive ty gegeben durch

Imax(to, z0) = (= oo, —(t2 + 2/:100)1/2) bzw. Imax(to,To) = ((t% + 2/960)1/2,00) .

Da D = R? und damit 0D = ) gilt, muss fiir bei endlichen Grenzen des mazimalen Existenzin-
tervalls die Losung nahe dieser Grenze unbeschrinkt werden, und damit liegt eine Explosion der
Lésung in endlicher Zeit vor.

x9 >0

z9 <0
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(ii) Wir betrachten das Anfangswertproblem

u/ — t71
U(to) =X
fiir beliebiges o € R und to > 0. Die Strukturfunktion f(t,x) = t~' ist auf der offenen D =
{(t,z): t > 0} unabhingig von x und damit (global) Lipschitz-stetig beziiglich der x-Variable, und
daher existiert mit Picard—-Lindeldf wieder eine eindeutige mazimale Losung. Mit Separation der
Variablen zeigt man
u(t) = log(t) — log(to) + o
fiir alle t im mazimalen Ezistenzintervall Imayx = (0,00). Der Rand 0D = {0} x R ist diesmal

nicht-leer, jedoch sieht man anhand der expliziten Darstellung der Lésung sofort |u(t)| = oo bei
t \( 0 und kann auch den Abstand zum Rand bestimmen als

dist ((¢, u(t)),dD) = ;Iel]% {(t,log(t) — log(to) + o) — (0,2)} = |¢|

(die letzte Gleichheit gilt mit der Wahl x = log(t) — log(to) + o).

(iii) Wir betrachten das Anfangswertproblem

u = —t"2cos(t7!)
u(to) = X0

fiir beliebiges xo € R und to > 0. Da die Strukturfunkion f(t,z) = —t=2 cos(t~1) wieder Lipschitz-
stetig auf D == {(t,x): t > 0} ist, finden wir eine eindeutige mazimale Lisung. Mit Separation
der Variablen berechnet man diese als

u(t) = sin(t™1) —sin(tg ') + o

mit maximalem Ezistenzintervall Inax = (0,00). Der Grenzwert (t,u(t)) bei t \, 0 existiert nicht
(tatsdichlich gibt es fir jedes x € [—1,1] eine Nullfolge (tr)ren, so dass (tg,u(tr)) — (0,2) € dD
bei k — oo gilt), die Losung bleibt jedoch beschrinkt und man verifiziert genau wie im letzten
Beispiel

dist ((¢,u(t)),0D) = dist (¢, u(t)), {0} x R) =[t| = 0 beit \,0.

Wir wollen uns schliellich noch iiberlegen, wie man eine globale Lésung finden kann, also eine Lésung,
die auf einem fest vorgegebenen Zeitintervall I C R existiert. Als direkte Folgerung von Satz
bemerken wir zunéchst:

Korollar 3.23. Seien N € N, I C R ein offenes Intervall, D' C RN eine offene Menge, (to,xq) €
Ix D', f:IxD — RN stetig und Lipschitz-stetig beziiglich der x-Variable. Das Anfangswertproblem

u = f(t,u)
u(to) = X0

ist auf ganz I losbar, falls eine kompakte Menge K' C D' existiert, so dass die mazimale Lésung
des Anfangswertproblems komplett in K wverliuft, also falls der Abschluss der Menge {u(t): t € Imax}
kompakt in D' liegt. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die mazimale Lésung periodisch ist,
d.h. wenn eine Periode p € (0,1 — I™) existiert, so dass

u(t) =u(t+p) firallet,t+p€ Inax gilt.

Beweis. Die erste Aussage des Korollars folgt direkt aus Satz (i), da in dieser Situation kompakte
Mengen K C Ix D’ nur in “Zeitrichtung” verlassen werden kénnen. Ferner bleiben die Werte periodischer
Losungen u immer in der kompakten Menge {u(t): ¢ € L,(to)} C D', wobei I,(¢y) ein ganz in Iyax
liegendes, abgeschlossenes Intervall der Léinge p ist. O
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Insbesondere kann man auch die Existenz (und Eindeutigkeit) globaler Lésungen fiir gewohnliche
Differentialgleichungen zeigen, die eine lineare Wachstumsbedingung erfiillen. Um den maximalen Wer-
tebereich der Losungen zu kontrollieren, zeigen wir zunéchst ein Lemma, das auf der Gronwallschen
Ungleichung (Beweis in den Ubungen) basiert.

Lemma 3.24 (von Gronwall). Seien a <b und w € C([a,b]) eine Funktion, die fir Konstanten o € R
und > 0 der Integralungleichung

w(t) <a+ ﬁ/t w(s)ds fir alle t € [a,b]

gentigt. Dann gilt die Abschitzung
w(t) < aexp (B(t — a)) fiir alle t € [a,b].

Lemma 3.25. Seien N € N, D C RV offen und f: D — RY eine stetige Funktion, die die lineare
Wachstumsbedingung

[f(t,2)] < Ly (|| + L2)

fiir alle (t,x) € D mit positiven Konstanten Ly, Ly erfiillt. Ist u: I — RN (mit I C R einem Intervall)
eine Losung des Anfangswertproblems

u = f(t,u)
U(to) = X
mit (to, o) € D, so gilt fir alle t € I die Abschitzung
|u(t)| é (|(E0‘ + LQ) exp (L1|t — t0|) — L2 .

Beweis. Wir betrachten nur ¢ € I mit ¢ > ¢y (der Beweis fiir den Fall ¢ < ¢ geht vollkommen analog).
Mithilfe der Integralversion des Anfangswertproblems aus Satz [[.20] in Kombination mit der linearen
Wachstumsbedingung sehen wir zunéchst

)] < ol + [ 1f(svu(e)lds < ool + [ La(fu(s)| +La) ds.

to

Nun wenden wir das Lemma von Gronwall auf die stetige Funktion w(t) = |u(t)| + Lz und mit
Konstanten « = |zg| + Ly und 8 := L; an. Es folgt

lu(t)| + Lo < (lzo| + Lo) exp (L1 (t — to))
fiir alle t € I mit t > tg, also die Behauptung des Lemmas. O
Korollar 3.26 (globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz unter einer linearen Wachstumsbedingung).
Seien N € IN, I C R ein offenes Intervall, f: I x RN — RN stetig und Lipschitz-stetig beziiglich der

x-Variable, mit
|f(t,z)| < Li(t)(|z] + L2(t)) fiir allet € I und x € RN

mit stetigen Funktionen Ly, Lo: I — Rg. Dann ist die eindeutige mazximale Lisung des Anfangswert-

problems
v = f(tu)
u(to) = X0

fiir jedes (to,x0) € I x RN auf ganz I definiert, d.h. es gilt Inax = I.
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Beweis. Sei (tg,19) € I x RN beliebig vorgegeben. Wir nehmen an, das die maximale Losung u des
zugehorigen Anfangswertproblems auf einem maximalen Existenzintervall mit . = (I7,17) C T
existieren wiirde, also dass I~ > inf I oder IT < sup [ gelten wiirde. Wegen D = I x R" und damit
0D = {inf I,sup I} x RY miisste nach Satz (ii) dann I~ bzw. IT eine endliche Entweichzeit der
maximalen Losung sein (die Losung dort also explodieren), was jedoch im Widerspruch zur Aussage
von Lemma [3:25] steht. Demzufolge gilt I, = I wie behauptet. O

Bemerkung 3.27. Insbesondere ist nun gezeigt, dass fiir jedes lineare System von gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen der Form

u' = A(t)u + b(t)

mit stetigen Koeffizienten A: I — RN*N und stetiger Inhomogenitit b: I — RN (fir I C R ein
offenes Intervall und N € W) das zugehdrige Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung u(to) = xo fir
beliebiges (tg, zo) € I x RN eine eindeutige mazimale Losung auf dem ganzen Intervall I besitzt.

Exkurs zu Maximallosungen und Minimallésungen. Alle Aussagen zu maximalen Losungen
und der Linge des maximalen Existenzintervalles wurden unter der Voraussetzung der Stetigkeit der
Strukturfunktion sowie ihrer Lipschitz-Stetigkeit beziiglich der abhéngigen Variable getroffen. In der
Praxis treten jedoch auch lediglich stetige Strukturfunktionen auf, fiir die wir einerseits mit dem Satz[3.9]
von Peano eine Aussage zur Existenz einer lokalen Losung hergeleitet haben, fiir die wir andererseits aber
auch ein Beispiel kennengelernt haben, bei dem nicht einmal die lokale Eindeutigkeit von Losungen galt.
Prinzipiell kann man auch in diesem Fall Losungen fortsetzen, und es gibt im skalaren Fall tatséchlich
sogar die Moglichkeit, spezielle Losungen in eindeutiger Weise zu selektieren.

Definition 3.28. Seien D C R? offen, f: D — R stetig und (to, z0) € D. Fiir das Anfangswertproblem

u = f(t,u)
u(to) =T

heifst u* eine Maximallosung bzw. u, eine Minimallosung, falls u* bzw. u, das Anfangswertproblem auf

einem offenen, ty enthaltenden Intervall I* bzw. I, ldst, bei jeder endlichen Intervallgrenze unbeschrankt

wird oder
dist ((¢,u*(t)),0D) — 0 bzw. dist ((¢,u.(t)),0D) — 0

bei t /' sup I* oder t \, inf I'* bzw. bei t / sup I, oder t \, inf I, erfillt, und fir jede andere Lisung
u: I — R des Anfangswertproblems die Vergleichseigenschaft

u(t) <u(t) bzw. wu(t) > u.(t)

fir jedest € I* N1 bzw. t € I, N1 gilt.

Bemerkungen 3.29. !
(i) Die Eindeutigkeit der Mazimal- und Minimallésung fir je-
des Anfangswertproblem ist bereits durch die Definition ge-
sichert.
(ii) Awuch fiir stetige Strukturfunktionen kinnen Anfangswert-
probleme eindeutig gelost werden. Dies ist wegen der Ver-
> 1

gleichseigenschaft offensichtlich genau dann der Fall, wenn
. to
u* = uy gilt.

(iii) Ist das Anfangswertproblem dagegen nicht eindeutig losbar,
so begrenzen Maximal- und Minimallosungen alle anderen
Lésungen von oben und unten auf dem gemeinsamen Defi-
nitionsbereich. Fir D = I x R gilt sogar, dass jeder Punkt
zwischen Mazimal- und Minimallésung von einer anderen
Léosung getroffen wird.
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Tatséchlich kann man auch die Existenz einer Maximal- und Minimallosung fiir jedes Anfangs-
wertproblem (lediglich unter der Voraussetzung der Stetigkeit an die Strukturfunktion) zeigen. Eine
Konstruktion ist {iber das bei gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen grundsétzlich sehr
niitzliche Verfahren mittels Super- und Sublésungen mdoglich.

Definition 3.30. Seien D C R? offen, f: D — R stetig und (to,z0) € D. Eine stetig differenzierbare
Funktion v: I — R auf einem offenen Intervall I C R heif§t strikte Superlosung des Anfangswertpro-

blems ,
u = f(t,u
{ u(to) :i((), ) (39)
falls (t,v(t)) € D fiir alle t € T gilt, to € I mit v(tg) > zo gilt, und die strikten Ungleichungen
V() > f(t,u(t)) firt € T mitt >ty und V'(t) < f(t,v(t)) firt eI mitt <t

erfillt sind. Mit entsprechend vertauschten Ungleichheitszeichen definiert man w: I — R als strikte
Sublosung des Anfangswertproblems (3.9).

Der Name Sub- und Superlésung ist dadurch motiviert, dass jede Superlésung eine obere und jede
Sublésung eine untere Schranke fiir Losungen des Anfangswertproblems (auf dem gemeinsamen Defini-
tionsbereich) darstellen.

Lemma 3.31. Seien D C R? offen, f: D — R stetig und (to, ) € D. Sind u € C*(I,R) eine Lisung,
v € CYI,R) eine strikte Superlosung und w € CY(I,R) eine strikte Sublésung des Anfangswertpro-

blems (3.9), so gilt

w(t) < wu(t) <ov(t) firalleteI\{to}.

Mit diesem Lemma konnen wir nun die Idee des Beweises der Existenz der Maximal- und Mini-
malldsung erkldren (fiir Details siehe [6, §9]. Mit dem Satz[3.9] von Peano erhélt man eine Folge (v )new
von strikten Superlosungen des Anfangswertproblems, wobei v, fiir n € IN als (beliebige) Losung des
approximativen Anfangswertproblems

{ v = f(tv) + ot — )

v(t)) =x0+nt

auf einem von n unabhingigen Existenzintervall definiert ist. Mit n~! im approximativen Anfangswert-
problem ersetzt durch —n~! erhilt man entsprechend auch eine Folge (w;,),en von (beliebigen) strikten
Sublosungen des urspriinglichen Anfangswertproblems. Tatséchlich kann man wegen der Konstruktion
zeigen, dass es sich hierbei um monotone Folgen handelt, also v,4+1 < v, und wy41 > w, firn € N
gelten. Wegen dieser Monotonie kénnen wir u* bzw. u, als punktweise Grenzwerte

u*(t) = nlgr;o vp(t) und  w.(t) = nhﬁ\rrgo wp (1)

definieren, und mit dem Satz von Arzela—Ascoli kann man (ohne Einschrinkung fiir die ganze Folge)
sogar gleichméfiige Konvergenz zeigen. Es handelt sich tatsichlich um Loésungen, denn es gilt

t t
u*(t) = lim v,(t) = lim (xo Jrn*l/ [f(s,vn(s)) +n (s — to)] ds) =1z +/ f(s,u*(s))ds
n—oo n—oo t() t(]
(und entsprechend fiir u,). Auch gilt fiir jede Losung u des Anfangswertproblems die Vergleichseigen-
schaft w, < u < wv, fiir alle n € IN wegen der Super- und Sublésungseigenschaft von v, bzw. w,, und
diese tibertréigt sich im Limes auf v* und u,. Wie im Fall Lipschitz-stetiger Strukturfunktionen kann u*
bzw. u, fortgesetzt werden (u* etwa durch den monotonen Grenzwert einer Folgen von Superlésungen,
die den Endwert von u* als neuen Startwert hat, oder, wie zuvor, indem wir das Intervall I* als Verei-
nigung iiber alle, tg enthaltenen Intervalle definieren, auf denen eine solche Losung u* mit den bisher
gezeigten Eigenschaften existiert). Fiir das Verhalten an den Intervallgrenzen von I* bzw. I, muss man
letztendlich dhnlich wie im Satz argumentieren und hat so insgesamt die Existenz der Maximal-
und Minimallosung zum gegebenen Anfangswertproblem gezeigt.
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3.4 Abhéingigkeit der Losung von den Daten

Abschliefend untersuchen wir, wie sich Storungen der Daten (im Sinne der Anfangswerte oder der Struk-
turfunktion) auf die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems auswirken. Der Einfachheit halber
beschrianken wir uns hier weiterhin auf stetige Strukturfunktionen, die Lipschitz-stetig in der abhéngigen
Variable sind, so dass wir mit eindeutigen Losungen arbeiten kénnen (und nicht auf die Konzepte von
Maximal- und Minimallésung zuriickgreifen miissen). Mit dem Ziel, gewshnliche Differentialgleichungen
effektiv fiir die Beschreibung und Vorhersage von (Natur-)Phénomenen auf endlichen Zeitintervallen
nutzen zu konnen, sind wir hier an Aussagen interessiert, die besagen, dass kleine Stérungen die zu-
gehorigen Losungen nur wenig (und zwar stetig oder sogar differenzierbar) beeinflussen.

Lemma 3.32 (Abschitzungslemma). Seien N € N, D C RN offen und f: D — RY eine stetige
Funktion, die Lipschitz-stetig beziiglich der x-Variable ist mit

|f(t,$) - f(t7j)| < L|3?— jl

fiir alle (t,x),(t,Z) € D mit einer Konstante L > 0. Ist u € C*(I,RYN) fiir ein offenes Intervall I C R
eine Losung des Anfangswertproblems

o= fltu)
{ u(ty) =g
und ist @ € CY(I,RN) eine Niherungslosung mit (t,a(t)) € D fir alle t € I und mit
o Defekt der Gleichung |/ (t) — f(¢, @(t))| < dg fir allet € I,
e Defekt der Anfangszeit |tg — to| < dr,
e Defekt des Anfangswerts |zg — @(tg)| < da,
so gilt fir alle t € I die Abschitzung

- N d d
lu(t) —a(t)] < {dA +dr(d + sup |f(s,a(s)| + TG)} exp (L[t —to) — TG .
ElS]
Beweis. Wir schitzen den Abstand zwischen der echten Losung v und der Niherungslésung @ zunéichst
bei t = to ab. Mithilfe der oberen Schranken d 4, dr, dg fiir die Defekte des Anfangswerts, der Anfangszeit
und der Gleichung sehen wir

utto) = itio) = fro — [ (5) s )

< fzo — lfo)] + | /;0 [ () — f(s,(s))] s + /;0 F(s,ii(s)) ds

< da+dr(dg + sup |f(s,a(s)]) .
s€
Mithilfe der Integralformulierung des Anfangswertproblems aus Satz[I.20]sowie der Lipschitz-Bedingung
an f sehen wir dann fiir t € I mit ¢ > tg

) = (0] = foo + [ fls.uts)) ds = tto) = [ (s) s
< oo = tto)| + [ [17(svu(s) = F(5. )|+ () = fs.2(5)] s

<da+dr(de + Sslelll) |f(s,a(s)|) —|—/ [Llu(s) — a(s)| + dg]| ds .

to
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Wenden wir nun das Lemma auf die Funktion w(t) := |u(t) — @(t)| + dg/L mit Konstanten o :=
da +dr(de +supser | f(s,4(s)]) + de/L und B == L, so folgt

) = 50|+ < [da -+ dr(do +sup (5, 5(5)]) + F] exp (Lt~ 10)

und damit die Behauptung fiir ¢ > ¢y. Die Argumentation fiir t € I mit ¢t < ¢y geht analog. O
Bemerkungen 3.33.

(i) Fiir dg = da = dr = 0 ist die Aussage des Lemmas genau die Eindeutigkeit von Ldsungen des
Anfangswertproblems.

(ii) Fiir dg = 0 erhdlt man die Lipschitz-stetige Abhingigkeit von den Anfangsdaten (to, o).

(iii) Im allgemeinen Fall impliziert das Lemma insbesondere eine stetige Abhdingigkeit sowohl von den
Anfangsdaten (to,xo) als auch von der Strukturfunktion f, was im ndchsten Satz genauer aus-
gefiihrt wird.

Satz 3.34 (iiber die stetige Abhiingigkeit der Losung von den Daten). Seien N € IN, D € R offen
und f: D — RN eine stetige Funktion, die Lipschitz-stetig beziiglich der x-Variable mit Konstante L > 0
wie in Lemma ist. Dann hingt die Lésung des Anfangswertproblems

u = f(t,u)
u(to) = X0

stetig von den Anfangsdaten (to,xo) € D und der Strukturfunktion f in folgendem Sinne ab: ist ei-
ne Losung u € CYH(I,RYN) auf einem kompakten Intervall I C R, eine Umgebung U des Graphen
{(t,u(t)): t € I} in D und ein € > 0 gegeben, so gibt es ein § > 0 in Abhdngigkeit von ¢, U, f und I,
so dass die Losung des gestorten Anfangswertproblems

{ @ = f(t,a)

auf ganz I existiert und die Abschdtzung
lu(t) —a(t)| <e  firtel

erfiillt, vorausgesetzt, dass to € I, (tg,Z9) € D gelten, fe C(U,RYN) Lipschitz-stetig beziiglich der
x-Variable ist und die Kleinheitsbedingungen

lto —to| <6, |zo— 0| <8 und |f(t,x)— f(t,x)| <6 fir alle (t,2) € U
gelten.

Beweis. Nachdem wir gegebenenfalls € verkleinert haben, diirfen wir annehmen, dass B:((¢,u(t))) € U
fiir jedes ¢t € I gilt. Sei nun Ijyax das maximale Existenzintervall der Losung @ des gestorten Anfangs-
wertproblems. Um das Abschitzungslemma auf v und @ anwenden zu konnen, schétzen wir den
Defekt der Gleichung ab iiber

j@(8) = f(t,a(t)| = | f(talt) — f(t.a) < 6

fiir alle t € Inax (beachte, dass @ nur Werte in U annehmen darf). Mit Lemma firdg =ds=dr =96
erhalten wir daher insbesondere

lu(t) —a(t)| < [6+6(6 + sup |£]) + 6L~ "] exp (L[t — to|)
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fir alle t € I N fmax, wobel der Parameter 6 > 0 noch frei wihlbar ist. Diesen kénnen wir nun in
Abhéngigkeit von €, supy; | f|, L und der Linge des Intervalls I so klein bestimmen, dass die rechte Seite
durch € beschrankt ist, also dass

lu(t) —a(t)| <e  fiir t € TN Lpax
gilt. Da in diesem Fall u die kompakte Menge
{(s,y) € RN |(s,y) — (t,u(t)){ <efireintel} CD

nicht verlisst, muss nach Satz (i) (vgl. auch die Argumentation in Korollar [3.23)) Iax D I gelten,
so dass wir insgesamt sowohl die Existenz der Losung @ des gestorten Anfangswertproblems auf ganz [
als auch die Fehlerabschitzung |u(t) — @(t)| < e fiir ¢ € I gezeigt haben. O

Da wir uns nun also fiir die Losung nicht nur in Abhéngigkeit von der Zeitvariable, sondern auch
der Anfangsdaten (to,x() interessieren, fithren wir eine neue Notation ein, um auch die Abhingigkeit
von den Anfangsdaten explizit zu machen.

Definition 3.35. Seien N € N, D C R offen und f: D — RY eine stetige Funktion, die Lipschitz-
stetig beziiglich der x-Variable ist. Die Abbildung

<t7 th m0) — U(t, t07 xO)

mit (to, o) € D und t € Inmax(to,z0) = (I_(to, o), [ (to,x0)) auf die Auswertung zur Zeit t der ma-
zimalen Lisung des Anfangswertproblems u' = f(t,u) mit u(ty) = xo und mazimalen Ezxistenzintervall
Tnax(to, o) bezeichnet man als die charakteristische Funktion der gewéhnlichen Differentialgleichung
uw = f(t,u). Dabei nennt man I~ (to,xo) und I (ty,x¢) auch die Lebensdauerfunktionen.

Bemerkungen 3.36.

(i) Die Aussage von Satz besagt genau, dass die charakteristische Funktion stetig in allen Argu-
menten ist und dass die Lebensdauerfunktion I~ (ty,xo) bzw. I (tg, o) ober- bzw. unterhalbstetig
sind, sich also ein endliches maximales Existenzintervall bei hinreichend kleinem Wackeln an den
Anfangsdaten (xg,tg) nicht sprunghaft verkleinern kann.

(ii) Man kann auch Familien von gewdhnlichen Differentialgleichungen betrachten, bei denen die Struk-
turfunktion f (und dann auch die charakteristische Funkion) von zusdtzlichen Parametern abhdngt,
womit sich insbesondere Stirungen von f beschreiben lassen (wie im vorherigen Satz f). Solange
diese Abhingigkeit stetig und die Lipschitzbedingung beziiglich der x-Variable uniform ist, so hingt
die zugehorige charakteristische Funktion auch stetig von diesen Parametern ab.

Wir halten an dieser Stelle einige einfache Eigenschaften der charakteristischen Funktion fest:

Proposition 3.37 (Flusseigenschaften). Seien N € N, D C R offen und f: D — RY eine stetige
Funktion, die Lipschitz-stetig beziiglich der x-Variable ist. Fiir beliebiges (to,xo) € D gelten

(1) u(to;to, o) = o,
(ii) w(t;to, o) = u(t; s,u(s; to, xo)) fir s,t € Imax(to, To) = Imax (8, u(s;to, o)),
(iil) xo = ulto; s, u(s;to,x0)) fir s € Imax(to, o).
Beweis.

(i) gilt nach Definition, da t — u(¢;to, o) das Anfangswertproblem mit Anfangsdatum (o, zq) 16st.
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(ii) Die beiden Funktionen ¢ — u(t; to, o) und ¢ — u(t; s, u(s; to, zo)) losen beide die Differentialglei-
chung v’ = f(¢t,u), und fiir t = s gilt wegen (i)

u(s;to, xo) = u(s; s, u(s;to, o)) -

Wegen der Eindeutigkeit der Losung miissen die beiden Funktionen iibereinstimmen. Bei der
zweiten Funktion startet man also einfach auf der Losungskurve von u(t; to, xo) zu einem beliebigen
Zeitpunkt s € Iax(to, o), und damit gilt auch die Aussage zu den Existenzintervallen.

(iii) ist der Spezialfall ¢ = ¢ in (ii), kombiniert mit (i). O

Unter stiarkeren Voraussetzungen an die Strukturfunktion kann man sogar zeigen, dass die charak-
teristische Funktion reguldrer von den Anfangsdaten (sowie moglichen Parametern abhéngt). Es gilt
etwa:

Satz 3.38 (iiber die differenzierbare Abhingigkeit der Losung von den Daten). Seien N € N, D C
RN offen und f: D — RN eine stetige Funktion, die beziiglich der x-Variable differenzierbar ist, mit
stetiger Ableitung D, f(t,x) € CO(D,RN*N). Dann ist die charakteristische Funktion u(t;to,xo) stetig
differenzierbar in (to,zo) € D und t € Inax(to, To)-

Beweisidee. Eigentlich mochte man die Differentialgleichung nach den Anfangsdaten differenzieren und
dann ausnutzen, dass diese Ableitungen ebenfalls gewohnliche Differentialgleichungen erfiillen. Da wir
jedoch nicht wissen, dass wir nach den Daten differenzieren diirfen, muss man an dieser Stelle mit
Differenzenquotienten arbeiten. Betrachtet man etwa die Abhéngigkeit von tg, so arbeitet man mit den
Funktionen
Ve, n(t) = R~ u(t; to + h, z0) — u(t; to, 20)]

fiir festes (tg,z0) € D und h € R\ {0} mit |h| hinreichend klein (so dass insbesondere die Linie, die
(to+h, o) und (tg, zo) verbindet, in D liegt). Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
ergibt sich aus den Losungseigenschaften von wu(t; tg + h, xo) und u(t;tg, o)

vg, n(t) = R f (8 ultsto + hy2o)) — f( ultsto, 20))]

1
_ h’l/ d%f(t, Ou(tsto + h, o) + (1 — O)u(t; to, o)) dO
0

1
:/ Do f (£, 0ult: to + hy o) + (1 — O)ut: to, 20)) dB vy (1)
0

(wobei hier die Notation v; , () immer noch fiir die nun partielle Ableitung nach ¢ stehen soll). Dies
bedeutet, dass vy, die lineare Differentialgleichung vgmh = Ay, .1 (t)vg,, 1 16st, mit stetiger Koeffizien-
tenmatrix

1
Ato,h(t) = / Dwf(t,eu(t; to + h, 370) + (1 — G)u(t;to, 3?0)) df,
0

und wegen der Stetigkeit von D, f und u wissen wir, dass A, 5 (t) — Dy f(t,u(t;to,z0)) fir ¢t €
Imax(to,z0) im Limes h — 0 gilt. Auflerdem erfiillt vy, nach Definition (ohne Einschréinkung be-
trachten wir hier nur 2 > 0), mit Proposition (i) und wiederum mit der Losungseigenschaft die
Anfangsbedingung

-1

Vi (to) = ™ [ulto; to + b, 20) — u(to; to, xo)]
=p! [u to;to + h,xo) — u(to + hyto + h,xo)]
1
d
=h™" | —u(to+ (1 —0)hsto + h,xo) df
. o

u' (to + (1 — 0)h;to + h, xq) d

S~ s~

f(to+ (L= 0)h,u(to + (1 — 0)hyto + h,z0)) db,
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so dass wir wegen der Stetigkeit von f und w wissen, dass vy, n(to) — —f(to,zo) bei b — 0 gilt. Im
Limes sto83t man daher auf das Anfangswertproblem

Vo= fo(tvu(t;thmO))v
v(to) = —f(to,zo)

mit einer linearen Differentialgleichung mit stetigen Koeffizienten, und die Losung v méchte man schlief3-
lich noch mit der partiellen Ableitung von u(t;tg, z¢) nach to identifizieren, die wir mit %u(t;to,xo)
bezeichnen. Nun hingt die Losung v aber wegen Satz auch stetig von den Daten, also der Koeffi-
zientenmatrix D, f(t, u(t; tg, xo)) und der Anfangsbedingung — f(¢g,x), ab. Da wie oben gezeigt

Aso.n(t) = Do f(t, ult;to, x0)) und vy n(to) = —f(to, zo)
bei h — 0 gelten und vy, 5, die Gleichung
’Uéo,h = Atmh(t)vto,h

16st, muss also vy, p(t) bei h — 0 gegen die (stetige) Losung v der Grenzgleichung konvergieren.
Somit folgt die Differenzierbarkeit von w(t;to,zo) nach to und vy, p,(t) — v(t) = a%u(t;to,xo) fiir
t € Imax(to, o). Zusammenfassend haben wir also gezeigt, dass wir das Anfangswertproblem (also Glei-
chung und Anfangsbedingung) total nach ¢y differenzieren kénnen und dass

& Fu(t;to, wo) = Daf(t, u(t;to, m0)) Z=ult; to, zo)
Lu(tosto,z0) = —f(to, zo)

gilt, was wir wegen der Kettenregel und %u(to; to, o) = f(to,x0) auch genau erwarten wiirden.

Die differenzierbare Abhingigkeit nach dem Anfangswert xy geht dhnlich (allerdings miissen wir nun
mit Richtungsableitungen arbeiten), und letztendlich findet man hier, dass die partiellen Ableitung von
u(t; to, ©o) nach xg, die wir mit %u(t; to, xo) bezeichnen, stetig ist und Losung des Anfangswertproblems

Sragultito,wo) = Dy f(t,u(tito, x0)) g ult; to, o)
so-ulto; to, 20) = e;

fir i € {1,..., N} ist, was genau dem mithilfe der Kettenregel total nach xy differenzierten Anfangs-
wertproblem entspricht. O
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Kapitel 4

Systeme linearer gewohnlicher Differential-
gleichungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Systemen von linearen gewohnlichen Differentialgleichun-
gen. Wir beschrinken uns dabei im Wesentlichen auf explizite Gleichungen erster Ordnung (vgl. die
Reduktion der Ordnung in Satz [1.16) und damit auf Gleichungen der Form

u = A(t)u+ b(t)

auf einem offenem Intervall I C R, mit stetigen Koeffizienten A: I — R™>*¥ und stetiger Inhomogenitiit
b: I — RN, fiir ein N € N. Mit dem Satz [3.15 von Picard-Lindelsf und dem globalen Existenzsatz
bekommen wir die Existenz einer eindeutigen (vektorwertigen) Losung u € C* (I, RY) fiir jedes Anfangs-
wertproblem u(tg) = ¢ fiir beliebige (tg,z¢) € I x RY, und diese Losungen wollen wir im Folgenden
genauer studieren.

4.1 Allgemeine Theorie

Wir untersuchen zunéchst die Struktur des Losungsraum und erinnern dazu an das Superpositionsprin-
zip fiir lineare Gleichungen aus Lemma das besagt, dass fiir Losungen u; und us zu den linearen
Differentialgleichungen

mit gleicher Koeffizientenmatrix A und moglicherweise unterschiedlichen Inhomogenitéten by bzw. be
gilt, dass die Linearkombination A\ju; + Agus (mit A1, A2 € R) die Gleichung

()\1’[1,1 + )\2’[1,2)/ = A(t)()q’u,l + )\QUQ) + >\1b1 (t) + )\ng(t)

lost. In starker Analogie zur Behandlung von linearen Gleichungssystemen Az = b (mit einer Matrix
A € RN und einem Vektor b € RY) kénnen wir nun algebraische Eigenschaften des Losungsraum
linearer Gleichungen (oder ihrer allgemeinen Losung) aus dem unendlich-dimensionalen Vektorraum
CY(I,R") untersuchen.

Satz 4.1 (iiber die algebraische Struktur der Losungsrdume). Seien I C R ein offenes Intervall, A €
C(L,LRN*N), be C(I,RN) und ty € I. Die Abbildung

RY 529 = ue CHI,RY) mitu = A(t)u und u(ty) = xo (4.1)

ist ein linearer Isomorphismus und es gelten:
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(i) Der Lisungsraum der homogenen Gleichung u' = A(t)u auf I, also die Menge
{ue CMI,RN): W/ (t) = A(t)u(t) fir allet € I},
ist ein N-dimensionaler linearer Unterraum von C*(I,RN);
(ii) Der Losungsraum der inhomogenen Gleichung u' = A(t)u + b(t) auf I, also
{ue CHI,RN): u/(t) = A(t)u(t) + b(t) fir allet € T}, (4.2)
ist ein N-dimensionaler affiner Unterraum von CY(I,RN) und lisst sich darstellen als
Upar + {u € CH(I,RY): u/(t) = A(t)u(t) fir allet € I}, (4.3)

wobei upqr € CH(I,RYN) eine beliebige partikulire (oder spezielle) Ldsung der inhomogenen Glei-
chung v’ = A(t)u + b(t) auf I ist.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass es sich bei der Abbildung um einen linearen Isomorphismus han-
delt. Die Linearitét von folgt direkt aus dem Superpositionsprinzip (angewandt mit by = by = 0).
Um die Injektivitéit einzusehen, betrachten wir zwei Losungen u und @ der homogenen Gleichung zu
unterschiedlichen Anfangswerten u(ty) = zg # To = u(tg). Wegen dieser Zeitauswertung bei ¢ gilt
offensichtlich schon u # @ als Funktionen in C*(I,R") und die Abbildung ist damit tatsichlich
injektiv. Um die Surjektivitit zu beweisen, betrachten wir eine beliebige Losung @ € C' (I, RY). Wegen
der eindeutigen Losbarkeit der Gleichung nach Picard-Lindelof (Korollar , wird @ von der Abbil-
dung (4.1)) fiir o = u(tg) angenommen. Damit haben wir alle Eigenschaften eines linearen Isomorphimus
fiir ezeigt, und es fehlt nur noch die Struktur des Losungsraums:

(i) Dimensionen und Vektorraumeigenschaft bleiben unter linearen Isomorphismen erhalten, und da-
mit ist der Lésungsraum der homogenen Gleichung ein Unterraum von C' (I, R") mit der Dimen-
sion N des euklidischen Raums R . Da u = 0 als Losung der homogenen Gleichung mit u(ty) = 0
enthalten ist, handelt es sich aulerdem um einen linearen Unterraum.

(ii) Wir beweisen als néchstes die behauptete Darstellung des Losungsraums der inhomogenen Glei-
chung und fixieren dazu eine beliebige partikulire Lésung upe, € C'(I,RY) (die nach Picard—
Lindeldf existiert). Sei nun w ein beliebige Losung zu v’ = A(t)u+ b(t), also ein Element aus (4.2)).
Dann erfiillt © —upq, nach dem Superpositionsprinzip die homogene Gleichung und damit gehort u
zur Menge . Ist umgekehrt u aus gegeben, so existiert nach Definition von eine
Losung upom € CH(I, RY) der homogenen Gleichung Wy = A(t)Unom Mit & = Upgr + Upom, und
mit dem Superpositionsprinzip ist @ auch ein Element aus . Die Eigenschaften eines affinen
Unterraums fiir den Losungsraum der inhomogenen Gleichung folgen nun direkt aus der eben
gezeigten Darstellung. O

Bemerkung 4.2. Fir explizite lineare Systeme der Ordnung k > 1
u® = A ()u®Y 4 Ag(t)u + ()

mit stetigen Koeffizientenfunkionen Ag, Ay, ..., Ap_1 € C(I, RN*N) und Inhomogenitit b € C(I,RY)
erhdlt man entsprechend, dass die Abbildung

R*Y 3 (20, 21,..., 25 1) = u € CP(LRY)  mit u(k) = A1 (1)u®D + ..+ Ag(t)u

und u(to) = xo,u' (t) = 1, ..., u* ™ =25,

ein linearer Isomorphismus ist. Auflerdem sind die Losungsrdiume der homogenen und inhomogenen
Gleichung kN -dimensionale lineare bzw. affine Unterrdume von C*(I,RN) mit einer Struktur wie in

Satz[A 1l
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Nach dem letzten Satz ist es ausreichend, den Losungsraum der homogenen Gleichung (und dazu
eine partikuldre Losung) zu kennen, um den Losungsraum der inhomogenen Gleichung zu bestimmen.
Daher werden wir uns im Folgenden nur mit dem Losungsraum der homogenen Gleichung beschéftigen
und benétigen dazu also N Losungen der homogenen Gleichung, die linear unabhiingig in C*(1, RY)
sind. Dabei nennen wir n Funktionen uy,...,u, in C*(I,RY) (fiir £ > 0) linear unabhingig, falls fiir
alle beliebigen A1, ..., A\, € R die Beziehung

At + ...+ Aup =0 in CF(1L,RY)
(<=> Alul(t) + ...+ /\nun(t) =0 fiir alle t € I)

bereits A\; = ... = A, = 0 impliziert. Lineare Unabhéngigkeit von Funktionen ist damit im Allgemeinen
eine schwéchere Eigenschaft als lineare Unabhéngigkeit von Funktionswerten (so sind etwa u; (t) = (¢, 1)
und us(t) := (1,1) als Funktionen in C'(R, R?) linear unabhéngig, die Funktionswerte bei t = 1 als Vekto-
ren in R? jedoch linear abhiingig). Speziell fiir Systeme von homogenen, linearen Differentialgleichungen
gilt jedoch, dass die lineare Unabhiingigkeit (als Funktionen) von Losungen bereits dquivalent ist zur
linearen Unabhéngigkeit ihrer Funktionswerte zu einem beliebigen Zeitpunkt.

Korollar 4.3 (iiber die lineare Unabhiingigkeit von Lésungen homogener linearer Systeme). Seien I C
R ein offenes Intervall, A € C(I, RN*N) und n < N natiirliche Zahlen. Sind uy, ..., u, € C*(I,RY)
Lésungen der homogenen Gleichung v’ = A(t)u auf I, so sind dquivalent:

(i) ui,...,u, sind linear unabhingige Funktionen in C*(I, RY);
(ii) ui(to),---,un(to) sind linear unabhingige Vektoren in RN fiir alle tq € I;
(iii) wy(to),...,un(to) sind linear unabhingige Vektoren in RY fiir ein to € I.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) folgt aus der Tatsache, dass der lineare Isomorphismus lineare
Unabhéngigkeit von den Anfangsvektoren auf ihre Bilder iibertrdgt. Dazu seien wuq,...,u, linear un-
abhiingig als Funktionen in C'(I, RY) und ty € I ein beliebiger Zeitpunkt. Sind dann A;,..., A\, € R
mit

Alul(to) + ...+ )\nun(to) =0,

so muss die Funktion @ :== A\jui+. ..+ A, uy, als Losung der homogenen Gleichung mit Startwert @(to) = 0
nach Satz bereits konstant auf I verschwinden, also

Mg+ Apu, =0 in CHIL,RY)

gelten. Wegen der linearen Unabhingigkeit von uy,...,u, als Funktionen in C'(I,RY) folgt \; =
... = Ap = 0 und damit die lineare Unabhingigkeit von ui(tg),...,u,(to) als Vektoren in RY. Die
beiden anderen Implikationen (ii) = (iii) sowie (iii) = (i) gelten offensichtlich (und unabhéngig von der
Losungseigenschaft der Funktionen wy, ..., u,). O

Definition 4.4. Seien I C R ein offenes Intervall und A € C(I, RVN*N). Eine Basis des Lésungsraums
des Systems homogener linearer Differentialgleichungen v = A(t)u (also eine Menge von N linear
unabhingigen Lésungen) nennt man ein Fundamentalsystem oder Hauptsystem zu u’ = A(t)u. Ferner
nennt man eine (N x N)-Matriz, deren Spalten ein Fundamentalsystem bilden, eine Fundamentalmatrix.

Ein Fundamentalsystem zu einem linearen System u’ = A(¢)u zu finden ist dquivalent dazu, die
allgemeine Losung zu bestimmen. Bevor wir Fundamentalsysteme und deren Eigenschaften diskutieren,
iiberlegen wir uns zunéchst, wie man elegant ein solches erhalten bzw. gegebene Losungen auf ihre
lineare Unabhéngigkeit tiberpriifen kann.

Definition 4.5. Seien I C R ein offenes Intervall, A € C(I, RN*N) und uy,...,un Losungen der
homogenen Gleichung u' = A(t)u auf I. Die Funktion W € CY(I,RN*N), deren Spalten aus diesen
Lésungen besteht, also

W (t) == (ur(t),...,un(t)) firtel,
heifit die zu ui,...,un gehérige Wronski-Matrix. IThre Determinante w = detW € C(I) bezeichnet
man ferner als Wronski-Determinante.
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Korollar 4.6 (lineare Unabhéingigkeit und Wronski-Determinante). Seien I C R ein offenes Intervall,
A€ O(I,RN*NY und uy,...,uxy € CHI,RYN) Losungen der homogenen Gleichung v’ = A(t)u auf I.
Dann gilt fiir die zugehérige Wronski-Determinante w € C*(I)

e entweder w(t) = 0 fiir alle t € I und die Funktionen uy,...,uy sind linear abhingig in C*(I, RY)

e oder w(t) # 0 fiir alle t € I und die Funktionen ui,...,uy sind linear unabhingig in C*(I,RN)
(d.h. die Wronski-Matriz ist in diesem Fall tatsichlich eine Fundamentalmatriz).

Beweis. Diese Aussage ist klar nach Korollar (angewandt mit n = N). O

Fiir die Berechnung der Wronski-Determinante ist die Losungseigenschaft der einzelnen Spalten
hilfreich, denn diese fiihrt auf die folgende einfache Formel:

Satz 4.7 (Formel fiir die Wronski-Determinante). Seien I C R ein offenes Intervall, A € C(I,RVN*¥)
und uy,...,uxy € CHI,RN) Lésungen der homogenen Gleichung u' = A(t)u auf I. Dann lést die zu
u1,...,uy gehorige Wronski-Determinante w € C1(I) die skalare gewdéhnliche Differentialgleichung

= [Spur A(t)]w
und hat damit fir beliebige to,t € I die Darstellung
t
w(t) = w(to) exp {/ Spur A(s) ds] .
to

Beweis. Im Folgenden bezeichnen wir mit w; ; den Eintrag der Matrix W in Zeile i und Spalte 7,
der also nach Definition von W genau der i-ten Komponente der Funktion u; entspricht. Mithilfe der
Leibniz-Formel schreiben wir die Determinante zunéchst als

w(t) = Z sgn(c Hw] o) (t

ogESN

wobei die Summe {iiber alle Permutationen der Menge {1, ..., N} lduft. Mit der Produktregel gilt daher

fiir die Ableitung
N N
w'(t) =Y sen(0) Y wi,0® [ wiem®)
k=1

oc€SN j=1,j#k

Aufgrund der Losungseigenschaft der Funktionen wuq,...,uy sowie der Definition von W gilt nun
wy ,(t) = Z7Nn:1 A (8) Wi o () (mit k,¢ € {1,...,N}), und eingesetzt in die letzte Formel ergibt sich

N N
= Z Z ak,m(t) Z SEN(0) Wi, o (k) ( H Wia

k=1m=1 cESN j=1,j#k

Um diese Summe auszuwerten, stellen wir fest, dass

Y se(o) w0 (t H W0 (t

ocESN j=1,j#k

wieder die Berechnung einer Determinante iiber die Leibniz-Formel ist, und zwar der Matrix, die ent-
steht, wenn man in der Matrix W die Zeile k durch die Zeile m ersetzt. Dieser Ausdruck verschwindet
also fiir k # m und gibt im Fall £ = m genau det W (t) = w(t) zuriick. Daher gilt wie behauptet

Zakk [SPUTA( )} (t).

Da es sich hierbei um eine skalare, homogene, lineare Gleichung handelt, folgt die Darstellung fiir w(¢)
aus der Losungsformel in Satz O
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Bemerkung 4.8. Alle Wronski-Determinanten geniigen derselben skalaren linearen Differentialglei-
chung, die nur von der Koeffizientenmatriz (genauer sogar nur von der Summe der Hauptdiagonale)
des urspriinglichen Systems abhingt. Der einzige Unterschied fiir verschiedene Wronski-Determinanten
liegt damit in der Anfangsbedingung.

Hat man einmal ein Fundamentalsystem zu einem linearen System u’ = A(t)u auf I bestimmt, so
ist die zugehorige Fundamentalmatrix nach Korollar an jeder Stelle ¢t € I invertierbar, und damit
erhalten wir nun auch eine Darstellung fiir die Losung jeden Anfangswertproblems.

Satz 4.9 (Darstellung der Losungen homogener Gleichungen mittels Fundamentalmatrix). Seien I C R
ein offenes Intervall, A € C(I,RN*N), to € I und 2o € RN. Ist M € CH(I,RVN*N) eine beliebige Fun-
damentalmatriz zu v’ = A(t)u auf I, so hat die eindeutige Lisung des zugehirigen Anfangswertproblems
mit u(ty) = xo die Darstellung

u(t) = M(t)(M(to)) tag  firtel.

Beweis. Die Losung des Anfangswertproblem ist eine Linearkombination aus den Spaltenvektoren der
gegebenen Fundamentalmatrix, und die Koeffizienten der Linearkombination sind durch die Anfangsbe-
dingung eindeutig festgelegt. Das angegebene u ist genau eine Linearkombination aus Spaltenvektoren
von M, deren Koeffizienten genau die Eintriigen des Vektors (M (ty)) lzg € RY sind. Da fiir t = ¢,
auBerdem

u(to) = M(to)(M(to)) a0 = g

gilt, ist u tatséchlich die eindeutige Losung des Anfangswertproblems. O

Fundamentalmatrizen zu linearen Systemen sind offensichtlich nicht eindeutig bestimmt, man kann
etwa einzelne Spalten vertauschen oder mit einer nicht-verschwindenden Zahl multiplizieren. Wegen des
Superpositionsprinzips kann man auch mit einer konstanten, invertierbaren Matrix von rechts multipli-
zieren (denn die einzelnen Spalten sind dann immer noch Losungen und nach Korollar auch linear
unabhiingig). Dies ist aber tatséichlich schon das gréfite Mal an Uneindeutigkeit fiir Fundamentalma-
trizen.

Satz 4.10 (Zusammenhang verschiedener Fundamentalmatrizen). Seien I C R ein offenes Intervall,
A€ C(I,RN*NY und M € CH(I,RN*N) eine beliebige Fundamentalmatriz zu v = A(t)u auf I. Eine
Matrigfunktion M € CY(I,RN*N) ist genau dann ebenfalls eine Pundamentalmatriz zu u' = A(t)u
auf I, falls es eine (konstante) invertierbare Matriz T € RN*N gibt, so dass

M(t)=M@)T fir alle t € I gilt.

Beweis. Sei zuniichst T € RY*Y eine invertierbare Matrix. Dann sind, wie oben bereits festgestellt, die

Spalten der Matrix M Linearkombinationen aus Spalten von M, also wieder Losungen zu v = A(t)u
auf I, und M ist damit eine Wronski-Matrix. Da sowohl M (t) fiir jedes ¢ € I als auch T nach Annahme
invertierbar sind, ist auch M(t) fiir jedes ¢ € I invertierbar und somit nach Korollar wie behauptet
eine Fundamentalmatrix.

Ist umgekehrt M € C*(I, RN*N) eine weitere Fundamentalmatrix, so bekommen wir mithilfe von
Satz zwei unterschiedliche Darstellungen fiir die eindeutige Losung jeden Anfangswertproblems zu
u' = A(t)u. Fiir jedes ty € I und o € RV gilt also

M()(M(to)) " wo = M (t)(M (to)) "o -

Wihlt man nun den Startwert g als die N Spalten der Matrix M {(ty), so ergibt sich mit der Definition
der (reguliiren) Matrix T := (M (to)) "M (ty) die gewiinschte Identitiit

M()T = M(£)(M (o))~ W (to) = M(2) O

Wie wir gesehen haben, sind die Fundamentalmatrizen prinzipiell zwar nicht eindeutig, jedoch kann
man eine besondere Fundamentalmatrix auszeichnen, deren Spalten gerade den Losungen des Anfangs-
wertproblems zu v’ = A(¢)u mit den kanonischen Einheitsvektoren als Startwerten entsprechen.
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Definition 4.11. Seien I C R ein offenes Intervall, A € C(I,RN*N) und ty € I. Die eindeutig be-
stimmte Fundamentalmatriz zu v’ = A(t)u, deren i-te Spalte gerade durch die Losung des Anfangswert-
problems zu v’ = A(t)u mit Anfangswert u(ty) = e; (und mit e; dem i-ten kanonischen Einheitsvektor
in RN) gegeben ist, heifit die Ubergangsmatrix (oder Transititionsmatrix oder Hauptfundamentalma-
trix) zu u' = A(t)u mit Startzeit to und wird mit U(t, toy) bezeichnet.

Bemerkungen 4.12.
(i) Jede Fundamentalmatriz M € CY(I, RN*N) Igst per Definition die Matriz-Differentialgleichung
M' = A(t)M auf I,
und die Ubergangsmatrix ist gerade die Fundamentalmatriz mit M (tg) = Iy xn-

(i) Ist M € CY(I,RN*N) eine beliebige Fundamentalmatriz, so ergibt sich mit Satzm (sowie der
Tatsache VU (to,to) = Iyxn) die Formel

U(t,tg) = M(t)(M(to)))™*  firallet,tg € 1.

(iii) Ist 29 € RY, so lost u(t) == V(t,tg)wo die gewdhnliche Differentialgleichung v’ = A(t)u mit
Anfangswert u(ty) = xg, denn es gelten mit der ersten Bemerkung

% [\I/(t, to).’lﬁo] = A(t)‘ll(t, tO)xO

und u(ty) = U(to,to)xo = xo. Dieser Zusammenhang begrindet die Namenswahl Ubergangsmatrix.

Beispiel 4.13. Fiir N = 2 sei eine Matrizfunktion A € C(R*,R**?) durch

Alt) = ( Ol %) firt e R*

t2 t

gegeben. Zwei linear unabhdngige Losungen der homogenen Gleichung v = A(t)u sind etwa die Funk-
tionen

n(t) = G) und  dia(t) = (i) fiirt e RT.

Zum einen kann man die Ubergangsmatriz zu u' = A(t)u mit Startzeit to € RT nun durch das Lisen
der beiden Anfangswertprobleme

up = At)uy und uh = A(t)ug
{ ug( { us

to) =er to) =eo

bestimmen, wobei man hier u; und us als geeignete Linearkombinationen aus Uy und U berechnen
kann. Zum anderen kann man auch die zu U1, 2 gehorige Fundamentalmatriz M verwenden, (M (tg))~*
berechnen und die Ubergangsmatriz WU(t,to) mittels der Formel M(t)(M(t)))™! bestimmen. So erhdlt
man

|t # to .. +
\I/(t,to) = 2 2t 14 ot fU’I’tER .
to 13 t

Lemma 4.14 (Eigenschaften der Ubergangsmatrix). Seien I C R ein offenes Intervall, A € C(I, RV*N)
und to,t,s € I. Dann hat die Ubergangsmatriz W(t, to) zur Gleichung v’ = A(t)u mit Startzeit to die
folgenden Figenschaften:

(i) ¥(to,to) = Inxn,
(ll) \I/(t,s)\If(s,to) = \I/(t,to),
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(i) (U(t,t0))~" = ¥(to,1),
(iv) W(t,to) ist in beiden Argumenten stetig differenzierbar.
Beweis.
(i) gilt nach Definition.

1) Sel eine beliebige Fundamentalmatrix zu v' = A(¢)u. Mit Bemerkung |4. 1) folgt
ii) Sei M eine beliebige Fund 1 i = A Mit B k 4.12| (ii) fol

W(t, )W (s, to) = M(t)(M(s)) " M(s) (M(to)) " = M(£)(M(to)) ™" = W(t,to).

(iii) Ist M wieder eine beliebige Fundamentalmatrix wie eben, so folgt mit der Invertierbarkeit von M
fiir alle ¢ € I sowie der Formel fiir die Inverse von Matrixprodukten

1

(W(t,10)) " = (M) (M(te) ™) ™" = (M (te))™) "

(M ()" = M(to)(M(1))~! = U(to, 1).

(iv) Die Abbildung ¢ — W(t,1) ist fiir festes ¢y € I nach Definition stetig differenzierbar, da die
Spalten von W(t,t,) als Losungen der homogenen Gleichung insbesondere in C*(I, RY) sind. Fiir
die Ableitung gilt nach Bemerkung (i) die Formel

9]

—W(t,tg) = A(t)U(t, to) .

ot

Um die stetige Differenzierbarkeit der Abbildung ¢y — W(t,tg) zu beweisen, definieren wir Y als
die eindeutige Matrixfunktion in C1(I, RV*¥), die die Matrix-Differentialgleichung

Y = —YA()

auf I mit Anfangswert Y (t9) = Lyxn 16st. Fiir das Produkt Y (¢)U(¢,tg) gilt dann mit der
Produktregel und den Formeln fiir die Ableitungen von Y und W(t, to)

7] 0

5 YOV t0)) = Y ()W (E, to) + Y (£) 5, W (¢, t0) = =Y (DA (o) + Y (A1) V(1 t0) = 0.
Das bedeutet also, dass Y (¢)¥(¢,to) auf ganz I konstant gleich Y (to) ¥ (to,to) = Lnxn ist, so dass
Y (t) fiir jedes t € I die Inverse von WU(¢,t) ist. Mit (iii) haben wir somit Y'(¢) = W(to,t) fiir
t € I identifiziert und damit insbesondere auch die behauptete Differenzierbarkeit in der zweiten
Variable gezeigt. O

Bisher haben wir uns ausschlieflich mit der homogenen Gleichung beschéftigt und fiir das Anfangs-
wertproblem

{ u = A(t)u

u(ty) = xo

die Losungsformeln
ult) = M(t)(M(to)) ™ wo = B(t, to)zo

fiir jede beliebige Fundamentalmatrix M und die Ubergangsmatrix U(t,to) mit Startzeit ¢y gezeigt. Um
nun das entsprechende Anfangswertproblem fiir die inhomogene Gleichung v = A(¢)u 4 b(t) zu losen,
miissen wir nach Satz nur noch eine partikulére Losungen finden (die Anfangswert 0 bei ¢y hat, so
dass der Anfangswert in Summe weiterhin zq ist). Diese partikulire Losungen kénnen wir wieder mit
dem Ansatz der Variation der Konstanten wie im skalaren Fall bestimmen.

Satz 4.15 (Darstellung der Losungen inhomogener Gleichungen mittels Fundamentalmatrix). Seien
I C R ein offenes Intervall, A € C(I, RN*N), b e C(I,RN), tg € [ undxg € RN. Ist M € CH(I, RVN*¥)
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eine beliebige Fundamentalmatriz zu ' = A(t)u auf I sowie W(t,ty) die Ubergangsmatriz zu u' = A(t)u
mit Startzeit ty, so hat die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

{ W = A(t)u + b(t)

u(to) =20

die Darstellung

u(t) = M(t) {(M(to))71m0 +/ (M(s)) " b(s) ds| = U(t, t)xo —|—/t U(t, s)b(s)ds firtel.

to

Beweis. Wir wihlen als Ansatz fiir die partikulédre Losung
Upar(t) = M (t)(M(t0)) "' C(t)

fiir eine unbekannte Funktion C € CY(I,RM) mit C(t)) = 0 € RY. Damit up,, die inhomogene
Gleichung 16st, muss fiir t €

)
= M(t)(M(to)) = C'(t)

gelten, also C’'(t) = M(to)(M(t))~1b(t). Mit der Anfangsbedingung C(tg) = 0 und wegen unseres
speziellen Ansatzes ergeben sich nun

t t
C(t) = M(to)/ (M(s)) 7 b(s)ds und  wpe,(t) = M(t)/ (M(s))"b(s)ds.
to to

Die Darstellung der Losung des Anfangswertproblems fiir die inhomogene Gleichung folgt dann durch
Addition der eben bestimmten partikuldren Losung und der Losung des Anfangswertproblems zur ho-
mogenen Gleichung, fiir die wir in Satz eine Darstellungsformel gezeigt haben.

Alternativ hétten wir die Losungseigenschaft der Funktion u auch mithilfe der Ableitungsregel fiir
Matrixprodukte verifizieren kénnen:

() = M0 (M (t0)) o+ [ (M) b(s) ds] + M) (1) b0

to

= AWM ()| (M(to)) a0 + / (M(s))~"b(s) ds| + b(t) = A()u(t) +b(),

to

und mit u(to) = M (to)[(M(to)) 'zo + 0] = g gilt offensichtlich auch die geforderte Anfangsbedingung.
Die zweite Darstellung der Losung folgt unmittelbar aus der ersten, wenn man den Zusammenhang
U(t,tg) = M(t)(M(to))~?! fiir jede beliebige Fundamentalmatrix M und alle ¢ty € I ausnutzt. O

4.2 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir spezialisieren uns nun auf Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten, also auf Gleichungen der Form
v = Au+ b(t)

auf einem offenen Intervall I C R, mit einer konstanten quadratischen Matrix A € RV*YN und einer
stetigen Inhomogenitét b: I — R, fiir ein N € IN. Wir konzentrieren uns vor allem auf den homogenen
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Fall, da wir dann fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lediglich noch eine partikulére
Losung finden miissen (vgl. Satz .

Fiir allgemeine stetige Koeffizienten ist es typischerweise sehr schwierig, ein Fundamentalsystem
bzw. die allgemeine Losung fiir die homogene Gleichung anzugeben, wohingegen fiir die hier betrach-
teten konstanten Koeffizienten ein explizites Losungsverfahren mithilfe der Matriz- Exponentialfunktion
angegeben werden kann (vgl. den Ansatz mit den Nullstellen des charakteristischen Polynoms fiir skala-
re, lineare Gleichungen hsherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten). Eine erste Idee ist die folgende:
ist A € C ein Eigenwert zu A € R¥*Y und vy € RY ein zugehoriger Eigenvektor, so ist die Funktion
uy € C®(R,RY) definiert iiber uy(t) := exp(\t)vy eine Losung der homogenen Gleichung, da

ul\(t) = exp(At) dvy = exp(At)Avy = Auy(t)

fir jedes t € R gilt. Da es zu einer Matrix A € RY*Y aber nicht notwendigerweise N linear un-
abhingige Eigenvektoren gibt, konnen wir mit diesem Ansatz im Allgemeinen nicht den N-dimensionalen
Losungsraum der homogenen Gleichung, also ein Fundamentalsystem zu v’ = Aw, bestimmen. Jedes
Fundamentalsystem M 16st jedoch die Matrix-Differentialgleichung M’ = AM, vgl. Bemerkung [4.12]
also kommt rein formal die Matrix-Exponentialfunktion M (t) = exp(tA) in Frage. Auf dem Raum der
(reellen oder komplexen) quadratischen Matrizen, ausgestattet mit der Operatornorm

| Al = sup {|Az|: z € CN mit |z| < 1}

(oder jeder anderen Norm, die |AB|| < ||Al|||B| fir A,B € CN¥*¥ erfiillt), kann man tatsichlich
Matrix-(Potenzreihen)funktionen einfithren: Ist f: C — C eine beliebige Funktion mit einer Potenz-
reihenentwicklung, so kann man die entsprechende Matrix-Funktion definieren, indem man formal die
Potenzen durch Matrix-Potenzen ersetzt. Dass dies mindestens auf allen Matrizen wohldefiniert ist,
deren Norm kleiner als der Konvergenzradius der Potenzreihe ist, besagt genau der folgende

Satz 4.16 (und Definition). Mit p(z) = > .2, cex’ sei eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0,
Koeffizienten (c¢)een, in C und Konvergenzradius R € (0,00] gegeben. Ist A eine quadratischen Matrix
in CN*N fiir ein N € IN und ist |A|| < R erfiillt, so existiert

oo n

E oAl = lim E cpA* mit A = Tyun
n— oo

/=0 £=0

in CN*N. Damit ist die Potenzreihenfunktion p(A) = Yeo ce A auf der Menge der quadratischen
Matrizen mit {A € CN*N: || A|| < R} wohldefiniert.

Beweis. Da (CN*N || - ||) ein vollstindiger Raum ist, brauchen wir lediglich zu zeigen, dass die Folge
(3 i—g ceAY)nen die Cauchyeigenschaft beziiglich der Operatornorm besitzt. Fiir m > n gilt

m n m m m
| ear = cont| = || X et < X leallatl < Y edlAlf,
£=0 £=0 L=n+1 =n+1 L=n+1

und wegen ||A| < R konvergiert die rechte Seite bei m,n — oo wegen des Majorantenkriteriums
gegen 0. O

Bemerkung 4.17. Die Potenzreihenfunktion ist im Allgemeinen tatsdchlich auf einer grifseren Menge
als {A € CVN*N: ||A|| < R} definiert. Ist A € CN*N beispielsweise eine nilpotente Matriz, gilt also
A" = Oy yn fiir ein n € N (und damit A® = Onwy fiir alle £ > n + 1), so bricht die Reihe bei n ab
und p(A) ist wohldefiniert, unabhingig vom Wert || Al.

Beispiele 4.18.
(i) Die Neumannsche Reihe ist eine Verallgemeinerung der geometrischen Reihe und fir alle A €

CN*N definiert, so dass lim, oo >y AY in CN*N konvergiert. Dies ist insbesondere fiir alle
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A € CV*N mit ||A|| < 1 der Fall, und der Wert der Neumannschen Reihe ist (I1yxn — A)7L,
denn es gilt analog zum skalaren Fall

(Inxy — A ZAZ ZAf ZAf A" =1y

(ii) Die Matrix-Exponentialfunktion
exp(4) =

WK
|

AZ

o~
Il
=)

ist fiir alle A € CN*N wohldefiniert (wie auch cos(A), sin(A) und alle Potenzreihen mit Konver-
genzradius R = 00).

(iii) Die Matrix-Logarithmusfunktion

8

10g<]1N><N + A

£=0

ist insbesondere fiir alle A € CN*N mit ||A|| < 1 wohldefiniert (und es gilt wie im skalaren Fall
die Formel exp(log(1nxny + A)) = Iyxn + A).

Wir beschéftigen uns nun genauer mit der Matrix-Exponentialfunktion und ihren Eigenschaften.

Lemma 4.19 (allgemeine Rechengesetze fiir die Matrix-Exponentialfunktion). Fir A, B € CN*V gelten
die folgenden FEigenschaften:

(i) Fiir die Nullmatriz Onxxy in CV*N gilt exp(Onxn) = LInxn-
(i) Ist AT die zu A transponierte Matriz, so gilt (exp(A))T = exp(AT).
(iii) Ist B regulir, so gilt B~ exp(A)B = exp(B~'AB).
(iv) Kommutieren A und B, ist also AB = BA erfiillt, so gelten
exp(A)B = Bexp(4),

exp(A) exp(B) = exp(A + B) = exp(B + A) = exp(B) exp(A) .
(v) Die Matriz exp(A) ist invertierbar mit (exp(A))~! = exp(—A).
(vi) Die Abbildung t — exp(tA) ist auf R differenzierbar und es gilt

%(exp(tA)) =exp(tA)A = Aexp(tA).
Beweis.

(i) Wegen 0%, y = Lyxn ist das klar nach Definition der Matrix-Exponentialfunktion.

(ii) Diese und die néchste Aussage kann man mit der Definition der Matrix-Exponentialfunktion ein-
fach nachrechnen, wir zeigen hier aber zunichst die allgemeine Aussage, dass fiir jede lineare
Abbildung L: CV*N — CNXN die L(A*) = (L(A))* fiir alle A € CV*N und ¢ € N erfiillt, die
Anwendung von L und exp vertauscht werden kann. Fiir jedes beliebige A € CNY*Y haben wir
néamlich

L(exp(4)) = L(JH& i CZAE) = nl;rrgo L( Z CgAé)

£=0 £=0

= lim Y ¢ L(AY) = lim D e(L(A)) = exp(L(4)),
£=0 £=0
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wobei das zweite Gleichheitszeichen wegen der Stetigkeit, das dritte wegen der Linearitédt von L
und das vierte wegen der Zusatzeigenschaft an L gilt. Um die Aussage (ii) zu zeigen, definieren
wir eine Abbildung Lo: CV*V — CN*N durch Ly(A) = AT fiir A € CV*Y und bemerken, dass
die zuvor geforderten Eigenschaften klar sind. Mit der Anwendung der Vertauschbarkeit von Lo
und exp gilt damit fiir A € CV*V

(exp(A))T = La(exp(A)) = exp(L2(A)) = exp(AT).

(iii) Fiir eine fixierte regulire Matrix B € CV*¥ definieren wir Lz: CNV*N — CN*N durch L3(A) ==
B7'AB fiir A € CN*N. Auch hier sind die Voraussetzungen fiir die Vertauschbarkeit von L3 und
exp gewihrleistet, und daher gilt fiir A € CV*V

B~ exp(A)B = Ls(exp(A)) = exp(L3(A)) = exp(B~'AB).

(iv) Diese beiden Eigenschaften rechnen wir direkt mithilfe der Kommutativitit und der Definition
der Matrix-Exponentialfunktion nach. Zum einen haben wir

exp(A)B = Z EA B = BZ EA = Bexp(A).
£=0 =0

Zum anderen gilt wegen der Leibniz-Produktformel

(A—FB)Z:zZ: ¢ AJ'BK*J' :iLAjBffj
J JHe =) ’

=0 j=0 7"

womit man mit Vertauschung der Summationen und einer Indexverschiebung direkt nachrechnen

kann, dass
>~ q oo ! 1
exp(A+B) =) S(A+B) =) > WAJ‘BH
=0 (=0 j=0"" :
B SLUT) SEIE TN o DY) S B
= 4! = (£ - = 4! pr 2!

gilt. Mit exp(A + B) = exp(B + A) = exp(B) exp(A) folgt daher auch die zweite Formel.
(v) Da A und —A offensichtlich kommutieren, gilt mit (i) und (iv)
Tnxn =exp(Onxn) =exp(A — A) = exp(A) exp(—A) = exp(—A) exp(A),
folglich existiert die Inverse (exp(A))~! und ist gleich exp(—A).
(vi) Es gilt limp 00 b~ (exp(hA) — Ly xn) = A. Daher folgt mit Differenzenquotienten und (iv)

d .. exp(tA+hA) —exp(tA) . exp(hA) — Inxn
g PUtA) = lim H = exp(t4) lim H

=exp(tA)A ’llimo exp(hA) = exp(tA)A = Aexp(tA)
—

(alternativ: gliedweise Differentiation). O

Bemerkung 4.20. Mit der Differentiationsformel (vi) haben wir fiir beliebige t,ty € R und A € RVN*N
insbesondere

d
L expl(t — 10)4) = Aesxp((t — t0))
verifiziert. Da wegen (i) auch exp((to — to)A) = exp(Onxn) = LIyxn gilt, haben wir mit
\If(t, to) = exp((t - to)A)

nun eine Formel fir die Ubergangsmatriz zu v’ = Au mit Startzeit to gefunden.
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Nun miissen wir die Matrix-Exponentialfunktion aber auch konkret berechnen kénnen. Unter einigen
Strukturannahmen ist dies vergleichsweise einfach.

Lemma 4.21 (spezielle Rechengesetze fiir die Matrix-Exponentialfunktion).

(i) Ist A € CN*N nilpotent vom Grad n + 1, also mit A"t = Oyxn # A", so gilt

| =

¢
'A.

=

exp(4) =Y
=0

(ii) Ist A € CN*N eine Diagonalmatriz, also von der Form A = diag(M1,...,An) fir A\; € C fir
je{l,...,N}, so gilt
exp(A) = diag(exp(\r), . .-, exp(An))

(iii) Ist A € CN*N in oberer Dreiecksblockgestalt, also von der Form

A1 *
A — ..
0 A,
mit quadratischen Matrizen A; € RNi*Ni fir j € {1,...,k} und N; € N mit 25:1 Ny = N sowie

beliebigen Eintrdigen *, so ist exp(A) von derselben Form mit

exp(A1) ;
exp(4) = y
0 exp(Ar)

fiir nicht niher spezifizierte Fintrdage * (die jedoch alle verschwinden, falls alle Fintrdige x bei A
verschwinden). Insbesondere gilt damit, dass exp(A) eine obere Dreiecksmatriz ist, falls A eine
obere Dreiecksmatriz ist.

Beweis. Alle drei Eigenschaften folgen aus der Definition der Matrix-Exponentialfunktion. Aussage (i)

folgt direkt, fiir Aussage (ii) nutzt man diag(Ay, ..., ) = diag(\f,..., \§) fiir £ € No, und (iii) sieht
man #hnlich (vgl. Ubungen). O

Korollar 4.22 (spezielle Rechengesetze mit Matrix-Transformationen).

(i) Ist D € CN*N eine diagonalisierbare Matriz, d.h. es existiert eine regulire Matriz T € CN*N
und \j € C fir j € {1,...,N} mit

D = Tdiag(\y, ..., An)T "

(dies ist genau dann der Fall, wenn fiir jeden Eigenwert von D die geometrische Vielfachheit der
algebraischen entspricht), so gilt

exp(D) = Tdiag(exp(A1, ..., exp(Ax))T " .

(i) Ist A € CN*N die Summe einer diagonalisierbaren Matriz D € CN*N und einer nilpotenten
Matriz A — D € CN*N | s0 dass D und A kommutieren, so gilt

exp(A) = exp(D)exp(A — D).
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(iii) Ist J € CNV*N ein Jordanblock, also eine Matrixz der Form

A1 0
J=
1
0 A
fiir ein A € C, so gilt fir allet € R
1ot 32 it !
exp(tJ) = exp(tA)
0 t

(also exp(tJ)i; = exp(tN)((j — i)) " 7~ fir i < j und 0 sonst).
Beweis.
(1) ist eine direkte Konsequenz aus Lemma (iii) und Lemma (ii).

(ii) folgt sofort aus Lemma (iv).
(i) Mit Induktion iiber £ € IN zeigt man

.
tI));; = NI
(( ) ) »J ] —i
fiir i < j und ((tJ)%);; = 0 sonst, wofiir man wegen

() F iy = ((t) i1 (tT) =15 + (¢I) )i ()5

nur die Rechenregel

(jfi)+(j€i>=<j1i);<§!j+1+i);+(jz) <? ) (§+1>

fiir Binomialkoeffizienten benétigt. AnschlieBend kann man die Eintréige von exp(tJ) ausrechnen

als
exp(tJ);, Z—' sz (AP
E:Og l=j5—1 j_l E ‘7+ )
<1 (i \k 1 o
— AV = ——— T exp(tA
(5 —a) kzk (j—1)! (t3)

fir ¢ < j und exp(tJ);; = 0 sonst. Dies zeigt die Behauptung (man hétte auch (ii) verwenden
kénnen, muss dann exp(tJ — tA\1l v« ) berechnen, was auf die gleiche Rechnung fiihrt). O

Bemerkung 4.23. Die Zerlegung einer beliebigen Matriz A € CV*N in einen diagonalisierbaren und
einen nilpotenten Anteil ist zwar immer maglich, jedoch kommutieren diese Matrizen im Allgemeinen
nicht. Besonders praktisch ist eine solche Zerlegung wie in (ii) jedoch, wenn man A diese Zerlegung
bereits ansieht. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn A nur einen einzigen Figenwert A\ € C
besitzt, denn in diesem Fall kommutiert A offensichtlich mit M1 y«n, und der Rest A — M1 nxn hat
als charakteristisches Polynom p(\) = AN und ist damit nilpotent.
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Korollar 4.24. Fiir A € CVN*N gelten:

(i) Sind A1,..., Ay € C die mit algebraischer Vielfachheit gezihlten FEigenwerte von A, so sind
exp(A1),...,exp(An) die mit algebraischer Vielfachheit gezihlten Eigenwerte von exp(A).

(ii) det(exp(A)) = exp(Spur(A4)).

Beweis. Im Folgenden fixieren wir fiir eine gegebene Matrix A € CV*N eine regulire Transformations-
matrix T € CV*Y | 5o dass
A=TAT™!

fiir eine obere Dreiecksmatrix A gilt, deren Diagonaleintriige gerade die mit algebraischer Vielfachheit
gezdhlten Eigenwerte A1, ..., Ay von A sind.

(i) Mit Lemma (iil) gilt

exp(A1) *
exp(A) = .
0 exp(Ay)
mit nicht néher spezifizierten Eintriigen *, also hat exp(A) die Eigenwerte exp(A1), ..., exp(Ax).

Die Berechnung von exp(A) erfolgt nun mithilfe von Lemma m (iii) als exp(A) = T exp(A)T1,
und da sich hierbei die Eigenwerte nicht &ndern, ist die Behauptung gezeigt.

(ii) Da sowohl die Spur als auch die Determinante invariant unter zyklischen Vertauschungen ist, folgt
mit Lemmam (iii) und der Tatsache, dass exp(T 1 AT) eine obere Dreiecksmatrix ist, auch

det(exp(A)) = det (T~ " exp(A)T)
= det (exp(T~'AT)) = exp (Spur(T~'AT)) = exp(Spur(4)). O

Bemerkung 4.25. Ist A € RN*N eine quadratische Matriz iiber den reellen Zahlen R, so kann man
die Matriz- Exponentialfunktion exp(tA) diber Transformation auf Jordan-Normalform (also Blockdiago-
nalform mit Jordanblocken) mit den bisher gezeigten Aussagen und etwas linearer Algebra berechnen.
Das allgemeine Verfahren dafiir ist das folgende:

(1) Berechnung der Eigenwerte von A.

(2) Berechnung der Eigenvektoren sowie Hauptvektoren von A.
Erinnerung: fir einen Eigenwert A € C von A nennt man die nicht-trivialen Losungen vy € CN der
Gleichung (A— Ay« n)vx = 0 Eigenvektoren, und allgemeiner bezeichnet man die Losungen wy €
CN der Gleichung (A — M yxn ) wy =0, fir die (A — M yxn)¥"Twy # 0 gilt, als Hauptvektoren
der Stufe k > 1. Zusammen spannen sie den Hauptraum zum Figenwert A auf, und die Hauptrdume
zu allen Eigenwerten den ganzen RN .

(3) Aufstellung der reguliren Transformationsmatrix 7€ CNV*Y und Berechnung der Inversen 7!.

Hier folgt man dem Standardverfahren aus der linearen Algebra und bildet die Spalten von T aus N
linear unabhdngigen Hauptvektoren (geordnet nach Eigenwerten bzw. Jordanblécken und Stufe).
Man startet dabei fiir jeden einzelnen Jordanblock mit dem hdochsten, noch micht verwendeten
Hauptvektor v%) zu diesem Eigenwert und wdihlt als die niedrigeren Hauptvektoren v = (A —
My )= ®) firee {1,...k—1}.

(4) Die Matriz T~YAT =: J ist dann in Jordan-Normalform.
(5) Berechnung von exp(tJ) mithilfe von Lemma (iii) (mit x = 0) sowie Korollar[4.22| (iii).

(6) Bildung von exp(tA) mit Lemmam (iii) als exp(tA) = Texp(tJ)T 1.
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Zu beachten ist, dass die Figenwerte sowie Eigenvektoren durchaus komplezwertig sein kénnen (andern-
falls ist im Allgeminen nur die Transformation auf eine reelle Jordan-Normalform mdglich), jedoch
hat exp(tA) am Ende in jedem Fall nur reelle Eintrige.

Beispiel 4.26. Wir dberlegen uns nun, wie das Matrix-Exponential fiir reelle Jordan-Normalformen
auf R2*?2 (die man erhilt, wenn man ausschlieflich reelle Basistransformationen zulisst) aussieht. Es
konnen die folgenden Fille auftreten:

(i) Es gibt zwei reelle Figenwerte A\, Ao € R mit zwei linear unabhingigen Figenvektoren (also ent-
weder A1 # Ao oder A\ = Ay mit algebraischer und geometrischer Vielfachheit gleich 2). In diesem

Fall gilt
(M0 _ _ (exp(thr) 0
J = (0 )\2> und damit exp(tJ) = ( 0 exp(ths)

nach Lemma (ii).

(ii) Es gibt einen reellen Figenwert A € R mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Viel-
fachheit 1. In diesem Fall gilt

Al . 1 ¢
J= (0 A) und damit exp(tJ) = exp(tA) (0 1)

nach Korollar (iii).

(iii) Es gibt keinen reellen Figenwert, sondern ein komplex konjugiertes Eigenwertpaar A £ 1ipu mit
A€ R und p € R\ {0}. In diesem Fall gilt also

7=(5%)

und zur Bestimmung von exp(tJ) transformieren wir nun auf die kompleze Jordan-Normalform.
Eigenvektoren zu X\ £ip sind (1,£1)T, und damit erhalten wir als Transformationsmatriz

1 .
T = (1 1.) mit Inverser T1==2 (1 .1) .
i —1i 2\1 1

Nun ist T=1JT = diag(\ +ip, X —ip) die kompleze Jordan-Normalform zu J, und mit Lem-
ma[£.19 (iii) und exp(t(A £1ip)) = exp(tA)(cos(tp) £ isin(tp)) berechnen wir

exp(tJ) = Texp (tdiag(A +1ip, A +ip))T"

_ % <} _11> <exp(t(>(\)+i,u)) exp(t(/g—i/ﬁ))> G _11>
= exp(tA) ( ot Sin(t“)> .

—sin(tp) cos(tu)

Mithilfe der Transformation auf Jordan-Normalform (wie oben beschrieben) und den Bausteinen
der Matrix-Exponentialfunktion fiir Jordanblocke ldsst sich das Matrix-Exponential auch fiir gréflere
quadratische Matrizen relativ einfach berechnen.

Beispiel 4.27. Wir wollen nun das Matriz-Ezponential fir die Matriz

A:

O O =
[anll (VRN (V)
N = W

bestimmen. Die wesentlichen Zwischenschritte dafiir sind die folgenden: Da die Matriz bereits in oberer
Dreiecksform ist, konnen wir den einfachen Figenwert 1 und den doppelten Eigenwert 2 direkt aus der
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Diagonale ablesen, ohne das charakteristische Polynom zu berechnen. Der Figenraum zum FEigenwert 1
wird vom Vektor vy = (1,0,0)T aufgespannt. Der Eigenraum zum Eigenwert 2 wird vom Vektor vy =
(2,1,0)T aufgespannt (die geometrische Vielfachheit ist also 1), und um den Hauptraum zum Eigenwert 2
2u bekommen, kann man beispielsweise noch den Vektor vs = (1,0,1)T als Lésung von

1 -2 -1
(A=213.3)%0=(0 0 0 |v=0
0 0 0

hinzunehmen (es gilt auch va = (A — 213x3)v3). Damit wissen wir prinzipiell schon, wie die Jordan-
Normalform zu A aussieht, wir brauchen fir die Bildung von exp(tA) jedoch auch die dazugehorige
Basistransformation, die aus den obigen drei Vektoren als Spalten gewonnen wird:

1 -2 -1
mat Inverser T'=10 1 0|,
0

1 2
T=1(0 1
0 0 0 1

—_O =

und mit dieser Matriz-Transformation erhalten wir die Jordan-Normalform von A als

1 00
J=TTAT=[0 2 1
0 0 2

Fir die Jordan-Normalform von A kénnen wir exp(tJ) mithilfe von Lemma (iil) und dem letzten
Beispiel bestimmen, und exp(tA) erhalten wir dann iber die Ricktransformation

exp(t) 0 0
exp(tA) = Texp(t) T ' =T 0 exp(2t) texp(2t) | 771
0 0 exp(2t)
exp(t) —2exp(t) +2exp(2t) —exp(t)+ (2t + 1)exp(2t)
= 0 exp(2t) texp(2t)
0 0 exp(2t)

Zur Probe sollte man hier noch einmal iberprifen, dass die drei Spalten tatsdchlich Losungen des linea-
ren Systems sind, die bei t =0 in den kanonischen Einheitsvektoren starten.

Zusammenfassend haben wir nun fiir das homogene System von linearen Differentialgleichungen
u = Au

mit konstanter Koeffizientenmatrix A € RV*N und Startzeit to € R die Ubergangsmatrix ¥(t,ty) =
exp((t — tg)A) gefunden und kénnen diese (wenn auch etwas aufwindig) mithilfe der Transformation
auf Jordan-Normalform auch konkret berechnen.

Manchmal ist man weniger an der expliziten Form der Ubergangsmatrix interessiert, sondern méchte
lediglich die Struktur der Losungen bzw. des Fundamentalsystems kennen. Im letzten Beispiel fillt et-
wa auf, dass die einzelnen Spalten von exp(tA) Summen aus exp(Ai1t)vy bzw. exp(Azt)va(t) sind, mit
vy einem Vektor (genau dem Eigenvektor zum Eigenwert A;) und wvy(t) einem Vektor mit Komponen-
ten, die Polynome hochstens ersten Grades sind. Da wir aus Satz bereits wissen, dass jede andere
Ubergangsmatrix M als WU(t,to)T fiir eine geeignete, regulire (zeitunabhingige) Matrix T € RN*N
dargestellt werden kann, gilt diese spezielle Struktur also auch fiir jedes andere Fundamentalsystem.
Dies ist nicht etwa Zufall, sondern allgemeiner gilt die folgende Aussage iiber die Feinstruktur jeden
Fundamentalsystems eines homogenen Systems von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten:

Satz 4.28 (algebraische Feinstruktur des Losungsraum der homogenen Gleichung). Sei A € RVN*N
mit A1, ..., Ay, den paarweise verschiedenen reellen Eigenwerten sowie Api+1 £1fnt1y. .-y Am £1pm den
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paarweise verschiedenen komplex konjugiert Eigenwertpaaren (mit A1,..., A\ € R und ppa1,. .., thm €
R\ {0}). Dann lisst sich der Losungsraum der homogenen Gleichung v’ = Au als direkte Summe

L)\l @ cte L>\n @ Lkn+17ﬂn+1 @ cte @ L)Wnaﬂm (44)

n?

fiir lineare Unterrdume Ly, ..., Lx,, Lx, 1 jpir>---> L darstellen (d.h. fir jede Losung u findet
man aus jedem dieser Unterriume eine eindeutiges Element u;, so dass w =Y.~ u; gilt). Ferner gilt
fiir diese Unterrdume:

myHm

(i) Ist A € R ein Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit ¢ € W, so hat der zugehérige
Unterraum Ly die Dimension £ und besitzt eine Basis aus Funktionen der Form

exp(At)po, ... exp(A)pe-1(t),

wobei pj: R — RYN eine Funktion ist, deren Komponenten Polynome vom Grad hichstens j sind,
fiir j € {0,1,...,£—1}. Ist die geometrische Vielfachheit von X ebenfalls £, so sind alle Funktionen
D0, P15 - - - Pe—1 tatsichlich konstante Vektoren in RYN (die gerade den Eigenraum zu X aufspannen).

(ii) Ist Xxip (mit X € R und pp € R\ {0}) ein komplex konjugiertes Figenwertpaar von A mit
algebraischer Vielfachheit ¢ € IN, so hat der zugehdrige Unterraum Ly, die Dimension 2¢ und
besitzt eine Basis aus Funktionen der Form

exp(At) [ cos(ut)go — sin(ut)go) , ... exp(At)[cos(ut)ge—1(t) — sin(ut)Ge—1(t)],
exp(At) [ sin(ut)ro + cos(ut)7o) , exp(At) [ sin(ut)re—q(t) + cos(ut)Fe—1(t)]
wobei g, q;,75,7;: R — RN Funktionen sind, deren Komponenten Polynome vom Grad héchstens j

sind, firj € {0,1,...,0—1}. Ist die geometrische Vielfachheit von A ebenfalls ¢, so sind alle diese
Funktionen tatsichlich konstante Vektoren in RN .

Insgesamt erhdlt man mithilfe der (mit Vielfachheiten gezihlten) N (komplezen) Eigenwerte der Ma-
triz A also N linear unabhingige Losungen, d.h. ein Fundamentalsystem, fiir die Gleichung v’ = Au.

Beweis. Ohne Einschrankung diirfen wir zunéichst annehmen, dass die Matrix A bereits in der reellen

Jordan-Normalform
Ji 0

J = ..
0 Ik

vorliegt, mit reellen Jordan-Blécken J; € RV:*Ni und 5 N; = N. Ist dies nicht der Fall, so bestimmen
wir zuniichst eine regulire Transformationsmatrix 7 € RV *YN mit J = T~' AT und betrachten anstelle
von Losungen w fiir die Gleichung v’ = Au die Lésungen v fiir die transformierte Gleichung v’ = Juv. Hat

man dann ein Fundamentalsystem vy, ..., vy fiir diese transformierte Gleichung aufgestellt, so gewinnt
man mit Ty, ... Tvy ein Fundamentalsystem fiir die urspriingliche Gleichung zuriick: wegen

(Tv;) = TJv; = TJT Y (Tv;) = A(Tv;)

gilt die Losungseigenschaft, und nach Konstruktion sind diese Losungen auch linear unabhéngig. Da
sich bei dieser Transformation auch nichts an der behaupteten Struktur der Lésung éndert, nehmen wir
im Folgenden also A = J an.

Mit Lemma (iii) gilt nun
exp(tJy) 0
exp(tJ) = ;
0 exp(tJy)

und die Spalten dieser Matrix stellen genau ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung v’ = Ju
dar. Um zu sehen, dass die Spalten genau von der behaupteten Form sind, unterscheiden wir nun die
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Félle eines reellen bzw. eines komplexen Eigenwerts. Fiir einen reellen Eigenwert A € R der algebraischen
Vielfachheit ¢ haben die zugehorigen (maximal £) Jordanblsécke J; jeweils die Form

A1l 0
Ji =
0 A

(von Dimensionen N;(A) € IN mit > N;(A) = ¢). Falls die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts
ebenfalls ¢ ist, so handelt es sich dabei um insgesamt ¢ Jordanblécke der Dimension 1. Die Behauptung (i)
folgt nun direkt aus Korollar (iii). Fiir ein komplex konjugiertes Eigenwertpaar A iy mit A € R
und g € R\ {0} der algebraischen Vielfachheit ¢ haben die zugehérigen reellen Jordanblocke J; jeweils
die Form

Dy, Tax2 0
, — it Dw:()\ u)
. ’ - A
o daxe
0 Dy,

(von Dimensionen N;(A) € 2IN mit Y N;(A) = 2¢). Falls die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte
A+1ip ebenfalls £ ist, so handelt es sich dabei um insgesamt ¢ Jordanblécke D) ,, der Dimension 2 x 2.
Die Behauptung (ii) folgt nun mit einer analogen Argumentation wie im Fall eines reellen Eigenwertes,
basierend auf der Berechnung des Matrix-Exponentials wie in Korollar (iii), nun aber mit Matrizen
der Dimension 2 x 2 auf Diagonale und oberer Nebendiagonale, und der expliziten Formel fiir exp(tD5 ;)

aus Beispiel (iii). O

Bemerkung 4.29. Als direkte Folgerung dieses Satzes ergibt sich nun auch die Struktur des Lisungs-
raums fir lineare, homogene Gleichungen der Ordnung k € IN mit konstanten Koeffizienten, also fiir die
Gleichung

u® 4 ap_u®* Y+t au +agu=0 mICR (4.5)

mit ag, a1, ..., ax—1 € R, wie in Satz[2.8] behauptet wurde.
Beweis. Tatsiichlich ist die Gleichung (4.5) nach Satz dquivalent zum linearen System

/ 0 1 0
(5% ) ] U1 U1
- g " =4 . (4.6)
u L AV u
k —ap ... —Qg—2 —QAkp_1 k k

Mit der Entwicklung nach der letzten Zeile sieht man leicht, dass das charakteristische Polynom von A
genau dem charakteristischen Polynom der linearen Gleichung entspricht (eventuell bis auf Vor-
zeichen). Daher sind die (komplexen) Eigenwerte der Matrix A also genau die (komplexen) Nullstellen
des charakteristischen Polynoms zu , mit Vielfachheiten. Um auf die Struktur des Losungsraums

zu (4.5) zu kommen, wendet man nun Satz an und bemerkt, dass die Losungen der Gleichung (4.5))
bijektiv auf die Losungen des Systems (4.6) abgebildet werden iiber die Abbildung

F:{ueCFI,R) lsst (£5)} — {u e CL(I,RF) lost ([4.6)}
mit
F(u) = (u,o,...,u®* ) und  F 7 uy,...,up) = us.

Daher gilt eine Zerlegung des Losungsraums zur Gleichung (4.5) wie in (4.4]), und die jeweiligen Un-
terrdume zu den einzelnen Nullstellen des charakteristischen Polynoms werden von Funktionen

exp(At), texp(At), ... , t'""lexp(\t)
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im Fall einer reellen Nullstelle A € R bzw. von Funktionen
exp(Xt) cos(ut), texp(At)cos(ut), ... , t*"Lexp(\t)cos(ut),
exp(\t)sin(ut), texp(At)sin(ut), ... , t*"Lexp(At)sin(ut)

im Fall einer komplexen Nullstelle A & ip (jeweils mit Vielfachheit ¢) erzeugt, da dies auch genau
tir die Komponente u; aller Losungen zu (4.6) aus dem Unterraum Ly bzw. Ly , zutrifft und es aus
Dimensionsgriinden insgesamt £ bzw. 2¢ Stiick sein miissen. O

Bemerkung 4.30. Mittels Variation der Konstanten (siehe Satz [4.15) haben wir in diesem Kapitel
nun ein vollstindiges Verfahren zur Ermittlung von Lisungen fir (homogene und inhomogene) Systeme

v = Au + b(t)

mit konstanter Koeffizientenmatriz A € RN*N und b € C(I,RY) entwickelt.

4.3 Lineare Systeme mit analytischen Koeffizienten

Abschlieflend gehen wir noch kurz auf Systeme linearer Differentialgleichungen

mit nicht-konstanten Koeffizienten (und gegebenenfalls einer Inhomogenitét) ein. Zwar gibt es fiir den
Fall der stetigen Koeffizienten A € C(I, RN*") kein allgemeines Losungsverfahren fiir die Bestimmung
des Losungsraums des homogenen Systems, jedoch kann man zumindest fiir analytische Koeffizienten,
also solche mit einer Potenzreihenentwicklung

oo
=3 Aj(t —to)’
7=0

mit Entwicklungspunkt ¢y € I, Konvergenzradius R(to) sowie matrix-wertigen Koeffizienten (4;);em,
in RV*N | Losungen mithilfe des Potenzreihenansatzes aus Kapitel - 2.5 finden und einige ihrer Eigen-
schaften untersuchen

Satz 4.31 (Analytizitit der allgemeinen Losung). Seien N € N, I C R ein offenes Intervall und
A€ C¥(I,RN*N) analytische Koeffizienten. Fiir jedes tg € I, zg € RY besitzt das Anfangswertproblem

v = A(t)u
U(to) =T

eine analytische Losung u € C¥(I,RYN). Diese lisst sich um tq als Potenzreihe

[o ]
= ay(t —to)’
§=0

mit geeigneten Koeffizienten (x;)jen, in RN schreiben, und der Konvergenzradius ist mindestens so
grofl wie der Konvergenzradius R(ty) der Potenzreihenentwicklung von A(t) um tg.

Beweis. Schritt 1: Herleitung einer Rekursionsformel fir die Folge (x;) e, Wir nehmen zunéchst an,
dass u eine Potenzreihenentwicklung zuldsst und differenzieren formal

oo
Z]x]t—to Zj+1a:]+1t—t0)
7=0
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Mit der Cauchy-Produktformel berechnen wir aulerdem formal

)= (3 et 0) (e 10 )zg(g&mxm)@_toy.

Vergleichen wir die Koeffizienten, so muss bei gegebenem Startwert x( also die Rekursionsformel

1 i ,
Tji1 = ‘m Z Aj_mTm, fiir alle j € INg gelten .
m=0
Schritt 2: Beweis der Konvergenz. Um die obigen Rechnungen und insbesondere die gliedweise Dif-
ferentiation zu rechtfertigen, zeigen wir nun noch, dass die Reihe

> wi(t—to))  fiir alle t mit [t — to| < R(to)

absolut konvergiert (und damit ist ihr Konvergenzradius also mindestens R(tp)). Wir betrachten im
folgenden also ein solches ¢t und wihlen R mit |t — to| < R < R(to). Wir beobachten zunéchst, dass die
Reihe Z(;il A;j R’ nach Annahme konvergent ist. Damit ist (A4;R7) e, eine Nullfolge in RV *V (wieder
ausgestattet mit der Operatornorm), und folglich gibt es eine Konstante M (R) > 0 mit

|4 < M(R)R™7  fiir alle j € INg.

Fir die Koeffizienten (x;);en, folgt damit aufgrund der Rekursionsformel zunéchst

k
1
ok < =7 ZHAk illlzs < ZRJ *a; (4.7)

fir £ € INp, und dass es hier eine negative R-Potenz gibt, ist entscheidend. Mit Induktion zeigen wir
némlich

k
S 4R < |$°| H + M(R fiir k € INg . (4.8)

Fiir £ = 0 ist diese Aussage trivial, und fiir k € Ny verifizieren wir mit der Rekursionsformel

k+1
Z%Rﬂ ZxJR]‘f'l“k L RFH
7=0
M(R) N\~
<Z R+ kHZRJ Fla; | R = (HkifR);OijJ

k+1
|z |0 ,
(1+k+1 R)=1 H —(kH)!HO(J+M(R)R).
j=
Mit (4.7) und (4.8) finden wir nun also insgesamt die Abschétzung

M(R) <~ M(R) .. .
ol < gy gy 2 kol < ool ey LU + MODR) =

Setzen wir yo := ||, so folgt die Konvergenz der Reihe >27° y;|t — to|/ wegen |t —to| < R nach dem
Quotientenkriterium
- Yyjalt —tol ™ i 2 FLF M(R)R |t — to

— = lim - <1.
j—ro0 yj\t—toP j—00 (]—|—1) R

Mit dem Majorantenkriterium (beachte |z, (t—t)7| < y;|t—to|’ fiir alle j € INy) gilt daher die gewiinschte
Konvergenz der Reihe > 72 x;(t — to)’ fiir alle t mit |t — to| < R(to) und der Satz ist bewiesen. O
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Kapitel 5

Autonome Differentialgleichungen

In diesem Kapitel studieren wir die Klasse der autonomen gewohnlichen Differentialgleichungen genauer,
wieder mit der Beschrankung auf explizite Gleichungen erster Ordnung, also

mit einer Strukturfunktion f € C(D’,RY) (wobei D’ eine offene Menge in RY ist), die nicht explizit von
der Zeitvariable ¢t abhéngt. Unter diesen Voraussetzungen wissen wir mit dem Satz von Peano bereits die
Existenz lokaler Losungen. Gilt zudem sogar lokale Lipschitz-Stetigkeit von f, so folgt mit dem Satz von
Picard—Lindel6f auch die Eindeutigkeit von Losungen. In diesem Fall haben wir auch schon Aussagen
iiber das maximale Existenzintervall von Losungen kennengelernt und das grundsétzliche Randverhalten
studiert. Hier untersuchen wir zundchst die Wertebereiche von Losungen im Fall autonomer Gleichun-
gen genauer, in Abhéngigkeit vom Anfangsdatum, und spezialisieren uns dann auf ebene (lienare und
nichtlineare) autonome Gleichungen, also den Fall N = 2.

5.1 Allgemeine Theorie

Fiir autonome Gleichungen haben wir in Lemma [T.11] gezeigt, dass die Losungseigenschaft unter Trans-
lationen in der Zeitvariable invariant bleibt. Dies bedeutet, dass mit einer Lésung v zu v’ = f(u) mit
u(tg) = xo die Funktion v(t) = u(t — s) fiir festes s € R dieselbe Gleichung lést, mit Anfangswert
v(to + s) = zp. Im Fall, dass wir eine Lipschitz-stetige Strukturfunktion betrachten, bedeutet dies, dass
die charakteristische Funktion ¢ — wu(t; o, x0), also die eindeutige maximale Losung des Anfangswert-
problems

U(t()) =29

{ ' :f(tvu)

(siehe Definition [3.35), und das zugehérige maximale Existenzintervall Ip,ax(to, o) eine sehr einfache
Abhingigkeit von der Anfangszeit to haben: fiir alle to, to und alle 2y € RY gelten

u(t;fo,mo) :u(t—g()—l—to;to,l‘o) mit Imax(t~07l‘0) :Imax(to,aio) +£0 —t(). (51)

Kennt man daher fiir einen gegebenen Anfangswert xy die maximale Losung des Anfangswertproblems
fiir eine beliebige Anfangszeit tg, so erhdlt man die Losung des Anfangswertproblems fiir jede andere
Anfangszeit durch obige Translation, und wir kénnen uns daher auf den Fall ¢t = 0 konzentrieren,
studieren also nur die Abbildung

(t,z0) — u(t; 0,20) = u(t; xo)

fir g € D' und t € @Lnax(0,70) = Imax(wo) = (I~ (w0), I (z0)). Wir halten nun einige Eigenschaften
von u(t; zg) fest, die sich direkt aus Proposition itber die Flusseigenschaften der charakteristischen
Funktion ergeben.
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Proposition 5.1 (Flusseigenschaften fiir autonome Gleichungen). Seien N € IN, D' ¢ R offen und
f: D' = RYN eine Lipschitz-stetige Funktion. Fir beliebiges xg € D' gelten

(i) u(0;z9) = xo,
(i) w(t + s;x0) = uls;u(t; o)) firt,t + s € Imax(To),

(il) zo = u(—=t;u(t; xg)) fiirt € Imax(zo), d.h. die Abbildung xo — u(t,xo) ist invertierbar mit Inverser
o — u(—t; o).

Beweis. Aussage (i) gilt nach Definition von ¢ — wu(t;xg) als Losung des Anfangswertproblems v =
f(u) mit u(0) = zo. Fiir die Aussage (ii) folgern wir zunéchst aus Proposition und dann der
Translationseigenschaft ([5.1)

u(t+ s;20) = u(t + 8;0,20) = u(t + s;t, u(t; 0, 20))
= u(s;0,u(t;0,20)) = u(s;u(t; zg)),

und Aussage (iii) folgt schlieflich aus (ii) mit s = —¢ in Kombination mit (i). O
Definition 5.2. Seien N € IN, D' C RN offen und f: D' — RN Lipschitz-stetig.
(i) Fiir zo € D' heiffen die Mengen

(’)xo ={ u(t;zo): t € (I (z0),I"(0))}
o+ = {ult;z0): t € [0, 17 (20)) }
= {u(t;zo): t € (I (w0),0]}

Orbit (oder Trajektorie oder Bahn) bzw. positiver und negativer Halborbit (oder Halbtrajektorie
oder Halbbahn) von ' = f(u) durch xq.

(ii) Die Nullstellen des Vektorfeldes f in D' nennt man singulidre Punkte und bezeichnet sie im Zu-
sammenhang mit der autonomen Differentialgleichungen u' = f(u) auch als die Ruhelagen (oder
Gleichgewichtslagen) des Systems. Alle anderen Punkte aus D’ nennt man die reguldren Punkte
des Vektorfeldes f.

(iil) Ein Punkt z* € D’ heifit ein w-Grenzpunkt zu xo € D', falls es eine Folge (t;)ren in [0,00) gibt
mit
lim ¢ = o0 und ¥ = lim u(tg;xo).
k—o0 k— o0

Die Menge w(xg) aller w-Grenzpunkt zu xo bezeichnet man als die w-Grenzmenge zu xg.
Entsprechend nennt man einen Punkt x, € D’ einen a-Grenzpunkt zu xo € D', falls es eine Folge
(tx)ken in (—o0,0] gibt mit

hm ty, = —00 und e = lim u(ty;xo) .
k—o00 k—o00

Die Menge a(xg) aller a-Grenzpunkt zu xo bezeichnet man als die a-Grenzmenge zu x.

Wir werden im Folgenden die eben eingefithrten Punkte und Mengen genauer untersuchen und cha-
rakterisieren. Als Konsequenz aus Satz zum Randverhalten der maximalen Losung und Korollar
halten wir zunéchst fest:

Satz 5.3 (Randverhalten von Fliissen). Seien N € IN, D' C RY offen und f: D' — RN Lipschitz-stetig.
Fiir xg € D' gelten:

i) Ist K eine kompakte Menge in R x D', so gibt es ein kompaktes Intervall [Ty (xo), T (z0)] ¢
K
(I (z0), I (xg)) mit

(tut) ¢ K fir alle t € (I™(z0), I (20)) \ [T (w0), T (w0)] -
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(ii) Ist IT(xg) bzw. I~ (xo) endlich, so ist OF(xqg) bzw. O~ (xg) unbeschrinkt oder der Rand &D’
von D' ist nicht-leer und es gilt

dist (u(t; o), 0D") — 0 beit /I (z0) baw. t \ I~ (z0) .
In jedem Fall gilt hier also

min { dist (u(t; 20),0D"), (1 + |u(t; z0)|) '} = 0 beit /It (z0) bzw. t N\ I (x0) -

(iii) Ist OF(zg) bzw. O~ (xg) in einer kompakten Menge K' C D' enthalten, so gilt It (z9) = oo
bzw. I~ (zg) = —o0.

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen direkt aus Satz fiir den Spezialfall einer autonomen
Gleichung und mit einem Gebiet D von der Form R x D', wobei hier insbesondere

ORxD')=Rx D" und dist ((¢,u(t;z0)), R x dD")) = dist (u(t; z0), 0D’)
gelten. Aussage (iii) folgt schlieBlich direkt aus Korollar O
Beispiele 5.4.

(i) Fir die skalare Differentialgleichung
2

v =u—u?,
also einer speziellen Bernoulli-Gleichung, kénnen wir mithilfe einer Variablensubstitution (wie in
Bez'spz'el (iii) erklirt) eine explizite Losungsformel bestimmen. Ist u # 0, so gilt namlich fir
v =u"" die lineare Gleichung v' = —v + 1, die fir das Anfangswertproblem mit v(0) = zy* fiir
o # 0 die Lisung

v(t) =1+ (25" — 1) exp(—t)

besitzt. Mit der Riicktransformation v = v~' und der Beriicksichtigung der konstanten Lisung
w =0 erhalten wir fir xo € R also die allgemeine Losung

o
xo + (1 — zg) exp(—t)

u(t; xo) =
Zo

zo > 1

N

zo <0
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Fiir die mazximalen Existenzintervalle, Orbits und Grenzmengen haben wir dabei in Abhdingigkeit
von Tg:

o fiir o < 0 gelten Iyax (o) = (—00,log(l — x5h)) und O(xg) = (—o0,0);

e zo =0 ist eine Ruhelage der Gleichung, also Imax(zo) = R und O(xo) = {zo};

o fiir zg € (0,1) gelten Inax(zo) = R und O(xg) = (0,1);

o xg =1 ist ebenfalls eine Ruhelage der Gleichung, also Inax(xo) = R und O(xg) = {xo};

e fiir zo > 1 gelten Iax(20) = (log(1 —25"),00) und O(zo) = (1, 00).

Die Bestimmung der Grenzmengen ist hier sehr einfach, da die Lisungen fiir die Limiten t — oo
(so man diesen Limes betrachten kann) entweder konvergieren oder divergieren. Insgesamt haben

wir
{0} firzo <1 0 firze <0

alze) =< {1}  firzy=1 und w(zg) =14 {0} fiirzo=0

0 firxze>1 {1}  fir x>0

(ii) Das zweidimensionale System

up = ug
uh = —u

(vgl. Kapitel besitzt fiir xo € R? die allgemeine Lisung
u(ts z0) = ( cos(t) sm(t)) o

—sin(t) cos(t)

(Matriz- Exponentialansatz). Das maximale Existenzintervall ist jeweils Imax(x0) = R, die einzige
Ruhelage des Systems ist xo = 0, und fiir alle anderen Startwerte xo € R\ {0} ist |u(t; x)| = |0
fir allet € R und es gilt

O(x0) = a(xg) = w(x0) = Bjz,(0) .

Die in diesen Beispielen auftretenden Orbits sind von der Struktur tatséchlich die generischen, denn
es gibt (in allgemeinen Dimensionen) die folgende Klassifikation:

Satz 5.5 (Klassifikation der Orbits). Seien N € N, D’ C RN offen, f: D' — RY Lipschitz-stetig und
xo € D'. Fiir den Orbit O(xg) von v’ = f(u) gilt genau einer der folgenden drei Fille:

(i) O(xg) = {xo} und xq ist eine Ruhelage des Systems, also u(t;xo) = o fiir alle t aus dem mazi-
malen Existenzintervall Iax(xo) = R;

(i) O(zo) = O (z0) = O~ (x0) ist eine geschlossene, nicht-triviale Kurve und t — u(t; zo) ist nicht-
konstant und periodisch auf dem maximalen Existenzintervall I, = R;

(iii) O(xg) ist eine Doppelpunkt-freie Kurve (ohne die Endpunkte), namlich genau das Bild der Lisung
auf dem (offenen) maximalen Existenzintervall Imax(xo), und t — u(t;zo) ist dort eine injektive
Funktion.

Beweis. Wir zeigen, dass aus der Nicht-Injektivitidt von ¢ — u(t; xo) schon (i) oder (ii) folgen muss. Sei
also t — u(t; zo) eine nicht-injektive Funktion. Dann gibt es zwei Zeiten t1 # to in Ipax(To) mit

u(ty; o) = u(te; zo) -
Wegen der Translationseigenschaft (5.1)) 16sen die beiden Funktionen

t — u(t; zo) definiert fiir ¢ € Iyax (o)
t— u(t +t — tQ;l‘o) definiert fiir t € Imax(afo) —t1 +to
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die Gleichung v = f(u) und nehmen nach Voraussetzung fiir ¢ = t5 den gleichen Wert an. Wegen der
Eindeutigkeit der Losung fiir jedes Anfangswertproblem miissen die Funktionen bereits iibereinstimmen,
und insbesondere muss dann auch

Imax(20) = Imax (o) — t1 + 2
gelten, was wegen t1 # to nur fiir Inax(zo) = R moglich ist. Wir haben damit
u(t +t1 — ta;x0) = u(t; o) fir alle t € R
gezeigt, und induktiv erhalten wir dann
u(t + k(t1 — t2); o) = u(t; o) firallete Rund k€ Z.

Damit ist die Funktion ¢ — u(t; xg) periodisch mit Periode |to — ¢1|. Nun kénnen zwei Fille auftreten:
entweder ist ¢ — u(t; o) konstant gleich zo mit O(zg) = {xo}, also Aussage (i), oder nicht-konstant
und periodisch mit einer nicht-trivialen geschlossenen Kurve als Orbit O(zg), also Aussage (ii). O

Bemerkung 5.6. Im skalaren Fall N = 1 konnen tatsichlich nur einpunktige Mengen oder offene
Intervalle (méglicherweise mit Intervallgrenzen +00) als Orbits auftreten. Alle periodischen Lésungen
sind in diesem Fall also bereits konstant.

Beweis. Ist t — wu(t;zg) eine periodische Losung von «' = f(u), so nimmt sie ihr Maximum und
Minimum an. Es gibt also insbesondere ein t; € R mit 0 = u/(t1;20) = f(u(t1;20)), also ist u(ty; o)
eine Nullstelle von f und damit Ruhelage des Systems. Damit folgt u(t; xg) = x¢ fiir alle t € R. O

Definition 5.7. Seien N € N, D’ C RY offen und f: D' — RN Lipschitz-stetig. Ein Punkt xo € D’
heifit periodischer Punkt mit Minimalperiode T > 0 zur Differentialgleichung v’ = f(u), falls

w(T;xo) =x0 und u(t;zo) # o fir alle t € (0,T)
gelten. In diesem Fall heifst O(x) dann geschlossener oder periodischer Orbit zu v’ = f(u).

Eine wichtige Eigenschaft autonomer Systeme ist weiterhin, dass jeder Punkt aus D’ auf genau
einem Orbit liegt, das heif}t also, dass zwei Orbits bereits iibereinstimmen, falls sie sich in einem Punkt
schneiden (und jeder Punkt oy € D’ liegt natiirlich in mindestens einem Orbit, dem Orbit O(x)).

Satz 5.8 (Partition des Definitionsbereichs durch Orbits). Seien N € N, D' C RN offen und f: D' —
RN Lipschitz-stetig. Dann ist die auf D' erklirte Relation

To~x1 & es existiert ein t1 € Imax(xo) mit u(ty;xo) = x4
eine Aquivalenzrelation und fiir xo € D' ist O(zg) die von xg erzeugte Aquivalenzklasse.

Beweis. Fiir die Eigenschaft der Aquivalenzrelation miissen wir Reflexivitit, Symmetrie und Transiti-
vitdt nachweisen.

e Reflexivitit: wegen u(0;xg) = xo gilt xg ~ xo.

e Symmetrie: ist xg ~ z1, so gibt es ein t; € Inay (o) mit u(ti; o) = z1. Mit Proposition (iii)
zu den Flusseigenschaften fiir autonome Systeme folgt dann

zo = u(—ti;u(ti;zo)) = u(—t1;21),
mit —t1 € Inax(21) = Imax(xo) — ¢1 also insbesondere z1 ~ xg.

e Transitivitdt: wir nehmen nun zg, z1, 22 € D’ mit ¢ ~ 21 und x; ~ 22, d.h. es gibt t1 € Inax (o)
mit u(ty;x0) = x1 und to € Inax(z1) mit u(te; z1) = xo. Mit Proposition (ii) folgt dann

U(tl —+ tQ;.’Eo) = u(tz;u(tl;l'o)) = ’U,(tz;l’l) = T2
(und t1 4 t2 € Imax(xo) gilt wegen t1 € Inax (o) und to € Ipax(21) = Imax (o) —t1). Damit haben

wir also auch xzg ~ xo gezeigt.
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Jeder Orbit besteht nach Definition nur aus Punkten aus dem Bild von ¢ — wu(t;xg) fiir ¢t € Inax(2o),
und damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 5.9. Fir skalare Gleichungen kann man die Orbits (sowie die Monotonie der Lisungs-
kurven) sehr einfach bestimmen. Zundchst berechnet man die singuliren Punkte der Strukturfunktion
und bekommt dariber alle einpunktigen Orbits, also die Ruhelagen des Systems (und die zu einem sol-
chen Punkt zg € D' gehérige Lésungskurve ist dann gerade R x {zo}). Nach Satz[5.5 und Bemerkung|.6]
sind alle anderen Orbits dann offene Intervalle, und zwar genau die zwischen den Nullstellen liegen-
den Intervalle sowie die Intervalle mit Intervallgrenzen oo und kleinster/gréfiter Nullstelle. Da die
Strukturfunktion auf jedem dieser Intervalle ein einheitliches Vorzeichen hat, sind die Lisungen mit
Startwert in einem dieser Intervalle also immer streng monoton wachsend oder streng monoton fallend
und missen im Limes t — 00 entweder gegen eine der Ruhelagen konvergieren oder divergieren.

A

T

Ist der Anfangswert xo in den blauen Intervallen, so wachsen die Ldsungen streng monoton und
die a/w-Grenzmenge ist die linke/rechte Intervallgrenze (falls endlich). Ist xo dagegen in den grimnen
Intervallen, so fallen die Lisungen streng monoton und die o /w-Grenzmenge ist die rechte/linke Inter-
vallgrenze (falls endlich).

Grenzmengen sind besonders einfach zu bestimmen, wenn u(¢; xg) bei t — oo konvergiert, dies ist
aber fiir Systeme im Allgemeinen nicht der Fall. Grundsitzlich kénnte man erwarten, dass die Grenz-
mengen von xg € D’ abhéingen. Dies tun sie auch, jedoch nur in einem schwachen Sinne, nédmlich dass
sie von seinem Orbit abhéngen.

Satz 5.10 (Charakterisierung von Grenzmengen). Seien N € N, D' C RN offen und f: D' — RN
Lipschitz-stetig. Ist xg € D', so dass R C Iax (7o) bzw. R~ C Inax(zo) gilt und O (x0) bzw. O~ ()
kompakt in D’ enthalten ist, dann haben wir die folgenden Aussagen:

(i) Ist t — u(t; o) konstant gleich xg, so gilt w(xzo) = {xo} bzw. a(xg) = {xo}.
(ii) Ist t — u(t;zo) eine periodische Funktion, so gilt w(xg) = OT (xg) bzw. a(xg) = O~ (z0).

(iii) Allgemein gilt

w(zg) = ﬂ Ot (u(t;zo)) = m {u(s;xg): s >t}

teRT teRT

bzw.

a(zo) = (| O (u(t;zo)) = (] {ulsizo): s <t}.

teR~ teR~
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Beweis. Wir beweisen hier nur die Aussagen fiir die w-Grenzmengen, der Beweis fiir die entsprechenden
Aussagen zu den a-Grenzmengen geht jedoch vollkommen analog.
Die Implikation (iii) = (ii) folgt direkt aus der Tatsache, dass fiir alle ¢ > 0

Ot (u(t; z0)) = {u(s;z0): s € [0,T)} = O(xo)

fiir jede Periode T > 0 von t — u(t; x0) gilt.
Die Implikation (iil) = (i) gilt trivialerweise, denn hier gilt fiir alle ¢ > 0 sogar

Ot (u(t; z)) = {zo} = O(zo).-

Beweis der Aussage (iii): Wegen der Flusseigenschaft aus Proposition (i) gilt O (u(t;z0)) =
{u(s;xo): s < t}, so dass wir nur das erste Gleichheitszeichen beweisen brauchen. Um hier die Inklusi-
on “C” zu zeigen, betrachten wir einen beliebigen w-Grenzpunkt z* € w(zp). Nach Definition gibt es
dann eine Folge (tx)ren in [0, 00) mit

lim t; = oo und ¥ = lim u(ty;xg) .
k—o0 k—o0

Fiir jedes beliebige, feste t € R™ gibt es also einen Index ko (t) € IN mit ¢;, > ¢ fiir alle k > kq(t). Folglich
gilt z* € {u(s;x0): s > t}, und damit wegen der Beliebigkeit von ¢ € Rt auch

zte () {ulsizo): s >t} = () OF(u(t;x0)).

teR+ teR+

Fiir die umgekehrte Inklusion “2” betrachten wir ein beliebiges z* € (,cg+ O (u(t; x0)). Es gilt ins-
besondere
z* € O (u(k; zo)) fiir alle k € IV,

also auch By ,(z*) N OF(u(k;z0)) # 0, und damit finden wir fiir jedes & € IN ein #; € [k,00) mit
u(ty; o) € Bijp(x*). Nach Konstruktion ist die Folge (f1)rew in [0,00) und erfiillt limg o0 tx >
limg 00 k = 00. Auflerdem gilt

lim |u(ty; ) —2*| < lim k7' =0,
k—oo k—o0

also limy o u(ty; o) = =*, womit * € w(xg) bewiesen ist. O

Bemerkung 5.11. Ist OF (x) bzw. O~ (x0) zusdtzlich beschrinkt, so kann man zeigen, dass die Grenz-
menge w(xo) bzw. a(xg) nicht-leer, kompakt und zusammenhingend ist, mit

tli>r(r>10 dist (u(t; x0),w(wo)) =0 bzw. tl}l_noo dist (u(t; x0), a(wg)) = 0.

5.2 Ebene autonome Systeme

In Kapitel haben wir bereits gesehen, dass man ein System von zwei (expliziten) autonomen
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung in einem Phasenraumportrait graphisch veran-
schaulichen kann, indem man Orbits in die (u1, us)-Ebene einzeichnet, wobei man aber die Zeitabhéngig-
keit nur indirekt darstellen kann. Wir werden nun sehen, wie man die Geometrie der Orbits — wieder
mit Verlust der Information der Zeitabhéngigkeit — durch das Losen einer skalaren Differentialgleichung
bestimmt.

Satz 5.12 (Orbits als Losungskurven). Seien D' C R? offen, f: D' — R? Lipschitz-stetig und xog € D'.
Fiir die autonome gewdhnliche Differentialgleichung

ur)' _ ((fi(ua,up)
r_ 1) _ (Jilug,uz
=t e () = (Re)
gelten die folgenden Aussagen:
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(i) Ist fi(x1,22) # O fiir alle (x1,z2) € D', so stimmt der Orbit O(xg) mit dem Graphen der maxi-
malen Losung des Anfangswertproblems
% _ fa(x1,v2)
dzy fi(@1,v2)
v2((0)1) = (w0)2

iberein (dies ist eine skalare gewéhnliche Differentialgleichung fiir vo in der Unbekannten x1).

(ii) Ist fo(x1,x2) # O fiir alle (x1,z2) € D', so stimmt der Orbit O(xg) mit dem Graphen der maxi-
malen Losung des Anfangswertproblems
@ _ fi1(v1, z2)
dzs fa(v1, z2)
v1((z0)2) = (wo)1
tiberein (dies ist eine skalare gewdhnliche Differentialgleichung fiir v1 in der Unbekannten x5).

Beweis. Wir beweisen nur die Aussage (i), denn die andere Aussage folgt mit u; <> us und f; < fo.
Seiu (= u(-;x0)) die maximale Losung des Anfangswertproblems v’ = f(u) mit Anfangswert u(0) = o,
mit maximalem Existenzintervall I,.,. Nach Voraussetzung gilt v} # 0 auf I ax, daher ist u; streng
monoton und besitzt eine (streng monotone) Umkehrfunktion

ul s ur (Tmax) = Tmax (bijektiv),

mit der Eigenschaft u]*((z0)1) = 0. Den Orbit O(x) parametrisieren wir nun mithilfe von ¢ = uy (1)
um als

O(aio) = {(u1(t),u2(t)) 1t e Imax}
= {(z1,uz 0w (21)): 21 € wr (Tinar) } -

Die Funktion vy == ug 0 ufl ist nun unser Losungskandidat fiir die skalare Gleichung. Tatséichlich gilt
mit dem Umkehrsatz zunéchst

duy ' (x1)

d331

= (uh(ur (1)) = (f (wn (g (), ua (uy ()

fiir 1 € w1 (Imax). Dann folgt mit der Kettenregel die Losungseigenschaft

d’UQ (xl)
d.’L‘1

— g o)) 21

Sa(uy (uy ' (21)), up(uy (21)))  falwr, va(a1))
Siuy(uyt(21)), up(uy H(21)))  frl@r,va(z1))

und die Anfangsbedingung

v2((20)1) = uz 0 uy '((20)1) = u2(0) = (20)2

ist ebenfalls erfiillt.

AbschlieBend zeigen wir nun noch die Maximalitit des Losungsintervalls g (Iynax ). Ohne Einschrin-
kung nehmen wir dafiir an, dass u; streng monoton wachsend ist, und wir schauen uns nur den oberen
Randpunkt

Jt = lim wuy(t)
t /I
an (fiir den unteren Randpunkt argumentiert man analog). Wire dieser endlich, so dass man vy =
Ug O ul_l iiber JT hinaus zu einer Losung oo fortsetzen konnte, dann miisste fiir die Wohldefiniertheit
der Gleichung (J*,92(J 1)) € D’ und damit

Ot (z0) = {(w1,v2(x1)) : @1 € [u1(0),J)} C {(21,02(21)): 21 € [u1(0),J "]} € D’
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gelten. Wegen Satz (iii) wire in diesem Fall also I = co. Um zu einem Widerspruch zu kommen,
fixieren wir nun Ty > 0 mit der Eigenschaft, dass J* — 1 < uy(t) < JT fiir alle t > T gilt. Fiir jedes
n € IN finden wir mithilfe des Mittelwertsatzes ein ¢, € [nTy, nTy + n] mit

up(nTy +n) — uy(nTp) < 1

0 <uy(tn) =

n n
Im Limes folgt nach Annahme der strikten Positivitit von f; sowie der Stetigkeit von f; und ¥s dann
der Widerspruch mit
0< fi(JT,0a(JT)) = ILm filug (tn), us(ty)) = ILm uy(t,) =0.

Dabher ist v; nicht {iber J¥ fortsetzbar, also schon die maximale Lsung, und die Aussage (i) ist damit
vollstandig bewiesen. O

Bemerkung 5.13. Typischerweise ist die Annahme f1 # 0 bzw. fo # 0 nicht auf dem ganzen Defini-
tionsbereich D' erfiillt, daher schrinkt man f fir die praktische Anwendung des Satzes auf die offenen
Mengen

JU RE) und fTHRT) baw. fy H(RT) und fyT(RT)

ein. Die entsprechenden Gleichungen (i) bzw. (ii) kann man dann lokal l6sen und die dabei erhaltenen
lokalen Orbits am Ende zusammensetzen. Hierbei ist zu beachten, dass einzig die Punkte (x1,x2) € D’
mit fi(x1,22) = fa(x1,22) = 0 dabei nicht beriicksichtigt werden, jedoch handelt es sich bei diesen
Punkten gerade um die Ruhelagen des Systems mit trivialem Orbit {(z1,x2)}.

Beispiel 5.14. Fiir die einfache gewdhnliche Differentialgleichung

() = ()

und beliebiges xog € R? wissen wir bereits, dass die Lésungen durch die Kreisgleichung u3 + u3 = |xo|?
beschrieben sind, der Orbit O(xo) also genau der Kreis mit Radius |xg| wm den Ursprung ist. Mit
dem letzten Satz erhdlt man nun im Fall uz # 0 die Teilmenge O(xo) \ (R x {0}) dber die skalare

Differentialgleichung

dva 1

dl‘l N (%)
mit Anfangswert va((z0)1) = (x0)2, und im Fall u; # 0 die Teilmenge O(xo) \ ({0} x R) dber die skalare
Differentialgleichung

dvy )

% (%
mit Anfangswert v1((x0)2) = (x0)1. Mit Separation der Variablen berechnet man hier

V(1) = :I:\/m bzw. v1(z2) = im

fiir x1 € (—|xol, |xo|) bzw. x2 € (—|zol, |x0|). Man erhdlt den Orbit O(zo) jeweils bis auf zwei Punkte,
aber mit Beriicksichtigung beider Fille den vollen Orbit.

Wir schreiben die beiden in Satz [5.12) erhaltenen Gleichungen nun implizit als

d’UQ

—fa(w1,v2) Jrf1($1,v2)d—le =0

bzw.

d
—f1(v1, z2) + f2(017$2)d72 =0

um, so dass wir in einer Situation sind, in der man gegebenenfalls die Exaktheit der Gleichung wie
in Kapitel ausnutzen kann (Vorsicht, es gibt nun ein negatives Vorzeichen). Anstelle von exakter
Gleichung und Stammfunktion spricht man fiir autonome Gleichungen nun von Hamiltonschem System
und Hamiltonscher Funktion:
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Definition 5.15. Seien D' C R? offen und f: D' — R? Lipschitz-stetig. Das autonome System u' =
f(u) heift (ebenes) Hamiltonsches System, falls es eine C'-Funktion H: D' — R, eine sogenannte
Hamiltonsche Funktion, gibt mit den Figenschaften

8H($1,,’E2) aH(LL'h.Z‘Q)
8551 31‘2
Bemerkung 5.16. Ist u' = f(u) ein Hamiltonsches System, so bedeutet dies, dass die beiden Differen-

tialgleichungen fiir vy als Funktion von xo und fiir vo als Funktion von x1 exakte Differentialgleichungen
sind, und die Hamiltonsche Funktion ist gerade eine Stammfunktion fir beide Gleichungen.

= —fo(w1,22) und = fi(x1,22) fiir alle (z1,x2) € D'

Die Ergebnisse von exakten gewéhnlichen Differentialgleichungen aus Kapitel 2.4] lassen sich nun auf
ebene Hamiltonsche Systeme iibertragen. Beispielsweise liegt bei einem rechteckigen Gebiet D' C R?
und stetigen Funktionen fi, f2: D’ — R mit den Eigenschaften, dass

x1 — f1(x1, z2) stetig differenzierbar ist fiir alle xo ,

X9 — fo(w1, xo) stetig differenzierbar ist fiir alle xq ,

genau dann ein Hamiltonsches System vor, wenn

_%592 ) _ afl(;;’ "2 fir alle (a1,20) € D' gilt.

In diesem Fall kann die Hamiltonsche Funktion, wie zuvor bei exakten Differentialgleichungen die
Stammfunktion, wieder durch Integration bestimmt werden, vgl. Lemma Fiir exakte Gleichun-
gen galt aulerdem die Eigenschaft, dass Losungen in Niveaumengen der Stammfunktion verlaufen, und
die direkte Entsprechung hier ist, dass die Orbits eines Hamiltonschen Systems Teilmengen der Niveau-
mengen der Hamiltonschen Funktion sind:

Satz 5.17 (iiber ebene Hamiltonsche Systeme). Seien D’ C R? offen, f: D' — R? Lipschitz-stetig und
u' = f(u) ein ebenes Hamiltonsches System mit Hamiltonscher Funktion H: D' — R. Dann ist H lings
jeden Orbits konstant, d.h. fiir jedes xo € D' gilt

H(u(t;zo)) = H(xo) fiir alle t € Iax(xo) .
Beweis. Differenzieren wir ¢ — H (u(t; o)) mithilfe der Kettenregel, so erhalten wir

dH(u(t;20)  OH(u(tzo) , . | OH(ultiz) .
o = e uy (t; o) + Tug(t, Zo)

- %ﬁizo))ﬁ(u(t o)) + %ﬁﬁ(u(f? o)) (5.2)
= — fa(u(t; o)) f1(u(t; 7o) + f1(u(t; 20)) f2(u(t; 20)) = O

fiir alle t € Inax(xo). Daher ist ¢ = H(u(t; z9)) auf Imax(z) eine Konstante, die wegen der Anfangsbe-
dingung u(0; 2g) = 2o gleich H(z() sein muss. O

Beispiel 5.18. Ein Hamiltonsches System liegt trivialerweise vor, wenn fi eine stetige Funktion in
ausschliefllich der xo-Variable ist und fo eine stetige Funktion in ausschliefllich der xi-Variable ist.
Dies war insbesondere der Fall beim reibungslosen mathematischen Pendel

(1) = ()

(nach Reduktion der Ordnung) aus Kapitel . Hier arbeitet man mit D' = R? und berechnet die
Hamiltonsche Funktion fiir (x1,12) € R? als

Z2

A == [ (sindn + [ iy = —costm) + eos((zo)) + 5 (7~ (o)),

o)1 (z0)2
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mit xg € R2. Der Orbit O(zg) liegt dann in der Niveaumenge
N(zg) = {(z1,22) € R?: 22 — 2cos(z1) = (x0)3 — 2cos((z0)1)}
die 2m-periodisch in x1 ist.

T2

1

Ist ein autonomes System «' = f(u) nicht Hamiltonsch, so kann man wie friiher bei den skalaren
Gleichungen nach einer Art integrierenden Faktor suchen, also einer stetigen Funktion m: D' — R\ {0},
so dass die Differentialgleichung

u' = f(u)ym(u)

Hamiltonsch ist. Bei diesem Ubergang werden zwar die Losungen veriindert, jedoch bleiben die Orbits
erhalten, da sich diese nach Satz gerade iiber Losungenkurven der Differentialgleichungen

dvi _ fi(vi,@2)  fi(vr, x2)m(vy, 22)
dvy — fa(vi,z2)  fa(vi,z2)m(vy, 22)

dvy  fo(z1,v2)  fo(wy,v2)m(21,v0) bazw

dTh - Ji(z1,v2) B f1(w1, v2)m (21, v2)

darstellen lassen. Die zugehérige Hamiltonsche Funktion fiir das modifizierte System «' = f(u)m(u)
beschreibt daher noch immer die Orbits des urspriinglichen Systems v’ = f(u).

Definition 5.19. Seien D' C R? offen und f: D' — R? Lipschitz-stetig. Fiir das autonome System
u' = f(u) heifit eine C1-Funktion F: D' — R erstes Integral, falls

3F(x1, 1'2)
81‘1

aF(xl, .’EQ)

fa(x1,22) =0 fiir alle (xq,72) € D’ gilt.
8CL‘2

fi(z1,22) +

Bemerkungen 5.20.

(i) Die notwendige Bedingung fir ein erstes Integral kann man auch kiirzer schreiben als VF (z)- f(x)
fiir alle x € D'.

(ii) Jede Hamiltonsche Funktion ist nach Definition auch ein erstes Integral, aber die Umkehrung gilt
nicht notwendigerweise. Insbesondere ist etwa die oben diskutierte Hamiltonsche Funktion H.,, fir
das modifizierte System v’ = f(u)m(u) ein erstes Integral fir v’ = f(u), da in diesem Fall

6Hm(gc17 1‘2)
81?1

OHp, (1, 22)
6332

= —fa(z1, x2)m(x1,22) und = fi(x1, x2)m(z1, z2)

fiir alle (x1,22) € D’ gelten, aber im Allgemeinen ist H,, keine Hamiltonsche Funktion fir das
System v’ = f(u) selbst.
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(iii) Erste Integrale haben wie die Hamiltonschen Funktionen die Eigenschaft, dass sie auf Orbits des
Systems v’ = f(u) konstant sind. Dies sieht man mithilfe der Kettenregel genauso wie im Beweis
von Satz da der Ausdruck (5.2) nach Definition des ersten Integrals verschwindet.

(iv) Jede konstante Funktion ist trivialerweise ein erstes Integral. Da man dariber aber keine Informa-
tionen tber die Orbits des Systems v’ = f(u) gewinnen kann, interessiert man sich nur fir erste
Integrale, die auf keiner nicht-leeren offenen Teilmenge von D’ konstant sind, sogenannte nicht-
triviale erste Integrale. Diese kann man in Anwendungen hdufig mithilfe des oben beschriebenen
Verfahrens tber integrierende Faktoren bestimmen.

Beispiel: Klassisches Riuber-Beute-Modell nach Lotka—Volterra. Wir greifen nun wieder das
Beispiel der zeitlichen Entwicklung zweier Population von Beutetieren u; und Réubern uy auf, fiir die
wir in Kapitel [I.3] das autonome System von gewdhnlichen Differentialgleichungen

{u’l = oqu; — fiuiusg, (5.3)

/
Uy = —aUz + Bauiuz,

mit positiven Parametern oy, s, 81, B2 aufgestellt haben. Wir wollen uns nun mit den eben vorgestellten
Methoden die Orbits des Systems iiberlegen.

Der biologisch relevante Definitionsbereich fiir diese Gleichung ist Ry x R{. Das Verhalten der
Losungen mit Anfangswerten in {0} x Ry bzw. R{ x {0} ist jedoch trivial:

x Der Ursprung 0 € R? ist eine Ruhelage des Systems, also gilt hier O(0) = {0}.

* Ist (20)1 = 0 und (zg)2 > 0, sind also am Anfang keine Beutetiere, sondern nur Rauber vorhanden,
so ist u; = 0 und das Lotka—Volterra-System reduziert sich dann auf die Gleichung vy, = —agus,
so dass us(t) = (x)2 exp(—ast) exponentiell abfiillt. Der positive Halborbit ist in diesem Fall also
gerade O (z9) = {0} x (0, (z0)2) und der Orbit O(zo) = {0} x (0, 0).

* Ist dagegen (x0); > 0 und (x¢)2 = 0, also am Anfang lediglich Beutetiere, aber keine Riuber

vorhanden, so gilt entsprechend us = 0 und uy(t) = (x0)1 exp(ait) wichst exponentiell. Der
positive Halborbit ist in diesem Fall also gerade O (z9) = ((x0)1, 00) x {0} und der Orbit O(zg) =
(0,00) x {0}.

Daher brauchen wir uns nur noch mit den Orbits im Gebiet D’ = R* x R* beschiiftigen (vgl. Partition
des Definitionsbereichs durch Orbits in Satz wenn man das System auf ganz R? betrachten wiirde).
Hier gibt es genau eine weitere Ruhelage:

* Der Punkt (aa/B2, a1/81) ist eine Ruhelage mit Orbit O((aa/B2,a1/01)) = {(aa/P2,a1/P1)}.

Zur Bestimmung der restlichen Orbits iiberlegen wir uns zunéchst ein erstes Integral fiir das System.
Dazu schreiben wir die skalaren Gleichungen aus Satz [5.12] deren (zusammengesetzte) Losungskurven
gerade die Orbits darstellen, als implizite Gleichungen

dv
vy — Paxva + (a1z1 — /31331112)# =0 bzw. —oqv1+ froias + (— o + 521113?2)% =
1 2
um. Wegen
_O(—zs + Pow29) I(arzy — frz122)
0x4 0z

sind diese Gleichungen nicht exakt, und entsprechend das Lotka—Volterra System nicht Hamiltonsch.
Eine exakte Variante erhilt man aber nach Division durch z;x2, denn dann ist die Funktion auf der

PA.
=g — fox1 # a1 — fixa =
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linken Seite gerade unabhéngig von x5, und die Funktion auf der rechten Seite unabhéngig von x;. Als
erstes Integral fiir das Lotka—Volterra System finden wir so

Z2

F(x1,x2) = —/(:1) [— % +52} dy +/(w : [% —,31} dys
= aslog ((;Tl)l) — B2(z1 — (w0)1) + o log ((;Tg)z) — Bi(z2 — (w0)2) -

Um nun die Orbits zu bestimmen, miissen wir uns als néchstes mit den Niveaumengen
N((E()) = {((El,xg) ceRT xR*: Fl((El) + FQ(LL'Q) = Fl((xo)l) + Fg((l’o)g)}

von F oder, anders geschrieben, mit den Mengen F~!(c) fiir ¢ € R beschéftigen, wobei wir die Funk-
tionen Fy, Fy € C(R™) mittels

Fi(2) == azlog(z) — o und Fy(x) == a; log(z) — iz

fiir € RT definiert haben. Diese Funktionen haben ihr Maximum in as /B2 bzw. a1/B1, sind ansonsten
strikt monoton und konvergieren bei x N\, 0 und z — oo gegen —oo.

€T x To .o x:
max F {-- 2lic o —— x1 1scx1 2c 1{51 %.c v

Fi(z1)

¢ — max Fy

max Fy
C*Fl(l_'l) 1

Um nun etwas iiber die Geometrie der Niveaumenge N(z() aussagen zu konnen, bemerken wir
zunéchst

F7c) = {(z1,22) e RT x RT: Fi(z1) + Fa(zs) =c} #0 & c¢€ (—oo,mD%xFl —|—mﬂ%xF2]

Fiir ¢ = maxg F + maxg F» erhalten wir genau F~!(maxg Fy + maxg Fb) = (az/B2,1/31), also die
uns schon bekannte Ruhelage. Fiir jedes Niveau ¢ € (—oo, maxg F1 + maxg F5) dagegen werden wir
als niichstes sehen, dass es sich bei der Niveaumenge F~!(c) um eine geschlossene, nicht-triviale Kurve
handelt. Dazu iiberlegen wir uns, wie die 21-Schnitte von F~1(c), also die Mengen

Fﬁl(c) ﬂ{fl} X IR+ = {(fl,l'g) S R+ X RJr: FQ(SCQ) = C*Fl(.fl)},

fiir festes ¢ € (—oo, maxg Fy + maxg F3) und festes ; € R aussehen. Bezeichnen wir mit z1 . < #1,c
die beiden Urbilder Ffl(c — maxp Fy) (beachte, dass es sich wegen ¢ < maxpg F; + maxg F und der
strikten Monotonie von F; in (0, as/f2) bzw. in (aa/B2,00) tatsichlich genau zwei Urbilder gibt), so
gelten:

o fiir z; € (151’5,(%17,:) fOlgt mit Fl(fl) > Fl(xl,c)
sofort ¢ — F1(Z1) < maxg F» und damit besteht
F~1(c) N {Z:} x RT aus genau zwei Punkten
{(Z1,22,c), (T1,%2,c)} (vgl. Skizze oben);

o fiir 1 € {z1,¢,%1,c} haben wir ¢ — Fi(z1) =
maxg Fy und damit besteht F~1(c) N {z1} x R
aus genau einem Punkt, ndmlich {(Z1,a1/61)};

o fiir 71 ¢ [w1.0,71, gilt F~ ()N {z1} x RT = 0.
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Damit handelt es sich bei F~!(c) N {Z1} x RT also tatsichlich um eine geschlossene, nicht-triviale
Kurve, und da die Geschwindigkeit von (uq,us) auf dieser Kurve niemals verschwindet (dies galt nur in
den Ruhelagen), haben wir gezeigt:

x Fiir alle Punkte zo € R x R\ (a2 /B2, a1/B1) ist der Orbit O(zg) eine geschlossene, nicht-triviale
Kurve, die von einer periodischen Losung erzeugt wird.

Damit ist die Charakterisierung der Orbits fiir das Lotka—Volterra-System abgeschlossen.
Zum Abschluss leiten wir noch einfache Eigenschaft fiir die Mittelwerte periodischer Losungen des
Lotka—Volterra-Systems her:

Lemma 5.21. Seiu € C(R,R* x R") eine periodische Losung mit Periode T > 0 des Lotka—Volterra
Systems (5.3)) fiir positive Parameter aq, ag, b1, 2. Dann gelten

aq

! / ! (t)dt = 22 i 2 / ! (t) dt
— u = — un — u = —.
T )y B2 T /) B1

Beweis. Da u; in jeder Komponente positive Werte hat, kénnen wir insbesondere die Funktion log(u;)
betrachten. Aus der Periodizitdt von u und der Differentialgleichung fiir u; folgt nun

0 = log(aa (7)) = log(ua(0)) = | - 1og(us (1))

T T
= / [041 — 51U2(t>] dt = OélT — ﬂl / UQ(t) dt,
0 0

also die Aussage iiber die Mittelwerte von us. Analog folgt aus der Betrachtung der Funktion log(us(t))
die zweite Aussage

T
0 = log(u2(T)) — log(u2(0)) = —aT + 52/0 uy(t) dt. O

Bemerkung 5.22. Die im Beweis verwendete Transformation (v1,vz2) = (log(u1),log(uz)) der abhingi-
gen Variable entspricht gerade dem Ubergang vom Lotka—Volterra-System (5.3)) auf ein Hamiltonsches
System (analog der Bestimmung des ersten Integrals oben). Es gilt nimlich gerade

(U1>/ o ( ag — Prug ) - ( ay — P exp(va) )
va)  \—aa+faur)  \—az+ Baexp(v1))
5.3 Lineare ebene autonome Systeme

Wir spezialisieren uns nun auf lineare Systeme
u = Au

mit konstanten Koeffizienten A € R?*2, fiir die wir in Kapitel mithilfe der Matrix-Exponentialfunk-
tion bereits eine allgemeine Losungsformel hergeleitet haben. Hier interessieren wir uns nun aber fiir die
moglichen Phasenportraits der Gleichung und fithren erste wichtige Begriffe aus der Stabilitidtstheorie
ein. Ohne Einschrinkung betrachtet wir hier nur den Fall, dass A bereits in reeller Jordan-Normalform
vorliegt, denn andernfalls finden wir eine regulire Transformationsmatrix T € R?*2, so dass T~ AT = J
in reeller Jordan-Normalform ist, und anstelle von Losungen u des System u’ = Au betrachtet man dann
die transformierte Gleichung v' = Jv. Die Phasenportraits zu diesen beiden Systemen unterscheiden
sich lediglich durch eine Anwendung von T bzw. T—1 (beachte, dass fiir jede Losung v zu v’ = Jov die
Funktion Tw eine Losung zu v’ = Aw ist, und dass umgekehrt fiir jede Losung v zu ' = Au die Funktion
T~y eine Losung zu v’ = Jo ist).

Fiir die reellen Jordan-Normalformen und ihre zugehorige Matrix-Exponentialfunktion miissen wir
die folgenden Félle unterscheiden (vgl. Beispiel [4.26)):
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(1) Es gibt zwei unterschiedliche reelle Eigenwerte A; # Ay € R, also

_ )\1 0 . o exp(t)\l) 0
J = (O )\2> und damit exp(tJ) = ( 0 exp(ths) )

(2) Es gibt einen reellen Eigenwert A € R der geometrischen Vielfachheit 2, also
A0 . 1 0
J = (O A) und damit exp(tJ) = exp(tA) (O 1) .
(3) Es gibt nur einen reellen Eigenwert A € R der geometrischen Vielfachheit 1, also
Al . 1 ¢
J = (0 A) und damit exp(tJ) = exp(tA) (O 1) .

(4) Es gibt keinen reellen Eigenwert, sondern ein komplex konjugiertes Eigenwertpaar A 4 iy mit
A€ R und i€ R\ {0}, also

A . cos(ty)  sin(tuw)
J= <—u l;) und damit exp(tJ) = exp(t\) <_ sin(ltfu) cos(tZ)) .

Die Losung des Systems v’ = Ju mit Startwert u(0) = zo € R? ist nun genau die Funktion u(t; ) =
exp(tJ)xo. Fiir die Phasenraumportraits miissen wir auch noch unterscheiden, ob es sich bei J um eine
regulére oder eine singuldre Matrix handelt, also ob 0 als Eigenwert auftritt und es damit auler u =0
noch andere konstante Losungen des Systems gibt.

Der regulire Fall

Hier ist (0,0) die einzige Gleichgewichtslage des Systems, und wir gehen nun die verschiedenen Méglich-

keiten fiir die reelle Jordan-Normalform durch.

(R.1) Fiir J = diag(A1, A2) mit Ay # A2 € R\ {0} bekommen wir als allgemeine Losung zu v’ = Ju

die Funktion (o)1 exp(th)
. _ ((xo)1exp(tA;
u(t; zo) = <(;CO)2 exp(t>\2)) 7

und damit gibt es die folgenden Orbits:
e fiir 29 = 0 haben wir den Punkt-Orbit O(0) = {0};
e fiir (z9); = 0 und ()2 echt positiv/negativ haben wir O(z() = {positive/negative zo-Halbachse};
e fiir (z9)2 = 0 und (z¢); echt positiv/negativ haben wir O(z() = {positive/negative z1-Halbachse};

e fiir (29)1, (20)2 # 0 kann man iiber x; = (x0); exp(tA;) und damit exp(thy) = (21/(20)1)*2/M
den Orbit O(xp) darstellen als

0(a0) = { (o fropyern ) /o € B

Fiir die Phasenportraits miissen wir nun im Wesentlichen nur unterscheiden, welche Vorzeichen die Ei-
genwerte A1, Ay haben, und nehmen dafiir ohne Einschrinkung A; < Ay an. Zu beachten ist hier, dass
der erste Koordinatenvektor e; gerade den Eigenvektor zum Eigenwert A\; und der zweite Koordinaten-
vektor ey gerade den Eigenvektor zum Figenwert Ao darstellt.
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(a))\1<>\2<0 (b)/\1<0<>\2 (C)O<>\1<)\2

T2 T2
)\ )\
X1 €
v Y
stabiler (zwei-tangentiger) Sattelpunkt instabiler (zwei-tangentiger)
Knoten Knoten

Bei der Gleichgewichtslage 0 € R? in (a) bzw. (c) spricht man von einem stabilem bzw. instabilem
Knoten, da alle Trajektorien in bzw. aus dem Punkt 0 laufen. Das bedeutet, startet man in einem
beliebigem Punkt zq, so konvergiert die Losung u(t; xg) bei t — 0o bzw. t — —oo gegen 0.

Die Bezeichnung n-tangentig bei einem Knoten bedeutet, dass es genau n verschiedene Tangenten
gibt, entlang der die Losungen in den Knoten hinein- oder herauslaufen. Im Fall (a) liegt fiir alle Orbits,
die nicht auf Koordinatenachsen liegen, wegen A1 # Ag ein echter Wurzelausdruck cz§ mit « € (0, 1) vor.
Damit haben alle Lésungen mit Anfangswerte zo mit (xg)2 # 0 als Tangente die z2-Achse. Die zweite
Tangente ist die z1-Achse, auf denen alle Losungen verlaufen, die Anfangswerte xo mit (zp); # 0 und
(20)2 = 0 haben. Im Fall (c) liegt fiir alle Orbits, die nicht auf Koordinatenachsen liegen, wegen A1 # Ao
ein echter Potenzausdruck cz} mit p € (1, 00) vor. Damit haben alle Losungen mit Anfangswerte zo mit
(x0)1 # 0 als Tangente die x1-Achse. Die zweite Tangente ist die xo-Achse, auf denen alle Losungen
verlaufen, die Anfangswerte xg mit (x9); = 0 und (zg)2 # 0 haben.

(R.2) Fiir J = diag(A, A) mit A € R\ {0} bekommen wir (mit A; = Az im Fall (R.1)) als allgemeine
Losung zu v’ = Ju die Funktion

u(t; xg) = xoexp(tA),

und damit haben wir

fiir £y = 0 den Punkt-Orbit O(0) = {0};
e fiir (xp); = 0 und (x0)2 echt positiv/negativ den Orbit O(xo) = {positive/negative xo-Halbachse};

o fiir (z9)2 = 0 und (x¢); echt positiv/negativ den Orbit O(xg) = {positive/negative z1-Halbachse};

fiir (zo)2 # 0 den Orbit

Oleo) = { <($0)2§11/($0)1> $m/ (@) € RJF}'

Die Phasenportraits héangen nun lediglich vom Vorzeichen des Eigenwerts \ ab.
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(a) A<0 (b) A>0

stabiler (viel-tangentiger) instabiler (viel-tangentiger)
Knoten Knoten

(R.3) FiirJ — (A

0 i\) mit A € R\ {0} bekommen wir als allgemeine Losung zu v’ = Ju die Funktion

uttig) = (0 ST E et
und damit haben wir
e fiir zg = 0 den Punkt-Orbit O(0) = {0};
o fiir (z9)2 = 0 und (x0); echt positiv/negativ den Orbit O(zg) = {positive/negative z1-Halbachse};
o fiir (z9)1, (@o)2 # 0 den Orbit (iiber xo == (xg)2 exp(tA))

Ote) = { ((0)ea/ o o/ MR/ 00120 )y e

T2

(a) A <0 () A>0
T2 T2
> < T ~ - T
stabiler (ein-tangentiger) instabiler (ein-tangentiger)
Knoten Knoten

(R.4) FirJ= (—)\,u M) mit A € R und g € R\ {0} bekommen wir als allgemeine Losung zu v’ = Ju

A
die Funktion (o) (tu) + (20)2 sin(tpu)
o x0)1 cos(tu) + (xo)2 sin(tp
u(t; o) = exp(tA) <_(£0)1 sin(tp) + (550)22 COS(W)> ’

Kreisbewegung um 0 mit Radius |zo|
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In Polarkoordinaten verhélt sich der Radius exponentiell, wihrend der Winkel mit konstanter Geschwin-
digkeit rotiert. Die Bewegungsrichtung héngt dabei nur von den Vorzeichen von A und w ab: fiir A > 0
handelt es sich um gréfler werdende Spiralen, fiir A = 0 um Kreise, und fiir A < 0 um kleiner werdende
Kreise. Fiir g > 0 laufen diese im Uhrzeigersinn, und fiir g < 0 gegen den Uhrzeigersinn.

(al) A< 0, p <0 (b1) A=0,pu <0 () A>0,u<0
Z2 x2 Z2
x1 Z1 @ T
(a2) A <0, p>0 (b2) A=0,u>0 (c2) A>0, >0
To X9 X9
X1 Tq & X1
stabiler Strudel Zentrum oder Wirbel instabiler Strudel

Der singulire Fall

Hier besitzt die Matrix J einen Eigenwert 0 und v = 0 ist damit nicht die einzige konstante Losung
des Systems. Wir gehen nun wieder die verschiedenen Moglichkeiten fiir die reelle Jordan-Normalform
durch.

(S.1) Fiir J = diag(A,0) mit A € R\ {0} (ohne Einschriankung ist hier der zweite Koordinatenvektor es
ein Eigenvektor zum Eigenwert 0) bekommen wir als allgemeine Losung zu v’ = Ju die Funktion

u(t; ) = (<wo>1 expm)) ’

(170)2
und damit haben wir

e fiir (z9); = 0 den Punkt-Orbit O(zg) = {xo}, d.h. alle Punkte auf der x2-Achse sind Ruhelagen;

O(z0) = { ((;]1)2) s 21/ (zo)1 € ]R+}.
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(a) A<0 (b) A>0

€2 €2

B < X1 < - X

(S.2) Fiir J = O3x2 haben wir als allgemeine
Losung zu v’ = Ju die Funktion

u(t; xo) = o,

d.h. jeder Punkt in zy € R? ist eine Ruhelage
mit O(zg) = {zo}.

(8.3) Fir J = (8 (1)> haben wir als allge-
meine Losung zu v’ = Ju die Funktion 9
(z0)1 + t(z0)2 .
t: = s >
u( 7$0) ( (370)2

und wir haben >

e fiir (z9)2 = 0 den Punkt-Orbit O(zg) = 11
{zo}, d.h. alle Punkte auf der z;-Achse <
sind Ruhelagen; <

o fiir (zg)2 # 0 den Orbit <

ow={(nk57) e}

Damit ist die grundsétzliche Klassifikation der ebenen linearen Systeme anhand der Phasenpor-
traits abgeschlossen, und man muss lediglich beachten, dass man noch eine Matrix-Transformation
durchfithren muss, wenn die Matrix A des Systems v’ = Awu nicht bereits in reeller Jordan-Normalform
vorliegt.

Eine wesentliche Eigenschaft im reguldren Fall war dabei, dass bei nur negativen (Realteilen der)
Eigenwerte alle Losungen gegen die einzige Gleichgewichtslage, ndmlich den Ursprung, bei ¢ — oo
laufen. Bei nur positiven (Realteilen der) Eigenwerte dagegen konvergieren alle Losungen gegen den
Ursprung bei t = —oo, und bei einem positivem und einem negativen Wert tritt beides, je nach Wahl des
Anfangswerts, auf. Das grundsétzliche Verhalten ist hier also einzig iiber die Eigenwerte charakterisiert.
Dies ist tatsichlich auch in hoheren Dimensionen der Fall, wie wir im néchsten Kapitel noch sehen
werden.
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Bemerkung 5.23. Fir Matrizen A € R?>*2 kann man eine entsprechende Charakterisierung auch tiber

a1 al’Q) € R?*2 gilt gerade

die Determinante und die Spur von A geben: fir A = (
az,1 a22

a1 — A a2
det(A — A1 = det ’ ’
€ ( 2><2) € ( as ass — /\>

= )\2 — )\(aLl + a2’2) + 0,1’10,2’2 — a172a271 = )\2 — )\SPHI‘(A) + det(A) .

Damit sind die komplexen FEigenwerte von A gerade

1
Aijg = 3 ( Spur(A) 4 /Spur(A4)2 — 4det(A))
und es folgt:

o Ist Spur(A4)? = 4det(A), so gibt es einen doppelten reellen Eigenwert, dessen Vorzeichen durch
das Vorzeichen von Spur(A) bestimmt ist;

o Ist Spur(A)? > 4det(A), so gibt es zwei verschiedene reelle Eigenwerte, mit

— verschiedenem Vorzeichen fir det(A) < 0,

— positiven Vorzeichen fir det(A) > 0 und Spur(A4) > 0,

— negativen Vorzeichen fiir det(A) > 0 und Spur(A) < 0,

— einem Eigenwert 0 fir det(A) = 0, und das Vorzeichen des zweiten Eigenwerts ist durch das

Vorzeichen von Spur(A) bestimmt;

o Ist Spur(A)? < 4det(A), so gibt es ein komplex konjugiertes Eigenwertpaar, und das Vorzeichen
des Realteils ist durch das Vorzeichen von Spur(A) bestimmit.
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Kapitel 6

Stabilititstheorie

Die Stabilitéitstheorie ist ein wichtiges Thema der sogenannten qualitativen Theorie von gewthnlichen
Differentialgleichungen. Wir interessieren uns dabei fiir die Frage, wie sich die Losungen eines Anfangs-
wertproblems éndern, wenn man (bei gleicher Anfangszeit) den Anfangswert variiert. In Kapitel
haben wir uns bereits mit der stetigen und differenzierbaren Abhéingigkeit der Losung von den Daten
auf kompakten Zeitintervallen des maximalen Existenzintervalls beschéftigt. Nun wollen wir dagegen
das Langzeitverhalten untersuchen.

6.1 Grundbegriffe

Zunéchst fithren wir ein paar allgemeine Definitionen ein, werden uns spéter aber im Wesentlichen auf
die Untersuchung der Stabilitat von Gleichgewichtslagen beschrénken.

Definition 6.1. Sei D C RN offen, f: D — RY stetig und Lipschitz-stetig beziiglich der x-Variable.
Eine Losung pu: (t_,00) — RN (fiir ein t_ € [—00,00)) zur Differentialgleichung u' = f(t,u) heifit

(i) (Ljapunov-)stabil, falls es zu jedem € > 0 und to > t_ ein § = (e, to) gibt mit der Figenschaft:
fiir jedes xo € RN mit |xg — p(to)| < & ewistiert die Losung u(-;to, zo) zum Anfangswertproblem
u' = f(t,u) auf [to,00) mit Startwert xo bei tog, und diese Losung erfiillt

lu(t; to, o) — u(t)| < e fir alle t > to;

(ii) (Ljapunov-)instabil, falls pu nicht stabil ist;

(iii) attraktiv, falls es zu jedem to > t_ ein 6= S(to) gibt mit der Eigenschaft: fir jedes xo € RN mit
|xo — p(to)| < & existiert die Losung u(-;to, xo) zum Anfangswertproblem v’ = f(t,u) auf [to, o0)
mat Startwert xqy bei tg, und diese Losung erfillt

Jm fu(t;to, zo) — u(t)] = 0.
In diesem Fall heif$t die Menge
{(to,x0) € (t—,00) x R": Jin [u(t; to, 20) — p(t)| = 0}
der Einzugsbereich von u;

(iv) asymptotisch stabil, falls u stabil und attraktiv ist.

Bemerkung 6.2. Wegen der stetigen Abhdngigkeit der Lésung von den Anfangsdaten (Satz [3.34)
braucht man fir die Stabilitit und Attraktivitit einer Lésung die entsprechende Bedingung nur fir
einen einzigen Anfangszeitpunkt t§ > t_ zu tberpriifen.
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Beweis. Stabilitdt: Wir nehmen an, dass die Stabilitdtsbedingung fiir einen Anfangszeitpunkt ¢§ > ¢_
erfiillt ist, d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein §* = §*(e,t5) > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir alle o € RY
mit |zo — p(to)] < 6* die Losung u( -;to, zo) auf [tg, 00) existiert und die Abschitzung

lu(t; th, x0) — p(t)] < e fiir alle ¢ > ¢ erfiillt.

Nun wollen wir die Stabilitdtsbedingung fiir beliebige Wahlen von ¢y > t_ und ¢ > 0 nachweisen.

Fiir to < t§ wenden wir Satz iiber die stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten auf dem
kompakten Intervall [to, ] und mit 6*/2 anstelle von ¢ an. Dies liefert uns ein § > 0, so dass fiir
alle 79 € RY mit |zg — p(tg)| < & die Losung u(-;tg,x0) auf [tg,t)] existiert und insbesondere die
Abschétzung

lu(t; to, xo) — pu(t)] < 6™ fir alle ¢ € [to, 5] erfiillt.

Wegen §* < e gilt die Stabilitdtsbedingung nach Konstruktion insbesondere schon auf dem Intervall
[to, t5]. Da wir auBerdem |u(tf; to, xo) — p(th)| < 6* sichergestellt haben, folgt aus den Flusseigenschaften
in Proposition sowie der angenommenen Stabilitdtsbedingung zur Anfangszeit ¢, dass u( - ;to, zo)
fiir alle 2o € RY mit |zg — p(to)| < § auf [tg, 00) existiert und zudem

[u(t; to, o) — p(t)| = ‘u(t;té,u(tf_‘);to, z0)) — p(t)| < e fiir alle ¢ > ¢ erfiillt.

Damit haben wir die geforderte Abschéitzung fiir alle ¢t > ¢y gezeigt.

Fiir to > t{ argumentiert man vollkommen analog, mit dem einzigen Unterschied, dass man Satz[3.34]
auf dem kompakten Intervall [t§, to] anwendet und so sicherstellt, dass man beim “Zuriickverfolgen” der
bei (tg,zo) gestarteten Losung einen Punkt in {¢§} x (u(tf) — 6%, u(tf) + 6*) trifft.

Attraktivitit: Wir nehmen als néchstes an, dass die Attraktivitdtsbedingung fiir einen Anfangszeit-
punkt ¢§ > ¢_ erfiillt ist, d.h. es gibt ein §* = 6*(¢5) > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir alle zo € R™ mit
lzo — p(to)] < 6”

lim |u(t;t5, xo) — pu(t)] =0 gilt.

t—o0

Um die Stabilitdtsbedingung fiir eine beliebige Anfangszeit tg > ¢_ nachzuweisen, argumentieren wir
analog wie fiir die Stabilitit: wir wenden Satz auf dem kompakten Intervall [to,td] fiir to < t§
bzw. auf dem kompakten Intervall [t§, to] fiir ¢, > tf an, um ein 6 > 0 zu finden, so dass fiir alle
ro € RY mit |zg — u(te)| < & die Losung u(-;tg, 7o) auf diesem kompakten Intervall existiert und
insbesondere |u(ty; to, o) — u(ty)| < 0* erfiillt. Damit folgt die Existenz von u( -;tg, o) auf ganz [tg, 00)
sowie

Tim [u(t:to,20) — p(D)] = lim_ [u(t:t5.u(t5:to. 70)) — pu(®)] = 0. O

—

Beispiele 6.3.

(i) Wir betrachten die skalare gewdhnliche Differentialgleichung u' = (a + sin(t))u fiir einen reellen
Parameter o € R. Es handelt sich hierbei um eine homogene, lineare Differentialgleichung mit
stetigen Koeffizienten, und die allgemeine Losung ist

u(t; to, xo) = o exp (ot — to) — cos(t) + cos(to))

fir t € R. Wir wollen nun die Stabilitit und Attraktivitit einer Ldésung in Abhingigkeit von o
untersuchen, und wdhlen hierzu ohne Einschrinkung p(t) = u(t;0;Zo), fir ein festes Top € R (in
Satz [6.7] werden wir spiter sehen, dass tatsichlich alle Losungen einer linearen Gleichung das
gleiche Verhalten beziiglich Stabilitit und Attraktivitit aufweisen). Nach Bemerkung reicht es,
die entsprechende Bedingung lediglich fiir to = 0 zu tberpriifen. Es gilt nun

|u(t; 0;20) — pu(t)| = |wo — Zo| exp (at — cos(t) + 1)
firt € R, und mit ot < at — cos(t) + 1 < at + 2 unterscheiden wir nun die drei Fille:
o Fiir o < 0 ist p sowohl stabil (mit der Wahl 6 = eexp(—2)) als auch attraktiv (mit der Wahl
0 = eexp(—2) und Einzugsbereich R x R), also ist p auch asymptotisch stabil.
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o Fiir o =0 ist u stabil (mit der Wahl § = e exp(—2)), aber nicht attraktiv (da fir allet € R
die Abschitzung |u(t; 0;29) — pu(t)| > |xo — To| gilt), also auch nicht asymptotisch stabil.

m 2 3 A b
o Fiir a > 0 ist p instabil und auch nicht attraktiv (da die Abweichung |u(t;0,x0) — p(t)| >
|xo — ZTo| exp(at) fir xg # To fiir hinreichend grofle t beliebig grof§ wird).

(ii) Fiir das ebene autonome lineare System u' = Au mit A € R**? (in Jordan-Normalform) kann
man das Verhalten hinsichtlich Stabilitdt und Attraktivitat fir eine Ruhelage direkt aus den Pha-
senportraits in Kapitel und allgemein aus den FEigenwerten von A (auch wenn A nicht in
Jordan-Normalform vorliegt) ablesen:

o Asympotische Stabilitit, also Attraktivitdt und Stabilitit, liegt fiir die einzige Ruhelage 0 € R?
vor, falls alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben, also in den Fillen (R.1.a), (R.2.a),
(R.3.a) und (R.4.a), die alle blau gezeichnet waren.

o Stabilitit, aber keine Attraktivitdt, liegt fir jede Ruhelage vor, falls alle Figenwerte von A
nicht-positiven Realteil haben und es einen Eigenwert mit verschwindendem Realteil gibt,
dessen geometrische Vielfachheit der algebraischen entspricht, also in den Fillen (R.4.b),
(S.1.a) und (S.2), die alle lila gezeichnet waren.

o Weder Stabilitit noch Attraktivitat liegt fiir jede Ruhelage vor, falls es mindestens einen Ei-
genwert von A mit positivem Realteil gibt oder falls der Realteil eines Figenwerts verschwin-

det und die geometrische Vielfachheit kleiner als die algebraische Vielfachheit ist, also in den
Fillen (R.1.b), (R.1.c), (R.2.b), (R.3.b), (R.4.c), (S.1.b) und (S.3), die alle rot gezeichnet

waren.

Eine entsprechende Charakterisierung mittels Eigenwerten ergibt sich auch fiir hoher-dimensionale
lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten, wie wir in Satz[6.11] sehen werden.
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In diesen Beispielen waren alle attraktiven Losungen auch stabil. Dies ist fiir skalare Gleichungen und
lineare Systeme tatséchlich immer der Fall, im Allgemeinen ist dies jedoch falsch (es gibt beispielsweise
ebene Systeme mit einer attraktiven, aber instabilen Losung).

Satz 6.4 (Attraktivitit und Stabilitéit bei skalaren Differentialgleichungen). Sei D C R? offen, f: D —
R? stetig und Lipschitz-stetig beziiglich der z-Variable. Ist p: (t—,00) — R (fiir ein t_ € [—00,00)) eine
attraktive Losung zu v’ = f(t,u), so ist u auch stabil.

Beweis. Seien € > 0 und #yp < t_ beliebig. Wegen der Attraktivitdt von p gibt es ein 6 > 0 mit der
Eigenschaft, dass u(-;to,x0) fiir alle zp € R mit |xg — u(to)| < 0 auf [to, c0) existiert und

Jim u(t; to, wo) — u(t)| = 0
erfiillt. Wir finden daher ein T, > tg, so dass
lu(t; to, p(to) £6/2) — u(t)] <e  fiir t > T, gilt.

Da sich Losungen wegen der Eindeutigkeit nicht schneiden kénnen (also u(t; tg, xo) < u(t;to, Zo) fir alle
Wahlen von g < Zg und t € Inax (o) N Imax(Zo) gilt), folgt aus der letzten Ungleichung bereits

[u(t; to, o) — u(t)| < e fiir alle ¢ > T. und ¢ € R mit |zo — p(to)| < 6/2.

Damit haben wir den Abstand zwischen der fixierten Losung p und (- ;tg, o) fiir groBe Zeiten ¢ > T
verifiziert. Das noch fehlende Zeitintervall [to, 7] ist kompakt, und mit der stetigen Abhéngigkeit der
Losung von den Anfangsdaten in Satz finden wir ¢ € (0,9/2], so dass

lu(t; to, xo) — u(t)] < e fiir alle ¢ € [to, Tc] und zp € R mit |zg — pu(to)| <6
gilt. Aus diesen beiden Formeln erhalten wir genau die behauptete Stabilitét. O

Bemerkung 6.5. Die Idee des Beweises ist skalar und ldsst sich nicht auf hohere Dimensionen N > 1
verallgemeinern: im Beweis wdhlten wir zwei Lésungen (ndmlich die mit Startwert p(to) & 8/2) aus,
um jede Losung mit einem zwischen diesen beiden Ldosungen liegenden Startwert von oben und unten
zu begrenzen, zumindest fiir grofle Zeiten t > T.. In hoheren Dimensionen miisste man fir die gleiche
Argumentation alle Losungen mit Startwert xo mit |xo — u(to)| = 6/2 betrachten, also unendlich viele,
um einen (N —1)-dimensionalen “Schlauch” um p zu finden. Das Problem dabei ist jedoch das folgende:
fiir jede dieser Losungen u( -;to,xo) gibt es eine Zeit T.(xo), fir die |u(t; to, zo)—u(t)| < e firt > T.(xo)
gilt, jedoch findet man im Allgemeinen keine uniforme Grenze T, so dass dies fiir alle Losungen mit
Startwert xo mit |zo— pu(to)| = 0/2 (und dann erst recht nicht fir die mit Startwert xo mit |xo— u(te)| <
6/2) zutrifft.

Bemerkung 6.6. Besonders einfach lassen sich Attraktivitit und Stabilitiat der Ruhelagen fir skalare
autonome gewdhnliche Differentialgleichungen v’ = f(u) mit einer Funktion C*(R) (oder auch C*(I) fiir
ein offenes Intervall I C R) untersuchen. Dazu erinnern wir uns, vgl. Bemerkung dass ein Orbit
O(xo) entweder einpunktig ist, namlich wenn xo eine Nullstelle von f ist, oder ein offenes Intervall
mit Nullstellen und mdoglicherweise oo als Intervallgrenzen, ndmlich das Bild einer streng monotonen
Lésung auf ihrem maximalen Ezistenzintervall. Diese Orbits bilden eine Zerlegung von ganz R (oder des
ganzen Intervalls I). Ist Ty nun eine Nullstelle von f und e > 0 hinreichend klein, so dass [Zo—e,To—€]
keine weitere Nullstelle von f enthdlt, so kénnen wir die folgenden Fille unterscheiden:

o Ist f'(Zg) > 0, so ist die Ruhelage ZTo instabil: fir jedes beliebige xg € (To,ZTo + €) ist die Lisung
u( - tg, zo) streng monoton wachsend und verletzt wegen des Partitionssatzes (ab einer endlichen
Zeit) die Bedingung |u(t; to, x0) — Zo| < €. Entsprechend ist fir jedes beliebige xo € (To —e,To) die
Lésung u( -;to,x0) streng monoton fallend und verletzt (ab einer endlichen Zeit) die Bedingung
|u(t; to, x0) — To| < &.
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o Ist f'(Zo) < 0, so ist die Ruhelage Ty asymptotisch stabil: fiir jedes beliebige xg € (To, To+e) ist die
Lésung u( - ;to,xo) streng monoton fallend und nach unten durch Ty beschrinkt. Entsprechend ist
fiir jedes beliebige xog € (To—e,Tg) die Lisung u( -;to, zo) streng monoton wachsend und nach oben
durch Zo beschrinkt. Daher enthdilt in beiden Fillen das mazimale Existenzintervall [to,00) und
es gilt wegen des Partitionssatzes tatsdchlich ims_, oo u(t; to, xo) = Zo. Daher ist die Ruhelage T
attraktiv, und nach Satz[6.4) damit bereits asymptotisch stabil.

o Ist f'(Zo) =0, so ist keine Aussage mdglich, sondern man muss sich dafir die Vorzeichenwechsel
héherer Ableitungen anschauen, vgl. Ubungen.

6.2 Stabilitit linearer Systeme

Fiir Systeme von linearen gewohnlichen Differentialgleichungen
u = A(t)u+ b(t)

mit stetigen Koeffizienten A € C(R, RV*Y) und stetiger Inhomogenitit b € C(R,RY) (die auch auf
Teilmengen der Form (¢_,00) fiir ein t_ € [—00,00) statt auf ganz R definiert sein kénnen) haben wir
in Kapitel [ bereits die Struktur der Losungsrdume untersucht und die Darstellung der Losung des
Anfangswertproblems mit u(tg) = zo als

w(ts o, ) = W(t to)zo + / W(t, 5)b(s) ds

to

mit der Ubergangsmatrix ¥ hergeleitet. Nun wollen wir Aussagen zur Stabilitit treffen. Im ersten
Schritt tiberlegen wir uns dazu, dass das Verhalten der Losungen zum inhomogenen System durch das
Verhalten der Losungen des homogenen System bestimmt ist, und zwar genauer schon durch das der
trivialen Losung. Im néchsten Schritt charakterisieren wir das Stabilitdtsverhalten dann mithilfe der
Ubergangsmatrix (bzw. fiir Gleichungen mit konstanter Koeffizientenmatrix mithilfe der Eigenwerte).

Satz 6.7 (einheitliches Stabilititsverhalten aller Losungen). Seien A € C((t_,00), RV*N) und b €
C((t—,00),RN) fiir ein t_ € [—00,00). Alle Losungen des inhomogenen linearen Systems u’' = A(t)u +
b(t) sind genau dann stabil bzw. attraktiv bzw. asymptotisch stabil, wenn die triviale Losung pipom = 0
des homogenen Systems u' = A(t)u eben diese Figenschaft hat.

Beweis. Sei zunéichst i, eine stabile Losung des inhomogenen Systems v’ = A(t)u + b(t). Zu jeder
Wahl von € > 0 und ¢y > t_ existiert also ein § > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir alle 2o € R mit
|20 — pinn(to)] < § die Abschitzung

[twink (0, o) — pinn(t)] < € fiir alle t > tg erfiillt ist

(die Existenz dieser Losung unp (t;t0, o) zu v’ = A(t)u + b(t) auf ganz [tg, 00) gilt offensichtlich schon
wegen der linearen Wachstumsbedingung). Die triviale Lésung pipom des homogenen Systems u' = A(t)u
ist dann stabil fiir die gleiche Wahl von §: ist ndmlich upe, eine beliebige Losung zu w' = A(¢)u mit
[whom (t0)] < &, 80 168t Winp = Unom + Hink das inhomogene System u' = A(t)u + b(¢) und erfiillt nach
Konstruktion die obige Voraussetzung |w;,n (to) — tinn(to)| < 0. Folglich haben wir auch

[Uhom () — O] = |tinn (t) — pinn(t)| < € fiir alle t > ¢g.

Ist umgekehrt die triviale Losung ptom = 0 des homogenen Systems u' = A(t)u stabil, so gibt es zu
jeder Wahl von & > 0 und ¢y > t_ ein § > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir alle o € RY mit |zo| < ¢ die
Abschéitzung

[uhom (t; to, x0)) — 0] < & fiir alle ¢ > t, erfiillt ist.

Wir zeigen nun fiir eine beliebige Losung g, des inhomogenen Systems u' = A(t)u + b(t) Stabilitét,
und zwar fiir die gleiche Wahl von §. Sei dazu w;,;, eine weitere Losung zu v’ = A(t)u + b(t), fiir die
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[wink (to) — pinn(to)| < ¢ gilt. Dann 168t wpom = Uinh — Hinn das homogene System u' = A(t)u und
erfiillt |upom (to)| < 0. Folglich gilt

[wink (t) = tinh (t)] = |unom (t) — 0] < e fir alle t > ¢g.

Vollkommen analog zeigt man die Aussagen zu Attraktivitit und dann auch zur asymptotischen
Stabilitét. O

Definition 6.8. Seien A € C((t_,00), RV*N) und b € C((t_, <), RY) fiir ein t_ € [—oo,00). Wir
nennen das lineare System v’ = A(t)u + b(t) stabil, asymptotisch stabil bzw. instabil, falls dies fiir die
triviale Losung pihom = 0 des homogenen Systems v’ = A(t)u gilt.

Auf die getrennte Definition von Attraktivitit und asymptotischer Stabilitdt konnen wir fiir lineare
Systeme verzichten, da wie bei skalaren Differentialgleichungen auch hier Attraktivitit Stabilitéit im-
pliziert (und damit asymptotische Stabilitét &dquivalent zu Attraktivitdt ist). Als Voriiberlegung dazu
charakterisieren wir zunichst Stabilitdt und Attraktivitit durch Eigenschaften der Ubergangsmatrix.

Satz 6.9 (Kriterien fiir Stabilitit/Attraktivitit mittels Ubergangsmatrix). Sei A € C((t_, 00), RN*N)
fiir ein t_ € [—00,00). Die triviale Losung pihom = 0 des homogenen Systems v’ = A(t)u (und damit
jede Lisung des homogenen Systems sowie des inhomogenen Systems fiir stetige Inhomogenititen) ist
genau dann

(i) stabil, falls zu einem (und damit zu jedem) to > t_ ein K(ty) existiert mit

W (t, to)| < K(to) fiir alle t > to;

(i) attraktiv, falls fir ein (und damit fir jedes) to > t_ gilt

tlgglo U(t,to) = Onxn -

Hierbei bezeichnet U(t,to) wieder die Ubergangsmatriz von u' = A(t)u mit Startzeit to.

Beweis. Der Beweis basiert im Wesentlichen auf der Darstellungsformel u(t; to, o) = (¢, to)xo fiir die
(eindeutige) Losung des linearen Differentialgleichungssystems «' = A(t)u mit Anfangswert u(ty) = g
(und wegen der linearen Wachstumsbedingung existiert diese auch auf ganz (¢_, 00)).

(i) Ist fihom = O eine stabile Losung, so gibt es zu jedem ¢y > ¢t_ und der speziellen Wahl ¢ = 1 ein
§(tg) > 0 mit der folgenden Eigenschaft: fiir alle zo € R mit |xg| < § gilt die Abschitzung

‘\I/(t,t(])£f0| = |u(t;t0,x0) — 0| <1 fiir alle t > tg .

Ist e € RN nun ein beliebiger Einheitsvektor, d.h. mit |e| = 1, so kénnen wir speziell zo = e§/2
wiéhlen und erhalten damit

[W(t,t0)|| = sup {|¥(t, to)e|: e € RN mit |e[ =1} < 257" fiir alle t > ¢g.

Setzen wir also K(tg) = 257 (ty), so folgt die behauptete Normbeschrinktheit von U(t,tg)
durch K(tg) fiir alle t > ¢o.

Existiert umgekehrt zu jedem ty > ¢_ eine Konstante K (tg), so dass || U(¢, )| < K(to) fiir alle

t > tg gilt, so ist die triviale Losung pipom = 0 auch stabil: zu vorgegebenen € > 0 sehen wir fiir

die Wahl 6(e,t9) = K (to) ! némlich, dass fiir alle zg € RY mit |z¢| < § die Abschiitzung
lu(t; to, xo) — O] = |W(t, to)xo| < ||T(t,to)|l|xo] < K (to)eK (to) ™' =€ fiir alle t > ¢,

also Stabilitét, gilt.
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(ii) Ist phom = 0 eine attraktive Losung, so gibt es zu jedem to > ¢_ ein 4(to) > 0 mit der folgenden
Eigenschaft: fiir alle 7o € RY mit |zg| < § gilt

tlggo u(t;to, o) = tlggo U(t, to)zo=0.

Mit den Wahlen zg ; := ej5/2 mit e; € RN dem j-ten Koordinateneinheitsvektor, j € {1,..., N},
folgt daher

. o . N . _
tlgélo W (t,to)| = sup {|¥(t to)e|: e € R mit |e] =1}
N ~ N
< t&rgoz W (t,t)e;| = 26" Ztli)r& W (t,t)x;| =0,

=1 =1

also W(t,t9) = Onxn bei t — oo.

Gilt umgekehrt zu jedem ¢y > t_ die Konvergenz U(t,ty) — Onxn bei t — 0o, so folgt fiir jedes
zo € RN bereits

Jim fu(t;to, o) = Jim [W(t, to)o| < Jim W (¢, t0)]|lo| =0,

also ist ppom = 0 tatséchlich attraktiv, und zwar fiir jede Wahl von 6> 0. O

Satz 6.10 (Attraktivitit und Stabilitiit bei linearen Systemen). Seien A € C((t_,00), RV*N) und b €
C((t_,00),RN) fiir eint_ € [—00,00). Ist p: (t_,00) — RN eine attraktive Losung zuu' = A(t)u+b(t),
s0 ist  auch stabil (und damit asymptotisch stabil).

Beweis. Wegen Satz [6.7] ist es ausreichend, homogene Systeme mit b = 0 und die triviale Losung
Lhom = 0 zu betrachten. Ist ppom attraktiv und tg > t_, so gilt nach Satz (ii) die Konvergenz
U(t, tg) = Onxn bei t — oo. Zusammen mit der Stetigkeit von U(t, tg) auf [tg, 00) folgt daher die
Normbeschrianktheit von U(¢,tg), d.h. es existiert eine Konstante K (tg) mit || U(¢,t0)| < K(to) fiir alle
t > ty. Wegen Satz (i) ist dies bereits dquivalent zur Stabilitéit von fipem, und die Aussage des Satzes
ist bewiesen. O

Fiir den speziellen Fall, dass A eine konstante Matrix in RY*¥ ist, haben wir in Satz bereits
die algebraische Feinstruktur des Losungsraums fiir das homogene, lineare Gleichungssystem v’ = Au
kennengelernt. Daher kénnen wir Stabilitdt und Attraktivitit nun auch iiber die Eigenwerte von A
charakterisieren (vgl. Beispiel fiir den zweidimensionalen Fall).

Satz 6.11 (Kriterium fiir Stabilitit mittels Eigenwerte). Sei A € RN*N. Die triviale Losung pihom = 0
des homogenen Systems v’ = Au (und damit jede Lisung des homogenen Systems sowie des inhomogenen
Systems fiir stetige Inhomogenititen) ist genau dann

(i) stabil, falls alle Eigenwerte von A nicht-positiven Realteil haben und fir die Figenwerte mit Real-
teil 0 die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit ist. In diesem Fall existiert
eine Konstante K mit

lexp(tA)|| < K fir allet > 0;

(ii) asymptotisch stabil, falls alle Figenwerte von A negativen Realteil haben. In diesem Fall gibt es
zu jedem

o € (0, —max{\: X ist Realteil eines Eigenwertes von A})

eine Konstante K () mit

|lexp(tA)] < K(«)exp(—at) fir allet > 0.
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Beweis. Nach Satz iiber die algebraische Feinstruktur des Losungsraums von u’ = Au enthéilt jedes
Fundamentalsystem nur Funktionen der Form

exp(At)p(t) bzw. exp(At)[cos(ut)q(t) — sin(ut)q(t)]

wobei A bzw. A %1 reelle bzw. komplexe Eigenwerte von A sind und p, q,§: R — R Funktionen sind,
deren Komponenten Polynome vom Grad hochstens IV sind, die sich im Fall, dass die algebraische und
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts iibereinstimmen, auf Konstanten reduzieren. Im Folgenden
werden wir nun die beiden Tatsachen ausnutzen, dass

tlim exp(At)p(t) =0 fiir jedes A < 0

und ein beliebiges Polynom p gilt und dass die Ubergangsmatrix exp(tA) aus jeder gegebenen Funda-
mentalmatrix durch Multiplikation mit einer konstanten, reguléren Transformationsmatrix gewonnen

werden kann, vgl. Satz

(i) Wenn alle Eigenwerte von A nicht-positiven Realteil haben und fiir die Eigenwerte mit Realteil 0
die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit ist, so folgt, dass das Funda-
mentalsystem, das nur aus Funktionen wie den oben angegebenen besteht, bei ¢ — oo beschrinkt
bleibt. Da somit die Ubergangsmatrix bei ¢ — oo auch beschrinkt bleibt, gilt nach Satz (i)
in diesem Fall Stabilitét. Ist diese Bedingung dagegen nicht erfiillt, so bleibt mindestens eine der
oben angegebenen Funktionen bei t — 0o nicht beschrinkt und es gilt Instabilitét.

(ii) Entsprechend ist die Bedingung, dass alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben dquivalent
dazu, dass ¥(t,0) — Onxny bei t — oo gilt, was nach Satz (ii) Attraktivitdt und damit
asymptotische Stabilitdt impliziert.

Fiir den Beweis der behaupteten exponentiellen Abschitzung braucht man lediglich zu beachten,
dass fiir eine solche Wahl von « gilt:

a+ A <0, falls A der Realteil eines Eigenwerts von A ist,
und damit ist fiir jedes k € IN
t > thexp((ar+ \)t)  eine stetige und beschrinkte Funktion auf [0,00) .

Folglich gilt t* exp(At) < K (k,a)exp(—at) fiir eine Konstante K (k, ) und alle ¢ > 0, und wen-
det man diese Beschrianktheit nun auf alle oben angegebenen Vektor-wertigen Funktionen an, so
gewinnt man

|lexp(tA)]| < K(a)exp(—at) fiir alle ¢t > 0

fiir eine Konstante K (). O

6.3 Linearisierte asymptotische Stabilitit

Da wir nun das Stabilitdtsverhalten linearer Systeme mit konstanten Koeffizienten kennen, kénnen wir in
einigen Fillen zumindest das Stabilitdtsverhalten der Ruhelagen fiir nicht-lineare Systeme untersuchen,
indem wir die Stabilitéit der Linearisierung um die Ruhelage bestimmen. Der Einfachheit halber erkléren
wir die Idee nur fiir autonome Systeme

u' = f(u)  fir f e CYRY,RY).

Um die Stabilitéit einer Ruhelage Zo € RY (d.h. es gilt f(Zo) = 0) zu untersuchen, entwickeln wir f um
die Ruhelage Zy und erhalten so die Gleichung

u' = (u—2o) = f(u) = f(Zo) + Df(Zo)(u — To) +r(u — To; To) -
—_— —

=0 linearer Anteil
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Wegen des Satzes von Taylor gilt fiir den nichtlinearen Anteil 7( -;Zo) € C*(RY,RY) mit r(0;Z¢) = 0
und Dr(0;Zo) = 0. Wir haben formal also ein lineares System fiir die Funktion v — Zop (und auch w)
gefunden, mit einer konstanten Koeflizientenfunktion D f(Zy) und einer stetigen Inhomogenitét, die aber
von der Losung selbst abhéngt. Ist u(-;2g) nun die eindeutige Losung von v’ = f(u) mit Anfangswert
u(0) = 29 € RY, so erhalten wir aus Satz die implizite Darstellungsformel

u(t; xg) — To = exp(tA)(xo — To) + /0 exp((t — s)A)r(u(s;xo) — Zo; To) ds

fiir alle ¢ € Ipax(zo). Im Allgemeinen kénnen wir iiber diese Formel die Losung zwar nicht direkt
bestimmen, jedoch erlaubt diese mittels des Lemmas von Gronwall Abschétzungen, die auf das Stabi-
litdtsverhalten schlieflen lassen. Als Vorbereitung beweisen wir zunéchst:

Satz 6.12 (iiber linearisierte asymptotische Stabilitiit). Seien A € RN*N D c RN offen mit [0, 00) x
Bgr(0) C D fiir ein positives R und r € C1(D,RY) eine Funktion mit

L o)

=0 gleichmdpfig fiir alle t > 0, (6.1)
lz|—=0 ||

und damit insbesondere mit r(t,0) = 0 fir alle t > 0. Haben alle Eigenwerte von A negativen Realteil,
so ist die triviale Losung u = 0 des Systems

u = Au+r(t,u)
asymptotisch stabil.

Beweis. Schritt 1: Voriberlegungen. Da die Eigenwerte von A alle negativen Realteil haben, finden wir
mithilfe von Satz (ii) ein a > 0, so dass

[lexp(tA)] < K exp(—at) fiir alle ¢t > 0

und eine Konstante K = K («) gilt. Wegen der Voraussetzung an die Funktion r kénnen wir dann einen
Radius p = p(a, K) € (0, R) bestimmen, so dass

[r(t,z)| < %m fiir alle t > 0 und alle z € RY mit |z| < p

gilt. Fiir jedes 79 € RY _mit |xg| < p definieren wir auflerdem eine “Austrittszeit” der in xo gestarteten
Losung aus der Menge B, (0) tiber
T*(zo) = sup {T > 0: |u(t;zo)| < p fiir alle t € [0,T]} .
Schritt 2: Abschdtzung der Ldosungen bis zur Austrittszeit mittels
[u(t; zo)| < Klzo| exp(—at/2) fir alle t € [0,T"(x0)) und zo € B,(0). (6.2)

Aus der Tatsache, dass u eine lineare Gleichung mit konstanter Koeffizientenmatrix A und (der von u
abhéngigen) Inhomogenitét r(¢, u) 16st, folgern wir aus Satz zunichst die (implizite) Darstellungs-
formel

u(t;xo) = exp(tA)zo + /0 exp((t — s)A)r(s,u(s;x0))ds.

Fiir t € [0,7*(z0)) konnen wir alle Terme mithilfe der Wahlen von «, K und p aus Schritt 1 abschétzen
und erhalten so

ultsao)| < lexplt)faol + [ flexpl(t =) (s ds
< Kexp(=ateal + [ exp(=alt = ) g luts:ao)| ds

t
< Kexp(—at)|zg| + %exp(—at)/ exp(—as)|u(s; zo)| ds,
0
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woraus wir

t
a
exp(at)|u(t; o) < Klzo| + 5/ exp(—as)|u(s; zo)| ds
0

folgern. Mit dem Lemma von Gronwall, angewandt auf die stetige Funktion w(t) := exp(at)|u(t; zo)|,
schliefen wir dann
exp(at)|u(t; zo)| < Klzo| exp(at/2)
fiir ¢ € [0, T*(z0)), was dquivalent zur Behauptung (6.2) ist.
Schritt 3: Beweis der asymptotischen Stabilitit. Wir profitieren nun davon, dass die rechte Seite der

Abschitzung in (6.2)) monoton fallend in ¢ ist und im Limes ¢ — oo verschwindet. Dies erlaubt uns,
zunéichst “gute” Anfangswerte zo € RV zu finden: gilt némlich g € B,/2x(0), so folgt

lu(t; 20)| < K% exp(—at/2) <2 fir alle t € [0, T*(20)),

=2
und dies ist nach Definition von T*(z¢) nur dann moglich, wenn T*(zg) = co gilt. Dies bedeutet nichts

anderes, als dass alle Losungen u(t; o) fiir x9 € B,/2x(0) auf ganz Rg‘ existieren, was wesentlich fiir
den Nachweis von Attraktivitdt und Stabilitéit ist. Es folgen nun

o Attraktivitit, denn fiir alle o € B, /25 (0) gilt wegen Schritt 2 nun tatséchlich

lu(t; z0)| < gexp(fozt/Z) —0 bei t — o0

e Stabilitit, denn fiir jedes € > 0 erfiillt die Lésung u( -;xg) mit Startwert o € By(0) fiir die Wahl
0 :== min{e, p}/(2K) die Abschitzung

min{z, p}

; <K
jult; 20)] < KL

exp(—at/2) < e. O

Korollar 6.13 (iiber linearisierte asymptotische Stabilitit fiir autonome Systeme). Seien D' C RN
offen und f € CH(D',RN). Ist Zy € D' eine Nullstelle von f, so dass alle Eigenwerte von D f(Zg)
negativen Realteil haben, so ist die Losung p = Ty des autonomen Systems

asymptotisch stabil.

Beweis. Mit der Entwicklung um die Ruhelage Zy wie am Anfang des Abschnitts konnen wir das auto-
nome System umschreiben als

(u—To) = Alu — To) + r(u — To; To)

mit A = Df(Z) und einer Funktion r € CY(D’ — Zo, RY) mit 7(0;Z¢) = 0 und Dr(0;Z) = 0. Wir
mochten nun Satz mit D =R x (D’ + Zy) auf das System

v = Av + r(v; To)

anwenden. Um die Voraussetzung an r zu verifizieren, betrachten wir ein beliebiges ¢ > 0. Dazu
bestimmen wir ein § > 0 mit Bs(0) C D’, so dass ||Dr(z)|| < e fir alle x € Bs(0) gilt. Mit dem
Mittelwertsatz folgt dann schon

|r(z)| < e|z] fiir alle z € B;(0),

und wegen der Beliebigkeit von € > 0 gilt Da alle Eigenwerte von A nach Voraussetzung negativen
Realteil haben, zeigt die Anwendung von Satz dass die triviale Losung v = 0 asymptotisch stabil
ist, und dies impliziert, dass die Losung pu = Zg fiir das urspriingliche System v’ = f(u) asymptotisch
stabil ist. O
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Bemerkungen 6.14.

(i) Besitzt Df(To) einen Eigenwert mit positivem Realteil, so kann man zeigen, dass die Lidsung
W= g instabil ist, siche [6].

(ii) Besitzt D f(Zo) Eigenwerte mit verschwindendem Realteil und sonst nur solche mit negativem Real-
teil, so ist im Gegensatz zu linearen Systemen im Allgemeinen keine Aussage maglich (unabhingig
von der geometrischen Vielfachheit des Eigenwerts). Das Stabilititsverhalten hingt hier von der
Art der Nichtlinearitit, und zwar selbst schon fiir skalare Gleichungen erster Ordnung: die triviale
Lésung =0 st

e fiir die Gleichung v’ = —u® asymptotisch stabil (mit Losung u(t; zo) = sign(xo)(xg? +1t)~1/2
fir jedes xq),

o fiir die Gleichung v’ = 0 stabil, aber nicht asymptotisch stabil (mit Losung u(t;zo) = xo fir
jedes xp),

e fiir die Gleichung v’ = u? instabil (mit Losung u(t;zo) = (x5t —t)~" fir xo # 0, wobei die
Lasungen fiir xo > 0 nur auf (—oo,xy ") existieren),

(die Liosungsformeln findet man hier jeweils mit Trennung der Variablen).

6.4 Ljapunovfunktionen und die direkte Methode

Als Abschluss wollen wir fiir autonome Systeme u’ = f(u) noch eine effektive Methode kennenlernen,
um die Ruhelagen auf Stabilitdt zu untersuchen.

Definition 6.15. Seien D' C RN offen und f € C(D',RYN). Eine Funktion V € C*(D') heifit Ljapu-
novfunktion fiir die Gleichung v’ = f(u), falls

VVi(z)- f(z) <0 fiir alle x € D' gilt,
d.h. falls die Richtungsableitung von V entlang des Vektorfeldes f nicht-positiv ist.

Bemerkung 6.16. Ist u € C1(I,D') fiir ein offenes Intervall I C R eine Losung zu v’ = f(u), so gilt
mit der Kettenregel
d
dt
auf I, und damit ist t = V(u(t)) eine monoton fallende Funktion. Aus diesem Grund wird VV (z)- f(x)
manchmal auch mit V(x) notiert, da man sich im Wesentlichen fiir die Ableitung von V (u(t)) nach der
Zeitvariable interessiert.

V(u(t)) = VV(u(t)) - ' (t) = VV (u(t)) - f(u(t)) <0

Beispiele 6.17.

(i) Skalare Gleichungen (d.h. N = 1): Ist F eine Stammfunktion von f € C(R), so ist V := —F eine
Ljapunovfunktion fir die Gleichung v’ = f(u), denn es gilt

VV(z)-f(x)=V'(z)f(x) = —f(2)? <0  firallezcR.
(ii) Ebene Systeme (d.h. N = 2): Besitzt das System v’ = f(u) mit f: D' — R? Lipschitz-stetig ein
erstes Integral, also eine Funktion F: D' — R mit

_ OF(x1,12)
B axl

OF (21, x2)

VF(@) - /() o

fi(zy, x2) + fa(z1,22) =0 fiir alle x € D',

so ist dies offensichtlich auch eine Ljapunovfunktion fiir das System v = f(u). Damit sind Lja-
punovfunktionen Verallgemeinerungen von (Hamiltonschen Funktionen und) ersten Integralen.
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(iii) In den Ubungen wurde mithilfe von Polarkoordinaten das autonome System

uy = ug +uy (1 —u? —ul)
uh = —uy +ug(l —u? —u3)

auf D' = R? untersucht. Fiir V(xy,x9) = 2% + 23 gilt

P e =2 <x1> . ( vo +21(1-af - @))

2 —x1 +x2(1 — a1 — 25

=2(2%(1 - 2% — 23) + 23(1 — af — 23)) = 2J2[*(1 — |2*)

fiir alle x € R2, und daher ist Vs (x1,22) = 22 + x3 eine Ljapunovfunktion fir das System
auf R? \ B1(0), und V< (z1,22) == —2% — 23 eine Ljapunouvfunktion fiir das System auf Bi(0).
Solche “lokalen” Ljapunoufunktionen reichen fiir Stabilititsuntersuchungen typischerweise aus, wie
wir spiter sehen werden (und dies liegt daran, dass Stabilitit bzw. Instabilitit selbst eine lokale
Eigenschaft ist).

Satz 6.18 (Subniveaumengen von Ljapunovfunktionen). Seien D’ C RY offen, f: D' — RN Lipschitz-
stetig und V € C1(D') eine Ljapunovfunktion fiir die Gleichung v’ = f(u). Fiir jedes xo € D' gilt dann
Ot (zog) C{r e D':V(z) < V(xg)}

(und man sagt, dass die Subniveaumengen von Ljapunovfunktionen positiv invariant beziglich v’ = f(u)

sind).

Beweis. Diese Aussage folgt direkt aus der in Bemerkung hergeleiteten Tatsache, dass die Funktion
t — V(u(t)) monoton fallend ist, denn damit gilt fiir ¢ € [0, 1T (x¢))

Vu(t;zo)) < V(u(0;20)) = V(xo) . O

In Satz haben wir fiir autonome Gleichungen die a- und w-Grenzmengen bereits iiber (Schnitte
von) Halborbits beschrieben. Nun kénnen wir die w-Grenzmenge auch iiber Ljapunovfunktionen be-
schreiben:

Satz 6.19 (w-Grenzmengen mittels Ljapunovfunktionen). Seien D' C RY offen, f: D’ — RN Lipschitz-
stetig und V € CY(D') eine Ljapunovfunktion fiir die Gleichung u' = f(u). Fiir jedes xo € D' gilt

w(xg) C{x e D'": VV(z)- f(x) =0}.
Beweis. Sei z* € w(xg) C D’ ein w-Grenzpunkt zu xq, d.h. es gibt eine Folge (tx)ren in [0, 00) mit

lim ¢, = oo und x* = lim wu(tg; o).
k— o0 k—o0
Aus der Tatsache, dass t — V(u(t)) monoton fallend ist, und mit der Stetigkeit von V folgt daher fiir
jedes k € IN
V(u(te; o)) = lim V(u(ty; o)) =V ( lim u(te;zo)) = V(a*).
k—o0 k— 00

Da nach Annahme fiir jedes ¢ > 0 ein Index k(t) existiert mit ¢ <t schliefen wir (wiederum aus der
Monotonie) sogar
V(u(t;z0)) > V(u(tpe); xo) > V(z™) fiir alle ¢t > 0. (6.3)

Falls die Behauptung VV (z*) - f(z*) = 0 nicht gelten wiirde, so miisste nach Definition der Ljapunov-
funktion die strikte Ungleichung VV (z*) - f(2*) < 0 gelten. Damit wére die Funktion ¢ — V (u(t; z*))
nahe bei 0 streng monoton fallend, denn es gilt

iV(U(f;w*)) = VV(u(t;2")) - flu(t;2™))| = VV(z")- f(z7) <0,

dt t=0 t=0
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und dementsprechend findet man ein 7 > 0 mit
Vu(r;z*)) < V(u(0;2%)) =V (z*).

Mit der Flusseigenschaft aus Proposition und der stetigen Abhéngigkeit von den Anfangsdaten in
Satz [3:34] folgt nun

lim w(T + tg;20) = lim w(7;u(ty; xo) = u(r;2*).
k—o0 k—o00

Daher impliziert die Stetigkeit von V
klim V(u(r + ti;xo)) = V(u(r;z*)) < V(z¥),
— 00

was im Widerspruch zu (6.3) steht. Daher folgt VV'(z*)- f(z*) = 0 und die Behauptung ist bewiesen. O

Nun kommen wir zu der fiir uns wichtigsten Anwendung von Ljapunovfunktionen, nidmlich der
Untersuchung der Ruhelagen des autonomen Systems u’ = f(u) auf Stabilitit, asymptotische Stabilitét
oder Instabilitdt. Wir wenden dabei die sogenannte direkte Methode von Ljapunov an, bei der man direkt
aus der Untersuchung einer geeigneten Ljapunovfunktion auf die Stabilitdtseigenschaften schliefen kann,
ohne die Losungen des Systems explizit zu kennen.

Satz 6.20 (iiber die direkte Methode von Ljapunov). Seien D' C RN offen, f: D' — RN Lipschitz-
stetig und V. € CY(D') eine Ljapunouvfunktion fiir die Gleichung v’ = f(u). Eine Ruhelage Ty € D’
151
(i) stabil, falls Zg ein striktes Minimum von V ist, d.h. es gilt
V(z) > V(Zo) fiir alle x € D'\ {Zo};
(ii) asymptotisch stabil, falls To ein striktes Minimum von V ist und zusdtzlich
VV(z)- f(x) <0  fir allex € D"\ {Zo} gilt;

In diesem Fall ist fir ¢ > V(%) die Menge {x € D": V(z) < ¢}, falls sie kompakt in D’ ist, Teil
des Finzugsbereichs von Tg;

(iii) instabil, falls Zog kein lokales Minimum von V ist, d.h. fir jede Umgebung U(Zo) von Ty gibt es
ein T € U(Zo) mit V(Z) < V(Zo), und zusdtzlich

VV(z)- f(x) <0  fiir allex € D"\ {Zo} gilt.

Bemerkungen 6.21.

(i) Fiir jede Ruhelage g € D’ gilt f(Zo) = 0 und damit automatisch VV (Zg)- f(Zo) = 0. Daher wurde
in der Formulierung des Satzes auf eine Vorschrift an VV (x) - f(x) fir x = Zo verzichtet.

(i) Da mit jeder Ljapunouvfunktion V€ C*(D’) auch V — V(Zo) eine Ljapunovfunktion ist, wird in
der Literatur manchmal auch V(o) = 0 vorausgesetzt.

(iii) Der Satz lisst sich auch einfach lokalisieren, d.h. es reicht, die (strikte) Minimaleigenschaft und
das Verhalten von VV (z)- f(x) in einer Umgebung von Ty zu kennen. Beim Nachweis von Stabilitit
muss man ndmlich tatsichlich nur nachweisen, dass die Differenz |u(t; xo) — Zo| fiir hinreichend
Ekleine Abweichungen |xo — Zo| klein bleiben. Ahnlich muss man fiir Instabilitit nur zeigen, dass
eine vorgegebene Umgebung von To verlassen wird.

(iv) Die Schwierigkeit in der Anwendung der direkten Methode von Ljapunov besteht in der Regel
im Finden einer geeigneten Ljapunovfunktion. Konstante Funktionen sind natirlich trivialerweise
(erste Integrale und) Ljapunovfunktionen, lassen aber keine Aussage zum Stabilititsverhalten zu.
Tatsdchlich gibt es kein allgemeingiiltiges Verfahren, um geeignete Ljapunovfunktionen zu finden
(oder die Existenz einer solchen zu sichern, was die Anwendung des letzten Satzes erlaubt). Zu-
mindest gibt es aber einige Strategien, und manchmal reicht es sogar schon, das System v’ = f(u)
als kleine Stérung einer linearen Gleichung zu betrachten (siche etwa Beispz'el.
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Beweis. Ohne Einschréinkung diirfen wir 0 € D', o = 0 und V/(0) = 0 annehmen (ansonsten betrachten
wir f(z) == f(z + Zo) und die Ljapunovfunktion V(z) := V(z + Zo) — V(Zo) zur Differentialgleichung
@' = f(u) auf der offenen Menge D’ :== D’ — Zy).
(i) Nachweis der Stabilitit: Wir fixieren ein beliebiges ¢ > 0 mit B.(0) C D’ und definieren
me :==min {V(z): v € RY mit |z| =¢} > 0.

Wegen der Stetigkeit der Ljapunovfunktion V' sowie V(0) = 0 finden wir nun ein § = d(¢) € (0,¢)
mit der Eigenschaft

0<V(a) < ”; fiir alle z € RY mit |z] < 6.

Wir zeigen nun, dass die Losungen zu v’ = f(u) mit Anfangswert zo € B;s(0) auf ganz [0, c0)
existieren und dort ausschlieBlich Werte in B (0) annehmen, womit die Ruhelage 0 dann stabil
ist.

Sei also zg € Bs(0) gegeben. Mit dem Satz von Picard-Lindelof und dem Satz iiber die
maximale Losung existiert eine eindeutige Losung u( - ; zg) der Differentialgleichung v’ = f(u) mit
Anfangswert u(0) = zo, mit maximalem Existenzintervall (I~ (zo), " (zg)). Mit der Monotonie
von t — V(u(t; zo)) wissen wir auBerdem

Vi(u(t; o)) < V(u(0;20)) = V(o) <

fiir t € [0, " (z0)). Nach Definition von m. muss u(t; ) € B:(0) fiir alle ¢t € [0, IT(z)) gelten,
also ist O (zp) insbesondere in einer kompakten Menge des Definitionsbereichs D’ enthalten, so
dass I't(zg) = oo aus Satz (iii) und damit die behauptete Stabilitét folgt.

(ii) Nachweis der asymptotischen Stabilitit: Wir fixieren xg € Bs(0) mit § > 0 wie in (i). Damit wissen
wir also, dass die Losung u( - ; zg) auf ganz [0, 00) existiert, dort nur Werte in B, (0) annimmt, und
wir wollen nun zeigen, dass sogar

lim wu(t;z9) =0
t—o0

gilt, womit wir dann auch die Attraktivitit der Ruhelage 0 gezeigt hitten.

Nach Voraussetzung ist ¢t — V' (u(t; zo)) nicht-wachsend und nach unten durch 0 beschrinkt, also
existiert Vo > 0 mit
Vo = lim V(u(t; o)) -

t—o00

Mit dem Mittelwertsatz finden wir daher eine Folge (tx)kren in [0, 00) mit

d
lim ¢ = o0 und lim aV(u(tk;xo)) = klim VV (u(te; zo)) - fu(tr;xo)) =0.
—00

k—o0 k—o0
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(iii)

(diese Folge kann man konstruieren, indem man Ty > 1 fixiert, so dass Vo < V (u(t; z9)) < Vo+1 fiir
alle t > T} gilt und dann fiir jedes k¥ € IN mit dem Mittelwertsatz ein ¢y, € [kTp, kTp + k] bestimmt
mit 0 < LV (u(ty;z0)) = (V(u(kTo; 20)) — V (u(kT + k; 20)))/n < 1/n). Da |u(ty; z0)| < € wegen
der Stabilitét gilt, konnen wir (nach Ubergang auf eine Teilfolge) auBerdem annehmen, dass

lim u(tk; Io) = Iy fiir ein zg € EE(O)
k—o00

gilt. Wegen der Stetigkeit von VV und f gilt dann aber
0= lim VV(u(t;zo)) - f(ultrizo)) = VV(Zo) - f(2o),

und dies ist nach Voraussetzung lediglich fiir g = 0 moglich. Damit konvergiert also zumindest
eine Teilfolge von (u(t;20))i>0 bei t — oo gegen 0. Daraus folgt Vo = 0, und weil O striktes
Minimum von V' war, auch die behauptete Konvergenz u(t; ) — 0 fiir ¢ — oo.

Beweis der Aussage iiber den Einzugsbereich: Ist die Menge D!, = {x € D’: V(z) < ¢} fiir
ein beliebiges ¢ > 0 kompakt in D', so kann man die Argumente von oben im Wesentlichen
wiederholen: nach Satz gilt fiir jede maximale Losung, die in einem Punkt 2o € D/, startet,
O%(zg) C D. und nach Satz somit I*(zg) = oo. In den Beweis der Konvergenzaussage
lim¢, oo u(t; 29) = 0 ging die genaue e-6 Beziehung dann gar nicht mehr ein, so dass D’ also
tatséchlich Teil des Einzugsbereichs von 0 ist.

Nachweis der Instabilitdt: Angenommen, 0 wére eine stabile Ruhelage. Dann wiirde zu jedem € > 0
mit B.(0) C D’ ein § > 0 existieren, so dass fiir alle 2o € Bs(0) die Losung u(-;xg) auf ganz
[0, 00) existiert und

lu(t; zo)| < e fiir alle ¢t > 0

erfiillt. Da 0 nach Voraussetzung keine Minimum von V' ist, finden wir zunéchst ein &y € B;(0)
mit V(Zo) < V(0) = 0 und dann wegen der Stetigkeit von V ein & < € mit

V(z) > V(Zo) fiir alle x € B:(0) .
Aus der Tatsache, dass t — V(u(t; Zo)) monoton fallend ist, schlieBen wir
V((u(t; 20)) < V(Zo) fir alle t > 0, (6.4)

also muss |u(t;Zg)| > € fiir alle t > 0 gelten. Andererseits wissen wir aus der angenommenen
Stabilitdt bereits |u(t; £9)| < €, so dass insgesamt

O(&o) C B:(0) \ B£(0)

gelten muss. Da diese Menge kompakt ist sowie den Ursprung nicht enthélt und VV - f nach
Annahme negativ aulerhalb des Ursprungs ist, gilt also

My = max {VV(z)- f(z): 2 € B.(0) \ B:(0)} <0.
Daher folgt

Viltiin) = Vo) + [ TViu(sido)) ds
=V (Zo) +/0 VV (u(s; o)) - fu(s; To))ds < V(&o) + Myt — —oo beit — 0.

Dies widerspricht (6.4), und damit ist die Ruhelage 0 wie behauptet instabil. O
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Beispiel 6.22 (Pendelgleichung mit Reibungsterm). In der Einleitung haben wir bereits das mathe-
matische Pendel kennenlernt und die Bewegung tber eine Differentialgleichung fiir den Winkel u(t)
beschrieben. Beriicksichtigen wir zusdtzlich einen mdglichen Reibungsterm, so erhalten wir die (nor-
mierte) Gleichung

v’ +r(u') +sin(u) =0,

wobei wir annehmen, dass r € C1(R)
r(0)=0, 7' (z)>0 wund r(z)zr>0 firalexeR

erfillt. Diese Bedingung sind dadurch gerechtfertigt, dass in Ruhe keine Reibung wirken soll, bei hoherer
Geschwindigkeit auch eine grofiere Reibung auftreten soll und die Reibung grundsdtzlich der Geschwin-
digkeit entgegen wirkt. Beispiele fiir zulissige Reibungstermine sind damit insbesondere

r(x) =0, 7r(z)=cx oder 7r(z)=ca®

fiir eine positive Konstante ¢ und alle x € R. Formen wir diese Gleichung zweiter Ordnung als ein
System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung (mit uy und ug anstelle von u und u') um, so
erhalten wir das autonome System

{uﬁZ U & o = flu) mit f(a:)_< To )

uh = —r(ug) —sin(uy) —7r(x2) — sin(z)
Die Ruhelagen dieses Systems sind genau die Punkte
(km,0) mitk € Z.

Wegen der 2m-Periodizitit von f beziiglich der x1-Variable haben alle Ruhelagen fiir gerade k das glei-
che Stabilititsverhalten wie die Ruhelage (0,0), und alle Ruhelagen fiir ungerade k das gleiche Stabi-
lititsverhalten wie die Ruhelage (m,0). Wir kénnen uns daher im Folgenden auf die Untersuchung der
Ruhelagen (0,0) und (m,0) beschrinken. Die intuitive Vorstellung ist, dass die obere Ruhelage (m,0)
instabil sein sollte, da bei noch so kleiner Abweichung von der Ruhelage eine grofie Pendelbewegung
beginnt. Die untere Ruhelage dagegen sollte im Allgemeinen stabil sein, da bei kleiner Abweichung von
der Ruhelage eine kleine Pendelbewegung startet, und diese kann bei Auftreten von Reibung im Limes
t — oo wieder zur Ruhe kommen. Dies wollen wir nun mathematisch verifizieren.

Untersuchung der Ruhelagen iiber Linearisierung: Wir berechnen zundchst D f und bestimmen dann
die Figenwerte in den Ruhelagen. Es gilt

Df(xl,xg):< 0 ! ) und damit Df(kvr,O):((l(;kH 7}(0)).

—cos(xzy) —7r'(x2)
Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist
p(A) = A +7(0)A + (—1)*

mit den (komplexen) Nullstellen
Ay = f( — 1 (0) £ /1(0)2 — 4(—1)k) .

e Ruhelage (0,0): beide Eigenwerte von D f(0,0) haben wegen r'(0) > 0 nicht-positiven Realteil.

— Fir v’ (0) = 0 (dies tritt insbesondere im reibungsfreien Fall v = 0, aber auch fir r(x) =
cx® auf) haben beide Eigenwerte Realteil 0 und daher ist iber Korollar keine Aussage
moglich.

— Fir r'(0) > 0 haben beide Eigenwerte negativen Realteil und es gilt nach Korollar|6.13| daher
asymptotische Stabilitét.
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e Ruhelage (7,0): beide Eigenwerte sind reell mit A\_ < 0 < Ay, und die Existenz des positiven
FEigenwertes bedeutet nach Bemerkung Instabilitét.

Untersuchung der Ruhelagen iiber die direkte Methode von Ljapunov: Um eine geeignete Ljapunov-
Funktion fiir die Untersuchung der Stabilitit der Ruhelagen zu finden, kénnen wir das System als
Storung der reibungsfreien Situation v = 0 auffassen, schliefSlich interessieren wir uns in erster Li-
nie fiir Losungen mit kleinem us. Fiir diesen Fall haben wir in Beispiel [5.18| die Hamilton-Funktion

1
H(zy,29) = —cos(x1) + 1+ §x§

bestimmt, die man als Gesamtenergie (also Summe aus potentieller und kinetischer Energie) auffas-
sen kann, die nétig ist, um einen Massepunkt aus dem Ursprung in die Position (x1,x2) zu bringen.
Tatsdchlich gilt nun

VH(z1,22) - f(21,0) = <Si”(”31)) - ( T2 )) = —ayr(s) < 0

o —sin(x1) — r(x
fiir alle x € R?, also ist H eine Ljapunovfunktion fir v’ = f(u).

e Ruhelage (0,0): Wegen H(0,0) = 0 < H(x1,x2) fir alle (x1,22) # 0 mit |x1| < 27 ist (0,0)
striktes lokales (und globales) Minimum. Unabhingig vom Auftreten des Reibungsterms gilt also
nach Satz[6.20] immer Stabilitit.

— Fiir r(z)x > 0 kann man im Allgemeinen nicht mehr als die Stabilitit folgern (zu beachten
ist hier, dass die Lisungen im reibungsfreien Fall r = 0 periodisch sind und damit (0,0) nicht
attraktiv sein kann).

— Fir r(x)z > 0 fir  # 0 (lokal bei 0 reicht) gilt die strikte Ungleichung VH(x1,x2) -
flz1,22) < 0 fiir xo # 0. Zwar gilt hier nicht in einer ganzen Umgebung vom Ursprung
die strikte Ungleichung, jedoch kann man mit einem etwas allgemeineren Kriterium, dem In-
varianzprinzip von LaSalle, sogar asymptotische Stabilitéit zeigen. Zu beachten ist hier, dass
r(z)z > 0 eine allgemeinere Bedingung als r'(0) > 0 ist (mit Ljapunov und LaSalle kann
etwa auch r(z) = cx® behandelt werden).
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