Universitit Augsburg
Mathematisch-Naturwissenschaftliche
Fakultit

Wolfgang Steimle

Master-Vorlesung im Sommersemester 2016:
Algebraische K-Theorie

Was haben die Kardinalitit einer endlichen Menge, die Dimension eines endlich-dimensionalen
Vektorraums, und die (reduzierte) Euler-Charakteristik eines endlichen CW-Komplexes gemein-
sam? Erstens sind alle drei Groken invariant, d. h. es gilt:

IX| = |X], falls X, X' bijektiv,
dimV = dim V", falls V, V' isomorph,
X(X) = x(X') falls X, X’ homotopiedaquivalent.

Zweitens sind alle drei Invarianten additiv, was sich in den folgenden drei Gleichungen mani-
festiert:

[ X| = Y[+ [X-Y],
dimV = dim U + dim(V/U),
X(X) = x(Y) + x(X/Y),

wobei im ersten Fall Y C X eine Teilmenge ist, im zweiten Fall U C V ein Untervektorraum,
und im dritten Fall Y C X ein Unterkomplex.

Drittens schlieflich kann man zeigen, dass alle drei Invarianten sogar universell mit die-
ser Eigenschaft sind: Jede beliebige Invariante, etwa von endlichen Mengen, die die oberen
Gleichungen erfiillt, ist ein Vielfaches der Kardinalitdtsfunktion.

In der algebraischen K-Theorie konstruiert und untersucht man solche additiven Invarianten
in verschiedenen Kontexten. Man kann recht einfach zeigen, dass universelle additive Invarianten
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen existieren. Sie sind allerdings typischerweise nicht mehr
ganzzahlig, sondern nehmen Werte in gewissen abelschen Gruppen an (den sogenannten K-
Gruppen). Beispiel hierfiir ist die Ky-Gruppe eines topologischen Raums, wie sie im Seminar
iiber topologische K-Theorie nidher studiert wird, sowie die Ky-Gruppe eines Rings, die von
Grothendieck in der algebraischen Geometrie eingefiihrt wurde. Swan und Siebenmann haben
gezeigt, dass auch letztere wichtige Anwendungen in der Topologie hat.

Auch das Signum einer Permutation X — X oder die Determinante eines Automorphismus
V — V sind in einem geeigneten Sinne additiv. Ein weiteres Ziel der Vorlesung ist es zu
diskutieren, warum das Signum von der Kardinalitdtsfunktion und die Determinante von der
Dimensionsfunktion abgeleitet sind. Die abgeleitete Invariante der (verallgemeinerten) Euler-
Charakteristik ist die sogenannte Whitehead-Torsion, die eine wichtige Rolle in der Topologie
spielt.

Die Vorlesung soll mit einem Ausblick abschlielen, welche Rolle algebraische K-Theorie im
Studium der Diffeomorphismengruppe einer geschlossenen Mannigfaltigkeit spielt.

Diese Vorlesung ist zweistiindig und richtet sich an Master-Studenten sowie weiter fortgeschrittene
Horer. Bei erfolgreichem Ablegen einer 20-miniitigen miindlichen Priifung kann sie im Wahlbereich des
Master mit 3 LP eingebracht werden.



