H23-T2-A3

a) Seien G; und G, endliche Gruppen und |G| teilerfremd zu |G,|. Sei weiter H C G; x G, eine
Untergruppe. Zeigen Sie, dass es Untergruppen H; € G; und H, C G, gibt mit H = H; x H,.

b) Geben Sie zwei Gruppen G; und G, an sowie eine Untergruppe H C G; x G,, sodass H nicht
von der Form H; x H, fiir zwei Untergruppen H; € G; und H, C G; ist.
c) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n mit folgenden Eigenschaften:
i) Fir jeden Teiler k > 0 von n gibt es eine Untergruppe U von G der Ordnung k.
ii) G ist nicht abelsch.

Zeigen Sie, dass G nicht einfach ist.

Losung

a) Da H C Gy x G, Untegruppe ist H ebenfalls eine endliche Gruppe, wird also von endlich vielen
Elementen erzeugt also H = (xi, ..., xx).Da |G|, |G;| teilerfremd sind, gibt es zu jedem x; ein-
deutig bestimmte n;, m; sodass n;||G;| und m,||G;| sowie ord(x;) = n;m;. Insbesondere sind also

n; und m; teilerfremd. Man erhalt
() = (X = ()™,

wobei die erste Gleichheit aus dem Lemma von Bézout folgt. Insbesondere gilt x;" € {1} x G,
und x" € G; x{1}. Hieraus folgert man, dass x| und x;nj fiir alle 1 < i, j < k kommutieren. Man
erhilt daher

H = (™, x, = (o o (™ 1),

wobei (x|, ..., x*) C {1} x G, und (x{",...,x;"*) C G; x {1}. Betrachte nun die Gruppenhomo-

morphismen

pr; : Gi1xG, > G, (y1,32) = Wi,
firi € {1, 2}. Man setze nun %; : = pr,(x;) sowie x; := pr,(x;) fiir alle i € {1, ..., k}. Hieraus erhalt
man nun

H = (5™, 5 x (5™, 5



b) Man betrachte die Untergruppe H = {(0,0),(1,1)} C Z/27Z. x 7./ 2Z.

¢) Zunichst zeigen wir das folgende Lemma:
Sei p die kleinste Primzahl, so dass p|#G gilt und H C G eine Untergruppe mit Index (G : H) = p.
Dann ist H schon ein Normalteiler.

Betrachte die natiirliche Operation von G auf G/H (in der Homomorphismus-Form)

p:G—S(G/H), g ([o] = [go])
(wobei S(G/H) :={f : G/H — G/H | f bijektiv} die Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen
der p-elementigen Menge G/H sei, also S(G/H) = S, nach Nummerieren).
Es gilt ker(p) C H, denn

g € ker(p) = [go] = [o] fur alle [c] € G/H - insbesondere fir o = 1
=[g]l=[1]=g€H.

Nach dem Homomorphiesatz hat man den injektiven Gruppenhomomorphismus
G/ ker(p) <> S(G/H)
und mit Lagrange folgt dann #(G/ ker(p))|p!. Also wissen wir
i) #(G/ ker(p))|p! und ii) #(G/ ker(p))|#G

Nach Voraussetzung ist aber ggT(p!, #G) = p (weil p der kleinste Primteiler von #G ist), also
folgt
i) und ii) = #(G/ ker(p)) | ggT(p!,#G) =p .

Wegen ker(p) € H € G und #(G/H) = p, folgt daraus schnell ker(p) = H.

Jetzt konnen wir die eigentliche Aufgabe angehen:

Sei p der kleinste Primteiler von n = #G. Dann gibt es nach Voraussetzung eine Untergruppe
U mit % Elementen, also mit Index (G : U) = p. Insbesondere ist U C G. Nach dem Lemma
ist U < G ein Normalteiler. Der Fall U = {1} kann nur eintreten, wenn n = p gilt, aber dann
wire G zyklisch (und somit abelsch), im Widerspruch zur Voraussetzung. Also haben wir einen

Normalteiler {1} # U C G gefunden.



