F23-T2-Al
a) Es seien a,b € Z. Zeigen Sie:

7| (10a +b) = 7| (a — 2b).

b) Bestimmen Sie, fiir welche r € R das folgende lineare Gleichungssystem (i) keine,
(ii) genau eine, (iii) unendlich viele Lésungen hat.

re + oy + 2z =1
z + ry + 2z =1
r + vy + rz =1

c) Geben Sie ein externes direktes Produkt zyklischer Gruppen an, das isomorph ist
zur Einheitengruppe (Z/40Z)*.
(Hinweis: Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen.)

d) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren des Endomorphis-

T T — 2z
e:RP =R o(ly]) = 0
z —2x + 4z
Losungsvorschlag. Zu a). Da Zz7 ein Korper ist, gilt:
7| (10a + b) <= [0]7 = [10a + b]7
<= [0]7 = [5]7 - [10a + b]7
<= [0]7 = [50]7[a]7 + [5]7[b]7
< [0]7 = [1]7[al7 + [-2]7[b]7
<~ [0]7 = [a — 2b]7
<~ 7| (a—2b)
r 1 1
Zu b). Wir berechnen zunéchst die Determinante von A:= [ 1 r 1
1 1 r

det(A) =73 +2—3r=(r —1)*(r +2).

Im Falle von r # 1 und r # —2 ist A invertierbar und damit gibt es genau eine Losung
der Gleichung A - v = 1, nimlich A= -1

Fiir r = 1 sieht man leicht, dass [ = (1/3 1/3 1 /S)T eine Losung des Gleichungs-
systems ist. Wegen rg(A) = 1 < 3 hat Av = 0 unendlich viele Losungen, sodass auch das
inhomogene Gleichungssystem unendlich viele Losungen hat.



Fiir r = —2 gibt es keine Losung: angenommen, es gibe eine solche, dann fiihrt Auf-
addieren der drei Gleichungen zu dem Ergebnis

Oz + Oy + 0z = 3,

was ein Widerspruch ist.
Zu c). Unter Verwendung des chinesischen Restsatzes sieht man leicht:

Ly = (Zs X Zg)™ =L X L =Ly X Lo X Ls.

In der letzten Isomorphie ist eingegangen, dass alle Elemente von Z§ = {1,3,5,7} Ord-
nung 2 haben, sodass Z4 als Isomorphietyp ausscheidet und nach dem Hauptsatz iiber
endlich erzeugte abelsche Gruppen nur der Isomorphietyp Zo X Zs infrage kommt.

Zu d). Die Abbildung ¢ ist gegeben durch v — M - v fiir

1 0 =2
M:=10 0 0
-2 0 4

Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom
xu(A) =det(M — Al3) = —A(1 = \)(4 = \) +4X = - A(\2 —5A +4 —4) = - (A —5),

sodass wir die Eigenwerte Ay = 5 und Ao = 0 ablesen kénnen. Wir bestimmen weiter die
Figenrdume:

-4 0 =2 2 01 1
o Eyf(A) =ker(M —5I3)=ker | 0 —5 0 | =ker(0 1 O0]=([ 0 |),
-2 0 -1 0 0 0 —2
=€y
1 0 -2 1 0 -2 2 0
o Fy(A2) =ker(M—0I3) =ker | 0 0 O |=ker[{O0O 0O O |=(|l0]),[1]).
-2 0 4 00 0 1 0
—— N~
=e2 =:e3

Dankenswerterweise sind die Eigenvektoren bereits orthogonal, denn man sieht leicht
e10eg = eg0eg = egoe; = 0. Die ersten beiden miissen noch normalisiert werden, was

uns schlussendlich die Basis )
7625 €3

1
1o
NN

liefert.



