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Kapitel 1

Einleitung

Im Rahmen dieser Vorlesungen wollen wir einige Typen partieller Differentialgleichungen mathematisch
untersuchen. In diesem Kapitel wird zunächst erklärt, um was es sich bei einer partiellen Differential-
gleichung überhaupt handelt und wie man diese klassifizieren kann. Im Anschluss werden einige typische
Fragestellungen und konkrete Beispiele von partiellen Differentialgleichungen vorgestellt.

1.1 Partielle Differentialgleichungen und klassische Lösungen

Eine gewöhnliche Differentialgleichung (ODE) ist eine Gleichung, in der eine unbekannte Funktion in
einer Variablen und einige ihrer Ableitungen vorkommen. Eine partielle Differentialgleichung (PDE)
ist die natürliche Verallgemeinerung auf Gleichungen, die von einer unbekannten Funktion in mehreren
Variablen sowie einigen ihrer partiellen Ableitungen abhängen.

Definition 1.1. Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn mit n ≥ 2, und sei k ∈ N. Eine partielle Diffe-
rentialgleichung ist eine Gleichung der Form

E
(
x, u(x), Du(x), . . . , Dku(x)

)
= 0 in Ω (1.1)

für eine unbekannte Funktion u : Ω→ R (und ihre Ableitungen Du, . . . ,Dku bis zur Ordnung k), wobei

E : Ω×R×. . .×Rnk → R eine gegebene Funktion ist. Entsprechend bezeichnet man als System partieller
Differentialgleichungen eine Gleichung der Form (1.1), wenn die unbekannte Funktion u und die gegebene

Funktion E vektorwertig sind, d. h. wenn u : Ω → RN und E : Ω × RN × . . . × RNnk → RN gilt.
Die höchste Ableitungsordnung, die in Gleichung (1.1) auftritt, nennt man die Ordnung der partiellen
Differentialgleichung.

Bemerkung 1.2. Häufig unterdrückt man die explizite Nennung der x-Abhängigkeit von u und schreibt
kürzer

E
(
x, u,Du, . . . ,Dku

)
= 0 in Ω .

Bemerkung 1.3. In der Definition des Systems partieller Differentialgleichungen wurde hier verlangt,
dass (1.1) aus ebensovielen Gleichungen besteht wie unbekannten Funktionen vorkommen (das System
heißt in diesem Fall bestimmt). Dies ist typischerweise der Fall, jedoch ist es prinzipiell auch möglich,
dass es mehr Gleichungen als unbekannte Funktionen gibt (überbestimmt) bzw. dass es weniger Glei-
chungen als unbekannte Funktionen gibt (unterbestimmt). Durch die Ergänzung (unnötiger) Kompo-
nentenfunktionen der unbekannten Funktion u bzw. Gleichungen kann man jedoch immer den Fall aus
der Definition erreichen.

Partielle Differentialgleichung (oder Systeme partieller Differentialgleichung) lassen sich nicht nur
nach ihrer Ordnung oder der Anzahl der Gleichungen (und Anzahl der unbekannten Komponenten-
funktionen) klassifizieren, sondern auch danach, ob die Gleichung in der höchsten oder sogar in allen
Ableitungsordnungen der unbekannten Funktion linear ist.
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Definition 1.4 (Klassifikation für PDEs). Die partielle Differentialgleichung (1.1) der Ordnung k heißt

(i) linear, falls sie linear in der unbekannten Funktion u und allen ihren partiellen Ableitungen ist
und die dazugehörigen Koeffizienten nur von der unabhängigen Variable x abhängen, d. h. falls
man sie in der Form ∑

|α|≤k

aα(x)Dαu(x)− f(x) = 0

schreiben kann, wobei f und aα (für Multiindizes α mit |α| ≤ k) Funktionen sind. Im Fall f ≡ 0
nennt man sie außerdem homogen, andernfalls inhomogen;

(ii) semilinear, falls sie linear in der höchsten Ableitung Dku der unbekannten Funktion u ist und die
dazugehörigen Koeffizienten nur von der unabhängigen Variable x abhängen, d. h. falls man sie in
der Form ∑

|α|=k

aα(x)Dαu(x) + E0

(
x, u(x), Du(x), . . . , Dk−1u(x)

)
= 0

schreiben kann, wobei E0 und aα (für Multiindizes α mit |α| = k) Funktionen sind;

(iii) quasilinear, falls sie linear in der höchsten Ableitung Dku der unbekannten Funktion u ist und die
dazugehörigen Koeffizienten nur von der unabhängigen Variable x und allen Ableitungen D`u mit
` ≤ k − 1 abhängen, d. h. falls man sie in der Form∑

|α|=k

aα
(
x, u(x), Du(x), . . . , Dk−1u(x)

)
Dαu(x) + E0

(
x, u(x), Du(x), . . . , Dk−1u(x)

)
= 0

schreiben kann, wobei E0 und aα (für Multiindizes α mit |α| = k) Funktionen sind;

(iv) voll nichtlinear in allen anderen Fällen, d. h. wenn sie nichtlinear in der höchsten Ableitung Dku
der unbekannten Funktion u ist.

Bemerkung 1.5. Aus der Definition ist sofort klar, dass jede lineare PDE auch semilinear ist und
jede semilineare PDE auch quasilinear, und man kann sich leicht überlegen, dass die Umkehrung nicht
immer gilt. Wir haben also

{lineare PDEs} ( {semilineare PDEs} ( {quasilineare PDEs} ( {PDEs}.

Der Sinn einer solchen Klassifikation erschließt sich nicht sofort, ist aber insofern von Bedeutung,
als dass manche Methoden (etwa für Existenz- oder Regularitätsaussagen für Lösungen) für alle PDEs
einer bestimmten Klassifikation (evtl. mit gewissen Zusatzbedingungen) anwendbar sind. Für diese
Vorlesung werden wir uns auf einige sehr klassische Methoden beschränken und diese auch nur für
verhältnismäßig einfache partielle Differentialgleichungen ausführen (auch wenn sie sich grundsätzlich
in größerer Allgemeinheit anwenden lassen), insgesamt gelten nämlich die folgenden Faustregeln:

• lineare Gleichungen einer Ordnung sind einfacher zu behandeln sind als nichtlineare Gleichungen
der gleichen Ordnung (insbesondere, wenn sich die Nichtlinearität auf die höchste Ableitungsord-
nung auswirkt),

• Gleichungen niedriger Ordnung sind technisch weniger aufwändig als Gleichungen höherer Ord-
nung,

• Gleichungen sind einfacher als Systeme von Gleichungen (bei diesen können die einzelnen Kom-
ponentenfunktionen miteinander interagieren),

• Gleichungen in niedrigerer Raumdimension n sind einfacher als Gleichungen in höherer Raumdi-
mension.

Konkret werden wir uns im Wesentlichen auf Gleichungen zweiter Ordnung konzentrieren, und zwar
lediglich auf die folgenden Typen:
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Definition 1.6 (Typeinteilung für PDEs zweiter Ordnung). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn und

E : Ω×R×Rn×Rn2 → R eine gegebene Funktion, so dass p 7→ E(x, u, z, p) für alle x ∈ Ω, u ∈ R und
z ∈ Rn von der Klasse C1 ist.

(i) Die partielle Differentialgleichung E(x, u(x), Du(x), D2u(x)) = 0 in Ω heißt elliptisch, falls die
(n× n)-Matrix (

DpijE(x, u, z, p)
)

1≤i,j≤n (1.2)

für alle x ∈ Ω, u ∈ R, z ∈ Rn und p ∈ Rn2

positiv definit ist; sie heißt elliptisch entlang einer
Funktion u, falls dies für die (n× n)-Matrix(

DpijE(x, u(x), Du(x), D2u(x))
)

1≤i,j≤n (1.3)

für alle x ∈ Ω gilt;

(ii) Die partielle Differentialgleichung E(x, u(x), Du(x), D2u(x)) = 0 in Ω heißt hyperbolisch, falls

die (n × n)-Matrix in (1.2) für alle x ∈ Ω, u ∈ R, z ∈ Rn und p ∈ Rn2

genau einen negativen
und n − 1 positive Eigenwerte besitzt; sie heißt hyperbolisch entlang einer Funktion u, falls dies
für die (n× n)-Matrix in (1.3) für alle x ∈ Ω gilt;

(iii) Die partielle Differentialgleichung E(x, u(x), Du(x), D2u(x)) = 0 heißt parabolisch (entlang einer
Funktion u), falls man sie in der Form D1u = E′(x, u(x), D′u(x), (D′)2u(x)) in Ω schreiben kann,

wobei D′ für die Ableitung (D2, . . . , Dn) steht und E′ : Ω × R × Rn−1 × R(n−1)2 → R eine C1-
Funktion ist, so dass die entsprechenden (n− 1)× (n− 1)-Matrizen aus (1.2) bzw. (1.3) (nun mit
2 ≤ i, j ≤ n) positiv definit sind.

Die Begriffe elliptisch, hyperbolisch und elliptisch sind hier zwar für potentiell nichtlineare partielle
Differentialgleichungen formuliert, die Idee hierbei ist jedoch, dass die Taylor-Entwicklung erster Ord-
nung von E um jeden Punkt eine lineare, elliptische Gleichung zweiter Ordnung liefert. Im Fall linearer
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung reicht es dabei, aufgrund von geeigneten Koordina-
tentransformation, die folgenden drei Grundgleichungstypen zu studieren.

Beispiel 1.7 (Typeinteilung für lineare PDEs zweiter Ordnung). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn

und seien aij, bi, c und f für i, j ∈ {1, . . . , n} gegebene skalarwertige Funktionen auf Ω.

(i) Die lineare Differentialgleichung der Form∑
1≤i,j≤n

aij(x)Diju(x) +
∑

1≤i≤n

bi(x)Diu(x) + c(x)u(x)− f(x) = 0

ist elliptisch, falls die (n× n)-Matrix (aij)1≤i,j≤n für alle x ∈ Ω positiv definit ist;

(ii) Die lineare Differentialgleichung der Form

D11u(x)−
∑

2≤i,j≤n

aij(x)Diju(x) +
∑

1≤i≤n

bi(x)Diu(x) + c(x)u(x)− f(x) = 0

ist hyperbolisch, falls die ((n− 1)× (n− 1))-Matrix (aij)2≤i,j≤n für alle x ∈ Ω positiv definit ist;

(iii) Die lineare Differentialgleichung der Form

D1u(x)−
∑

2≤i,j≤n

aij(x)Diju(x) +
∑

2≤i≤n

bi(x)Diu(x) + c(x)u(x)− f(x) = 0

ist parabolisch, falls die ((n− 1)× (n− 1))-Matrix (aij)2≤i,j≤n für alle x ∈ Ω positiv definit ist.
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Als Modellfälle für elliptische, hyperbolische und parabolische Gleichungen werden wir im nächsten
Abschnitt die Laplace- oder Poissongleichung, die Wellengleichung und die Wärmeleitungsgleichung ken-
nenlernen (und diese später in aller Ausführlichkeit untersuchen). Grundsätzlich lässt sich hier sagen,
dass gerade elliptische und die hyperbolischen Gleichungen zum Teil sehr unterschiedliche Techniken
erfordern und verschiedene Charakteristika aufzeigen, und dass die parabolischen Gleichungen dazwi-
schen liegen und mit sowohl den elliptischen als auch den hyperbolische Gleichungen einige Eigenschaften
teilen (in diesem Sinne sind die parabolischen Gleichungen so etwas wie die Schnabeltiere).

Im Laufe der Vorlesung werden wir uns mit Lösungen partieller Differentialgleichungen und deren
Eigenschaften beschäftigen. Insbesondere interessieren wir uns dafür, ob und, falls ja, wie viele Lösungen
es zu einem bestimmten partiellen Differentialgleichungstyp gibt, wie die Lösungen von den Daten
(wie Anfangswerte oder Randbedingungen) abhängen und welche qualitative Eigenschaften sie besitzen
(Differenzierbarkeit bzw. Regularität, Beschränktheit, Verhalten bei Unendlich oder nahe Singularitäten,
explizite Lösungsformeln etc.).

Im Gegensatz zu gewöhnlichen Differentialgleichungen, für die mit dem Satz von Peano und von
Picard–Lindelöf eine recht gute Existenz- und Lösungstheorie bekannt ist, gibt es im Fall von partiellen
Differentialgleichungen keine allgemeine Lösungstheorie (die Klasse der partiellen Differentialgleichun-
gen ist für eine solche Theorie einfach viel zu groß). Vielmehr entwickelt man für spezielle Klassen
partieller Differentialgleichungen (oder auch nur für Modellgleichungen, die beispielsweise für Anwen-
dungen von Bedeutung sind) methodisch unterschiedliche Herangehensweisen, die die Existenz einer
Lösung sicherstellen. In jedem Fall müssen wir zunächst einen geeigneten Lösungsbegriff definieren. Der
einfachste ist der der klassischen Lösung.

Definition 1.8. Eine Funktion u : Ω → R (bzw. u : Ω → RN im Fall von Systemen) heißt klassische
Lösung der partiellen Differentialgleichung (1.1) k-ter Ordnung, falls u ∈ Ck(Ω) (bzw. u ∈ Ck(Ω,RN ))
gilt und die Gleichung (1.1) überall in Ω erfüllt ist.

Man kann sich leicht überlegen, dass nicht jede partielle Differentialgleichung eine klassische Lösung
besitzt (wie etwa die Gleichung |Du|2 + 1 = 0). Für eine große Klasse von partiellen Differentialglei-
chungen wird sich jedoch auch herausstellen, dass der Lösungsbegriff der klassischen Lösung sehr stark
ist und man viel einfacher (z. B. mit Methoden der Funktionalanalysis) die Existenz einer sogenannten
“schwachen Lösung” zeigen kann. Solche schwachen Lösungen müssen insbesondere nicht mehr von der
Klasse Ck, sondern nur noch in einem schwachen Sinn differenzierbar sein, und sie müssen die partielle
Differentialgleichung nicht mehr überall erfüllen, sondern nur noch in einem schwachen (Integral-)Sinn.
Da schwache Lösungen der Definition nach insbesondere nicht mehr regulär sind, muss Regularität hier
gesondert untersucht werden (und es ist durchaus möglich, dass schwache Lösungen keine klassischen
Lösungen sind).

Ist die Existenz einer Lösung gesichert, stellt man häufig die Frage nach einer Beschreibung oder
auch der Anzahl der Lösungen. Ohne weitere Anforderungen an die Lösungen kann die Gesamtheit
aller Lösungen sehr groß sein (die Gleichung D1D2u = 0 im R2 etwa besitzt als allgemeine klassische
Lösung u(x1, x2) := v1(x1) + v2(x2) für beliebige Funktionen v1, v2 ∈ C1(R)), und so werden häufig
Nebenbedingungen verlangt, die aus der Gesamtheit der Lösungen bestimmte Lösungen selektieren. Ein
Beispiel einer solchen Nebenbedingung (im skalaren Fall N = 1) sind vorgeschriebene Randwerte, die
mittels einer Gleichung der Form

B
(
x, u(x), Du(x), . . . , Dk−1u(x)

)
= 0 auf ∂Ω

festgelegt werden, wobei B : ∂Ω×R× . . .×Rnk−1 → R eine weitere vorgegebene Funktion ist.

Gibt es zu einer partiellen Differentialgleichung unter gewissen Nebenbedingungen eine eindeutig
Lösung und ist diese zusätzlich stabil (d. h. bewirkt eine kleine Änderung der Daten nur eine kleine
Änderung der Lösung), so spricht man von einem wohlgestellten Problem.
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1.2 Einige Beispiele partieller Differentialgleichungen

Viele Phänomene der Natur-, Sozial- oder Wirtschaftswissenschaften lassen sich (zumindest näherungs-
weise) in Form von partiellen Differentialgleichungen formulieren und beschreiben. Wenn man allein
an die physikalischen Gesetze denkt, so treten dort zahlreiche partielle Differentialgleichungen auf. Die
unbekannte Funktion u stellt hierbei den Zustand des physikalischen Systems dar (etwa die Temperatur-
oder Teilchendichteverteilung), und die Funktion E beschreibt die physikalische Gesetze (sowie Inter-
aktionen des Systems mit äußeren Kräften), gemäß denen sich der Zustand entwickelt oder verhält.
Um hierbei auch Zeitevolutionen betrachten zu können, ist es zweckmäßig, anstelle von einem offenen
Teilmenge Ω im Rn eine Menge der Form (0, T )×Ω als Grundraum zu betrachten. Mit x ∈ Ω bezeichnet
man dann die Raumkoordinaten, mit t die Zeitkoordinate, und um die unterschiedlichen Rollen auch für
die Ableitungen zu unterscheiden, verwendet man für eine Funktion u : (0, T )×Ω→ R üblicherweise die
Notation ∂tu oder ut für die Ableitung von u nach der Variable t und die Notation Du für die Ableitung
von u nach den Variablen x.

Nun wollen wir uns die Form einiger partielle Differentialgleichungen konkret anschauen, die sowohl
in der mathematischen Theorie als auch in Anwendungen eine bedeutende Rolle spielen.

• Laplacegleichung (linear, elliptisch):

∆u = divDu =

n∑
i=1

DiDiu = 0 in Ω .

Der Differentialoperator ∆ heißt Laplace-Operator, und Lösungen der Laplacegleichung werden
als harmonische Funktionen bezeichnet. Wie wir in Kapitel 2 sehen werden, besitzen harmo-
nische Funktionen eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften (vergleichbar mit denen holomor-
pher Funktionen in der komplexen Ebene). Die Laplace-Gleichung und ihre inhomogene Varian-
te, die Poisson-Gleichung, werden insbesondere für die Beschreibung verschiedener physikalischer
Phänomene verwendet, wie beispielsweise für stationäre (d. h. nicht zeitabhängige) Temperatur-
verteilungen, elekrostatische Potentiale und Gravitationspotentiale.

• Helmholtz-Gleichung (linear, elliptisch):

∆u = λu in Ω

für λ ∈ R. Diese Gleichung ist die Eigenwertgleichung für den Laplaceoperator (und die Laplace-
gleichung ist somit der Spezialfall der Helmholtzgleichung für λ = 0).

• Euler–Lagrange-Gleichung für Variationsintegrale (quasilinear):

divDzf(x, u,Du) = Duf(x, u,Du) in Ω .

Solche Gleichungen treten typischerweise auf, wenn man eine (hinreichend reguläre) Energiedichte
f : Ω×R×Rn → R betrachtet und kritische Punkte (oder Minimierer) des Energiefunktionals

F [w] :=

∫
Ω

f(x,w(x), Dw(x)) dx

in einer bestimmten Klasse von physikalischen Zuständen w : Ω→ R untersuchen möchte (dies ist
Gegenstand der Vorlesung “Variationsrechnung”). Im einfachsten Fall, dass f von der Klasse C2

ist und u : Ω→ R ein Minimierer von F unter allen Funktionen in C2(Ω)∩C0(Ω) mit Randwerten
von u ist, kann man leicht die obige Euler–Lagrange-Gleichung herleiten. Betrachtet man nämlich
eine beliebige Funktion ζ ∈ C∞0 (Ω), so weiß man wegen der Minimierungseigenschaft von u, dass

d

dε
F [u+ εζ] =

d

dε

∫
Ω

f
(
x, u(x) + εζ(x), Du(x) + εDζ(x)

)
dx = 0
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gilt. Unter unseren Voraussetzungen können nun Integration und Differentiation vertauscht wer-
den. Bezeichnet man die Ableitung von f nach der zweiten Variable mit Duf und die Ableitung
nach der dritten Variable mit Dzf , dann berechnet man mithilfe der partiellen Integrationsregel

0 =

∫
Ω

(
Duf(x, u(x), Du(x))ζ(x) +Dzf(x, u(x), Du(x)) ·Dζ(x)

)
dx

=

∫
Ω

(
Duf(x, u(x), Du(x))−

n∑
i=1

DiDzif(x, u(x), Du(x))
)
ζ(x) dx .

Da ζ ∈ C∞0 (Ω) beliebig war, folgt nun mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung
(Übungen), dass der Ausdruck in runden Klammern in ganz Ω verschwinden muss, d. h. also,
dass u die zugehörige Euler–Lagrange-Gleichung tatsächlich erfüllt.

• Minimalflächengleichung (quasilinear, elliptisch):

div
( Du

(1 + |Du|2)1/2

)
= 0 in Ω .

Diese Gleichung stellt die Euler–Lagrange-Gleichung des Flächenfunktionals

A[w] =

∫
Ω

(1 + |Dw(x)|2)1/2 dx

dar. Wenn u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) also ein Minimierer von A zu vorgegebenen stetigen Randwerten
ist, so besitzt der Graph von u den kleinsten Flächeninhalt unter allen Funktionen mit diesen
Randwerten und u erfüllt die Minimalflächengleichung.

• Monge–Ampère-Gleichung (voll nichtlinear):

detD2u = f(x, u,Du) in Ω .

Diese Gleichung findet sowohl bei einigen Problemen in der Differentialgeometrie ihre Anwendung,
wie beispielsweise bei der Konstruktion von Graphen mit vorgeschriebener Gauß-Krümmung K(x)
(dann mit der Wahl f(x, u, z) = K(x)(1 + |z|2)(n+2)/2), als auch bei optimalen Transportproble-
men.

• Wärmeleitungsgleichung (linear, parabolisch):

∂tu−∆u = 0 in R+ × Ω .

Diese Gleichung werden wir in Kapitel 3 genauer untersuchen. Sie modelliert allgemeine Diffusi-
onsprozesse, wobei man unter Diffusion die Bewegung von Teilchen in Richtung des Konzentra-
tionsgradient versteht, und zwar von einem Ort hoher Konzentration zu einem Ort niedrigerer
Konzentration. Insbesondere die Verteilung von Wärme folgt diesem Prinzip, und in diesem Fall
entspricht u(t, x) der Temperatur im Punkt x ∈ Ω zum Zeitpunkt t.

• Reaktions-Diffusions-Gleichung (semilinear, parabolisch):

∂tu−∆u = f(t, x, u) in R+ × Ω .

Diese Gleichung enthält neben der Diffusion einen sogenannten Reaktionsterm f(t, x, u), über den
man die Bewegung einer Konzentration weiter kontrollieren kann (bei der Verteilung von Wärme
könnte man eine zusätzliche zeit- und raumabhängige Heizung berücksichtigen). Da die Funktion
f auch explizit von der Konzentration u selbst abhängen darf, spielt diese Gleichung auch bei der
Beschreibung chemischer Prozesse eine große Rolle.
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• System der Navier-Stokes-Gleichungen (semilinear, parabolisch):

∂tu−∆u+ u ·Du = −Dp in R+ × Ω .

Diese Gleichung modelliert die Strömung von inkompressiblen Flüssigkeiten. Sie ist ein System
von partiellen Differentialgleichungen für die beiden unbekannten Größen des Flüssigkeitsfeldes
u : R+ × Ω→ Rn und des Drucks p : R+ × Ω→ R.

• Transportgleichung (linear):

∂tu+ b(t, x) ·Du = 0 in R+ × Ω .

Hier wird die Bewegung einer Konzentration u entlang eines vorgegebenen Geschwindigkeitsfeldes
b : R+ × Ω → Rn modelliert. Wenn das Geschwindigkeitsfeld b ∈ Rn konstant und Ω der Rn ist,
so kann man sich einfach überlegen, dass gegebene Anfangswerte u0 ∈ C1(Rn) gemäß der Formel
u(t, x) := u0(x− bt) “transportiert” werden (vgl. Übungen).

• Wellengleichung (linear, hyperbolisch):

∂2
t u−∆u = 0 in R+ × Ω .

Diese Gleichung werden wir in Kapitel 4 genauer untersuchen. Sie modelliert allgemeine Schwin-
gungsvorgänge in elastischen Medien in Raum und Zeit: in einer Raumdimension lässt sich so
beispielsweise die die Auslenkung einer Saite, in zwei Raumdimensionen die die Schwingung ei-
ner Membran, und in drei Dimensionen die Ausbreitung von Wellen (wie etwa Schall, Licht oder
Wasserwellen) beschreiben.

• Erhaltungsgesetze (quasilinear):

∂tu+ divF (u) = 0 in R+ × Ω .

Diese Gleichung tritt insbesondere in der Fluidmechanik sowie der Modellierung physikalischer
Prozesse auf. Der Name leitet sich davon ab, dass unter der Randbedingung F (u) = 0 auf ∂Ω
(und Ω hinreichend regulär) die Größe

∫
Ω
u(t, x) dx nicht von der Zeit t abhängt.

Es gibt noch viele weitere bekannte und anwendungsbezogene partielle Differentialgleichungen, wie
etwa die Hamiltonschen Gleichungen in der Kontinuumsmechanik, die Schrödingergleichung in der Quan-
tenmechanik, die Maxwell-Gleichungen in der Elektrodynamik und die Boltzmann-Gleichung in der sta-
tistischen Physik. Wir interessieren uns in dieser Vorlesung aber vor allem für die Mathematik, und auch
dort spielen partielle Differentialgleichungen als eigenständiges Forschungsgebiet seit vielen Jahren eine
bedeutende Rolle. So waren etwa unter den 23 berühmten Problemen, die David Hilbert auf dem In-
ternationalen Mathematiker-Kongress in Paris im Jahre 1900 vorstellte, zwei Probleme, die sich auf die
Theorie partieller Differentialgleichungen und der Variationsrechnung bezogen, nämlich die Regularität
und Existenz von (schwachen) Lösungen:

Hilberts 19. Problem: “Sind die Lösungen regulärer Variationsprobleme stets notwendig
analytisch?”

Hilberts 20. Problem: “... ob nicht jedes reguläre Variationsproblem eine Lösung besitzt,
sobald hinsichtlich der gegebenen Grenzbedingungen gewisse Annahmen – etwa die Stetigkeit
und stückweise öftere Differenzierbarkeit der für die Randbedingungen maßgebenden Funk-
tionen – erfüllt sind und nötigenfalls der Begriff der Lösung eine sinngemäße Erweiterung
erfährt.”

Hilbert hatte hierbei die Euler–Lagrange-Gleichungen für Variationsintegrale im Sinn (und zwar
insbesondere den Fall n = 2 und N = 1), wie sie oben in den Beispielen vorgestellt wurde. Diese
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beiden Fragen gelten inzwischen für vergleichsweise allgemeine Variationsprobleme für gelöst (und die
Antworten können auch im Rahmen einer Mastervorlesung erklärt werden). Die allgemeine Theorie
partieller Differentialgleichungen ist jedoch immer noch ein aktives Forschungsgebiet, und so sind trotz
jahrelanger mathematischer Forschung selbst einige anscheinend recht einfache Gleichungen noch weit
davon entfernt, verstanden zu sein (zum Beispiel stellt die Analyse von Existenz und Regularität von
Lösungen der dreidimensionalen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen eines der sieben Millenium-
Probleme dar, die vom Clay Mathematics Institute ausgewählt wurden).
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Kapitel 2

Die Laplace- und Poissongleichung

2.1 Vorbereitungen

Notationen. Die wichtigsten Funktionenräume für den ersten Teil dieser Vorlesungen sind die Räume
stetiger (und k-fach stetig differenzierbarer) Funktionen sowie die Lebesgue-Räume. Hierbei verwenden
wir die folgenden Konventionen:

Definition 2.1. Sei Ω eine Teilmenge in Rn.

(i) C(Ω) = C0(Ω) ist die Menge aller stetigen Funktionen f : Ω→ RN ;

(ii) C0(Ω) ist die Menge aller Funktionen f ∈ C(Ω), deren Träger spt f := {x ∈ Ω: f(x) 6= 0} ⊂ Ω
kompakt in Ω ist.

Sei Ω nun eine offene Teilmenge in Rn und k ∈ N.

(iii) Ck(Ω) ist die Menge aller Funktionen f ∈ C(Ω) so dass die partiellen Ableitungen Dβf für alle
Multiindizes β ∈ Nn0 mit |β| ≤ k auf Ω stetig sind;

(iv) Ck(Ω) ist die Menge aller Funktionen in Ck(Ω), deren Ableitungen bis zur Ordnung k beschränkt
sind und stetig auf Ω fortgesetzt werden können;

(v) C∞(Ω) :=
⋂
k∈N C

k(Ω) ist die Menge aller glatten Funktionen in C(Ω);

(vi) Ck0 (Ω) := Ck(Ω) ∩ C0(Ω) ist die Menge aller k-fach stetig differenzierbarer Funktionen, die kom-
pakten Träger in Ω haben.

Außerdem werden für die Untersuchung partieller Differentialgleichungen die Funktionenräume Ck,α

der (lokal) Hölder-stetigen Funktionen eine große Rolle spielen (mit k ∈ N0 und α ∈ (0, 1]). Diese
sind Teilräume der Ck-Funktionenräume, in denen Stetigkeit “quantitativ” gemessen werden kann, und
bestehen im Fall k = 0 aus allen (lokal) α-Hölder stetigen Funktionen und im Fall k > 0 aus allen
Funktionen, deren k-te Ableitungen noch (lokal) α-Hölder-stetig sind. Um eine präzise Definition geben
zu können, erinnern wir zunächst daran, dass eine Funktion f : S → R, mit S eine Teilmenge des Rn,
in einem Punkt x0 ∈ S auf S Hölder-stetig mit Hölderexponent α ist, falls eine Konstante Cx0 existiert,
so dass

|f(x)− f(x0)| ≤ Cx0
|x− x0|α für alle x ∈ S

gilt, und sie ist lokal auf S Hölder-stetig mit Hölderexponent α, falls dies für alle kompakt in S enthal-
tenen Teilmengen K der Fall ist. Entsprechend definiert man durch die Betrachtung beliebiger Punkte
aus S die α-Hölder Seminorm von f in S als

[f ]C0,α(S) := sup
x6=y∈S

{ |f(x)− f(y)|
|x− y|α

}
.
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Definition 2.2. Sei Ω eine offene Teilmenge in Rn, k ∈ N und α ∈ (0, 1].

(i) C0,α(Ω) ist die Menge aller Funktionen f ∈ C(Ω), so dass [f ]C0,α(K) für jede kompakte Menge
K ⊂ Ω endlich ist;

(ii) C0,α(Ω) ist die Menge aller beschränkten Funktionen f ∈ C(Ω), so dass [f ]C0,α(Ω) endlich ist;

(iii) Ck,α(Ω) ist die Menge aller Funktionen f ∈ Ck(Ω) so dass [Dβf ]C0,α(K) für jede kompakte Menge
K ⊂ Ω und jeden Multiindex β ∈ Nn0 der Länge |β| = k endlich ist;

(iv) Ck,α(Ω) ist die Menge aller Funktionen f ∈ Ck(Ω), deren Ableitung bis zur Ordnung k alle
gleichmäßig auf Ω beschränkt sind und so dass [Dβf ]C0,α(Ω) für jeden Multiindex β ∈ Nn0 der

Länge |β| = k endlich ist.

Bemerkung 2.3. Für die Hölderräume auf offenen Mengen gibt es unterschiedliche Konventionen.
Häufig werden die Räume C0,α(Ω) auch als die Raume der gleichmäßig Hölder-stetigen Funktionen
eingeführt, so dass die hier definierten Räume den Räumen C0,α

loc (Ω) entsprächen. Je nach Fragestel-
lung mag die eine oder die andere Konvention vorteilhafter sein. In unserem Fall gelten zumindest die
Inklusionen

C1(Ω) ⊂ C0,α(Ω) ⊂ C(Ω)

(wohingegen die Gültigkeit der Inklusion C1(Ω) ⊂ C0,α(Ω) vom Gebiet abhängt).

Bemerkung 2.4. Die Räume Ck(Ω) und Ck,α(Ω) sind Banachräume (d. h. vollständige, normierte
Räume), bezüglich der folgenden Normen:

‖f‖Ck(Ω) :=
∑

0≤|β|≤k

sup
x∈Ω

|Dβf(x)| ,

‖f‖Ck,α(Ω) := ‖f‖Ck(Ω) +
∑
|β|=k

[Dβf ]C0,α(Ω) .

Definition 2.5. Sei A eine messbare Teilmenge in Rn und p ∈ [1,∞]. Wir bezeichnen mit Lp(A) den
Lebesgue-Raum der (Äquivalenzklassen der) messbaren Funktionen f : A→ R, für die

‖f‖Lp(A) :=


(∫

A

|f |p dx
) 1
p

falls 1 ≤ p <∞

ess sup
A
|f | falls p =∞

endlich ist. Mit Lploc(A) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen, die für jede offene Teilmenge O b A
zum Raum Lp(O) gehören.

Bemerkung 2.6. Die Äquivalenzklassenbildung ist notwendig, um einen “schönen” Funktionenraum
zu erhalten. Betrachtet man dagegen die Räume Lp(A) aller messbarer Funktionen mit endlicher Lp-
Norm, so wäre das zwar ein Vektorraum, er erfüllt jedoch nicht das Hausdorffsche Trennungsaxiom
(Funktionen, die bis auf eine Lebesgue-Nullmenge übereinstimmen, können nicht unterschieden wer-
den). Dieses Problem wird gelöst, indem man zunächst den Teilraum aller Funktionen in Lp(A) nimmt,
für die die Lp-Norm verschwindet, und dann den Raum Lp(A) als den Quotientenraum von Lp(A) nach
diesem Teilraum definiert (Elemente in Lp(A) sind dann also Äquivalenzklassen von messbaren Funk-
tionen, die bis auf eine Lebesgue-Nullmenge übereinstimmen). Obwohl es sich also streng genommen bei
den Elementen von Lp(A) um Äquivenzklassen handelt, spricht man typischerweise von Funktionen in
Lp(A).

Bemerkung 2.7. Die in der Definition definierte Zuweisung f 7→ ‖f‖Lp(A) ist eine Norm, mit der der
Raum Lp(A) zu einem Banach-Raum wird (vgl. Vorlesung zur Funktionalanalysis). Die Dreiecksunglei-
chung wird hierbei als die Minkowski-Ungleichung bezeichnet, und die Vollständigkeit von Lp(A) bzgl.
dieser Norm als Satz von Riesz–Fischer.
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Für integrierbare Funktionen auf messbaren Teilmengen des Rn bzw. einer k-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit führen wir außerdem eine Kurzschreibweise für Mittelwerte ein. Ist A eine messbare
Menge des Rn mit 0 < Ln(A) <∞ und f ∈ L1(A), so setzen wir∫

−
A

f dx = Ln(A)−1

∫
A

f dx .

Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit im Rn mit 0 < Hk(M) <∞ und f ∈ L1(M), so setzen
wir vollkommen analog ∫

−
M

f dHk = Hk(M)−1

∫
M

f dHk .

Integrationstheorie. Wir werden im Laufe der Vorlesung einige Resultate aus der (mehrdimensio-
nalen) Integationstheorie benötigen. Die Aussagen werden hier lediglich kurz wiederholt und für die
Beweise sei auf die Literatur (oder die Vorlesung Analysis III) verwiesen. Zunächst brauchen wir die
Transformationsformel, die eine Verallgemeinerung der (eindimensionalen) Integrationsregel durch Sub-
stitution darstellt:

Satz 2.8 (Transformationsformel, vgl. [4], Kapitel V.4.2). Sei Ω eine offene Teilmenge in Rn und T ∈
C1(Ω, T (Ω)) ein C1-Diffeomorphismus (T bildet also Ω bijektiv auf T (Ω) ab und die Umkehrabbildung
T−1 erfüllt T−1 ∈ C1(T (Ω),Ω)). Eine Funktion f ist genau dann Ln-integrierbar über T (Ω), wenn die
Funktion (f ◦ T )|det(DT )| Ln-integrierbar über Ω ist. In diesem Fall gilt∫

T (Ω)

f dx =

∫
Ω

(f ◦ T )|det(DT )| dx .

Beispiel 2.9 (Polarkoordinaten). Mithilfe der Transformationsformel und dem Satz von Fubini kann
man insbesondere n-dimensionale Integrale in Integrale über (n− 1)-dimensionale Sphären umwandeln:
ist f integrierbar auf einer Kugel Br(x0) ⊂ Rn, so ist für fast alle ρ ∈ [0, r] die Funktion f auch auf
den Sphären ∂Bρ(x0) integrierbar und es gilt∫

Br(x0)

f dx =

∫ r

0

∫
∂Bρ(x0)

f dHn−1 dρ .

Uns werden außerdem häufiger parameterabhängige Integrale begegnen. Ein hinreichendes Kriterium
für Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit behandelt das folgende Resultat:

Satz 2.10 (vgl. [4], Kapitel IV.4). Sei Ω eine messbare Menge in Rn, I = (a, b) ein offenes Intervall
in R, und f : Ω× I → R eine Funktion, so dass f(·, t) messbar ist für alle t ∈ I. Angenommen, es gilt

(i) für fast alle x ∈ Ω ist f(x, ·) stetig,

(ii) für alle t ∈ I gibt es ein ε > 0 mit (t− ε, t+ ε) ⊂ I und sups∈(t−ε,t+ε) |f(·, s)| ∈ L1(Ω),

so ist für alle t ∈ I die Funktion f(·, t) über Ω integrierbar, und die Funktion g : I → R, definiert mittels

g(t) :=

∫
Ω

f(x, t) dx ,

ist stetig auf I. Gilt zusätzlich

(iii) für fast alle x ∈ Ω ist f(x, ·) stetig differenzierbar,

(iv) für alle t ∈ I gibt es ein ε > 0 mit (t− ε, t+ ε) ⊂ I und sups∈(t−ε,t+ε) |Dtf(·, s)| ∈ L1(Ω),

so ist g stetig differenzierbar auf I und es gilt

Dtg(t) =

∫
Ω

Dtf(x, t) dx
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Bemerkungen 2.11. Die Voraussetzungen (ii) und (iv) sind insbesondere dann erfüllt, wenn man für f
bzw. Dtf eine von t unabhängige, über Ω integrierbare Majorante findet. Dass man für die Stetigkeit
bzw. stetige Differenzierbarkeit ein Form von gleichmäßiger Integrabilität von f bzw. Dtf benötigt, lässt
sich anhand der folgenden Beispiele, vgl. [7, p. 123], einsehen.

Sei f1 : (0, 1)× (−1, 1)→ R gegeben durch f1(x, t) := exp(−|t|/x)|t|/x2. Nach Definition ist f1(x, ·)
für alle x ∈ (0, 1) stetig, und für g1(t) :=

∫
(0,1)

f1(x, t) dx ergibt sich g1(t) = exp(−|t|) falls t 6= 0 und

g1(0) = 0, so dass g1 unstetig in t = 0 ist. Die Bedingung der gleichmäßigen Integrabilität ist in diesem
Fall verletzt, denn es gilt

sup
−ε<s<ε

|f(x, s)| ≥ f(x, εx) = exp(−ε)ε/x /∈ L1((0, 1)) .

Sei f2 : (0, 1) × (−1, 1) → R gegeben durch f2(x, t) := exp(−t2/x)t3/x2. Für alle x ∈ (0, 1) ist
damit f2(x, ·) stetig differenzierbar mit Dtf2(x, t) = exp(−t2/x)(3t2/x2−2t4/x3). Man sieht leicht, dass
g2(t) :=

∫
(0,1)

f2(x, t) dx stetig differenzierbar ist, mit g2(t) = t exp(−t2) und g′2(t) = exp(−t2)(1− 2t2)

für t ∈ (−1, 1). Damit folgt dann

Dt

∫
(0,1)

f2(x, 0) dx = 1 6= 0 =

∫
(0,1)

Dtf2(x, 0) dx .

Ähnlich wie im ersten Beispiel ist auch hier die Bedingung der gleichmäßigen Integrabilität an Dtf2(·, t)
verletzt.

Schließlich benötigen wir noch den Satz von Gauß, mit dessen Hilfe man das Integral der Diver-
genz eines Vektorfeldes über (reguläre) Mengen in ein (gerichtetes) Integral des Vektorfeldes über den
Rand (und umgekehrt) umwandeln kann. Der Satz von Gauß stellt damit eine Verallgemeinerung des
Hauptsatzes des Differential- und Integralrechnung auf höherdimensionale Mengen dar.

Satz 2.12 (Satz von Gauß, vgl. [10], Kapitel 12.4). Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn mit
C1-Rand ∂Ω. Für jedes Vektorfeld F ∈ C0(Ω,Rn) ∩ C1(Ω,Rn) mit divF ∈ L1(Ω) gilt∫

Ω

divF dx =

∫
∂Ω

F · ν dHn−1 ,

wobei ν (=νΩ) den äußeren Einheitsnormalenvektor von Ω und Hn−1 das (n − 1)-dimensionale Haus-
dorffmaß bezeichnet.

Beispiel 2.13 (Zusammenhang von Kugelvolumen und Kugeloberfläche). Wendet man den Satz von
Gauß für die Kugel Br(0) ⊂ Rn (mit ν(x) = x/|x|) auf das Vektorfeld F (x) = x (mit divF (x) = n) an,
so erhält man

nLn(Br(0)) =

∫
Br(0)

divF dx =

∫
∂Br(0)

|x| dHn−1 = rHn−1(∂Br(0))

für beliebige Radien r > 0 und insbesondere nωn = nLn(B1(0)) = Hn−1(∂B1(0)). Da durch die Trans-
formationsformel das Skalierungsverhalten von Kugel bezüglich ihres Radius bekannt sind, gelten also
die folgenden Formeln für Volumen Oberflächen von n-dimensionalen Kugeln

Ln(Br(0)) = rnLn(B1(0)) und Hn−1(∂Br(0)) = rn−1Hn−1(∂B1(0)) .

Als Folgerungen aus dem Satz von Gauß ergibt sich eine partielle Integrationsregel und die Green-
schen Formeln:

Korollar 2.14. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn mit C1-Rand ∂Ω. Sind f, g ∈ C1(Ω)∩C(Ω)
mit |Df |, |Dg| ∈ L1(Ω) und i ∈ {1, . . . , n}, so gilt die partielle Integrationsregel∫

Ω

Difg dx = −
∫

Ω

fDig dx+

∫
∂Ω

fgνi dHn−1 . (2.1)

16



Sind f, g ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) mit ∆f,∆g ∈ L1(Ω), dann gelten die erste und zweite Greeensche Formel∫
Ω

Df ·Dg dx = −
∫

Ω

f∆g dx+

∫
∂Ω

fDνg, dHn−1 , (2.2)∫
Ω

(f∆g − g∆f) dx =

∫
∂Ω

(fDνg − gDνf) dHn−1 . (2.3)

Beweis. Die erste Identität folgt, indem man den Satz 2.12 von Gauß auf das Vektorfeld F mit Fi = fg
und Fj = 0 für j 6= i anwendet. Die zweite Identität folgt direkt aus (2.1), wenn wir g durch Dig ersetzen
und über i ∈ {1, . . . , n} summieren, und die letzte folgt letztendlich aus der zweiten (angewandt auf f, g
und g, f).

Glättungen. Sei η ∈ C∞0 (B1(0)) ein Glättungskern, d. h. eine nicht-negative, radialsymmetrische
Funktion mit

∫
Rn
η dx = 1 (die spezielle Wahl η(x) = C exp((|x|2 − 1)−1)1B1(0)(x) mit Normierungs-

konstante C nennt man auch den Standard-Glättungskern). Definiert man für ε > 0 die assoziierten
skalierten Glättungskerne als

ηε(x) := ε−nη(x/ε) ,

so gilt offensichtlich ηε ∈ C∞0 (Bε(0)), und die Eigenschaften der Nichtnegativität, der Radialsymmetrie
und der Normierung

∫
Rn
ηε dx bleiben erhalten.

Definition 2.15. Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn, ε > 0 und Ωε := {x ∈ Ω: dist(x, ∂Ω) > ε}. Für
f ∈ L1

loc(Ω) definiert man die ε-Glättung fε von f als die Faltung von f mit dem Glättungskern ηε,
also

fε(x) := ηε ∗ f(x) :=

∫
Ω

ηε(x− y)f(y) dy =

∫
Bε(x)

ηε(x− y)f(y) dy

für alle x ∈ Ωε.

Gerade für die Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen sind Glättungen ein beliebtes
Hilfsmittel. Sie haben den großen Vorteil, dass sie beliebig regulär sind (man also beliebige Ableitungs-
operatoren auf sie anwenden kann) und mit linearen Ableitungsoperatoren vertauschen. Dass Glättungen
auch gute Eigenschaften einer Funktion erhalten und sie in geeignetem Sinne approximieren, ist genau
die Aussage des nächsten Satzes.

Satz 2.16 (Eigenschaften von Glättungen). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn, ε > 0 und f ∈ L1
loc(Ω).

Für die ε-Glättungen fε gelten die folgenden Eigenschaften:

(i) Regularität: fε ∈ C∞(Ωε) mit Dαfε = Dαηε ∗ f für beliebige Multiindizes α ∈ Nn;

(ii) Vertauschbarkeit mit Ableitungen: Ist Dif stetig auf Ω (für i ∈ {1, . . . , n}), so gilt Difε = (Dif)ε
auf Ωε. Entsprechendes gilt für Richtungsableitungen und Ableitungen höherer Ordnung;

(iii) Erhaltung von Normen:

• falls f ∈ Cα(Ω) für ein α ∈ (0, 1], so gilt fε ∈ Cα(Ωε) mit derselben Hölderkonstante,

• falls f ∈ Lp(Ω) für p ∈ [1,∞], so gilt ‖fε‖Lp(Ωε) ≤ ‖f‖Lp(Ω);

(iv) Approximation:

• fε → f fast überall in Ω bei ε→ 0,

• falls f ∈ C(Ω), so konvergiert fε gleichmäßig gegen f auf kompakten Teilmengen von Ω,

• falls f ∈ Lploc(Ω) für p ∈ [1,∞), so konvergiert fε gegen f in Lploc(Ω);

(v) Quantitative Abschätzung der Approximationsgüte: Ist Df ∈ Lp(Ω), so gilt

‖fε − f‖Lp(Ωε) ≤ ε‖Df‖Lp(Ω) .
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Beweis. Aussage (i): Mithilfe von Satz 2.10 über die Differentiation parameterabhängiger Integrale
erhält man, dass fε in Ωε stetig differenzierbar ist, und für i ∈ {1, . . . , n} gilt

Difε(x) = Di

∫
Bε(x)

ηε(x− y)f(y) dy =

∫
Bε(x)

Diηε(x− y)f(y) dy = (Diηε ∗ f)(x) .

Entsprechend gilt für höhere Ableitung die Formel Dαfε(x) = (Dαηε ∗ f)(x), mit α ∈ Nn ein beliebiger
Multiindex.

Aussage (ii): Folgt entweder aus obiger Formel, indem man Dxiηε(x− y) = −Dyiηε(x− y) und eine
partielle Integration ausnutzt, oder unmittelbar aus Satz 2.10, angewandt auf die Darstellung

fε(x) =

∫
Bε(x)

ηε(x− y)f(y) dy =

∫
Bε(0)

ηε(y)f(x− y) dy .

Aussage (iii): Wir nehmen zunächst f ∈ Cα(Ω) für ein α ∈ (0, 1] an, d. h. |f(x)−f(x̃)| ≤ Cf |x− x̃|α
für alle x, x̃ ∈ Ω, mit einer Konstante Cf . Wegen der Normierung von ηε folgt für die Glättung fε für
alle x, x̃ ∈ Ωε:

|fε(x)− fε(x̃)| =
∣∣∣ ∫
Bε(0)

ηε(y)
(
f(x− y)− f(x̃− y)

)
dy
∣∣∣

≤
∫
Bε(0)

ηε(y)|f(x− y)− f(x̃− y)| dy

≤ Cf |x− x̃|α
∫
Bε(0)

ηε(y) dy = Cf |x− x̃|α .

Nun nehmen wir f ∈ L∞(Ω) an. Für x ∈ Ωε folgt sofort

‖fε‖L∞(Ωε) = sup
x∈Ωε

∣∣∣ ∫
Bε(x)

ηε(x− y)f(y) dy
∣∣∣ ≤ ‖f‖L∞(Ω) sup

x∈Ωε

∫
Bε(x)

ηε(x− y) dx = ‖f‖L∞(Ω) .

Falls f ∈ Lp(Ω) für p ∈ [1,∞) ist, wenden wir im Fall p > 1 erst die Hölder-Ungleichung (mit Exponenten
p und p/(p − 1)) an (für p = 1 interpretieren wir p/(p − 1) in der folgenden Rechnung als 0), nutzen
dann (zweimal) die Normierung von ηε und Fubini aus. Damit erhalten wir

‖fε‖pLp(Ωε)
=

∫
Ωε

∣∣∣ ∫
Ω

ηε(x− y)
p−1
p + 1

p f(y) dy
∣∣∣p dx

≤
∫

Ωε

(∫
Ω

ηε(x− y) dy
)p−1(∫

Ω

ηε(x− y)|f(y)|p dy
)
dx

=

∫
Ωε

∫
Ω

ηε(x− y)|f(y)|p dy dx

=

∫
Ω

|f(y)|p
∫

Ωε

ηε(x− y) dx dy ≤ ‖f‖pLp(Ω) . (2.4)

Aussage (iv): Wir zeigen zunächst die punktweise Konvergenz fε → f fast überall in Ω. Dazu
verwenden wir den Satz von Lebesgue aus der Maßtheorie, der besagt, dass jede L1

loc(Ω)-Funktion f

lim
r→0

∫
−
Br(x)

|f(y)− f(x)| dy = 0

für fast alle x ∈ Ω erfüllt (diese Punkte werden dann Lebesgue-Punkte genannt). Für jeden Lebesgue-
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Punkt von f folgt daher aufgrund der Normierung und Skalierung von ηε

|fε(x)− f(x)| =
∣∣∣ ∫
Bε(x)

ηε(x− y)
(
f(y)− f(x)

)
dy
∣∣∣ (2.5)

=
∣∣∣ε−n ∫

Bε(x)

η((x− y)/ε)
(
f(y)− f(x)

)
dy
∣∣∣

≤ ωn sup
B1(0)

η

∫
−
Bε(x)

|f(y)− f(x)| dy → 0 bei ε→ 0 .

Nun nehmen wir f ∈ C(Ω) an, betrachten Teilmengen K b K ′ b Ω mit K,K ′ kompakt und wollen
die punktweise zu gleichmäßiger Konvergenz auf K verbessern. Wegen der Stetigkeit von u gilt sogar
gleichmäßige Stetigkeit auf K ′, und damit existiert für alle σ > 0 ein δ > 0, so dass |u(x)−u(x̃)| ≤ σ für
alle x, x̃ ∈ K ′ mit |x− x̃| ≤ δ gilt (damit ist die Konvergenz der Lebesgue-Punkte in K gewissermaßen
gleichmäßig). Für ε < min{dist(K, ∂K ′), δ} folgt daher

sup
y∈Bε(x)

|u(y)− u(x)| ≤ σ für alle x ∈ K

und mit (2.5) (und wiederum der Normierung von ηε) auch |fε(x) − f(x)| ≤ σ für alle x ∈ K. Da σ
beliebig war, ist dies genau die gleichmäßige Konvergenz auf K.
Schließlich nehmen wir f ∈ Lploc(Ω) für ein p ∈ [1,∞) an und betrachten Teilmengen V b V ′ b Ω. Da
stetige Funktionen dicht in Lp liegen, finden wir zu σ > 0 eine Funktion g ∈ C0(V ′) mit

‖f − g‖Lp(V ′) ≤ σ/3 .

Da g stetig ist, gilt gleichmäßige Konvergenz gε → g auf V , also für hinreichend kleine ε ≤ ε0 auch

Ln(V )1/p sup
x∈V
|gε(x)− g(x)| ≤ σ/3 .

Die Konvergenz fε → f in Lp(V ) folgt nun, da mit der Dreiecksungleichung und der Erhaltung der
Lp-Norm aus (iii) für alle ε < min{dist(V, ∂V ′), ε0} gilt:

‖fε − f‖Lp(V ) ≤ ‖fε − gε‖Lp(V ) + ‖gε − g‖Lp(V ) + ‖g − f‖Lp(V )

≤ 2‖g − f‖Lp(V ′) + Ln(V )1/p sup
V
|gε − g| ≤ σ .

Aussage (v): Wir bemerken zuerst

|f(x− y)− f(x)| ≤
∣∣∣ ∫ 1

0

Df(x− ty) · y dt
∣∣∣ ≤ ε∫ 1

0

|Df(x− ty)| dt (2.6)

für alle y ∈ Bε(0) und x ∈ Ωε. Ist nun p =∞, so folgt mit der Normierung von ηε

‖fε − f‖L∞(Ωε) = sup
x∈Ωε

∣∣∣ ∫
Bε(0)

ηε(y)
(
f(x− y)− f(x)

)
dy
∣∣∣

≤ sup
x∈Ωε

∫
Bε(0)

ηε(y)|f(x− y)− f(x)| dy ≤ ε‖Df‖L∞(Ω) .

Für p ∈ [1,∞) dagegen gehen wir ähnlich vor wie in (2.4), und mit (zweimal) Hölder, (2.6) und Fubini
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sehen wir

‖fε − f‖pLp(Ωε)
≤
∫

Ωε

(∫
Bε(0)

ηε(y)|f(x− y)− f(x)| dy
)p
dx

≤
∫

Ωε

∫
Bε(0)

ηε(y)|f(x− y)− f(x)|p dy dx

≤ εp
∫

Ωε

∫
Bε(0)

ηε(y)
(∫ 1

0

|Df(x− ty)| dt
)p
dy dx

≤ εp
∫

Ωε

∫
Bε(0)

ηε(y)

∫ 1

0

|Df(x− ty)|p dt dy dx

= εp
∫ 1

0

∫
Bε(0)

ηε(y)

∫
Ωε

|Df(x− ty)|p dx dy dt

≤ εp
∫ 1

0

∫
Bε(0)

ηε(y)

∫
Ω

|Df(x)|p dx dy dt = εp‖Df‖Lp(Ω) .

2.2 Harmonische Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir zunächst die Laplacegleichung

∆u = 0 in Ω

für eine offene Teilmenge Ω im Rn und werden einige fundamentale Eigenschaften für klassische Lösun-
gen u dieser Gleichung herleiten.

Physikalische Motivation der Laplacegleichung. Die Laplacegleichung tritt in einer Reihe phy-
sikalischer Gleichungen auf, die einen Gleichgewichtszustand einer physikalischen Größe u (wie etwa
eine Teilchenkonzentration oder eine Temperaturverteilung) beschreibt. Dass u sich im Gleichgewicht
befindet, entspricht in der mathematischen Formulierung der Tatsache, dass der Netto-Fluss durch den
Rand jedes (glatt berandete) Testvolumens V b Ω verschwindet: bezeichnet man die Flussdichte von u
(d. h. die Konzentration, die in einer Zeiteinheit durch eine senkrecht zum Diffusionsstrom stehende
Flächeneinheit strömt) mit F , gilt also ∫

∂V

F · ν dHn−1 = 0 ,

und der Satz 2.12 von Gauß liefert daher∫
V

divF dx =

∫
∂V

F · ν dHn−1 = 0 .

Da das Integral über divF für alle glatt berandeten Teilmengen V b Ω verschwindet, muss also schon
divF = 0 in Ω gelten. In vielen Situationen ist es physikalisch vernünftig ist, dass sich die Flussdich-
te F proportional zum Gradienten Du verhält (streng genommen zum negativen Gradienten, da für
die betrachteten physikalischen Größen der Fluss von Regionen höherer Konzentration zu Regionen
niedrigerer Konzentration fließen soll). Im Fall von Diffusion von Teilchen (für die u eine chemische
Konzentration repräsentiert) ist dies genau die Aussage des ersten Fick’schen Gesetz, und im Fall von
Wärmeleitung für die u eine Temperaturverteilung repräsentiert) ist dies die Aussage des Fouriersches
Gesetz. In jedem Fall erhalten wir unter der Annahme F = −aDu für ein konstantes a > 0 letztendlich
die Laplacegleichung für u:

divF = −div (aDu) = −a∆u = 0 in Ω .
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Die Definitionen von harmonischen Funktionen und der Fundamentallösung. Wir definie-
ren nun harmonische Funktionen als die klassischen Lösungen der Laplacegleichung und lernen einige
allgemeine und ein spezielles Beispiele harmonischer Funktionen kennen.

Definition 2.17. Sei Ω eine offene Teilmenge in Rn und u ∈ C2(Ω). Man nennt u (C2-)harmonisch,
falls ∆u = 0 in Ω gilt. Falls lediglich die Ungleichung ∆u ≥ 0 gilt, nennt man sie (C2-)subharmonisch,
und falls ∆u ≤ 0 gilt, (C2-)superharmonisch.

Beispiele 2.18.

(i) Jede affine Funktion ist harmonisch.

(ii) Sei A ∈ Rn×n eine Matrix. Die Funktion u(x) := x · Ax =
∑

1≤i,j≤nAijxixj ist genau dann
harmonisch / subharmonisch / superharmonisch in Rn, wenn TrA = 0 / TrA ≥ 0 / TrA ≤ 0
gilt.

(iii) Harmonische Funktionen aus dem Ansatz mit Trennung der Variablen. Für n = 2 und harmoni-
sche Funktionen der Form u(x1, x2) = f(x1)g(x2) für C2-Funktionen f und g liefert die Laplace-
gleichung

f ′′(x1)g(x2) + f(x1)g′′(x2) = 0

und damit (bis auf Multiplikation mit Konstanten und Vertauschung der Rollen von f und g)
f(x1) = exp(ax1) und g(x2) = sin(ax2) oder g(x2) = cos(ax2) für eine Konstante a ∈ R. Die
Funktionen

u(x1, x2) := exp(ax1) sin(ax2) und u(x1, x2) := exp(ax1) cos(ax2)

sind daher harmonische Funktionen in R2.

(iv) Real- und Imaginärteil holomorpher Funktionen sind harmonisch. Sei dazu Ω ⊂ C ∼= R2 offen
und f : Ω → C eine holomorphe Funktion, mit u1(x1, x2) := Re f(x +1 ix2) und u2(x1, x2) :=
Im f(x1 + ix2). Dann erfüllen u1 und u2 die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

D1u1 = D2u2 und D2u1 = −D1u2

und sind beliebig oft differenzierbar. Daher folgt

∆u1 = D1D1u1 +D2D2u1 = D1D2u2 −D2D1u2 = 0

und ebenso ∆u2 = 0.

Nachdem wir nun einige Beispiele von harmonischen Funktionen kennengelernt haben, möchten wir
nun eine ganz spezielle Lösung konstruieren, die Fundamentallösung der Laplacegleichung, die die beson-
dere Eigenschaft der Rotationssymmetrie besitzt, d. h. wir suchen eine spezielle harmonische Funktion
u, die man in der Form

u(x) = v(r)

für eine Funktion v : R→ R und r := |x| = (|x1|2 + . . .+ |xn|2)1/2 schreiben kann. Um die Konsequenzen
der Harmonizität von u auf die Funktion v untersuchen zu können, bemerken wir zunächst

Dir =
xi

(x2
1 + . . .+ |xn|2)1/2

=
xi
r
,

Diir = Di

(xi
r

)
=

1

r
− x2

i

r3
,

für i ∈ {1, . . . , n} und x 6= 0, und daher |Dr|2 = 1 und ∆r = (n − 1)r−1. Demnach lässt sich ∆u = 0
äquivalent als die folgende Gleichung für v ausdrücken:

∆u(x) =

n∑
i=1

Di(v
′(r)Dir) = v′′(r) +

n− 1

r
v′(r) = 0 . (2.7)
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Ist nun v′ 6= 0, so kann man diese gewöhnliche Differentialgleichung für v′ lösen(
log |v′|

)′
=
v′′

v′
=

1− n
r

= (log r1−n)′

und man erhält v′(r) = cr1−n für eine beliebige Konstante c ∈ R. Für v bedeutet dies

v(r) =

{
c1 log r + c2 für n = 2 ,

c1r
2−n + c2 für n ≥ 3 .

Definition 2.19. Die Funktion Φ: Rn \ {0} → R, definiert als

Φ(x) =

{
−(2π)−1 log |x| für n = 2 ,

(n(n− 2)ωn)−1|x|2−n für n ≥ 3 ,

(mit ωn = |B1(0)|) heißt die Fundamentallösung der Laplacegleichung.

Bemerkungen 2.20.

(i) Die spezielle Wahl der Konstanten c1 entspricht einer Normierung, so dass

−
∫
∂Br(0)

DΦ · ν dHn−1 = 1 für alle r > 0 ,

und mit ν dem äußeren Einheitsnormalenvektor von Br(0). Dies wird sich später als günstig
herausstellen.

(ii) Es gilt Φ, |DΦ| ∈ L1
loc(Rn) und |D2Φ| /∈ L1

loc(Rn).

2.2.1 Die Mittelwerteigenschaft

Obwohl die Laplacegleichung nur eine Bedingung an die zweiten Ableitung zu sein scheint, haben har-
monische Funktionen eine ganze Reihe bemerkenswerter Eigenschaften. Als erste wollen wir die Mittel-
werteigenschaft zeigen, die besagt, dass harmonische Funktionen an einem Punkt x0 ∈ Ω immer mit
ihren Mittelwerten über Sphären ∂Br(x0) oder über Vollkugeln Br(x0) übereinstimmen (vorausgesetzt
dass Br(x0) b Ω gilt). Subharmonische bzw. superharmonische Funktionen realisieren dagegen immer
einen Wert, der unter bzw. über ihren Mittelwerten liegt. Wir werden außerdem sehen, dass harmoni-
sche Funktionen durch diese Eigenschaft schon charakterisiert sind, d. h. dass Harmonizität äquivalent
zu dieser Mittelwerteigenschaft ist.

Grundlegend für diesen Abschnitt ist das folgende kleine Lemma.

Lemma 2.21. Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn, BR(x0) ⊂ Ω und u ∈ C2(Ω). Definiert man
ϕ : (0, R)→ R mittels

ϕ(r) :=

∫
−
∂Br(x0)

u dHn−1 für r ∈ (0, R) ,

so gelten ϕ(r)→ u(x0) bei r ↘ 0 und

ϕ′(r) =
r

n

∫
−
Br(x0)

∆u dx .

Beweis. Da u stetig ist, berechnen wir zunächst mit der Dreiecksungleichung

|ϕ(r)− u(x0)| =
∣∣∣ ∫−

∂Br(x0)

(
u(x)− u(x0)

)
dHn−1(x)

∣∣∣
≤
∫
−
∂Br(x0)

|u(x)− u(x0)| dHn−1(x) ≤ max
x∈∂Br(x0)

|u(x)− u(x0)| → 0
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bei r ↘ 0.
Um die stetige Differenzierbarkeit von ϕ zu zeigen, transformiert man zunächst auf die Einheitssphäre

um (und beachtet dabei Hn−1(∂Br(x0)) = rn−1Hn−1(∂B1(0)) für beliebige r > 0 und x0 ∈ Rn), so
dass der Parameter r im Integranden anstelle des Integrationsgebietes steht:

ϕ(r) =

∫
−
∂Br(x0)

u(x) dHn−1(x) =

∫
−
∂B1(0)

u(x0 + ry) dHn−1(y) .

Da u(x0 + ry) stetig differenzierbar nach r für alle y ∈ ∂B1(0), und sowohl diese Ableitung als auch die
Funktion selbst integrierbar ist, gilt dann

ϕ′(r) =

∫
−
∂B1(0)

Du(x0 + ry) · y dHn−1(y) =

∫
−
∂Br(x0)

Du(x) · x− x0

r
dHn−1(x) .

Da u von der Klasse C2 ist, lässt sich nun der Satz 2.12 von Gauß anwenden ((x−x0)/r stellt genau den
äußeren Einheitsnormalenvektor an ∂Br(x0) im Punkt x dar), und mit nLn(Br(x0)) = rHn−1(∂Br(x0))
folgt dann die Behauptung:

ϕ′(r) =
1

Hn−1(∂Br(x0))

∫
∂Br(x0)

Du(x) · x− x0

r
dHn−1(x)

=
1

Hn−1(∂Br(x0))

∫
Br(x0)

divDu(x) dx =
r

n

∫
−
Br(x0)

∆u(x) dx .

Korollar 2.22 (Mittelwerteigenschaft). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn, Br(x0) b Ω und u ∈
C2(Ω).

(i) Falls ∆u = 0 in Ω gilt, so folgt

u(x0) =

∫
−
∂Br(x0)

u dHn−1 =

∫
−
Br(x0)

u dx ;

(ii) falls ∆u ≥ 0 in Ω gilt, so folgt

u(x0) ≤
∫
−
∂Br(x0)

u dHn−1 und u(x0) ≤
∫
−
Br(x0)

u dx ;

(iii) falls ∆u > 0 in Ω gilt, so folgt

u(x0) <

∫
−
∂Br(x0)

u dHn−1 und u(x0) <

∫
−
Br(x0)

u dx .

Beweis. Die Implikation in (i) folgt aus (ii), angewandt auf die Funktionen u und −u. Um die erste
Implikation mit den Mittelwerten auf Sphären in (ii) zu zeigen, bemerkt man zunächst, dass die Funk-
tion ϕ aus Lemma 2.21 im Fall ∆u ≥ 0 monoton wachsend ist. Wegen der Stetigkeit mit ϕ(r)→ u(x0)
bei r ↘ 0 wissen wir daher

u(x0) = lim
r↘0

ϕ(r) ≤ ϕ(ρ) ≤
∫
−
∂Bρ(x0)

u dHn−1

für alle ρ ∈ (0, r] und insbesondere die erste Ungleichung. Die zweite Ungleichung folgt aus der vorherigen
Rechnung direkt durch Integration unter Verwendung von Polarkoordinaten:

Ln(Br(x0))u(x0) =

∫ r

0

Hn−1(∂Bρ(x0))u(x0) dρ

≤
∫ r

0

∫
∂Bρ(x0)

u dHn−1dρ =

∫
Br(x0)

u dx .

Die beiden Ungleichungen in (iii) folgen vollkommen analog (in diesem Fall ist ϕ streng monoton wach-
send).
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Satz 2.23. Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn und u ∈ C2(Ω). Die folgenden Eigenschaften sind
äquivalent:

(i) u ist harmonisch, d. h. es gilt ∆u = 0 in Ω,

(ii) u erfüllt die sphärische Mittelwerteigenschaft, d. h. es gilt

u(x0) =

∫
−
∂Br(x0)

u dHn−1

für alle x0 ∈ Ω und r ∈ R+ mit Br(x0) b Ω,

(iii) u erfüllt die Mittelwerteigenschaft auf Kugeln, d. h. es gilt

u(x0) =

∫
−
Br(x0)

u dx

für alle x0 ∈ Ω und r ∈ R+ mit Br(x0) b Ω,

(iv) u erfüllt die Mittelwerteigenschaft auf kleinen Kugeln, d. h. für jedes x0 ∈ Ω existiert eine positive
Zahl R(x0) < dist(x0, ∂Ω), so dass für alle r < R(x0) gilt:

u(x0) =

∫
−
Br(x0)

u dx .

Beweis. Die Implikation (i) ⇒ (ii) war gerade die Aussage von Korollar 2.22 (i).
Die Implikation (ii) ⇒ (iii) folgt mittels Kugelkoordinaten (auf ähnliche Weise wie im Beweis des

Korollars): ∫
Br(x0)

u dx =

∫ r

0

∫
∂Bρ(x0)

u dHn−1dρ

=

∫ r

0

Hn−1(∂Bρ(x0))u(x0) dρ = Ln(Br(x0))u(x0) .

Die Implikation (ii) ⇒ (iii) ist offensichtlich mit R(x0) := dist(x0, ∂Ω).
Die Implikation (iv) ⇒ (i) folgt durch ein Widerspruchsargument. Angenommen, es gilt (iv) und

∆u(x0) 6= 0 für ein x0 ∈ Ω. Wegen der Annahme u ∈ C2(Ω) findet man dann eine Kugel Br(x0) b Ω
mit r < R(x0), so dass ∆u entweder von unten oder von oben echt von 0 weg beschränkt ist. Mit
Korollar 2.22 (iii) gilt dann jedoch

u(x0) 6=
∫
−
Br(x0)

u dx

im Widerspruch zur Mittelwerteigenschaft auf der Kugel Br(x0), also muss ∆u = 0 in Ω und damit (i)
gelten.

Bemerkung 2.24. Die Äquivalenz der drei Eigenschaften gelten sogar unter schwächeren Vorausset-
zungen an u (nämlich u ∈ C(Ω) oder u ∈ L1(Ω)), indem man aus den Mittelwerteigenschaften in (ii),
(iii) bzw. (iv) zunächst die bessere Regularitätseigenschaft u ∈ C2(Ω) herleitet, vgl. Satz 2.34.

2.2.2 Folgerungen aus der Mittelwerteigenschaft

Mithilfe der Mittelwerteigenschaft lassen sich nun weitere Eigenschaften harmonischer Funktionen nach-
weisen. Zuerst werden wir nun zwei Maximumprinzipien herleiten, die im wesentlichen besagen, dass
harmonische Funktionen ihr Maximum bzw. Minimum immer auf dem Rand annehmen müssen.

Satz 2.25 (Maximumprinzipien). Sei Ω eine beschränkte, offene Teilmenge des Rn und u ∈ C2(Ω) ∩
C(Ω) eine subharmonische Funktion (d. h. −∆u ≤ 0). Dann gilt:
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(i) das schwache Maximumprinzip: maxΩ u = max∂Ω u,

(ii) das starke Maximumprinzip: ist Ω zusammenhängend und existiert ein innerer Punkt x0 ∈ Ω mit
u(x0) = maxΩ u, so ist u konstant.

Entsprechend gelten Minimumprinzipien für superharmonische Funktionen.

Definition 2.26. Eine Teilmenge Ω des Rn heißt zusammenhängend, falls sie sich nicht als disjunkte
Vereinigung zweier nichtleerer, bzgl. Ω offener Mengen schreiben lässt (also falls für alle bzgl. Ω relativ
offenen Mengen O1, O2 ⊂ Ω mit O1 ∪O2 = Ω und O1 ∩O2 = ∅ entweder O1 = ∅ oder O2 = ∅ gilt).

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass (i) eine Konsequenz aus (ii) ist: Wäre maxΩ u > max∂Ω u (die
Ungleichung maxΩ u ≥ max∂Ω u gilt trivial), dann gäbe es eine Punkt x0 ∈ Ω mit u(x0) = maxΩ u, da das
Maximum von u sowohl auf Ω als auch auf ∂Ω angenommen wird. Auf der Zusammenhangskomponente
Ω(x0) von Ω wäre also

max
Ω(x0)

u = max
Ω

u > max
∂Ω

u ≥ max
∂Ω(x0)

u ,

da ∂Ω(x0) ⊂ ∂Ω gilt. Dies steht im Widerspruch dazu, dass nach (ii) u auf Ω(x0) konstant sein muss.
Um das starke Maximumprinzip zu zeigen, sei x0 ∈ Ω ein innerer Punkt mit u(x0) = maxΩ u =: M .

Für eine beliebige Kugel Br(x0) b Ω gilt mit der Mittelwerteigenschaft auf Kugeln aus Korollar 2.22 (ii)

M = u(x0) ≤
∫
−
Br(x0)

u dx ≤
∫
−
Br(x0)

M dx = M .

Dies ist nur möglich, wenn u ≡M auf Br(x0) gilt. Dies zeigt, dass die Menge ΩM := {x ∈ Ω: u(x) = M}
offen ist. Da sie als Urbild einer abgeschlossen Menge zugleich relativ abgeschlossen in Ω ist und da Ω
zusammenhängend ist, gilt entweder ΩM = ∅ oder ΩM = Ω. Wegen x0 ∈ ΩM muss letzteres gelten, also
u ≡M in Ω.

Bemerkung 2.27. Die Maximumprinzipien gelten etwas allgemeiner: im Beweis geht lediglich die
Stetigkeit von u sowie eine lokale Mittelwertseigenschaft auf Kugeln wie in Satz 2.23 (iv) ein.

Bemerkung 2.28. Falls Ω eine beschränkte, offene und zusammenhängende Teilmenge des Rn ist und
falls u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) eine harmonische Funktion auf Ω ist, so gilt die Implikation

min
∂Ω

u < max
∂Ω

u ⇒ min
∂Ω

u < u < max
∂Ω

u überall in Ω ,

da in diesem Fall ausgeschlossen ist, dass u konstant ist und demzufolge weder Maximum noch Minimum
von u in Ω angenommen werden dürfen.

Korollar 2.29 (Eindeutigkeit). Sei Ω eine beschränkte, offene Teilmenge des Rn und u, v Funktionen
in C2(Ω) ∩ C(Ω) mit {

∆u = ∆v in Ω ,

u = v auf ∂Ω .

Dann gilt u ≡ v.

Beweis. Die Funktion w := u − v ist harmonisch mit w = 0 auf dem Rand ∂Ω. Daher gilt max∂Ω w =
min∂Ω w = 0 und damit w ≡ 0 nach dem schwachen Maximumprinzip aus Satz 2.25 (angewandt auf w
und −w).

Bemerkung 2.30 (Stetige Abhängigkeit von den Randwerten). Gilt lediglich ∆u = ∆v in Ω, aber nicht
u = v auf ∂Ω, so folgt die stetige Abhängigkeit von Randwerten in C0. Dazu bemerkt man zunächst

max
Ω

(u− v) = max
∂Ω

(u− v) und min
Ω

(u− v) = min
∂Ω

(u− v) ,
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und folgert schließlich

max
Ω
|u− v| = max

{
max

Ω
(u− v),−min

Ω
(u− v)

}
= max

{
max
∂Ω

(u− v),−min
∂Ω

(u− v)
}

= max
∂Ω
|u− v| .

Die zweite wichtige Folgerung aus der Mittelwerteigenschaft ist die Harnack-Ungleichung, die zwei
beliebige Funktionswerte einer positiven, harmonischen Funktion miteinander in Relation setzt (so dass
man insbesondere das Maximum durch das Infimum abschätzen kann).

Satz 2.31 (Harnack-Ungleichung). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn und V b Ω eine offene, zu-
sammenhängende Teilmenge von Ω. Dann gibt es eine Konstante c = c(Ω, V ), so dass

sup
V
u ≤ c inf

V
u

für alle nicht-negativen, harmonischen Funktionen u auf Ω. Insbesondere sind alle Funktionswerte von
u in V vergleichbar, d. h. es gilt u(y) ≤ cu(x) ≤ c2u(y) für alle x, y ∈ V .

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass man zwei beliebige Werte u(x0) und u(x1) miteinander vergleichen
kann, falls die Punkte x0, x1 ∈ V hinreichend kleinen Abstand zueinander haben. Dazu setzen wir
r := dist(V, ∂Ω)/2 > 0 und betrachten zwei beliebige Punkte x0, x1 ∈ V mit |x0 − x1| < r (damit gilt
insbesondere Br(x0) ⊂ B2r(x1) ⊂ Ω). Wegen der Mittelwerteigenschaft auf Kugeln und der Positivität
von u gilt

u(x0) =

∫
−
Br(x0)

u dx ≤ 2n
∫
−
B2r(x1)

u dx = 2nu(x1) .

Um nun zwei beliebige Funktionswerte von Punkten y0 und y1 in V vergleichen zu können, betrach-
ten wir einen Weg ϕ ∈ C([0, 1], V ) (da V zusammenhängend ist, existiert ein solcher), der y0 und y1

verbindet, und suchen uns (geschickt) eine endliche Zahl an Zwischenpunkten, die jeweils kleinen Ab-
stand zueinander haben, so dass man obiges Argument anwenden kann. Da V kompakt ist, wissen wir,
dass V sich mit endlich vielen Kugeln (Br/2(zi))0≤i<N überdecken lässt (und damit ebenso ϕ[0, 1]). Die
Zwischenstellen auf der Kurve und eine Nummerierung der zi wählen wir nach der folgenden Konstruk-
tion:

x0 := y0 und x0 ∈ Br/2(z0) ,

xk := ϕ(tk) mit tk := sup{t ∈ [0, 1] : ϕ(t) ∈ Br/2(zk−1)) und xk ∈ Br/2(zk)

für k ≥ 1. Damit ist sichergestellt, dass |xk−1−xk| < r gilt, und da keine Kugel mehr als einmal gewählt
werden kann, endet man nach höchsten N Schritten bei y1. Daher folgt

u(y0) ≤ 2nNu(y1) ,

und die Harnack-Ungleichung ergibt sich durch Supremums- bzw. Infimumbildung auf linker bzw. rechter
Seite.

Exkurs: Ein schwaches Maximumprinzip für lineare elliptische Gleichungen. Die Tatsa-
che, dass das Maximum einer subharmonischen Funktion immer auf dem Rand der Definitionsmenge
angenommen wird, ist kein besonderes Charakteristikum der Laplacegleichung, sondern gilt für sehr
allgemeine elliptische (sowie parabolische) Differentialgleichungen. Hierbei steht im Allgemeinen zwar
keine Mittelwerteigenschaft mehr zur Verfügung, für C2-Funktionen gilt jedoch, dass in jedem inneren
Maximum zum einen die erste Ableitung verschwindet und zum anderen die zweite Ableitung dort po-
sitiv semidefinit ist. Da es sich bei Maximumprinzipien um ein sehr wichtiges mathematisches Konzept
für die Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen handelt, wollen wir ein schwaches Maxi-
mumprinzip für Differentialoperatoren zweiter Ordnung der Form

Lu(x) := −
n∑

i,j=1

aij(x)Diju(x) +

n∑
i=1

bi(x)Diu(x) (2.8)
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herleiten und damit insbesondere einen alternativen Beweis von Satz 2.25 (ii) geben (einen weiteren
Beweis, der auch allgemeiner für Differentialoperatoren zweiter Ordnung in Divergenzform funktioniert,
lernen wir später noch kennen). Hierbei nehmen wir an, dass die Matrix (aij)1≤i,j≤n symmetrisch, stetig,
beschränkt und elliptisch im Sinne von

a(x)ξ · ξ :=

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2 für alle x ∈ Ω, alle ξ ∈ Rn und ein θ > 0

ist und dass der Vektor b ebenfalls stetig und beschränkt ist.

Satz 2.32 (Schwaches Maximumprinzip). Sei Ω eine beschränkte, offene Teilmenge des Rn und u ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω). Falls Lu ≤ 0 gilt, so folgt maxΩ u = max∂Ω u. Entsprechend gilt ein schwaches Mini-
mumprinzip, falls Lu ≥ 0 gilt.

Beweis. Wir nehmen an, dass es einen inneren Punkt x0 ∈ Ω gibt mit

u(x0) = max
Ω

u > max
∂Ω

u

und führen dies in zwei Schritten zum Widerspruch.
Herleitung eines Widerspruchs im Fall der strikten Ungleichung Lu < 0: Da es sich um ein inneres

Maximum handelt, gelten Du(x0) = 0 und negative Semidefinitheit der Hesse-Matrix D2u(x0), d.h. für
alle ξ ∈ Rn gilt D2u(x0)ξ · ξ ≤ 0. Da a(x0) nach Voraussetzung symmetrisch und positiv definit ist,
können wir a(x0) mithilfe einer orthogonalen Matrix O diagonalisieren, d.h. es gilt

OOT = OTO = Idn×n und OTa(x0)O = diag(d1, . . . , dn)

mit di > 0 für i ∈ {1, . . . , n} (und sowohl O als auch die di hängen von x0 ab). Insbesondere lassen
sich über diese Identität die Matrix-Elemente von a(x0) schreiben als aij(x0) =

∑n
k=1OikdkOjk für alle

i, j ∈ {1, . . . , n}. Damit folgt

Lu(x0) = −
n∑

i,j=1

aij(x0)Diju(x0) +

n∑
i=1

bi(x0)Diu(x0)

= −
n∑

i,j=1

aij(x0)Diju(x0)

= −
n∑
k=1

dk

n∑
i,j=1

OikOjkDiju(x0) ≥ 0

und wir haben den gewünschten Widerspruch.
Herleitung eines Widerspruchs im allgemeinen Fall: Falls lediglich Lu ≤ 0 gilt, so betrachten wir

anstelle von u die Störung uε, definiert als

uε(x) := u(x) + ε exp(λx · e1)

für x ∈ Ω, ε > 0 und mit einem freien Parameter λ ∈ R. Es gilt

Luε(x) = Lu(x) + εL exp(λx · e1)

≤ −ελ2a11(x) exp(λx · e1) + ελb1(x) exp(λx · e1)

≤ ελ exp(λx · e1)
[
− λθ + ‖b‖L∞(Ω,Rn)

]
,

und damit ist, für fixierte Wahl des Parameters λ mit λ > ‖b‖L∞(Ω,Rn)/θ und jedes ε > 0, die strikte
Ungleichung Luε < 0 erfüllt. Nach dem ersten Schritt muss nun einerseits maxΩ uε = max∂Ω uε für jedes
ε > 0 gelten, andererseits sind wir mit der strikten Ungleichung u(x0) = maxΩ u > max∂Ω u gestartet,
die sich, zumindest für kleine Werte von ε, auch für die Störungen uε erhält, also maxΩ uε > max∂Ω uε.
Somit erhalten wir auch im allgemeinen Fall einen Widerspruch und haben den Satz bewiesen.
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Bemerkung 2.33 (Starkes Maximumprinzip). Mit etwas Aufwand kann man auch ein starkes Ma-
ximumprinzip (sowie eine Harnack-Ungleichung) zeigen. Dies beruht ganz wesentlich auf dem Lemma
von Hopf, das besagt, dass die äußere Normalenableitung in jedem Maximumpunkt auf dem Rand einer
offenen Menge V strikt positiv (und nicht nur nicht-negativ) ist. Dies geht für den Beweis des starken
Maximumprinzips folgendermaßen ein: nimmt eine Funktion u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) mit Lu ≤ 0 und Ω
zusammenhängend ihr Maximum in einem inneren Punkt x0 ∈ Ω ein, ist aber nicht konstant auf Ω, so
betrachtet man die Menge

V :=
{
x ∈ Ω: u(x) < max

Ω
u
}
.

Nun muss einerseits Du(x0) = 0 gelten (da x0 ein innerer Maximumpunkt ist), andererseits gilt aber
auch x0 ∈ ∂V und demzufolge, nach dem Lemma von Hopf, Du(x0) · νV 6= 0, ein Widerspruch.

2.2.3 Regularität

In diesem Abschnitt werden wir nun die Regularität harmonischer Funktionen untersuchen. Wir werden
als eine weitere Folgerung der Mittelwerteigenschaft zeigen, dass harmonische Funktionen beliebig oft
differenzierbar (und sogar analytisch) sind. Dies ist insofern überraschend, als dass die Laplacegleichung
nur zweite Ableitungen involviert, die Existenz höherer Ableitungen für harmonische Funktionen aber
aus diesen automatisch folgt.

Satz 2.34. Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn und u ∈ C(Ω) eine Funktion, die die Mittelwerteigen-
schaft auf Sphären erfüllt, d. h. dass

u(x0) =

∫
−
∂Br(x0)

u dHn−1

für alle Kugeln Br(x0) b Ω erfüllt ist. Dann gilt

u(x0) = uε(x0) für alle x0 ∈ Ω und ε < dist(x0, ∂Ω) ,

wobei uε die ε-Glättung aus Definition 2.15 bezeichnet. Insbesondere ist u also von der Klasse C∞(Ω)
und harmonisch auf Ω.

Beweis. Für jeden Punkt x0 und ε < dist(x0, ∂Ω) gilt aufgrund der Radialsymmetrie des glättenden
Kerns ηε (d. h. ηε(x0 − x) ist konstant für alle x ∈ ∂Br(x0)) und der Mittelwerteigenschaft von u auf
Sphären die Identität

uε(x0) =

∫
Ω

ηε(x0 − x)u(x) dx =

∫
Bε(x0)

ηε(x0 − x)u(x) dx

=

∫ ε

0

∫
∂Br(x0)

ηε(x0 − x)u(x) dHn−1(x) dr

= u(x0)

∫ ε

0

∫
∂Br(x0)

ηε(x0 − x) dHn−1(x) dr .

Die behauptete Darstellung u(x0) = uε(x0) folgt dann aus der Normierung von ηε. Glattheit von u gilt
letztendlich mit Satz 2.16 und die Harmonizität mit Satz 2.23.

Bemerkung 2.35. Der Satz macht keine Aussage über die Randwerte von u, diese müssen nicht glatt
sein (und können sogar unstetig sein).

Korollar 2.36. Die Aussage von Satz 2.34 bleibt gültig, wenn man die Voraussetzung der Mittelwert-
eigenschaft auf Sphären durch die Mittelwerteigenschaft auf Kugeln ersetzt, d. h. dass

u(x0) =

∫
−
Br(x0)

u dx

für alle Kugeln Br(x0) b Ω erfüllt ist.
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Beweis. Es genügt zu zeigen, dass auch in diesem Fall die Mittelwerteigenschaft auf Sphären erfüllt ist.
Dazu definiert man sich für eine beliebige Kugel Br(x0) b Ω die Funktion ψ : (0, r)→ R durch

ψ(ρ) :=

∫
∂Br(x0)

(
u(x)− u(x0)

)
dHn−1(x) .

nach Voraussetzung ist diese stetig und es gilt∫ R

0

ψ(ρ) dρ =

∫
BR(x0)

(
u(x)− u(x0)

)
dx = 0

für alle R ∈ (0, r), und damit muss ψ ≡ 0 auf (0, r) gelten.

Eine einfache Folgerung ist nun, dass Harmonizität unter gleichmäßiger Konvergenz erhalten bleibt.

Korollar 2.37 (Konvergenzsatz von Weierstraß). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn und (uk)k∈N
eine Folge harmonischer Funktionen, die lokal gleichmäßig gegen eine Funktion u konvergiert. Dann ist
u harmonisch auf Ω.

Beweis. Für jede Kugel Br(x0) b Ω gilt

u(x0) = lim
k→∞

uk(x0) = lim
k→∞

∫
−
Br(x0)

uk dx =

∫
−
Br(x0)

u dx ,

d. h. u ist stetig und erfüllt die Mittelwerteigenschaft auf Kugeln. Damit folgt die Harmonizität aus
Korollar 2.36.

Korollar 2.38 (Harnackscher Konvergenzsatz). Sei Ω eine offene, zusammenhängende Teilmenge des
Rn und (uk)k∈N eine monoton wachsende Folge harmonischer Funktionen. Gibt es ein x0 ∈ Ω, so dass
(uk(x0))k∈N beschränkt (und damit konvergent) ist, so konvergiert (uk)k∈N lokal gleichmäßig gegen eine
harmonische Funktion auf Ω.

Beweis. Aufgrund der Monotonie ist uk − uj für alle k > j eine nicht-negative, harmonische Funktion.
Die Harnack-Ungleichung aus Satz 2.31 liefert daher für alle zusammenhängenden Teilmengen V b Ω
und k > j die Abschätzung

0 ≤ sup
V

(uk − uj) ≤ c(Ω, V ) inf
V

(uk − uj) ≤ c(Ω, V )(uk(x0)− uj(x0)) .

Da (uk(x0))k∈N nach Voraussetzung eine Cauchyfolge ist, folgt, dass (uk)k∈N eine Cauchyfolge bezüglich
der Supremumsnorm auf V ist. Damit ist sie lokal gleichmäßig konvergent, und ihr Limes ist nach
Korollar 2.37 eine harmonische Funktion.

Satz 2.39 (von Hermann Weyl). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn und u ∈ L1
loc(Ω) eine Funktion,

für die ∫
Ω

u∆ϕdx = 0 für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω)

erfüllt ist. Dann ist u harmonisch in Ω (streng genommen: dann existiert eine Funktion ũ, die harmo-
nisch ist und mit u fast überall übereinstimmt).

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass die Glättungen uε harmonisch in Ωε sind: nach Satz 2.16 (i) gilt

∆uε(x) = (∆ηε ∗ u)(x) =

∫
Ω

∆ηε(x− y)u(y) dy

29



für x ∈ Ωε, und nach Voraussetzung (mit ϕ(y) := ηε(x − y) ∈ C∞0 (Ω)) folgt ∆uε ≡ 0 in Ωε. Wegen
der punktweisen (fast überall) und der L1

loc-Konvergenz der Regularisierung aus Satz 2.16 sowie der
Mittelwerteigenschaft der Familie (uε)ε>0 gilt für fast alle x0 ∈ Ω und alle r < dist(x0, ∂Ω)

u(x0) = lim
ε→0

uε(x0) = lim
ε→0

∫
−
Br(x0)

uε dx =

∫
−
Br(x0)

u dx ,

d. h. u erfüllt für fast alle x0 ∈ Ω die Mittelwerteigenschaft auf Kugeln. Definiert man nun ũ : Ω → R

durch

ũ(x0) =

∫
−
Bdist(x0,∂Ω)/2(x0)

u dx

so gilt ũ = u fast überall in Ω, ũ ist aufgrund der Absolutstetigkeit des Integrals stetig, und erfüllt
überall in Ω die Mittelwerteigenschaft auf Kugeln (fast überall wird dies von u vererbt, überall folgt
dann aus der Stetigkeit). Damit zeigt die Anwendung von Korollar 2.36 die Harmonizität von ũ.

Schließlich werden wir noch lokale Abschätzungen für höhere Ableitungen harmonischer Funktionen
beweisen.

Satz 2.40 (Innere Abschätzung für Ableitungen harmonischer Funktionen). Sei Ω eine offene Teilmenge
des Rn und u ∈ C2(Ω) eine harmonische Funktion auf Ω. Dann gilt für jeden Multiindex α mit |α| =
k ∈ N0 und jede Kugel Br(x0) b Ω

|Dαu(x0)| ≤ C(n, k)r−n−k‖u‖L1(Br(x0)) ,

mit Konstanten C(n, 0) = 1/ω1 und C(n, k) := (2n+1nk)k/ωn für k ∈ N.

Beweis. Die erste Möglichkeit, Abschätzungen dieser Form zu beweisen, ist es, die Darstellung u(x0) =
ur(x0) aus Satz 2.34 auszunutzen. Damit erhält man Dαu(x0) = (Dαηr ∗ u)(x0), und wegen ηr(x) :=
r−nη(x/r) gilt |Dαηr(x)| ≤ r−n−|α||Dαη(x/r)| ≤ Cr−n−|α|. Damit folgt insgesamt

|Dαu(x0)| =
∣∣∣ ∫
Br(x0)

Dαηr(x0 − x)u(x) dx
∣∣∣

≤ Cr−n−|α|
∫
Br(x0)

|u| dx = Cr−n−|α|‖u‖L1(Br(x0)) .

Alternativ kann man die Abschätzungen zu Fuss mit Induktion über k beweisen und dabei auch
explizite Konstanten für C bestimmen. Hierzu bemerken wir zunächst, dass mit u auch jede Ableitung
Dαu harmonisch ist.

Der Fall k = 0: Die Behauptung folgt sofort aus der Mittelwertformel mit Kugeln, mit Konstante
C(n, 0) = 1/ωn.

Der Fall k = 1: Für i ∈ {1, . . . , n} gilt mit der Mittelwertformel auf Kugel und Satz 2.12 von Gauß
(mit ν = (x− x0)/|x− x0|):

|Diu(x0)| =
∣∣∣ ∫−

Br/2(x0)

Diu dx
∣∣∣ =

2n

ωnrn

∣∣∣ ∫
∂Br/2(x0)

uνi dHn−1
∣∣∣

≤
2nHn−1(∂Br/2(x0))

ωnrn
sup

∂Br/2(x0)

|u| = 2n

r
sup

∂Br/2(x0)

|u| .

Aus dem ersten Schritt wissen wir (da Br/2(x) ⊂ Br(x0) für alle x ∈ ∂Br/2(x0) gilt), dass

sup
∂Br/2(x0)

|u| ≤ C(n, 0)2n

rn
‖u‖L1(Br(x0)) ,

und die Behauptung folgt für C(n, 1) = 2n+1n/ωn.
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Der Fall k ≥ 2: Ähnlich wie im Fall k = 1 kann man die Ableitung der Ordnung k durch das
Supremum einer Ableitung der Ordnung k−1 auf einer kleineren Kugel abschätzen. Für die Berechnung
der Konstante ist es hier hilfreich, diese kleinere Kugel nicht als Br/2(x0), sondern als Br/k(x0) zu
wählen. So erhalten wir

|Dαu(x0)| ≤ kn

r
sup

∂Br/k(x0)

|Dβu|

für einen Multiindex β mit βj = αj − 1 ≥ 0 für ein j ∈ {1, . . . , n} und βi = αi für i 6= j (also
insbesondere |β| = k − 1). Nach Induktionsannahme gilt wiederum ähnlich wie oben (nun mit der
Inklusion Br(k−1)/k(x) ⊂ Br(x0) für alle x ∈ ∂Br/k(x0)) die Ungleichung

sup
∂Br/k(x0)

|Dβu| ≤ C(n, k − 1)kn+k−1

(k − 1)n+k−1rn+k−1
‖u‖L1(Br(x0)) ,

und zusammen mit der vorherigen Ungleichung folgt die Behauptung mit der Konstante

C(n, k − 1)knkn+k−1(k − 1)−n−k+1 = (2n+1n(k − 1))k−1kn+kn(k − 1)−n−k+1ω−1
n

= (2n+1nk)k2−n−1kn(k − 1)−nω−1
n ≤ C(n, k) .

Diese Abschätzungen für höhere Ableitungen haben wichtige Konsequenz im Ganzraumfall Ω = Rn.
Als erste Konsequenz kann man damit zeigen, dass es zum einen keine nichttrivialen, beschränkten
harmonischen Funktionen auf Rn gibt, und dass es sich zum anderen bei harmonischen Funktionen auf
Rn, die “nicht schnell genug” bei Unendlich wachsen, um Polynome handeln muss.

Satz 2.41 (Satz von Liouville). Sei u ∈ C2(Rn) harmonisch.

(i) Ist u beschränkt, so ist u konstant.

(ii) Gilt lim sup|x|→∞ |x|−(k+1)|u(x)| = 0 für ein k ∈ N, so ist u ein (harmonisches) Polynom, dessen
Grad höchstens k ist.

Beweis. Nach Satz 2.40 und wegen der Beschränktheit von u wissen wir

|Du(x0)| ≤ ω−1
n r−n−1‖u‖L1(Br(x0)) ≤ ω−1

n r−1 sup
Rn
|u|

für alle x0 ∈ Rn und beliebige Radien r > 0. Mit r → ∞ ergibt sich Du ≡ 0. Damit ist u konstant
und die erste Aussage bewiesen. Für den Beweis der zweiten Aussage sei α ein beliebiger Multiindex
der Länge k + 1. Dann gilt nach Satz 2.40

|Dαu(x0)| ≤ C(n, k + 1)r−n−k−1‖u‖L1(Br(x0)) ≤ C(n, k + 1)r−k−1 sup
Br(x0)

|u| (2.9)

für alle x0 ∈ Rn und beliebige Radien r > 0. Wir zeigen nun, dass die rechte Seite im Limes r → ∞
verschwindet: nach Voraussetzung existiert zu ε > 0 ein Rε mit der Eigenschaft, dass |u(x)| ≤ ε|x|k+1

für alle x mit |x| ≥ Rε gilt. Damit folgt mit dem Maximumprinzip für beliebige r > |x0| + Rε (womit
insbesondere Rε < |x| ≤ 2r für x ∈ ∂Br(x0) garantiert ist)

r−k−1 sup
Br(x0)

|u| = r−k−1 sup
∂Br(x0)

|u| ≤ r−k−1ε|x|k+1 ≤ 2k+1ε .

Da ε beliebig war, muss also

lim sup
r→∞

r−k−1 sup
Br(x0)

|u| = 0

gelten. Zusammen mit (2.9) folgt Dαu ≡ 0 für alle (k + 1)-ten Ableitung, folglich ist u ein Polynom
höchstens k-ten Grades.
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Als zweite Konsequenz aus den Abschätzungen für höhere Ableitungen harmonischer Funktionen
stellt sich heraus, dass diese nicht nur unendlich oft differenzierbar, sondern sogar analytisch sind.

Definition 2.42. Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn. Eine Funktion f : Ω → R heißt analytisch
in einem Punkt x ∈ Ω, falls f sich lokal durch seine Taylorreihe darstellen lässt, also falls ein r ∈
(0,dist(x, ∂Ω)) existiert, so dass

f(y) =
∑
α∈Nn

1

α!
Dαf(x)(y − x)α

für alle y ∈ Br(x) gilt. Falls f in allen x ∈ Ω analytisch ist, so heißt f analytisch in Ω.

Satz 2.43. Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn und u ∈ C2(Ω) eine harmonische Funktion auf Ω.
Dann ist u analytisch in Ω.

2.3 Darstellungsformeln für Lösungen der Poissongleichung

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns nun mit der Poissongleichung mit vorgegebenen Dirichletrand-
werten: für eine offene, beschränkte (reguläre) Menge Ω im Rn und vorgegebene (stetige) Funktionen
f : Ω→ R und g : ∂Ω→ R untersuchen wir Lösungen der Gleichung{

−∆u = f in Ω ,

u = g auf ∂Ω .
(2.10)

Aufgrund von Korollar 2.29 wissen wir bereits, dass Lösungen dieses Dirichlet-Problems in der Klasse
C2(Ω) ∩ C(Ω) eindeutig sind, und wir suchen nun nach einer allgemeinen und expliziten Darstellungs-
formel der Lösung, d. h. wir fragen uns, wie die Lösung in einer Formel dargestellt werden kann, in der
lediglich die Inhomogenität f , die Randwerte g und das Definitionsgebiet Ω auftreten.

Satz 2.44 (Greensche Darstellungsformel). Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn mit C1-Rand
∂Ω und h ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) mit ∆h ∈ L1(Ω). Dann gilt für alle x ∈ Ω

h(x) = −
∫

Ω

Φ(x− y)∆h(y) dy +

∫
∂Ω

(
Φ(x− y)Dh(y)− h(y)DyΦ(x− y)

)
· ν(y) dHn−1(y) .

Bemerkung 2.45. Die Greensche Darstellungsformel lässt sich physikalisch interpretieren: das erste
Integral ist das Newton-Potential von −∆h und entspricht einer Überlagerung von Potentialen y 7→
Φ(x− y) mit Dichte −∆h. Das zweite Integral auf dem Rand ∂Ω sind Ein- bzw. Zweischichtpotentiale,
die vom Potential einer Ladungsverteilung mit Dichte Dh · ν bzw. von Dipolen mit Dichte −h auf ∂Ω
kommen.

Beweis. Zu vorgegebenem x ∈ Ω betrachten wir ein fixiertes ε mit 0 < ε < min{1,dist(x, ∂Ω)), und wir
wollen das Integral von y 7→ Φ(x−y)∆h(y) über Ω berechnen. Da wir von der Fundamentallösung Φ die
Darstellung (und insbesondere die Asymptotik der Singularität bei 0) kennen und zusätzlich ∆Φ(x−y) =
0 in Rn \ {x} wissen, zerlegen wir das Integrationsgebiet Ω in Bε(x) und Ω \Bε(x):∫

Ω

Φ(x− y)∆h(y) dy =

∫
Bε(x)

Φ(x− y)∆h(y) dy +

∫
Ω\Bε(x)

Φ(x− y)∆h(y) dy =: Iε + IIε .

und werden nun die beiden entstandenen Terme getrennt untersuchen. Den ersten Term Iε können wir
nach Transformation von der Kugel Bε(x) auf die Kugel Bε(0) explizit in Abhängigkeit von ε abschätzen:

|Iε| ≤ C(n)‖D2h‖L∞(Bε(x))

∫
Bε(0)

Φ(y) dy

≤


C‖D2h‖L∞(Bε(x))

∫
Bε(0)

(− log |y|) dy = C‖D2h‖L∞(Bε(x))(1− log ε)ε2 falls n = 2,

C(n)‖D2h‖L∞(Bε(x))

∫
Bε(0)

|y|2−ndy = C(n)‖D2h‖L∞(Bε(x))ε
2 falls n ≥ 3.

32



Wegen h ∈ C2(Ω) folgt daher |Iε| → 0 bei ε → 0. Den Term IIε schreiben wir mithilfe der zweiten
Greensche Formel (2.3) um. Wegen ∆yΦ(x− y) = 0 für y 6= x liefert dies

IIε =

∫
∂(Ω\Bε(x))

(
Φ(x− y)Dh(y)− h(y)DyΦ(x− y)

)
· ν(y) dHn−1(y)

=

∫
∂Ω

(
Φ(x− y)Dyh(y)− h(y)DyΦ(x− y)

)
· ν(y) dHn−1(y)

−
∫
∂Bε(x)

Φ(x− y)Dh(y) · ν(y) dHn−1(y) +

∫
∂Bε(x)

h(y)DyΦ(x− y) · ν(y) dHn−1(y)

=: II ′ + II ′′ε + II ′′′ε ,

wobei sich die Vorzeichen bei den letzten beiden Integralen geändert haben, da der äußere Einheitsnor-
malenvektor von Ω \ Bε(x) gleich dem inneren Einheitsnormalenvektor von Bε(x) ist. Den Term II ′′ε
können wir aufgrund der Rotationssymmetrie von Φ außerdem folgendermaßen abschätzen:

|II ′′ε | ≤ ‖Dh‖L∞(Bε(x))

∫
∂Bε(0)

Φ(y) dHn−1(y)

≤

 C‖Dh‖L∞(Bε(x)))H1(∂Bε(0))(− log ε) = C‖Dh‖L∞(Bε(x)))ε| log ε| falls n = 2

C(n)‖Dh‖L∞(Bε(x)))Hn−1(∂Bε(0))ε2−n = C(n)‖Dh‖L∞(Bε(x)))ε falls n ≥ 3

und damit |II ′′ε | → 0 bei ε → 0. Um den Beitrag von II ′′′ε zu bestimmen, bemerken wir zunächst aus
der Definition 2.19 von Φ (und der Tatsache ω2 = π), dass

DyΦ(x− y) =
1

nωn

x− y
|x− y|n

und damit DyΦ(x− y) · ν(y) = − 1

nωn

1

|x− y|n−1
= − 1

nωnεn−1

für alle y ∈ ∂Bε(x) gilt. Da Hn−1(∂Bε(0)) = nωnε
n−1 gilt und h stetig ist, folgt damit

II ′′′ε = − 1

nωnεn−1

∫
∂Bε(x)

h(y) dHn−1(y) = −
∫
−
∂Bε(x)

h(y) dHn−1(y)→ −h(x) bei ε→ 0 .

Insgesamt ergibt sich für ε→ 0 die behauptete Darstellungsformel.

Bemerkung 2.46. Setzt man etwas höhere Regularität des Randes ∂Ω voraus (z. B. ein C2-Rand), so
bekommt man auch eine Greensche Darstellungsformel für Randpunkte x ∈ ∂Ω

1

2
h(x) = −

∫
Ω

Φ(x− y)∆h(y) dy +

∫
∂Ω

(
Φ(x− y)Dh(y)− h(y)DyΦ(x− y)

)
· ν(y) dHn−1(y) .

Für den Beweis geht man analog vor und zerlegt den Integrationsbereich zunächst in Ω ∩ Bε(x) und
Ω \ Bε(x), wobei das erste Teilgebiet im Limes ε → 0 wieder keinen Beitrag liefert. Für das zweite
Teilgebiet wendet man wieder die zweite Greensche Formel an, und beachtet dabei

∂(Ω \Bε(x)) =
(
∂Ω \ (∂Ω ∩Bε(x0))

)
∪ (∂Bε(x0) ∩ Ω) .

Das Randintegral über ∂Ω tritt in obiger Formel auf und der Beitrag von ∂Ω ∩Bε(x0) verschwindet im
Limes ε→ 0 (hierzu benötigt man jedoch die bessere Randregularität). Das Randintegral auf ∂Bε(x0)∩Ω
wird genauso wie im Inneren behandelt – da es sich hierbei im Limes jedoch nur um eine Halbsphäre
handelt, ergibt sich als Beitrag −h(x)/2 statt wie zuvor −h(x).

Korollar 2.47. Sei f ∈ C2
0 (Rn) und u : Rn → R gegeben durch

u(x) := (Φ ∗ f)(x) =

∫
Rn

Φ(x− y)f(y) dy .

Dann gelten u ∈ C2(Rn) und −∆u = f in Rn.
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Beweis. Es gilt

u(x) =

∫
Rn

Φ(x− y)f(y) dy =

∫
Rn

Φ(y)f(x− y) dy

und damit hat u die Darstellung als ein parameterabhängiges Integral, dessen Integrand Φ(y)f(x − y)
für jedes y 6= 0 stetig differenzierbar ist und für das lokal um jedes xi eine L1-Majorante existiert (da
Φ nach Bemerkung 2.20 in L1

loc(Rn) ist und f nach Annahme kompakten Träger hat). Die Anwendung
von Satz 2.10 liefert daher die stetige Differenzierbarkeit von u mit

Diu(x) =

∫
Rn

Φ(y)Dxif(x− y) dy

für alle x ∈ Rn und i ∈ {1, . . . , n}, und das gleiche Argument mit Dxif(x − y) anstelle von f(x − y)
zeigt die erste Behauptung u ∈ C2(Rn), mit der Darstellung

DjDiu(x) =

∫
Rn

Φ(y)DxjDxif(x− y) dy

für i, j ∈ {1, . . . , n}. Um nun noch −∆u = f auf Rn nachzuweisen, beachten wir, dass f ∈ C2
0 (BR(0))

für hinreichend großes R gilt. Daher können wir Satz 2.44 anwenden (die Randintegrale verschwinden
dabei, da f und Df auf ∂BR(0) verschwinden), und schreiben die Integraldarstellung von ∆u für alle
x ∈ Rn um als

∆u(x) =

∫
Rn

Φ(y)∆xf(x− y) dy =

∫
Rn

Φ(y)∆yf(x− y) dy

=

∫
BR(0)

Φ(x− y)∆f(y) dy = −f(x) .

Bemerkung 2.48. Die im Korollar 2.47 angegebene Lösung ist für n ≥ 3 beschränkt und zeichnet sich
insofern aus, als dass sie im Unendlichen gegen Null strebt, also dass gilt:

lim
|x|→∞

u(x) = 0

(für n = 2 dagegen ist die Lösung potentiell unbeschränkt). Jede andere beschränkte Lösung der Pois-
songleichung −∆u = f auf Rn unterscheidet sich nur um eine additive Konstante.

Beweis. Da der Träger von f nach Annahme kompakt in Rn ist, können wir spt(f) ⊂ BR(0) für ein
hinreichend großes R annehmen. Wegen |x − y| ≥ |x| − |y| ≥ |x| − R für y ∈ BR(0) können wir daher
u(x) für x ∈ Rn \BR(0) folgendermaßen abschätzen:

|u(x)| =
∣∣∣ ∫
BR(0)

Φ(x− y)f(y) dy
∣∣∣

≤ C(n)‖f‖L∞(Rn)

∫
BR(0)

|x− y|2−n dy ≤ C(n)Rn‖f‖L∞(Rn)(|x| −R)2−n .

Im Limes |x| → ∞ gilt folglich wie behauptet u(x)→ 0. Im Fall n = 2 dagegen divergiert die Fundamen-
tallösung Φ, und dies kann sich auch auf die Lösung übertragen. Ist f beispielsweise nicht-positiv mit
f ≤ −1 in B1(0) und spt(f) ⊂ B2(0) so folgt wegen Φ(y) ≤ 0 für y ∈ R2 \B1(0) für alle x ∈ R2 \B3(0)

u(x) =

∫
B2(0)

Φ(x− y)f(y) dy ≥
∫
B1(0)

|Φ(x− y)| dy ≥ 2−1 log(|x| − 1)

und damit u(x)→∞ bei |x| → ∞.
Um die Eindeutigkeit beschränkter Lösungen bis auf Konstanten nachzuweisen, nehmen wir an, dass

u1 und u2 zwei beschränkte Lösungen von −∆u = f auf Rn sind. Die Funktion u1 − u2 ist dann eine
beschränkte, harmonische Funktion auf Rn und daher nach Satz 2.41 von Liouville konstant.

34



Kommen wir nun zurück zu unserem Ziel, eine Darstellungsformel für die Lösungen der Poissonglei-
chung mit vorgegebenen Randwerten zu finden. Ansatzpunkt dafür die die Greensche Darstellungsformel
in Satz 2.44, die eine beliebige C2-Funktion u mithilfe von den Werten ∆u in Ω und den Werten der
Funktion u selbst sowie ihrer Normalenableitung Dνu auf dem Rand ∂Ω ausdrückt. Im speziellen Fall,
dass es sich bei dieser Funktion um eine Lösung der Poissongleichung (2.10) handelt (diese also insbe-
sondere existiert), haben wir also eine Darstellung, in der f , g, aber leider auch Dνu auf ∂Ω vorkommt,
die jedoch nicht aus der Gleichung (2.10) hervorgeht (und sogar nicht zusätzlich beliebig vorgegeben
werden darf, da die Poissongleichung zu vorgegebenen Randwerten nicht mehr als eine Lösung besitzen
kann). Um den Term mit Dνu in der Greenschen Darstellungsformel anders darzustellen, führen wir
nun den Begriff der Greenschen Funktion für ein Gebiet Ω ein, das im Ganzraumfall (zumindest für
n ≥ 3) eine Verallgemeinerung der Fundamentallösung darstellt.

Definition 2.49. Sei Ω eine offene Menge in Rn. Eine Funktion G : {(x, y) ∈ Ω × Ω: x 6= y} → R

heißt Greensche Funktion (der ersten Art) für das Gebiet Ω, falls für alle x ∈ Ω gilt:

(i) y 7→ G(x, y)− Φ(x− y) ist von der Klasse C2(Ω) ∩ C1(Ω) und harmonisch in Ω;

(ii) y 7→ G(x, y) hat Nullrandwerte auf ∂Ω, d. h. es gilt limy→y0 G(x, y) = 0 für y0 ∈ ∂Ω und bei
unbeschränktem Ω auch bei y0 =∞.

Bemerkungen 2.50.

(i) y 7→ G(x, y) − Φ(x − y) heißt die Korrektorfunktion, mithilfe der Nullrandwerte erzeugt werden.
Ist Ω beschränkt, so ist nach Korollar 2.29 die Korrektorfunktion (und damit auch die Greensche
Funktion) eindeutig, falls existent.

(ii) y 7→ G(x, y) ist von der Klasse C2(Ω \ {x}) ∩ C1(Ω \ {x}) und besitzt die gleiche Singularität in
x wie Φ(x− y).

Satz 2.51 (Greensche Lösungsformel). Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn mit C1-Rand ∂Ω
und G die Greensche Funktion für Ω (falls existent). Ist u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) eine Lösung von{

−∆u = f in Ω ,

u = g auf ∂Ω ,

für Funktionen f ∈ C(Ω) ∩ L1(Ω), g ∈ C(∂Ω), so gilt für alle x ∈ Ω

u(x) =

∫
Ω

G(x, y)f(y) dy −
∫
∂Ω

DyG(x, y)g(y) · ν(y) dHn−1(y) .

Beweis. Wenden wir die zweite Greensche Formel (2.3) auf die harmonische Funktion y 7→ G(x, y) −
Φ(x− y) und die Lösung u an, so folgt∫

Ω

(
G(x, y)− Φ(x− y)

)
∆u(y) dy

=

∫
∂Ω

(
(G(x, y)− Φ(x− y))Du(y)−Dy(G(x, y)− Φ(x− y))u(y)

)
· ν(y) dHn−1(y)

= −
∫
∂Ω

(
Φ(x− y)Du(y)−DyΦ(x− y)u(y)

)
· ν(y) dHn−1(y)

−
∫
∂Ω

DyG(x, y)g(y) · ν(y) dHn−1(y) ,

wobei wir hier sowohl die Nullrandwerte von y 7→ G(x, y) auf ∂Ω für alle x ∈ Ω als auch u = g
auf ∂Ω ausgenutzt haben. Mithilfe der Greenschen Darstellungsformel aus Satz 2.44 sieht man nun,
dass alle Integrale, die Φ beinhalten, genau u(x) ergeben, und wegen −∆u = f ergibt sich dann die
Behauptung.
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Mit diesem Satz hat man scheinbar noch nicht viel gewonnen: zuvor kannte man die Normalenablei-
tung der Lösung nicht auf dem Rand, nun ist die Greensche Funktion die Unbekannte. Dennoch wissen
wir: können wir die Greensche Funktion für ein beschränktes, reguläres Gebiet Ω bestimmen, so können
wir Lösungen des Poisson-Problems für alle stetigen Inhomogenitäten f und Randwerte g mittels der
Greenschen Lösungsformel darstellen. Neben der Existenz der Greenschen Funktion stellt sich als zwei-
te Frage, in welchen Situationen das Dirichlet-Problem zum Poissonproblem überhaupt lösbar ist (eine
Antwort darauf werden wir in Kapitel 2.5 geben).

Bevor wir nun explizit Greensche Funktionen für einfache Gebiete konstruieren, zeigen wir zunächst,
dass die Greensche Funktion immer symmetrisch bzgl. ihrer beiden Variablen ist. Dazu benötigen wir
das folgende Eigenschaft, die wir schon fast in Satz 2.44 bewiesen haben:

Lemma 2.52. Sei Ω eine offene Menge in Rn, G die Greensche Funktion für Ω und Br(x) b Ω. Ist
h ∈ C2(Br(x)) ∩ C1(Br(x)), so gilt

lim
ε→0

∫
∂Bε(x)

(
G(x, y)Dh(y)− h(y)DyG(x, y)

)
· ν(y) dHn−1(y) = h(x) .

Beweis. Wir starten zunächst mit der Identität

lim
ε→0

∫
∂Bε(x)

(
Φ(x− y)Dh(y)− h(y)DyΦ(x− y)

)
· ν(y) dHn−1(y) = h(x) .

Das Integral auf der linken Seite entspricht genau den Termen −II ′′ε −II ′′′ε aus dem Beweis von Satz 2.44,
für die wir bereits gezeigt haben, dass sie im Limes ε → 0 gegen h(x) konvergieren. Da sowohl h als
auch die Korrekturfunktion y 7→ G(x, y)− Φ(x− y) regulär sind, gilt zusätzlich

lim
ε→0

∫
∂Bε(x)

(
(G(x, y)− Φ(x− y))Dh(y)− h(y)Dy(G(x, y)− Φ(x− y))

)
· ν(y) dHn−1(y) = 0 ,

so dass die Behauptung nach Addition dieser beiden Gleichungen folgt.

Satz 2.53 (Symmetrie der Greenschen Funktion). Ist G die Greensche Funktion zu einer beschränkten,
offenen Menge Ω in Rn mit C1-Rand ∂Ω, so gilt G(x, y) = G(y, x) für alle x, y ∈ Ω mit x 6= y.

Beweis. Für fixierte x, y ∈ Ω mit x 6= y definieren wir die beiden Hilfsfunktionen

v(z) := G(x, z) und w(z) := G(y, z)

für z ∈ Ω \ {x} bzw. z ∈ Ω \ {y}. Dann gilt nach Annahme

∆v = 0 in Ω \ {x} und ∆w = 0 in Ω \ {y} ,

und beide Funktionen v, w verschwinden auf ∂Ω.
Für ε < min{dist(x, ∂Ω),dist(y, ∂Ω),dist(x, y)/2} (das die Bedingungen Bε(x) ∪ Bε(y) ⊂ Ω und

Bε(x) ∩ Bε(y) = ∅ sicherstellt) liefert daher die zweite Greensche Formel (2.3), angewandt auf der
beschränkten, offenen Menge Ω \ (Bε(x) ∪Bε(y)), die Identität

0 =

∫
∂(Bε(x)∪Bε(y))

(
v(z)Dw(z)− w(z)Dv(z)

)
· ν(z) dHn−1(z)

=

∫
∂Bε(x)

(
G(x, z)Dw(z)− w(z)DzG(x, z)

)
· ν(z) dHn−1(z)

+

∫
∂Bε(y)

(
v(z)DzG(y, z)−G(y, z)Dv(z)

)
· ν(z) dHn−1(z) ,

wobei wir ∂(Bε(x) ∪ Bε(y)) = ∂Bε(x) ∪ ∂Bε(y) ausgenutzt haben und im ersten Integral auf der rech-
ten Seite die Definition von v und im zweiten Integral die Definition von w verwendet haben. Nach
Lemma 2.52 konvergieren diese Integrale gegen w(x) bzw. −v(y), und es ergibt sich somit

G(x, y) = v(y) = w(x) = G(y, x) .
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Korollar 2.54. Ist G die Greensche Funktion zu einer beschränkten, offenen Menge Ω in Rn mit
C1-Rand ∂Ω, so ist die Funktion x 7→ G(x, y) harmonisch auf Ω \ {y}.

Greensche Funktion für die Kugel. Um die Greensche Funktion auf der Kugel Br(a) zu konstru-
ieren, verwenden wir eine Reflexionsmethode, der die Idee zugrunde liegt, dass man eine Punktladung
in einem Punkt x ∈ Br(a) (aus der Sicht von Randpunkten ∂Br(a)) dadurch kompensieren kann, in-
dem man eine geeignet dimensionierte Punktladung mit entgegengesetztem Vorzeichen in einem Punkt
x∗ ∈ Rn \Br(a) anbringt, der durch Spiegelung bzgl. ∂Br(a) bestimmt wird.

Definition 2.55. Sei Br(a) eine Kugel im Rn und x ∈ Rn \{a}. Der Punkt x∗ ∈ Rn \{a}, der definiert
ist als

x∗ := a+ r2 x− a
|x− a|2

,

heißt Spiegelungspunkt von x bezüglich der Sphäre ∂Br(a).

Bemerkungen 2.56.

(i) Wegen x∗ − a = r2|x− a|−2(x− a) sieht man sofort

|x∗ − a||x− a| = r2 .

Dies bedeutet insbesondere, dass für x ∈ Rn \ (∂Br(a)∪ {a}) genau einer der beiden Punkte x, x∗

in der Kugel Br(a) und der andere in Rn \Br(a) liegen muss;

(ii) Mit der Identität in (i) überprüft man leicht, dass man durch zweifache Spiegelung wieder am
Ausgangspunkt landet, d. h. es gilt x∗∗ = x;

(iii) Für Punkte y ∈ ∂Br(a) gilt außerdem

|x∗ − y|2 =
∣∣∣r2 x− a
|x− a|2

− (y − a)
∣∣∣2

= r4|x− a|−2 − 2r2(x− a) · (y − a)|x− a|−2 + r2

= r2|x− a|−2
(
r2 − 2(x− a) · (y − a) + |x− a|2

)
= r2|x− a|−2

(
|y − a|2 − 2(x− a) · (y − a) + |x− a|2

)
= r2|x− a|−2|y − a− (x− a)|2 = r2|x− a|−2|y − x|2 .

Mit der Idee der Spiegelladung definieren wir nun eine Funktion (die die Rolle der Korrektorfunktion
übernehmen soll), deren Ladung im Punkt x∗ sitzt, und deren Stärke anhand von Bemerkung 2.56
bestimmt wird:

g(x, y) :=

{
−Φ
( |x−a|

r (y − x∗)
)

für x ∈ Br(a) \ {a} ,
−Φ(re1) für x = a ,

für y ∈ Br(a) (und für x = a ist −Φ(re1) genau die stetige Fortsetzung, vgl. Bemerkung 2.56 (i)).
Tatsächlich gilt nun:

Proposition 2.57. Für die Funktion g gilt:

(i) y 7→ g(x, y) ist glatt und harmonisch in Br(a) für alle x ∈ Br(a);

(ii) g(x, y) + Φ(x− y) = 0 für y ∈ ∂Br(a) und x ∈ Br(a).

Beweis. Die Funktion g(x, y) ist glatt auf Br(a), da die Singularität in x∗ und damit außerhalb von
Br(a) liegt, und die Harmonizität von y 7→ g(x, y) folgt direkt aus der Harmonizität von Φ. Somit
gilt (i). Für den Beweis von (ii) berechnen wir mithilfe von Bemerkung 2.56 (iii) für y ∈ ∂Br(a) und
x ∈ Br(a): ∣∣∣ |x− a|

r
(y − x∗)

∣∣∣ =
|x− a|
r

r|x− a|−1|y − x| = |y − x| ,

und die Behauptung folgt dann aus der Tatsache, dass Φ nur vom Betrag des Arguments abhängt.
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Korollar 2.58. Die Greensche Funktion für Br(a) ⊂ Rn lautet

GBr(a)(x, y) :=

{
Φ(x− y)− Φ

( |x−a|
r (y − x∗)

)
für x ∈ Br(a) \ {a} ,

Φ(a− y)− Φ(re1) für x = a ,

für x ∈ Br(a) und y ∈ Br(a) \ {x}.
Um nun die Greensche Lösungsformel aus Satz 2.51 explizit angeben zu können, berechnen wir

nun die Normalenableitung der Greenschen Funktion. Für y ∈ ∂Br(a) gilt ν(y) = (y − a)/|y − a| und
|y − a| = r, und somit folgt mit Bemerkung 2.56 (iii) für x ∈ Br(a) \ {a} und n ≥ 3

DyGBr(a)(x, y) · ν(y) = − 1

nωn

[ y − x
|y − x|n

−
( |x− a|

r

)2−n y − x∗

|y − x∗|n
]
· y − a

r

= − 1

nωn

1

r|y − x|n
[
(y − x) · (y − a)− |x− a|

2

r2
(y − x∗) · (y − a)

]
= − 1

nωn

1

r|y − x|n
[
(y − x) · (y − a)− |x− a|

2

r2

(
(y − a)− r2 x− a

|x− a|2
)
· (y − a)

]
= − 1

nωn

1

r|y − x|n
[
(y − x) · (y − a)− |x− a|2 + (x− a) · (y − a)

]
=

1

nωn

1

r|y − x|n
[
|x− a|2 − |y − a|2

]
=

1

nωn

|x− a|2 − r2

r|y − x|n
.

Für x = a und n = 2 ergibt sich das gleiche Endergebnis. Das Negative dieses Ausdrucks ist also ein
wesentlicher Bestandteil der Greenschen Lösungsformel.

Definition 2.59. Der Poisson-Kern für die Kugel Br(a) ⊂ Rn ist definiert als

KBr(a)(x, y) :=
1

nωn

r2 − |x− a|2

r|y − x|n
für x ∈ Br(a) und y ∈ ∂Br(a) .

Satz 2.60 (Poisson-Integralformel für Kugeln). Sei Br(a) ⊂ Rn und g : ∂Br(a)→ R stetig.

(i) Ist u ∈ C2(Br(a))∩C(Br(a)) eine harmonische Funktion auf Br(a) mit u = g auf ∂Br(a), so gilt

u(x) =

∫
∂Br(a)

KBr(a)(x, y)g(y) dHn−1(y) für x ∈ Br(a) . (2.11)

(ii) Umgekehrt definiert (2.11) die eindeutige harmonische Funktion u ∈ C2(Br(a)) ∩ C1(Br(a)) mit
u = g auf ∂Br(a).

Bemerkung 2.61.

(i) Im Fall x = a stellt (2.11) genau die Mittelwerteigenschaft auf Sphären dar. Außerdem kann man
mithilfe der Darstellung in (2.11) eine spezielle Harnack-Ungleichung zeigen;

(ii) Der zweite Teil der Aussage bedeutet, dass sie jede stetige Funktion auf Sphären harmonisch auf
die Vollkugel fortsetzen lässt. Dies stellt unseren ersten Existenzsatz mit expliziter Lösungsformel
dar und wird manchmal auch als der Satz von Schwarz bezeichnet.

Beweis. Die erste Aussage folgt für Funktionen u ∈ C2(Br(a))∩C1(Br(a)) aus der Greenschen Lösungs-
formel, da KBr(a)(x, y) als die negative Normalenableitung der Greenschen Funktion definiert ist. Für

Funktionen u ∈ C2(Br(a)) ∩ C(Br(a)) braucht man ein zusätzliches Approximationsargument. Für
ρ < r und x ∈ Bρ(a) gilt mit dem Transformationssatz (y 7→ ρz/r):

u(x) =

∫
∂Bρ(a)

KBρ(a)(x, y)u(y) dHn−1(y)

=

∫
∂Br(a)

KBρ(a)(x, ρz/r)u(ρz/r)(ρ/r)n−1 dHn−1(z) .
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Da z ∈ ∂Br(a) gilt und u stetig ist, konvergiert der Integrand gleichmäßig (bzgl. z) gegen den Integran-
den aus (2.11), so dass die Darstellung (2.11) im Limes ρ↗ r folgt.

Die zweite Aussage beruht im wesentlichen auf zwei Tatsachen: zum einen gilt

KBr(a)(x, y) ≥ 0 und

∫
∂Br(a)

KBr(a)(x, y) dHn−1(y) = 1

(die zweite Aussage kann man einfach nachrechnen oder man wendet (i) mit der konstanten, harmo-
nischen Funktion u ≡ 1 an), zum anderen “konzentriert” sich y 7→ KBr(a)(x, y) beim Grenzübergang
x→ x0 bei x0 ∈ ∂Br(a), im Sinne, dass für fixiertes y ∈ ∂Br(a) \ {x0} gilt:

KBr(a)(x, y)→ 0 für x ∈ Br(a) mit x→ x0 .

Zu vorgegebenem ε ∈ (0, 1) können wir wegen der Stetigkeit von g nun δ ∈ (0, r) so klein wählen, dass
einerseits

2|g(y)− g(x0)| ≤ ε für y ∈ ∂Br(a) mit |y − x0| ≤ δ

und andererseits

sup
∂Br(a)

|g|rn−12n+3δ < ε

gilt. Wegen der Abschätzung

KBr(a)(x, y) ≤ 1

nωn

r2 − |x− a|2

r|y − x|n
≤ 2n

nωn

r2 − (r − δn+1)2

rδn
≤ 2n+1

nωn
δ

für y ∈ ∂Br(a) mit |y − x0| > δ und x ∈ Br(a) mit |x− x0| ≤ δn+1/2

folgt nun für x ∈ Br(a) mit |x− x0| ≤ δn+1/2

|u(x)− g(x0)| ≤
∫
∂Br(a)

KBr(a)(x, y)|g(y)− g(x0)| dHn−1(y)

≤ 2 sup
∂Br(a)

|g|
∫
∂Br(a)\Bδ(x0)

KBr(a)(x, y) dHn−1(y)

+ sup
∂Br(a)∩Bδ(x0)

|g − g(x0)|
∫
∂Br(a)∩Bδ(x0)

KBr(a)(x, y) dHn−1(y)

≤ 2 sup
∂Br(a)

|g|rn−12n+1δ + sup
∂Br(a)∩Bδ(x0)

|g − g(x0)| .

Nach Wahl von δ ist die rechte Seite durch ε beschränkt, und die Stetigkeit limBr(a)3x→x0
u(x) = g(x0)

folgt für x0 ∈ ∂Br(a).

Greensche Funktion für den Halbraum. Um die Greensche Funktion auf dem Halbraum

Rn+ :=
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0

}
zu konstruieren, verwendet man ein ähnliches (aber leichteres) Spiegelungsprinzip. Eine Punktladung
im Punkt x ∈ Rn+ wird nun dadurch kompensiert, dass man eine gleich dimensionierte Punktladung mit
entgegengesetztem Vorzeichen im an der xn-Achse gespiegelten Punkt x̄ anbringt.

Definition 2.62. Zu x ∈ Rn heißt der Punkt x̄ ∈ Rn, der definiert ist als

x̄ := (x1, . . . ,−xn) ,

der Spiegelungspunkt von x bezüglich ∂Rn+.

39



Offensichtlich hat einer der beiden Punkte x, x̄ nicht-negatives und der andere nicht-positives Vor-
zeichen, und es gilt dist(x, ∂Rn+) = dist(x̄, ∂Rn+). Setzen wir nun

g(x, y) := −Φ(x̄− y) für x, y ∈ Rn+ ,

so ist y 7→ g(x, y) glatt und harmonisch in Rn+, und für y ∈ ∂Rn+ und x ∈ Rn+ gilt

g(x, y) + Φ(x− y) = −Φ(x̄− y) + Φ(x− y) = 0 ,

da beide Argumente den gleichen Betrag

|x̄− y| =
( n−1∑
k=1

(x̄k − yk)2 + (x̄n)2
) 1

2

=
( n−1∑
k=1

(xk − yk)2 + (−xn)2
) 1

2

= |x− y|

besitzen. Daher gilt:

Satz 2.63. Die Greensche Funktion für Rn+ lautet

GRn+(x, y) := Φ(x− y)− Φ(x̄− y) für x, y ∈ Rn+ mit x 6= y .

Analog wie für die Kugel können wir nun den Poissonkern für den Halbraum Rn+ bestimmen, indem
wir die (negative) Normalenableitung der Greenschen Funktion für y ∈ ∂Rn+ und x ∈ Rn+ berechnen:

DyGRn+(x, y) · ν(y) = − 1

nωn

[ y − x
|y − x|n

− y − x̄
|y − x̄|n

]
· (−en) = − 1

nωn

2xn
|y − x|n

.

Definition 2.64. Der Poisson-Kern für den Halbraum Rn+ ist definiert als

KRn+(x, y) :=
1

nωn

2xn
|y − x|n

für x ∈ Rn+ und y ∈ ∂Rn+ .

Auch wenn die Greensche Lösungsformel aus Satz 2.51 im Halbraumfall nicht anwendbar ist (denn
Rn+ ist keine beschränkte Menge), so erhalten wir zumindest für beschränkte und stetige vorgegebene
Randwerte g durch Integration von g gegen den Poisson-Kern eine Lösung der homogenen Poissonglei-
chung mit Randwerten g.

Satz 2.65 (Poisson-Integralformel für den Halbraum). Sei g ∈ C(Rn−1) ∩ L∞(Rn−1). Dann definiert

u(x) =

∫
∂Rn+

KRn+(x, y)g(y) dHn−1(y) für x ∈ Rn+

eine beschränkte, harmonische Funktion u ∈ C2(Rn+) ∩ C0(Rn+) mit u = g auf ∂Rn+.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.60, siehe auch [5, Beweis von Theorem 2.2.14].

Anwendung. Eine Anwendung der Poisson-Integralformel auf der Kugel sind die folgenden Spiege-
lungsprinzipien:

Satz 2.66. Sei Ω eine offene Menge in Rn, die symmetrisch bzgl. der Hyperebene Rn−1×{0} ist (d. h.
x ∈ Ω gilt genau dann, wenn für den Spiegelungspunkt x̄ ∈ Ω gilt), und seien

Ω+ :=
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω: xn > 0

}
,

Ω0 :=
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω: xn = 0

}
,

Ω− :=
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω: xn < 0

}
.
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(i) Ungerades Spiegelungsprinzip: Ist u ∈ C2(Ω+) ∩ C(Ω+ ∪ Ω0) harmonisch auf Ω+ mit u = 0 auf
Ω0, so ist die ungerade Fortsetzung

ū(x) :=

{
u(x) für x ∈ Ω+ ∪ Ω0 ,

−u(x1, . . . , xn−1,−xn) für x ∈ Ω− ,

harmonisch auf Ω;

(ii) Gerades Spiegelungsprinzip: Ist u ∈ C2(Ω+)∩C1(Ω+ ∪Ω0) mit Dnu = 0 auf Ω0, so ist die gerade
Fortsetzung

ū(x) :=

{
u(x) für x ∈ Ω+ ∪ Ω0 ,

u(x1, . . . , xn−1,−xn) für x ∈ Ω− ,

harmonisch auf Ω.

Beweis. Übungsaufgabe.

Bemerkung 2.67. Mit dem Spiegelungsprinzip sieht man nun, dass die Lösung aus Satz 2.65 die
einzige beschränkte Lösung von ∆u = 0 in Rn+ mit u = g auf ∂Rn+ ist. Sind u1 und u2 nämlich zwei
beschränkte Lösungen, so ist u1 − u2 harmonisch in Rn+ mit u = 0 auf ∂Rn+. Mithilfe des ungeraden
Spiegelungsprinzips erhält man dann eine beschränkte, harmonische Funktion auf Rn, und nach dem
Satz 2.41 von Liouville muss daher u1 − u2 = 0 gelten.

Exkurs: Eine Darstellungsformel für das Neumann-Problem. Anstelle des Dirichlet-Problems{
−∆u = f in Ω ,

u = gD auf ∂Ω ,

für die Poissongleichung, bei dem die Nebenbedingung in Form von vorgeschriebenen, stetigen Rand-
werten gD auf ∂Ω gestellt ist, kann man auch das sogenannte Neumann-Problem{

−∆u = f in Ω ,

Dνu = gN auf ∂Ω ,
(2.12)

untersuchen, für das die Nebenbedingung in Form einer vorgeschriebenen, stetigen Normalenableitung
gN auf ∂Ω gestellt ist (beachte, dass der Einheitsnormalenvektor wohldefiniert ist, wenn wir wie zuvor
lediglich Gebiete Ω mit einem C1-Rand betrachten). Um diese beiden Randbedingungen zu illustrieren,
überlegen wir uns deren Bedeutungen für die Verteilung von Wärme. Im Fall der Dirichlet-Randwerte
legt man die Temperatur von außen fest (etwa durch eine Heizung), und konstante Randwerte kann
man sich als ein unendlich großes äußeres Reservoir Rn \ Ω vorstellen, in dem die vorgeschriebene
Temperatur herrscht (diese ändert sich dann nicht durch eine andere Temperaturverteilung in Ω). Im
Fall der Neumann-Randwerte dagegen wird der Wärmefluss durch den Rand festgelegt (also wie gut
Wärme aus Ω fließen kann, etwa gN = 0 bei einer Vollisolierung). Allgemeiner kann man auch gemischte
Randbedingungen untersuchen, bei der auf disjunkten Teilen des Randes Dirichlet- oder Neumannrand-
bedingungen vorgegeben sind).

Wir wollen nun eine Darstellungsformel für Lösungen des Neumann-Problems herleiten und dazu
im ersten Schritt, in Analogie zum Vorgehen für das Dirichlet-Problem, eine sinnvolle Definition der
Greenschen Funktion finden. Ausgehend von der Greenschen Darstellungsformel

h(x) = −
∫

Ω

Φ(x−y)∆h(y) dy+

∫
∂Ω

Φ(x−y)Dh(y)·ν(y) dHn−1(y)−
∫
∂Ω

h(y)DyΦ(x−y)·ν(y) dHn−1(y) .

möchten wir daher Φ diesmal geeignet modifizieren, so dass das letzte Oberflächenintegral, in dem die
Randwerte von h auftreten, verschwindet. Dazu machen wir die folgenden zwei Vorüberlegungen:
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Proposition 2.68 (Zur Lösbarkeit des Neumann-Problems). Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in
Rn mit C1-Rand ∂Ω. Ist u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) eine Lösung des Neumann-Problems (2.12) zur Poisson-
gleichung für vorgegebene Funktionen f ∈ C(Ω) ∩ L1(Ω), gN ∈ C(∂Ω), so gelten:

(i) Kompatibilitätsbedingung: die Funktionen f und g erfüllen die Identität∫
Ω

f dx+

∫
∂Ω

gN dHn−1 = 0 ;

(ii) Eindeutigkeit bis auf additive Konstanten: ist u1 eine weitere Lösung von (2.12) und Ω zusam-
menhängend, so existiert eine Konstante c ∈ R mit u1 = u+ c in Ω.

Beweis. Nach dem Satz 2.12 von Gauß gilt∫
Ω

f dx = −
∫

Ω

∆u dx = −
∫
∂Ω

Du · ν dHn−1 = −
∫
∂Ω

gN dHn−1

und (i) ist gezeigt. Für den Nachweis von (ii) setzen wir die Differenz u−u1 für f, g in die 1. Greensche
Formel (2.2) ein und erhalten∫

Ω

|Du−Du1|2 dx =

∫
Ω

(Du−Du1) · (Du−Du1) dx

= −
∫

Ω

(u− u1)∆(u− u1) dx+

∫
∂Ω

(u− u1)(Dνu−Dνu1) dHn−1 .

Die rechte Seite verschwindet wegen der Harmonizität von u−u1 und der Randbedingung Dνu = Dνu1

auf ∂Ω, also gilt Du ≡ Du1 in Ω. Da Ω zusammenhängend ist, folgt damit u1 = u+ c für eine geeignete
Konstante c ∈ R wie behauptet.

Aufgrund der zweiten Aussage können wir uns also darauf beschränken, eine bestimmte Lösung des
Neumann-Problems (2.12) zu suchen (etwa mit verschwindendem Mittelwert auf dem Gebiet Ω oder
dem Rand ∂Ω), und erhalten eine allgemeine Lösung dann durch Addition von Konstanten auf jeder
Zusammenhangskomponente von Ω.

Der erste naive Versuch, eine Greenschen Funktion GN : {(x, y) ∈ Ω × Ω: x 6= y} → R für das
Neumann-Problem zu definieren, wäre es, für alle x ∈ Ω die folgenden Eigenschaften vorzuschreiben:

(i) y 7→ GN (x, y)− Φ(x− y) ist von der Klasse C2(Ω) ∩ C1(Ω) und harmonisch in Ω;

(ii) y 7→ DνGN (x, y) hat Nullrandwerte auf ∂Ω.

Diese beiden Bedingung sind im Allgemeinen jedoch nicht kompatibel: nach Proposition 2.68 (i) muss
wegen der Harmonizität von y 7→ GN (x, y)− Φ(x− y) (für Ω beschränkt und offen) einerseits∫

∂Ω

Dν(GN (x, y)− Φ(x− y)) dHn−1(y) = 0

gelten, andererseits gilt nach der Greenschen Darstellungsformel (mit h ≡ 1) aber auch

1 = −
∫
∂Ω

DνΦ(x− y) dHn−1(y) .

Daher muss man sich eine andere Modifikation von Φ überlegen, die jedoch nach wie vor das gleiche
Ziel hat, eine Darstellungsformel für eine Lösung vom Neumann-Problem zu finden, in der lediglich f ,
gN , sowie die (noch nicht definierte) Greensche Funktion für das Neumann-Problem vorkommt.

Definition 2.69. Sei Ω eine offene Menge in Rn mit C1-Rand ∂Ω. Eine Funktion GN : {(x, y) ∈
Ω× Ω: x 6= y} → R heißt Greensche Funktion (der zweiten Art) für das Gebiet Ω, falls für alle x ∈ Ω
gilt:
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(i) y 7→ GN (x, y)− Φ(x− y) ist von der Klasse C2(Ω) ∩ C1(Ω) und erfüllt

∆y

(
GN (x, y)− Φ(x− y)

)
= Ln(Ω)−1 in Ω

(mit der Interpretation Ln(Ω)−1 = 0 für unbeschränkte Gebiete);

(ii) y 7→ DνGN (x, y) hat Nullrandwerte auf ∂Ω.

Mit diesen Forderungen ist insbesondere die Kompatibilitätsbedingung aus Porposition 2.68 erfüllt,
so dass eine solche Greensche Funktion existieren kann.

Bemerkung 2.70. Die Greensche Funktion der zweiten Art ist nicht eindeutig: insbesondere die Addi-
tion einer nur von x-abhängigen Funktion verändert die Gültigkeit der beiden geforderten Eigenschaften
nicht. Eine sinnvolle zusätzliche Forderung ist es daher, zu verlangen:

x 7→
∫

Ω

GN (x, y) dy ist konstant in Ω .

Analog zu Satz 2.51 können wir nun eine Darstellungsformel für Lösungen des Neumann-Problems
herleiten, in der tatsächlich nur f , gN sowie die Greensche Funktion GN vorkommen.

Satz 2.71 (Greensche Lösungsformel für das Neumann-Problem). Sei Ω eine beschränkte, offene Menge
in Rn mit C1-Rand ∂Ω und GN die Greensche Funktion der zweiten Art für Ω (falls existent). Ist
u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) eine Lösung von{

−∆u = f in Ω ,

Dνu = gN auf ∂Ω ,

für Funktionen f ∈ C(Ω) ∩ L1(Ω), gN ∈ C(∂Ω), so gilt für alle x ∈ Ω

u(x) =

∫
Ω

GN (x, y)f(y) dy +

∫
∂Ω

GN (x, y)gN (y) dHn−1(y) +

∫
−
Ω

u(y) dy .

Beweis. Wenden wir die zweite Greensche Formel (2.3) auf die Funktion y 7→ G(x, y) − Φ(x − y) und
die Lösung u an, so folgt mithilfe der der Identitäten DνG(x, y) = 0 und Dνu = gN auf ∂Ω∫

Ω

(
GN (x, y)− Φ(x− y)

)
∆u(y) dy −

∫
−
Ω

u(y) dy

=

∫
Ω

(
GN (x, y)− Φ(x− y)

)
∆u(y) dy −

∫
Ω

∆y

(
GN (x, y)− Φ(x− y)

)
u(y) dy

=

∫
∂Ω

(
(GN (x, y)− Φ(x− y))Du(y)−Dy(GN (x, y)− Φ(x− y))u(y)

)
· ν(y) dHn−1(y)

=

∫
∂Ω

GN (x, y)gN (y) dHn−1(y)−
∫
∂Ω

(
Φ(x− y)Du(y)−DyΦ(x− y)u(y)

)
· ν(y) dHn−1(y) .

Die Greenschen Darstellungsformel aus Satz 2.44 zeigt nun, dass alle Integrale, die Φ beinhalten, genau
u(x) ergeben, und wegen −∆u = f in Ω ergibt sich dann die Behauptung.

Die Greensche Funktion der zweiten Art kann auch hier für einige einfache Gebiete explizit bestimmt
werden. Für Kugeln in zwei und drei Raumdimensionen kann noch eine relativ einfache explizite Form
angegeben werden, vgl. [2, Kapitel 3.7]. Um eine Formel für die Greensche Funktion für den Halbraum
Rn+ zu erhalten, kann man wieder das Spiegelungsprinzip verwendet und erzeugt die verschwindende
Normalenableitung der Greenschen Funktion auf ∂Rn+ dadurch, dass man im Spiegelungspunkt eine
gleich dimensionierte Punktladung mit gleichem Vorzeichen anbringt (beachte, dass das Gebiet hier
unbeschränkt ist und man daher nach einer harmonischen Korrekturfunktion sucht).
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Satz 2.72. Die Greensche Funktion der zweiten Art für Rn+ lautet

GN,Rn+(x, y) := Φ(x− y) + Φ(x̄− y) für x, y ∈ Rn+ mit x 6= y .

Ähnlich wie in Satz 2.65 gewinnt man dann für eine gegebene Funktion gN ∈ C(Rn−1)∩L∞(Rn−1)
einen Lösungskandidaten für das Neumann-Problem, nämlich die beschränkte, harmonische Funktion u
definiert durch

u(x) =

∫
∂Rn+

GN (x, y)gN (y) dHn−1(y) für x ∈ Rn+

(bzw. jede Funktion, die sich von u nur durch einen additive Konstante unterscheidet).

Exkurs: Ein Hebbarkeitssatz für harmonische Funktionen. Wir wissen bereits, dass harmo-
nische Funktionen im Inneren ihres Definitionsbereichs glatt sind, und wir haben mit der Fundamen-
tallösung eine Funktion kennengelernt, die auf Rn \ {0} harmonisch ist und im Ursprung (also dem
Rand des Definitionsgebietes) eine Singularität besitzt, die nicht hebbar ist, im Sinne:

Definition 2.73. Sei Ω eine offene Menge in Rn, x0 ∈ Ω und u ∈ C2(Ω \ {x0}) eine harmonische
Funktion in Ω\{x0}. Der Punkt x0 heißt hebbare Singularität von u, falls eine harmonische Funktion ũ
auf Ω existiert mit ũ = u auf Ω \ {x0}.

Es stellt sich heraus, dass die Singularität der Fundamentallösung die “geringste” Singularität ist,
die nicht hebbar ist und damit keine harmonische Fortsetzung zulässt.

Satz 2.74. Sei Ω eine offene Menge in Rn, x0 ∈ Ω und u ∈ C2(Ω \ {x0}) Funktion, die harmonisch in
Ω \ {x0} ist und

lim
x→x0

u(x)

Φ(x− x0)
= 0

erfüllt. Dann ist x0 eine hebbare Singularität für u.

Beweis. Wir wählen zunächst eine Kugel Br(x0) b Ω und definieren ũ ∈ C2(Br(x0)) ∩ C(Br(x0))
mithilfe der Poisson-Integralformel aus Satz 2.60 als harmonische Fortsetzung der (stetigen) Randwerte
von u auf ∂Br(x0) in die Vollkugel Br(x0). Damit x0 eine hebbare Singularität für u ist, müssen wir
nun u = ũ in Br(x0) \ {x0} zeigen (denn die durch u auf Ω \ Br(x0) fortgesetzte Funktion ũ ist dann
harmonisch und erfüllt ũ = u auf Ω \ {x0}).

Da ũ wegen des schwachen Maximumprinzips beschränkt ist, gilt nach Voraussetzung auch

lim
x→x0

u(x)− ũ(x)

Φ(x− x0)− Φ(re1)
= 0 ,

und damit existiert zu ε > 0 ein δ ∈ (0, r) mit der Eigenschaft

|u(x)− ũ(x)| ≤ ε(Φ(x− x0)− Φ(re1)) für alle x ∈ Bδ(x0) \ {x0} .

Nun bemerken wir, dass u−ũ harmonisch in Br(x0)\{x0} ist, nach Konstruktion auf ∂Br(x0) verschwin-
det und auf jeder Sphäre Bδ′(x0) mit δ′ ∈ (0, δ] durch ε(Φ(x− x0)− Φ(re1)) betragsmäßig beschränkt
ist. Daher gilt nach dem schwachen Maximumprinzip (siehe auch Bemerkung 2.30) sogar

|u(x)− ũ(x)| ≤ ε(Φ(x− x0)− Φ(re1)) für alle x ∈ Br(x0) \ {x0} .

Da ε > 0 beliebig war, muss also u = ũ in Br(x0) \ {x0} und der Hebbarkeitssatz ist bewiesen.

Bemerkung 2.75. Mithilfe des Hebbarkeitssatzes kann man nun sofort sehen, dass das Dirichlet-
Problem 

−∆u = 0 in B1(0) \ {0} ,
u = 0 auf ∂B1(0) ,

u = −1 in {0} ,
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(vgl. Übungsaufgaben) keine Lösung in C2(B1(0)\{0})∩C(B1(0)) besitzt. Gäbe es nämlich eine Lösung,
so müsste diese aufgrund des schwachen Maximumprinzips beschränkt sein und dementsprechend der
Punkt {0} eine hebbare Singularität für u sein. Nach der Mittelwerteigenschaft müsste dann u(0) = 0
gelten, was im Widerspruch zur Randbedingung u(0) = −1 steht.

2.4 Die Perron-Methode

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Existenz harmonischer Funktionen mit vorgegebenen
Randwerten auf beliebigen beschränkten Gebieten Ω (die noch hinreichend regulär sind), d.h wir suchen
eine Funktion u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) mit{

∆u = 0 in Ω ,

u = g auf ∂Ω ,
(2.13)

wobei g ∈ C(∂Ω) vorgegebene, stetige Randwerte sind. Bisher kennen wir explizite Lösungsformeln nur
für Kugeln mit Ω = Br(x0), und bei unbeschränkten Gebieten für den Halbraumfall Ω = Rn+ und den
Ganzraumfall Ω = Rn.

Die Perron-Methode ist eine verhältnismäßig elementare Methode, die sich auch leicht auf allgemeine-
re Klassen von elliptischen Gleichungen zweiter Ordnung übertragen lässt. Sie beruht im wesentlichen auf
subharmonischen Funktionen (deren Existenz trivial ist) und dem Maximumprinzip sowie der Lösbarkeit
des Dirichlet-Problems zu beliebigen vorgegebenen, stetigen Randwerten auf Kugeln. Späteren werden
wir noch Variationsmethoden kennenlernen, die einen alternativen Zugang zum (nicht-konstruktiven)
Beweis der Existenz von Lösungen darstellen.

Grundlagen für die Perron-Methode. Zunächst verallgemeinern wir den Begriff der sub- und
superharmonischen Funktionen auf stetige (statt zweimal stetig differenzierbarer) Funktionen, leiten
einige elementare Eigenschaften dieser Funktionen her, und führen den Perron-Projektor ein. Anschlie-
ßend führen wir die Begriffe der Sub- und Superlösungen des Dirichletproblems (2.13) ein.

Definition 2.76. Sei Ω eine offene Menge in Rn und u ∈ C(Ω). Die Funktion u heißt C0-subhar-
monisch auf Ω, falls u die Mittelwertungleichung auf Sphären erfüllt, d. h. für alle x0 ∈ Ω und r ∈
(0,dist(x0, ∂Ω)) gilt:

u(x0) ≤
∫
−
∂Br(x0)

u dHn−1 .

Die Funktion u heißt C0-superharmonisch auf Ω, falls −u C0-subharmonisch auf Ω ist, und sie heißt
C0-harmonisch auf Ω, falls u sowohl C0-subharmonisch als auch C0-superharmonisch auf Ω ist.

Wir definieren außerdem die Klassen aller C0-sub-, C0-super-, und C0-harmonischer Funktionen
auf Ω als

H−(Ω) :=
{
u ∈ C(Ω): u ist C0-subharmonisch auf Ω

}
,

H+(Ω) :=
{
u ∈ C(Ω): u ist C0-superharmonisch auf Ω

}
,

H(Ω) :=
{
u ∈ C(Ω): u ist C0-harmonisch auf Ω

}
.

Bemerkungen 2.77.

(i) Eine C0-subharmonische Funktion auf Ω ist nicht notwendigerweise von der Klasse C2(Ω) (z. B.
ist u(x) = |x| auf beliebigen Teilmengen von R subharmonisch);

(ii) Eine C0-harmonische Funktion auf Ω ist dagegen nach Satz 2.34 bereits glatt und harmonisch.

Lemma 2.78. Sei Ω eine offene Menge in Rn. Für u ∈ C(Ω) sind äquivalent:

(i) u ist C0-subharmonisch auf Ω;
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(ii) u erfüllt die Mittelwertungleichung auf Kugeln, d. h. es gilt

u(x0) ≤
∫
−
Br(x0)

u dx für alle x0 ∈ Ω und r ∈ (0,dist(x0, ∂Ω)) ;

(iii) u erfüllt die Mittelwertungleichung auf kleinen Kugeln, d. h. es gilt

u(x0) ≤
∫
−
Br(x0)

u dx für alle x0 ∈ Ω und r ∈ (0, R(x0)) für ein R(x0) ∈ dist(x0, ∂Ω)) ;

(iv) u erhält auf allen Kugeln Br(x0) b Ω das Vergleichsprinzip mit harmonischen Funktionen, im
Sinne, dass für jede harmonische Funktionen h ∈ C(Br(x0)) gilt:

u ≤ h auf ∂Br(x0) ⇒ u ≤ h in Br(x0) ;

(v) u erhält auf allen Kugeln Br(x0) b Ω das Vergleichsprinzip mit harmonischen Funktionen zu
den Randwerten u auf ∂Br(x0), d.h. für die eindeutige harmonische Funktion h ∈ C(Br(x0)) mit
u = h auf ∂Br(x0) gilt u ≤ h in Br(x0).

Beweis. (i)⇒ (ii): folgt durch Integration der Mittelwertungleichung auf Sphären ∂Bρ(x0) über Radien
ρ ∈ (0, r).

(ii) ⇒ (iii): klar.
(iii) ⇒ (iv): Aus (iii) folgert man zunächst, dass das schwache Maximumprinzip aus Satz 2.25 gilt

(vgl. Bemerkung 2.27). Wendet man das schwache Maximumprinzip nun auf die Funktion u− h an, so
folgt die Behauptung aus

max
Br(x0)

(u− h) = max
∂Br(x0)

(u− h) ≤ 0 .

(iv) ⇒ (v): klar.
(v)⇒ (i): ist Br(x0) b Ω gegeben, so definieren wir h als die harmonische Fortsetzung der (stetigen)

Funktion u : ∂Br(x0)→ R auf Br(x0) (vgl. die nachfolgende Definition 2.79). Nach Annahme gilt dann
u = h auf ∂Br(x0) und damit auch u ≤ h in Br(x0). Daher folgt die Mittelwertungleichung für u auf
Sphären mittels der Mittelwerteigenschaft von h auf Sphären (siehe Satz 2.23):

u(x0) ≤ h(x0) =

∫
−
∂Br(x0)

h dHn−1 =

∫
−
∂Br(x0)

u dHn−1

Die Ersetzung einer stetigen Funktion u durch eine stetige Funktion, die auf einer ausgewählten Kugel
mit der harmonischen Funktion mit den Randwerten von u auf dem Rand dieser Kugel übereinstimmt
und sonst unverändert bleibt, ist wesentlicher Bestandteil der Perron-Methode und verdient daher einen
eigenen Namen.

Definition 2.79. Sei Ω eine offene Menge in Rn und Br(x0) b Ω. Der Perron-Projektor Px0,r : C(Ω)→
C(Ω) ist definiert über

(Px0,ru)(x) :=


u(x) für x ∈ Ω \Br(x0) ,∫
∂Br(x0)

KBr(x0)(x, y)u(y) dHn−1(y) für x ∈ Br(x0) ,

für u ∈ C(Ω), wobei KBr(x0)(x, y) der Poisson-Kern für Br(x0) aus Definition 2.59 ist.

Bemerkungen 2.80.

(i) Aufgrund von Satz 2.60 (ii) bildet Px0,r tatsächlich C(Ω)-Funktionen nach C(Ω) ab und ist ein
Projektor (d. h. Px0,r ◦ Px0,r = Px0,r);
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(ii) Die Anwendung des Perron-Projektors Px0,r auf eine stetige Funktion u bezeichnet man auch als
die harmonische Fortsetzung von u auf Br(x0).

Lemma 2.81. Sei Ω eine offene Menge in Rn. Für C0-sub- und C0-superharmonische Funktionen
auf Ω gelten die folgenden Eigenschaften:

(i) Sind v ∈ H−(Ω) und w ∈ H+(Ω), so gilt v − w ∈ H−(Ω);

(ii) Sind v1, v2 ∈ H−(Ω), w1, w2 ∈ H+(Ω) und λ1, λ2 ∈ R+, so gelten

max{v1, v2} und λ1v1 + λ2v2 ∈ H−(Ω) ,

min{w1, w2} und λ1w1 + λ2w2 ∈ H+(Ω) ;

(iii) Sind v ∈ H−(Ω), w ∈ H+(Ω) und Br(x0) b Ω, so gelten

Px0,rv ≥ v in Ω und Px0,rv ∈ H−(Ω) ,

Px0,rw ≤ w in Ω und Px0,rw ∈ H+(Ω) .

Beweis. (i) ist trivial, und (ii) folgt durch direktes Nachrechnen der Mittelwertungleichung. Um die
Monotonie-Eigenschaft von v in (iii) zu zeigen, bemerkt man zunächst, dass v und Px0,rv außerhalb von
Br(x0) übereinstimmen. Da Px0,rv in Br(x0) harmonisch ist, folgt v ≤ Px0,rv dann aus Lemma 2.78 (iv).
Um schließlich zu zeigen, dass Px0,rv C

0-subharmonisch ist, verifizieren wir die Mittelwertungleichung
auf (kleinen) Kugeln aus Lemma 2.78 (iii), d. h. zu jedem x ∈ Ω müssen wir einen Radius R(x) > 0
finden, so dass die Mittelwertungleichung auf Bρ(x) für alle ρ < R(x) gilt. Dies schaffen wir durch die
folgende Fallunterscheidung:

• Ist x ∈ Br(x0), so ist Px0,rv nach Definition des Perron-Projektors harmonisch in Bρ(x) für alle
ρ < R(x) := dist(x, ∂Br(x0)), und somit gilt für diese Kugeln sogar

Px0,rv(x) =

∫
−
Bρ(x)

Px0,rv(y) dy .

• Ist x ∈ Ω \ Br(x0) und ρ < R(x) := dist(x, ∂Ω), so folgt aus der C0-Subharmonizität von v und
der Monotonie v ≤ Px0,rv:

Px0,rv(x) = v(x) ≤
∫
−
Bρ(x)

v(y) dy ≤
∫
−
Bρ(x)

Px0,rv(y) dy .

Die entsprechenden Aussagen für w ∈ H+(Ω) folgen durch Betrachtung von −w ∈ H−(Ω).

Definition 2.82. Sei Ω eine offene, beschränkte Menge in Rn, g ∈ L∞(∂Ω) und u ∈ C(Ω). Die
Funktion u heißt Sublösung des Dirichletproblems (2.13), falls u ≤ g auf ∂Ω gilt. Sie heißt Superlösung
des Dirichletproblems (2.13), falls u ≥ g auf ∂Ω gilt.

Wir definieren außerdem die Klassen aller Sub- und Superlösungen zu (2.13) als

H−g (Ω) :=
{
u ∈ C(Ω) ∩H−(Ω): u ≤ g auf ∂Ω

}
,

H+
g (Ω) :=

{
u ∈ C(Ω) ∩H+(Ω): u ≥ g auf ∂Ω

}
.

Idee der Perron-Methode. Die Perron-Methode ist ein zweistufiges Verfahren. Im ersten Schritt
werden zwei (möglicherweise verschiedene) Funktionen u+ und u− konstruiert, indem das Supremum
über alle Sublösungen bzw. das Infimum über alle Superlösungen zum Dirichletproblem (2.13) gebildet
werden, und es wird gezeigt, dass u+ und u− sogar harmonisch (und damit Kandidaten für die Lösung)
sind. Im zweiten Schritt wird dann unter gewissen (Regularitäts-) Annahmen an die Menge Ω gezeigt,
dass u+ und u− übereinstimmen und die vorgegebenen Randwerte realisieren, also tatsächlich eine
Lösung von (2.13) liefert.
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Konstruktion der Lösungskandidaten. Wir setzen nun für x ∈ Ω

u−(x) := sup
{
v(x) : v ∈ H−g (Ω)

}
,

u+(x) := inf
{
w(x) : w ∈ H+

g (Ω)
}
.

Lemma 2.83. Sei Ω eine offene, beschränkte Menge in Rn und g ∈ L∞(∂Ω). Dann sind u− und u+

wohldefiniert und es gilt
inf
∂Ω
g ≤ u− ≤ u+ ≤ sup

∂Ω
g .

Beweis. Da die konstanten Funktionen inf∂Ω g bzw. sup∂Ω g Sub- bzw. Superlösungen sind, sind H−g (Ω)
und H+

g (Ω) nichtleer, und es gilt

inf
∂Ω
g ≤ u− und u+ ≤ sup

∂Ω
g .

Wir brauchen daher nur noch die Ungleichung u− ≤ u+ zu zeigen. Für beliebige Funktionen v ∈
H−g (Ω) und w ∈ H+

g (Ω) gilt v ≤ w auf ∂Ω und damit wegen des Maximumprinzips (angewandt auf die
subharmonische v−w) auch v ≤ w in Ω. Betrachten wir das Supremum über alle Funktionen v ∈ H−g (Ω),
so folgt u− ≤ w für alle w ∈ H+

g (Ω), und die Behauptung folgt dann durch Bildung des Infimums über
alle Funktionen w ∈ H+

g (Ω).

Bemerkung 2.84. Diese Funktionen sind die einzig sinnvollen Kandidaten für die Lösung des Dirich-
letproblems (2.13). Gibt es nämlich eine Lösung u ∈ C2(Ω)∩C(Ω), so gilt u ∈ H−g (Ω) und u ∈ H+

g (Ω),
und folglich auch

u ≤ u− ≤ u+ ≤ u .

Also ist in diesem Fall u− = u+ die eindeutige Lösung von (2.13).

Satz 2.85. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn und g ∈ L∞(∂Ω). Dann sind die Funktionen
u− und u+ harmonisch in Ω.

Beweis. Wir fixieren eine Kugel Br(x0) b Ω. Nach Definition von u− finden dann eine Folge (vk)k∈N
von Funktionen in H−g (Ω) mit

lim
k→∞

vk(x0) = u−(x0) , (2.14)

und ohne Einschränkung können wir sogar annehmen, dass die Folge monoton wachsend ist

v1 ≤ v2 ≤ . . . ≤ vk ≤ . . . (2.15)

(sonst ersetzen wir vk durch die Funktion max{v1, . . . , vk}, die nach Lemma 2.81 (ii) ebenfalls in H−g (Ω)
liegt und (2.14) erfüllt). Nun betrachten wir die Folge (Px0,rvk)k∈N. Da auch diese Folge in H−g (Ω) und
mit Lemma 2.81 (iii) vk ≤ Px0,rvk gilt, überträgt sich die Limeseigenschaft (2.14)

lim
k→∞

(Px0,rvk)(x0) = u−(x0) , (2.16)

und wegen des Maximumprinzip (angewandt auf vk − vk−1) auch die Monotonie (2.15)

Px0,rv1 ≤ Px0,rv2 ≤ . . . ≤ Px0,rvk ≤ . . .

Da die Funktionen Px0,rvk nach Konstruktion harmonisch sind, folgern wir mit dem Harnackschen Kon-
vergenzsatz aus Korollar 2.38, dass (Px0,rvk)k∈N lokal gleichmäßig auf Br(x0) gegen eine harmonische
Funktion hx0

konvergiert. Nach Konstruktion wissen wir auch

hx0
≤ u− in Br(x0) und hx0

(x0) = u−(x0) ,

da mit Px0,rvk ∈ H−g (Ω) auch Px0,rvk ≤ u− für alle k ∈ N folgt und (2.16) gilt.

48



Um die Harmonizität von u− zu folgern, müssen wir nur noch hx0
= u− in Br(x0) zeigen. Ange-

nommen, dies ist nicht der Fall. Dann gibt es einen Punkt x1 ∈ Br(x0) und eine Funktion ṽ ∈ H−g (Ω)
mit hx0

(x1) < ṽ(x1) ≤ u−(x1). Dann betrachten wir die Folge (ṽk)k∈N von Funktionen in H−g (Ω) mit

ṽk := Px0,r(max{vk, ṽ}) für k ∈ N ,

wobei vk die zu Anfang gewählte Folge ist. Dann konvergiert (ṽk)k∈N nach dem Harnackschen Konver-
genzsatz lokal gleichmäßig auf Br(x0), nun gegen eine harmonische Funktion hx1

, und es gilt nach Wahl
der ṽk

hx0
≤ hx1

≤ u− in Br(x0) mit

hx0
(x1) < hx1

(x1) und hx0
(x0) = hx1

(x0) = u−(x0) .

Dies steht im Widerspruch zum starken Maximumprinzip, angewandt auf hx1 − hx0 in Bρ(x0) mit
ρ ∈ (dist(x1, x0), r), und daher ist u− harmonisch in Ω. Die Argumentation für u+ geht analog.

Annahme der vorgeschriebenen Randwerte für reguläre Gebiete. Nachdem wir nun zwei
Lösungskandidaten u− und u+ gefunden haben, müssen wir nun untersuchen, ob die vorgeschriebenen
Randwerte auch tatsächlich realisiert werden. Es stellt sich heraus, dass dies nur für hinreichend reguläre
Gebiete der Fall ist, für die sogenannte Barrieren existieren.

Definition 2.86. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn und x0 ∈ ∂Ω. Eine Funktion b : Ω→ R

heißt (obere) Barriere zu Ω in x0, falls gilt:

(i) b ∈ C(Ω) und b ist C0-superharmonisch auf Ω;

(ii) b(x0) = 0 und b(x) > 0 für alle x ∈ Ω \ {x0}.

Existiert eine solche Barriere zu Ω in x0, so bezeichnet man x0 als regulären Randpunkt von Ω.

Bemerkung 2.87.

(i) Analog kann man untere Barrieren zu Ω in x0 als Funktionen b ∈ C(Ω) ∩H−(Ω) einführen, die
b(x0) = 0 und b(x) < 0 für alle x ∈ Ω \ {x0} erfüllen. Es reicht jedoch, nur einen der beiden
Barrieretypen einzuführen, da mit einer oberen Barriere b immer −b als untere Barriere existiert.

(ii) Die Barriereneigenschaft ist eine lokale Eigenschaft (d. h. nur das lokale Aussehen von Ω muss
betrachtet werden, um die Existenz einer Barriere zu beweisen oder auszuschließen). Ist nämlich
b̃ eine lokale Barriere zu Ω in x0, im Sinne, dass eine Kugel Br(x0) existiert, so dass b̃ ∈
C(Ω ∩Br(x0)) eine Barriere zu Ω ∩ Br(x0) in x0 ist, so gibt auch eine Barriere zu Ω in x0.
Eine solche Barriere ist beispielsweise durch die Fortsetzung

b(x) :=

{
min{m, b(x)} für x ∈ Ω ∩Br(x0) ,

m für x ∈ Ω \Br(x0) ,

gegeben, mit m := inf∂Br(x0)∩Ω b̃ > 0.

(iii) Eine (scheinbar) noch schwächere Barriereneigenschaft ist die Existenz einer schwachen Barriere
b zu Ω in x0, bei der b lediglich stetig auf Ω∪{x0} und unterhalbstetig auf Ω sein muss. Diese Art
der Barriere ist insofern von Bedeutung, als dass man mit ihr zeigen kann, dass die Regularität
eines Randpunktes x0 ∈ ∂Ω lokal für die Annahme des Randwertes g(x0) notwendig ist.

Bevor wir zu Beispielen von Gebieten mit regulären bzw. irregulären Randpunkten kommen, zeigen
wir zunächst, dass die Regularität des Randes notwendiges und hinreichend Kriterium für die Annahme
der vorgegebenen Randwerte ist. Wir beginnen mit dem notwendigen Kriterium:
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Lemma 2.88. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn. Falls zu jeder Funktion g ∈ C(∂Ω) eine
harmonische Funktion u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) mit u = g auf ∂Ω existiert, so sind alle Randpunkte x0 ∈ ∂Ω
regulär.

Beweis. Zu x0 ∈ ∂Ω definieren wir die speziellen Randwerte g(x) := |x−x0| für x ∈ ∂Ω. Diese Funktion
ist beschränkt und stetig, folglich gilt für die zugehörigen Perronfunktionen b := u− = u+ mit Satz 2.85
nicht nur Harmonizität, sondern nach Annahme des Lemmas auch b = g auf ∂Ω. Um zu zeigen, dass b
tatsächlich eine Barriere zu Ω in x0 (und x0 damit ein regulärer Randpunkt) ist, bemerken wir zunächst
b(x0) = 0 und b > 0 auf ∂Ω \ {x0}. Daher folgt aus dem schwachen und starken Maximumprinzip aus
Satz 2.25 (das starke angewandt auf die Zusammenhangskomponenten mit x0 als Randpunkt), dass
b > 0 in Ω \ {x0} gilt und b damit die gewünschte Barriere darstellt.

Bemerkung 2.89. Die lokale Variante dieses Lemmas, die man mithilfe schwacher Barrieren (vgl.
Bemerkung 2.87) beweisen kann, besagt: falls für x0 ∈ ∂Ω und jede Funktion g ∈ L∞(Ω)∩C(∂Ω∩Br(x0))
mit beliebigem r > 0

lim
Ω3x→x0

u−(x) = g(x0) = lim
Ω3x→x0

u+(x)

gilt, so ist der Punkt x0 ist ein regulärer Randpunkt von Ω.

Als nächstes zeigen wir, dass die Regularität des Randes auch hinreichend für die Annahme der
vorgegebenen Randwerte ist. Genauer zeigen wir dies sogar in einer lokalen Variante, die die Umkehrung
der Implikation aus der vorigen Bemerkung ist.

Lemma 2.90. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn und x0 ∈ ∂Ω. Ist x0 ein regulärer Randpunkt
von Ω, dann gilt für jede Funktion g ∈ L∞(∂Ω) ∩ C(∂Ω ∩Br(x0)) mit beliebigem r > 0

lim
Ω3x→x0

u−(x) = g(x0) = lim
Ω3x→x0

u+(x)

Beweis. Sei x0 ∈ ∂, b ∈ C(Ω,R+
0 ) eine Barriere zu Ω in x0 und ε > 0. Dann fixieren wir zunächst ein

kleines δ ∈ (0, r) und dann ein großes k > 0 so dass gelten:

|g(x)− g(x0)| ≤ ε/2 für x ∈ ∂Ω ∩Bδ(x0)

und
|g(x)− g(x0)| ≤ 2 sup

∂Ω
|g| ≤ kb(x) für x ∈ ∂Ω \Bδ(x0)

(letzteres ist möglich, da b auf Ω \ Bδ(x0) nach unten von der Null weg beschränkt ist). Definiert man
nun die beiden Funktionen

v(x) := g(x0)− ε

2
− kb(x) und w(x) := g(x0) +

ε

2
+ kb(x) ,

so ist v sub- und w superharmonisch auf Ω, und für x ∈ ∂Ω haben wir (mit der Fallunterscheidung
|x− x0| < δ bzw. |x− x0| ≥ δ):

v(x) = g(x0)− ε

2
− kb(x) ≤ g(x) ≤ g(x0) +

ε

2
+ kb(x) = w(x) .

Insgesamt folgt also v ∈ H−g (Ω), w ∈ H+
g (Ω) und damit auch

v ≤ u− ≤ u+ ≤ w in Ω .

Da b stetig in x0 ist, können wir nun noch δ′ = δ′(ε, k, b) ∈ (0, δ) wählen, so dass für x ∈ Ω mit
|x− x0| ≤ δ′ gilt: kb(x) ∈ [0, ε/2) und damit auch

|g(x0)− u−(x)| = max
{
g(x0)− u−(x), u−(x)− g(x0)

}
≤ max

{
g(x0)− v(x), w(x)− g(x0)

}
=
ε

2
+ kb(x) < ε

und entsprechend |g(x0)−u+(x)| < ε. Dies zeigt die Stetigkeit von u− und u+ bei x→ x0 mit Grenzwert
g(x0) wie behauptet.
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Fassen wir nun die Aussagen von Satz 2.85, Lemma 2.88 und Lemma 2.90 zusammen, so haben wir
insgesamt die Hauptaussage dieses Unterkapitels gezeigt:

Satz 2.91 (Oskar Perron, 1923). Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn. Dann sind äquivalent:

(i) Alle Randpunkte x0 ∈ ∂Ω sind regulär;

(ii) Zu jeder Funktion g ∈ C(∂Ω) gibt es eine eindeutige harmonische Funktion u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) mit
u = g auf ∂Ω.

Abschließend wollen wir noch einige Beispielklassen von Gebieten angeben, für die alle Randpunkte
regulär sind.

Definition 2.92. Sei Ω eine offene Menge in Rn. Wir sagen, dass Ω die äußere Kugelbedingung in x0 ∈
∂Ω erfüllt, falls eine Kugel Br(a) ⊂ Rn\Ω mit Ω∩Br(a) = {x0} existiert. Ist die äußere Kugelbedingung
in allen Randpunkten x0 ∈ ∂Ω erfüllt, dann sagen wir, dass Ω die äußere Kugelbedingung erfüllt.

Lemma 2.93. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn, die die äußere Kugelbedingung erfüllt.
Dann sind alle Randpunkte x0 ∈ ∂Ω regulär.

Beweis. Ist x0 ∈ Ω und Br(a) eine Kugel aus der äußeren Kugelbedingung in x0, so ist die Funktion

b(x) := Φ(re1)− Φ(x− a) =

{
c(n)

(
r2−n − |x− a|2−n

)
für n ≥ 3

c(2) log(|x− a|/r) für n = 2

wegen |x− a| > r für x ∈ Ω \ {x0} und |x0 − a| = r eine Barriere zu Ω in x0.

Bemerkungen 2.94.

(i) Die äußere Kugelbedingung ist beispielsweise für beschränkte C2-Gebiete und beschränkte, strikt
konvexe Gebiete erfüllt;

(ii) Eine weiteres (ebenfalls nicht-notwendiges) Kriterium für reguläre Randpunkte ist die sogenannte
Kegelbedingung, vgl. Übungen.

Bemerkung 2.95. Eine weitere Methode für den Nachweis der Existenz harmonischer Funktionen mit
vorgegebenen Randwerten ist die “alternierende Methode” von Schwarz (ca. 1870 ). Die Idee hierbei ist,
aus der (bereits bekannten) Lösbarkeit des Dirichlet-Problems auf zwei überlappenden Gebieten (etwa
Kugeln) die Lösbarkeit auf der Vereinigung zu folgern, indem man abwechselnd die Lösung auf jedem
Teilgebiet bestimmt, und dabei als Randwerte immer die Werte aus dem vorhergehenden Iterationsschritt
verwendet. Auch hier kann man mithilfe des Maximumprinzips und dem Harnackschen Konvergenzsatz
zeigen, dass man im Limes eine harmonische Funktion erhält, vgl. [9, Kapitel 3.3]. Diese Methode ist
insofern von Interesse, als dass sie auch Anwendung in der numerischen Analysis für die Lösung von
Randwertproblemen findet.

Bemerkung 2.96. Eine explizitere Konstruktion einer harmonischen Funktion aus einer Unterlösung
ist die sogenannte Balayage-Methode (frz. “Auskehrung”), die auf Poincaré zurückgeht (ca. 1890 ).
Die Idee hierbei ist, die Menge Ω mit abzählbar vielen Kugeln (Brk(xk))k∈N auszuschöpfen, so dass
Brk(xk) b Ω für alle k ∈ N und Ω = ∪k∈NBrk(xk) gelten. Zu einer fixierten Sublösung v0 ∈ H−(Ω)
mit v0 = g auf ∂Ω definiert man dann induktiv eine Folge (vk)k∈N mittels

vk := Pxi,ri(vk−1) für k ∈ N

Von dieser kann man zeigen, dass sie (monoton) gegen eine harmonische Funktion konvergiert.
Der Name Balayage erklärt sich dadurch, dass man einer subharmonischen Funktion vk eine “Masse”

zuweisen kann. Durch den Übergang von vk auf vk+1 wird diese Masse vom Inneren der Kugel Brk(xk)
an den Rand ∂Brk(xk) geschoben, bis er im Limes am Rand ∂Ω landet.
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2.5 Das Newton-Potential und Lösung der Poissongleichung

In diesem Abschnitt wollen wir uns nun endlich mit der Lösbarkeit der Poissongleichung mit vor-
gegebenen Dirichletrandwerten beschäftigen, d. h. sind ein offene, beschränkte Menge Ω im Rn, eine
Inhomogenität f : Ω → R und Randwerte g : ∂Ω → R vorgegeben, so suchen wir nach einer Lösung
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) von der Gleichung{

−∆u = f in Ω ,

u = g auf ∂Ω ,
(2.17)

und zwar unter möglichst schwachen Voraussetzungen an Ω, f und g. Im letzten Abschnitt ist es uns
dies für die harmonische Gleichung (mit f ≡ 0), also für harmonische Funktionen, gelungen, so dass wir
für alle regulären, beschränkten, offenen Mengen und alle stetige Randwerte g ∈ C(Ω) eine (eindeutige)
Funktion h ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) finden mit{

∆h = 0 in Ω ,

u = g auf ∂Ω .

Da sowohl die Gleichung als auch die Randbedingung linear in der Lösung ist, können wir nun ähnlich
wie bei linearen gewöhnlichen Differentialgleichungen vorgehen, bei denen man eine Lösung der in-
homogenen Gleichung als der Superposition einer beliebigen Lösung der homogenen Gleichung sowie
einer speziellen Lösung der inhomogenen Gleichung darstellen kann. In unserer Situation reduziert sich
mit den Ergebnissen des letzten Abschnitts die Lösbarkeit der Poissongleichung auf die Existenz einer
Lösung w ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) mit {

−∆w = f in Ω ,

w = 0 auf ∂Ω ,

denn dann hat man mit u := w + h die gesuchte Lösung der Poissongleichung gefunden. In diesem
Abschnitt gilt es nun also, solche Lösungen w zu bestimmen gegebenenfalls auch mit “freien”, steti-
gen Randwerten). Bevor wir dies in möglichst großer Allgemeinheit tun, erinnern wir zunächst an die
Lösbarkeit der Poissongleichung in Korollar 2.47 für den Ganzraumfall, der nun als direkte Konsequenz
die Lösbarkeit der Poissongleichung für C2-Funktionen impliziert.

Korollar 2.97. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn, so dass alle Randpunkte in ∂Ω regulär
sind. Sind f ∈ C2

0 (Rn) und g ∈ C(∂Ω), so besitzt die Gleichung (2.17) eine eindeutige Lösung u ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω).

Beweis. Nach Korollar 2.47 erfüllt die Funktion w̃ := Φ ∗ f ∈ C2(Rn) die Gleichung −∆w̃ = f in Rn

und ist auf ∂Ω offensichtlich stetig. Definieren wir daher h ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) als die (nach Satz 2.91
existente) eindeutige harmonische Funktion, die die Randwerte h = g − Φ ∗ f auf ∂Ω annimmt, so ist
u := h+ w̃ die gesuchte eindeutige Lösung von (2.17).

Dieses Existenzresultat macht jedoch eine sehr starke Regularitätsannahme an die Inhomogenität,
die keineswegs natürlich ist, da in der Gleichung selbst keine Ableitung von f vorkommt, so dass wir
eigentlich erwarten, dass Stetigkeit von f reichen sollte. Dies ist (wenn auch knapp) jedoch nicht der
Fall. Wir werden im folgenden aber nun zeigen, dass Beschränktheit und lokale Hölderstetigkeit von f
ausreichend ist. Ausgangspunkt hierfür ist die Greensche Darstellungsformel aus Satz 2.44, durch die
wir insbesondere für Lösungen u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) der Poissongleichung die Darstellungsformel

u(x) =

∫
Ω

Φ(x− y)f(y) dy +

∫
∂Ω

(
Φ(x− y)Du(y)− u(y)DyΦ(x− y)

)
· ν(y) dHn−1(y)

für x ∈ Ω kennen. Dies stellt genau eine Zerlegung in eine spezielle Lösung und eine harmonische
Funktion dar.
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Definition 2.98. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn. Das Newton-Potential Nf einer Funktion
f ∈ L∞(Ω) ist definiert als die “Faltung” von Φ mit f (wobei wir f als L1(Rn)-Funktion auffassen,
indem wir f außerhalb von Ω durch 0 fortsetzen):

Nf (x) := (Φ ∗ f)(x) =

∫
Ω

Φ(x− y)f(y) dy für x ∈ Rn .

Bemerkung 2.99. Für die Wohldefiniertheit des Newton-Potentials benötigt man lediglich die Voraus-
setzung Φ ∗ f ∈ L1(Rn), daher würde f ∈ Lp(Ω) mit p > n/2 eigentlich reichen.

Im Folgenden wollen wir das Newton-Potential Nf und seine Differenzierbarkeitseigenschaften ge-
nauer untersuchen. Wenn wir an den Ganzraumfall und den Beweis von Korollar 2.47 zurückdenken, so
wurde dort die Voraussetzung der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit an f verwendet, um den Satz
zur Differentiation parameterabhängiger Integtrale anwenden und damit f unter dem Integral differen-
zieren zu können (zu beachten ist hierfür, dass die x-Abhängigkeit mit einer geeigneten Transformation
nur in f auftritt). Wie wir nun sehen werden, kann diese Voraussetzung deutlich abgeschwächte werden,
und im ersten Schritt werden wir nun stetige Differenzierbarkeit von Nf für beschränkte Funktionen f
zeigen.

Lemma 2.100. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn und f ∈ L∞(Ω). Dann gilt Nf ∈ C1(Rn)
mit

DNf (x) =

∫
Ω

DxΦ(x− y)f(y) dy für x ∈ Rn .

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass das Integral

Mf (x) =

∫
Ω

DxΦ(x− y)f(y) dy

aus der Aussage des Lemmas für alle x ∈ Rn wohldefiniert ist, da y 7→ DxΦ(x − y) für alle x ∈ Rn in
L1

loc(Rn) liegt (siehe Bemerkung 2.20), f in L∞(Ω) liegt, und Ω beschränkt ist.

Wegen der Singularität von Φ(x− y) bei x = y können wir nicht sofort den Satz 2.10 zur Differen-
tiation parameterabhängier Integrale anwenden, sondern müssen den Integranden an der Singularität
so modifizieren, dass wir einerseits nur einen kleinen Fehler machen (der im Limes verschwindet), und
andererseits der modifizierte Integrand dann stetig differenzierbar ist. Dies können wir erreichen, in-
dem wir anstatt mit Φ mit Φηε zu falten, wobei wir ηε(t) := η(t/ε) für ε ∈ (0, 1/2) definieren und
η : R→ [0, 1] eine C1-Funktion ist, die

η = 0 in [0, 1] , η = 1 in [2,∞) und |η′| ≤ 2

erfüllt. Die Funktion

x 7→ Nf,ε(x) :=

∫
Ω

Φ(x− y)ηε(|x− y|)f(y) dy

ist dann nach Satz 2.10 stetig differenzierbar, mit

DiNf,ε(x) =

∫
Ω

Dxi

(
Φ(x− y)ηε(|x− y|)

)
f(y) dy

für x ∈ Rn und i ∈ {1, . . . , n}. Wir zeigen nun, dass Nf,ε(x) gegen Nf (x) und DNf,ε(x) gegen Mf

gleichmäßig konvergieren: da ηε = 1 in Rn \B2ε(0) und 0 ≤ ηε ≤ 1 gelten, folgt

|Nf,ε(x)−Nf (x)| ≤
∫
B2ε(x)

Φ(x− y)|f(y)| dy ≤ ‖f‖L∞(Ω)

∫
B2ε(0)

Φ(y) dy
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für x ∈ Rn, und wegen Φ ∈ L1
loc(Rn) gilt daher die gleichmäßige Konvergenz Nf,ε(x) → Nf (x) bei

ε→ 0. Außerdem gilt wegen |DΦ(y)| = (nωn)−1|y|1−n und der Wahl von ηε

|DNf,ε(x)−Mf (x)| ≤ ‖f‖L∞(Ω)

∫
B2ε(0)

∣∣D(Φ(y)[1− ηε(|y|)]
)∣∣ dy

≤ C(n)‖f‖L∞(Ω)

∫
B2ε(0)

(
|y|1−n + Φ(y)η′(|y|/ε)ε−1

)
dy

für x ∈ Rn, so dass DNf,ε gleichmäßig gegen den Integralausdruck im Limes ε → 0 konvergiert. Da
sowohl die Konvergenz der Funktion Nf,ε gegen Nf als auch ihrer Ableitungen Nf,ε uniform sind,
folgt die stetige Differenzierbarkeit von Nf mit Ableitung Mf (x) = limε→0DNf,ε(x) und damit die
Behauptung.

Bemerkung 2.101. Ähnlich wie in Bemerkung 2.99 zur Wohldefiniertheit des Newton-Potentials rei-
chen auch hier schwächere Integrabilitätsvoraussetzungen an f , nämlich f ∈ Lp(Ω) mit p > n. Dafür
muss man im Beweis ausnutzen, dass |DΦ| ∈ Lqloc(Rn) für jedes q < n/(n − 1) gilt, und nicht nur
|DΦ| ∈ L1

loc(Rn) (mit der Hölder-Ungleichung ist daher also auch die Faltung DΦ ∗ f wohldefiniert).

Korollar 2.102. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn und f ∈ L∞(Ω). Dann gilt Nf ∈ C1,α(Rn)
für alle α ∈ (0, 1).

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass nach Definition und der Darstellung für DNf aus Lemma 2.100
sowohl Nf als auch DNf durch c(n,Ω)‖f‖L∞(Ω) beschränkt sind. Um die Hölderstetigkeit von DNf zu
verifizieren, seien x, x̃ ∈ Rn mit d := |x− x̃| > 0. Dann gilt

|DNf (x)−DNf (x̃)| ≤ ‖f‖L∞(Ω)

∫
Ω

|DΦ(x− y)−DΦ(x̃− y)| dy .

Nun zerlegen wir Ω in Ω ∩ B2d(ξ) und Ω \ B2d(ξ), wobei wir mit ξ := (x + x̃)/2 den Mittelpunkt von
x und x̃ bezeichnen. Auf der ersten Menge ist der Integrand singulär, aber noch integrabel. Auf der
zweiten Menge hat der Integrand keine Singularität und wir können die Differenz als zweite Ableitung
schreiben. Nutzen wir dann noch aus, dass |s(x− y) + (1− s)(x̃− y)| ≥ |ξ− y|/2 für alle y ∈ Ω \B2d(ξ)
und s ∈ [0, 1] gilt, so erhalten wir

|DNf (x)−DNf (x̃)| ≤ ‖f‖L∞(Ω)

[ ∫
Ω∩B2d(ξ)

(
|DΦ(x− y)|+ |DΦ(x̃− y)|

)
dy

+ d

∫
Ω\B2d(ξ)

sup
s∈[0,1]

∣∣D2Φ
(
s(x− y) + (1− s)(x̃− y)

)∣∣ dy]
≤ c(n)‖f‖L∞(Ω)

[ ∫
B2d(x)

|x− y|1−n dy +

∫
B2d(x̃)

|x̃− y|1−n dy

+ d

∫
Ω\B2d(ξ)

|ξ − y|−n dy
]
.

Mit Polarkoordinaten lässt sich die rechte Seite nun abschätzen und die Behauptung zeigen:

|DNf (x)−DNf (x̃)| ≤ c(n)‖f‖L∞(Ω)

[
2

∫ 2d

0

1 dr + d

∫ diam (Ω)

2d

r−1 dr
]

≤ c(n,Ω)‖f‖L∞(Ω)

(
d+ d| log d|

)
.

Das Newton-Potential ist unter der Voraussetzung f ∈ L∞(Ω) nicht in C2(Ω), aber Hölderstetigkeit
von f reicht aus:

Satz 2.103 (Otto Hölder, Dissertation 1882). Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn und f ∈
C0,α(Ω) ∩ L∞(Ω). Dann gelten
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(i) Nf ∈ C2(Ω) mit −∆Nf = f in Ω;

(ii) für jede Kugel B mit Ω b B gilt die Darstellung

DiDjNf (x) =

∫
B

DxiDxjΦ(x− y)
(
f(y)− f(x)

)
dy − f(x)

∫
∂B

DxjΦ(x− y)νi(y) dHn−1(y)

für x ∈ Ω und i, j ∈ {1, . . . , n} (wieder mit der Konvention, dass f als außerhalb von Ω durch 0
fortgesetzt interpretiert wird).

Beweis. Um die C2-Regularität und Darstellungsformel zu zeigen gehen wir sehr ähnlich zum Beweis
von Lemma 2.100 vor.

Zunächst überlegen wir uns, dass

M̃f,i,j(x) :=

∫
B

DxiDxjΦ(x− y)
(
f(y)− f(x)

)
dy − f(x)

∫
∂B

DxjΦ(x− y)νi(y) dHn−1(y)

in der Aussage des Satzes für jedes x ∈ Ω und alle i, j ∈ {1, . . . , n} wohldefiniert ist. Für das erste
Integral benutzen wir dafür die Abschätzungen

DxiDxjΦ(x− y) ≤ c(n)|x− y|−n

und

|f(x)− f(y)| ≤

{
[f ]Bε(x)|x− y|α für |x− y| ≤ ε

2 supRn |f |ε−α|x− y|α für |x− y| > ε

für eine beliebige Zahl ε ∈ (0,dist(x, ∂Ω)) und Punkte x ∈ Ω, y ∈ B. Damit folgt∫
B

DxiDxjΦ(x− y)
(
f(y)− f(x)

)
dy ≤ c(n, ε)

(
[f ]Bε(x) + sup

Rn
|f |
) ∫

B

|x− y|α−n dy <∞

für alle x ∈ Ω. Für die Wohldefiniertheit des Randintegrals brauchen wir lediglich zu beachten, dass
DxjΦ(x− y) auf ∂B beschränkt ist für jedes x und ∂B endliches Hn−1-Maß hat.

Um die C2-Regularität brauchen wir wegen Lemma 2.100 nur noch zu zeigen, dass DNf von der
Klasse C1(Rn) ist. Dazu schneiden wir mit der Funktion ηε aus dem Beweis von Lemma 2.100 die
Singularitätenmenge von DxΦ(x− y) heraus und betrachten anstelle von DNf die Funktion

x 7→ Ñf,j,ε(x) :=

∫
Ω

DxjΦ(x− y)ηε(|x− y|)f(y) dy

für ein fixiertes j ∈ {1, . . . , n} und beliebiges ε ∈ (0,dist(x, ∂Ω)/2) (die letzte Bedingung impliziert

insbesondere ηε(|x− y|) = 1 für y ∈ Rn \ Ω). Wegen Satz 2.10 ist Ñf,j,ε stetig differenzierbar, und mit
dem Satz 2.12 von Gauß erhalten wir für x ∈ Rn und i ∈ {1, . . . , n}:

DiÑf,j,ε(x) =

∫
Ω

Dxi

(
DxjΦ(x− y)ηε(|x− y|)

)
f(y) dy

=

∫
B

Dxi

(
DxjΦ(x− y)ηε(|x− y|)

)
f(y) dy

=

∫
B

Dxi

(
DxjΦ(x− y)ηε(|x− y|)

)(
f(y)− f(x)

)
dy

− f(x)

∫
B

Dyi

(
DxjΦ(x− y)ηε(|x− y|)

)
dy

=

∫
B

Dxi

(
DxjΦ(x− y)ηε(|x− y|)

)(
f(y)− f(x)

)
dy

− f(x)

∫
∂B

DxjΦ(x− y)νi(y) dHn−1(y) .
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Um Nf ∈ C2(Ω) und die behauptete Darstellung zu zeigen, brauchen wir also nur noch die lokal
gleichmäßigen Konvergenzen

Ñf,j,ε → DjNf und DiÑf,j,ε → M̃f,i,j

für i, j ∈ {1, . . . , n} nachzuweisen. Da ηε = 1 in Rn \B2ε(0) und 0 ≤ ηε ≤ 1 gelten, folgt

|Ñf,j,ε(x)−DjNf (x)| ≤ ‖f‖L∞(Rn)

∫
B2ε(0)

|DjΦ(y)| dy

für alle x ∈ Rn, und wegen DjΦ ∈ L1
loc(Rn) gilt daher die erste behauptete gleichmäßige Konvergenz

(und zwar sogar auf ganz Ω, nicht nur lokal). Für die Ableitungen berechnen wir mithilfe der lokalen
Hölderstetigkeit von f im Punkt x

|DiÑf,j,ε(x)− M̃f,i,j(x)| ≤
∫
B2ε(x)

∣∣Dxi

(
DxjΦ(x− y)[1− ηε(|x− y|)]

)∣∣|f(y)− f(x)| dy

≤ [f ]C0,α(B2ε(x))

∫
B2ε(0)

(
|DiDjΦ(y)|ηε(|y|) + |DjΦ(y)||Diηε(|y|)

)
|y|α dy

≤ c(n)[f ]C0,α(B2ε(x))

∫
B2ε(0)

(
|y|−n + |y|1−nη′(|y|/ε)ε−1

)
|y|α dy

≤ c(n)[f ]C0,α(B2ε(x))ε
α .

Um die behauptete lokal gleichmäßige Konvergenz zu folgern, müssen wir lediglich beachten, dass
[f ]C0,α(B2ε(x)) zwar nicht uniform in x ∈ Ω beschränkt ist, aber uniform für alle kompakten Mengen
K b Ω beschränkt ist, für die dist(K, ∂Ω) > 2ε gilt.

Um letztendlich noch die Lösungseigenschaft −∆Nf (x) = f(x) für alle x ∈ Ω zu zeigen, wählen wir
eine in x zentrierte Kugel BR(x) mit R hinreichend groß. Wir bemerken zuerst∫

BR(x)

∆xΦ(x− y)
(
f(y)− f(x)

)
dy = 0 für x ∈ Ω ,

da ∆xΦ(x−y) = 0 für y 6= x gilt und wir lokal um den singulären Punkt y = x wegen der Hölderstetigkeit
die Abschätzung |f(y)− f(x)| ≤ Cx|x− y|α haben (diese Tatsachen nutzt man analog zum Beweis der
Greenschen Darstellungsformel für die Zerlegung des Integrationsgebietes BR(x) in BR(x)\Bε(x)∪Bε(x)
aus). Mit der expliziten Form von Φ und νj(y) = (yj − xj)/|y − x| für y ∈ ∂BR(x) folgt daher

∆Nf (x) = −f(x)

∫
∂BR(x)

n∑
j=1

DxjΦ(x− y)νj(y) dHn−1(y)

= −f(x)

∫
∂BR(x)

n∑
j=1

1

nωn

yj − xj
|x− y|n

yj − xj
|x− y|

dHn−1(y)

= −f(x)

∫
∂BR(x)

1

Hn−1(∂B1(x))
R1−ndHn−1(y) = −f(x) .

Bemerkung 2.104. Tatsächlich reicht es sogar, eine schwächere Form von quantifizierter Stetigkeit
von f zu verlangen, da man im Wesentlichen nur sicherstellen muss, dass das Integral∫

B2ε(0)

|y|−n|f(x+ y)− f(x)| dy

lokal gleichmäßig in x mit ε ↘ 0 verschwindet. Daher ist anstelle von Hölderstetigkeit auch eine so-
genannte Dini-Bedingung ausreichend, die verlangt, dass das Stetigkeitsmodul ω : R+

0 → R+
0 von f (so

dass |f(x)− f(y)| ≤ ω(|x− y|) für alle x, y ∈ Ω gilt) die Integralbedingung∫ 1

0

t−1ω(t) dt <∞
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erfüllt. Beispiele für solche Stetigkeitsmoduln sind neben den Höldermodulen ω(t) = tα für ein α ∈ (0, 1]
auch ω(t) = max{(log t)−1−β , 1} für β > 0.

Analog zum Vorgehen im Beweis von Korollar 2.97 können wir nun mithilfe des letzten Satzes die
Lösbarkeit der Poissongleichung mit Dirichletrandwerten unter sehr schwachen Voraussetzungen zeigen:

Satz 2.105. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn, so dass alle Randpunkte in ∂Ω regulär sind.
Sind f ∈ C0,α(Ω) ∩ L∞(Ω) für ein α ∈ (0, 1) und g ∈ C(∂Ω), so besitzt die Gleichung{

−∆u = f in Ω ,

u = g auf ∂Ω ,

eine eindeutige Lösung u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

Beweis. Nach Satz 2.103 und Lemma 2.100 gilt Nf ∈ C2(Ω)∩C(Ω) mit −∆Nf = f in Ω. Definieren wir
daher h ∈ C2(Ω)∩C(Ω) als die (nach Satz 2.91 existente) harmonische Funktion, die die Randwerte h =
g−Nf auf ∂Ω annimmt, so ist u := h+Nf die gesuchte Lösung (und nach Korollar 2.29 eindeutig).

Exkurs: Überlegungen zu optimaler Regularität. Typischerweise interessiert man sich bei der
Untersuchung partieller Differentialgleichungen dafür, wie die Regularität der Daten und die Regularität
der Lösung (oder eines Lösungskandidaten) zusammenhängen. Am Beispiel der Poissongleichung

−∆u = f in Br(0)

soll die Frage nach optimalen Regularitätsresultaten näher beleuchtet werden, der Einfachheit halber
nur für den Fall Ω = Br(0) für ein r < 1. Hat man bereits ein positives Resultat erzielt, so kann man sich
dieser Fragestellung grundsätzlich von zwei Richtungen nähern: einerseits kann möglichst wenige Voraus-
setzungen an die Daten stellen, um noch eine bestimmte Regularitätsstufe für den Lösungskandidaten
zu erreichen (etwa C2, um eine klassische Lösung zu erhalten), andererseits kann man die maximale
Regularität des Lösungskandidaten untersuchen, wenn Daten einer bestimmten Regularitätsstufe ge-
geben sind. Um diese (natürlich eng verwandten) Probleme zu diskutieren, muss man sich zunächst
überlegen, was man unter “optimaler Regularität” versteht (z.B. ein Hölderraum mit bestmöglichen
Exponenten), sich anschließend Techniken überlegen, wie man diese Regularität zeigen kann, und letzt-
endlich auch Beispiele konstruieren, die die Optimalität belegen. An positiven Resultaten haben wir für
die Poissongleichung bereits gezeigt:

(i) Ist f ∈ L∞(Br(0)), so ist das Newton-Potential Nf von der Klasse C1,α(Br(0)) für jedes α ∈ (0, 1)
(und Nf stellt genau den Lösungskandidaten für das Poissonproblem dar);

(ii) Ist f ∈ C0,α(Br(0)), so ist das Newton-Potential Nf von der Klasse C2(Br(0)) und löst das
Poissonproblem.

Man kann sich auch einfach überlegen, auf welche Resultate man bestenfalls hoffen kann:

(i’) Ist f ∈ L∞(Br(0)) mit einer Unstetigkeitsstelle im Inneren, so kann es keine klassische Lösung
von der Klasse C2 geben, da sonst −∆u = f ∈ C0(Br(0)) gelten müsste.

(ii’) Ist entsprechend f ∈ C0,α(Br(0)) und in einem inneren Punkt nicht Hölder-stetig zum Exponenten
β > α, so kann die Lösung (also das Newton-Potential Nf ) nicht von der Klasse C2,β(Br(0)) sein.

Diskutiert man Regularität also im Sinne von Beschränktheit, Stetigkeit und Hölderstetigkeit, so können
wir uns fragen:

• Kann man unter der Voraussetzung f ∈ L∞(Br(0)) auch Nf ∈ C1,1(Br(0)) zeigen?

• Kann man die Voraussetzung f ∈ C0,α(Br(0)) abschwächen zu f ∈ C0(Br(0)) und zeigen, dass
Nf ∈ C2(Br(0)) gilt und eine klassische Lösung des Poissonproblems darstellt?
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• Kann man unter der Voraussetzung f ∈ C0,α(Br(0)) auch Nf ∈ C2,α(Br(0)) zeigen?

Schaut man genauer in die Regularitätsbeweise, dann sieht man hinsichtlich der ersten beiden Fragen,
dass es kaum Verbesserungsmöglichkeiten der damaligen Beweise gibt (jedenfalls nicht auf der Skala
von Hölder- bzw. Lipschitzregularität). Also könnte man nun mithilfe der Konstruktion eines Beispiels
zu zeigen versuchen, dass die positiven Resultate bereits optimal sind. Hierfür ist es zielführend, mit
einem Lösungskandidaten zu starten und die entstehende Inhomogenität zu berechnen, anstelle um-
gekehrt von einer Inhomogenität auszugehen und dann einen Lösungskandidaten herzuleiten. Dieser
Lösungskandidat soll dabei so einfach wie möglich von der Struktur sein, und für unsere Zwecke könnte
man sich Funktionen der Form

u(x) :=

2∑
i,j=1

aijxixj(− log |x|)γ

für n = 2 und γ > 0 anschauen (der Fall γ ≤ 0 ist für uns uninteressant, da die Funktionen sonst
bereits C2 sind). Um sich geeignete Koeffizienten aij zu überlegen, berechnet man für x 6= 0:

D1D1

[
x2

1(− log |x|)γ
]

= 2(− log |x|)γ + γ
(
− 5

x2
1

|x|2
+ 2

x4
1

|x|4
)

(− log |x|)γ−1 + γ(γ − 1)
x4

1

|x|4
(− log |x|)γ−2 ,

D2D2

[
x2

1(− log |x|)γ
]

= γ
(
− x2

1

|x|2
+ 2

x2
1x

2
2

|x|4
)

(− log |x|)γ−1 + γ(γ − 1)
x2

1x
2
2

|x|4
(− log |x|)γ−2 .

Damit sich für ∆u eine beschränkte Funktion ergibt, muss man also einen Kürzungseffekt generieren,
damit der Term mit (− log |x|)γ verschwindet, und γ ≤ 1 wählen. Setzen wir

u(x) := (x2
1 − x2

2)(− log |x|)γ ,

dann ergibt sich

∆u(x) = −4γ
x2

1 − x2
2

|x|2
(− log |x|)γ−1 + γ(γ − 1)

x2
1 − x2

2

|x|2
(− log |x|)γ−2

für x 6= 0. Damit haben wir nun die wesentlichen Rechnung gemacht, um eine Antwort auf die ersten
beiden Fragen zu finden. Im Fall γ = 1 ist Du nicht Lipschitz-stetig, sondern lediglich α-Hölder-stetig
für jedes α ∈ (0, 1). Die resultierende Inhomogenität der Poissongleichung ist formal in diesem Fall

f(x) := 4
x2

1 − x2
2

|x|2
,

und damit beschränkt (aber im Ursprung unstetig). Daher sollte die C1,α-Regularität des Newton-
Potentials optimal sein, wenn man lediglich f ∈ L∞(Br(0)) voraussetzt. Wählt man dagegen beispiels-
weise γ = 1/2, so ist die rechte Seite von ∆u im Ursprung stetig fortsetzbar und man erhält das folgende
Beispiel:

Beispiel 2.106. Sei Br(0) ⊂ R2 mit r < 1 und f ∈ C(Br(0)) gegeben durch

f(x) :=
x2

1 − x2
2

|x|2
(

2(− log |x|)−1/2 − 1

4
(− log |x|)−3/2

)
für x ∈ B1(0) \ {0} und f(0) = 0. Zu der zugehörigen Poissongleichung gibt es keine Lösung in
C2(Br(0)) ∩ C(Br(0)) (unabhängig von den Randwerten).

Beweis. Angenommen, es gäbe eine Funktion v ∈ C2(Br(0)) ∩ C(Br(0)) mit −∆v = f in Br(0). Dann
wäre u− v eine beschränkte, harmonische Funktion auf Br(0) \ 0, und nach dem Hebbarkeitssatz 2.74
fortsetzbar zu einer harmonischen Funktion auf ganz Br(0). Da insbesondere limx→0D1D1u(x) = ∞
gilt, müsste dann aber limx→0D1D1v(x) =∞ gelten, was im Widerspruch zu v ∈ C2(Br(0)) steht.
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Damit haben wir eine negative Antwort auf unsere ersten beiden Fragen erhalten. Die letzte Frage
nach der höheren Regularität Nf ∈ C2,α(Br(0)) unter der Voraussetzung f ∈ C0,α(Br(0)) kann dagegen
positiv beantwortet werden, was üblicherweise als Schaudertheorie bezeichnet wird. Der Beweis dieses
Resultates ist ähnlich (aber komplizierter) zum Beweis von Korollar 2.102 und beruht auf expliziten
Abschätzungen der α-Hölder-Seminorm von D2Nf .
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Kapitel 3

Die Wärmeleitungsgleichung

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Wärmeleitungsgleichung

∂tu−∆u = 0 in I × Ω

und ihrer inhomogenen Variante

∂tu−∆u = f in I × Ω ,

wobei Ω eine Teilmenge des Rn und I ein Intervall in R ist. Mit x ∈ Ω bezeichnet man als die Raum-
koordinate und t ∈ R+ als die Zeitkoordinate (entsprechend notiert man ut für die Ableitung nach t
und Du für die Ableitung nach x). Mit dieser Interpretation von t als Zeitkoordinate ist es sinnvoll, das
Intervall I bei 0 starten zu lassen. Definitionsbereiche der speziellen Form I × Ω werden üblicherweise
als parabolische Zylinder bezeichnet, und weiter führen wir die folgenden Abkürzungen ein:

Definition 3.1. Sei Ω eine Menge in Rn und T > 0.

(i) Der parabolische Zylinder ΩT ist definiert als

ΩT := (0, T ]× Ω ⊂ Rn+1 ;

(ii) Der parabolische Rand von ΩT ist definiert als

∂pΩT := ({0})× Ω) ∪ ([0, T ]× ∂Ω) ⊂ ∂ΩT .

Der parabolische Rand ist abgeschlossen, und falls T endlich ist, so unterscheidet sich der parabo-
lische Rand ∂pΩT vom Rand ∂ΩT genau um die Menge {T} × Ω (also den Deckel des parabolischen
Zylinders). Betrachtet man nun die Wärmeleitungsgleichung, so stellt man typischerweise Nebenbedin-
gungen (wie etwa bei der Laplacegleichung vorgeschriebene Randwerte auf ∂Ω). Mit der Interpretation
von t als Zeitvariable ist es sinnvoll, diese hier nur auf dem parabolischen Rand ∂pΩT zu fordern, also
Anfangswerte auf {0} × Ω und Randwerte auf (∂Ω)T zu fordern, da es unnatürlich wäre, Endwerte
vorzuschreiben (sondern man im Gegenteil genau an diesen interessiert sein kann).

Da in der Gleichung zweite Ortsableitungen, aber nur erste Zeitableitungen vorkommen, führt man
Räume stetiger Funktionen ein, die unterschiedlich regulär in Raum- und Zeitkoordinate sind, um eine
geeignete Funktionenklasse für Lösungen der Wärmeleitungsgleichungen zu haben: für eine Teilmenge
P ⊂ Rn+1 (später wird dies vor allem P = ΩT sein) definieren wir

C2
1 (P ) :=

{
f ∈ C1(P ) : DiDjf ∈ C(P ) für i, j ∈ {1, . . . , n}

}
.

Wir werden nun sehen, dass viele Aussagen, Konzepte und Ideen, die wir in Kapitel 2 für harmonische
Funktionen kennengelernt haben, in etwas komplizierterer Form auch für Lösungen der Wärmeleitungs-
gleichung zutreffen.
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3.1 Kalorische Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir zunächst die homogene Wärmeleitungsgleichung

∂tu−∆u = 0 in ΩT

für eine offene Teilmenge Ω im Rn und T . Ähnlich wie im Fall der harmonischen Funktionen werden
wir zunächst einige fundamentale Eigenschaften für klassische Lösungen u dieser Gleichung herleiten.

Physikalische Motivation der Wärmeleitungsgleichung. Durch die Wärmeleitungsgleichung
wird der Zusammenhang zwischen zeitlichen und räumlichen Änderungen einer diffusiven physikali-
schen Größe u (wie eine Teilchenkonzentration oder eben die Temperaturverteilung) beschrieben, bei
der die Bewegung von einem Ort hoher Konzentration zu einem Ort niedrigerer Konzentration geht und
die damit in einen Gleichgewichtszustand kommen sollte. Damit kann man die Wärmeleitungsgleichung
eine zeitabhängige Variante der Laplacegleichung sehen. Für die mathematische Formulierung überlegen
wir uns, dass die zeitliche Änderung der Größe u in einem beliebigen (glatt berandeten) Testvolumen
V b Ω gerade dem negativen Netto-Fluss durch den Rand entspricht. Bezeichnen wir die Flussdichte
von u wieder mit F , gilt also

d

dt

∫
V

u dx = −
∫
∂V

F · ν dHn−1 ,

wobei ν nun die äußere Einheitsnormale bezeichnet, die nur nach der Raumkoordinate gebildet ist. Mit
dem Satz 2.12 von Gauß folgt daher

d

dt

∫
V

u dx = −
∫
V

divF dx .

Da V eine beliebige glatt berandete Testmenge V b Ω war, muss daher ∂tu = −divF in R+×Ω gelten.
Ist die Flussdichte F nun wieder proportional zu −Du, also F = −aDu für ein konstantes a > 0, so
erhalten wir

∂tu = a∆u in R+ × Ω ,

und im Fall a = 1 daher die Wärmeleitungsgleichung.

Die Definitionen von kalorischen Funktionen und der Fundamentallösung. Wir definieren
nun kalorische Funktionen (diese im Deutschen eher unkonventionelle Bezeichnung soll die Analogie zwi-
schen Laplace- und Wärmeleitungsgleichung noch deutlicher hervorheben) als die klassischen Lösungen
der Wärmeleitungsgleichung und lernen einige allgemeine und ein spezielles Beispiele kalorischer Funk-
tionen kennen.

Definition 3.2. Sei Ω eine offene Teilmenge in Rn, T > 0 und u ∈ C2
1 (ΩT ). Man bezeichnet u als

(C2
1 -)kalorisch, falls ∂tu −∆u = 0 in ΩT gilt. Falls lediglich die Ungleichung ∂tu −∆u ≤ 0 gilt, nennt

man sie (C2
1 -)subkalorisch, und falls ∂tu−∆u ≥ 0 gilt, (C2

1 -)superkalorisch.

Bemerkung 3.3 (Invarianzen der Lösungseigenschaft). Ist u ∈ C2
1 (ΩT ) kalorisch, so führen die folgen-

den Transformationen der Lösung wieder zu Lösungen der Wärmeleitungsgleichung (auf transformierten
parabolischen Zylinder):

(i) Translationen in Zeit und Ort: für x0 ∈ Rn und τ ∈ R

u(0,x0)(t, x) := u(t, x− x0) und u(τ,0)(t, x) := u(t− τ, x) ;

(ii) Rotationen bzgl. der Raumvariable: für R ∈ SO(n)

uR(t, x) := u(t, Rx) ;
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(iii) Inhomogene Dilatation: für λ > 0

uλ(t, x) := λnu(λ2t, λx)

(mit der angegebenen Skalierung bleibt gerade das Integral
∫
Rn
uλ(t, x) dx =

∫
Rn
u(λ2t, y) dy er-

halten, zum skalierten Zeitpunkt).

Beispiele 3.4.

(i) Jede harmonische Funktion u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) ist (aufgefasst als Funktion auf ΩT ) kalorisch auf
ΩT . Dies sind genau die kalorischen Funktionen, die invariant unter Translationen in der Zeit
sind.

(ii) Kalorische Funktion aus Ansatz mit Trennung der Variablen. Für n = 1 und kalorische Funktionen
der Form u(t, x1) = T (t)X(x1) liefert die Wärmeleitungsgleichung

T ′(t)X(x1)− T (t)X ′′(x1) = 0 .

Für T,X 6= 0 lässt sich die Gleichung umschreiben als

T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x1)

X(x1)
,

und beide Seiten müssen daher konstant sein. Diese beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen
lassen sich explizit lösen, und wir haben daher zusätzlich die folgenden kalorischen Funktionen
gefunden:

u(t, x1) := exp(a2t)
(
c1 sinh(ax1) + c2 cosh(ax1)

)
,

u(t, x1) := exp(−a2t)
(
c1 sin(ax1) + c2 cos(ax1)

)
,

mit a, c1, c2 ∈ R. Auch für n ≥ 2 kann man diesen Ansatz verfolgen (X ist nun eine Funktion auf
Rn). Dies führt dann für X auf die Eigenwertgleichung des Laplaceoperators.

Wir werden nun die Fundamentallösung der Wärmeleitungsgleichung als kalorische Funktion, die
invariant unter Rotationen im Raum und der inhomogenen Dilatation, herleiten. Dazu überlegen wir
uns zunächst, dass Invarianzen der Lösungseigenschaft (auf geeigneten Gebieten) auf einfachere partielle
oder sogar gewöhnliche Differentialgleichungen führen: für kalorische Funktionen u : R+ ×Rn → R:

• falls u unter Rotationen im Raum invariant ist, so gilt: es existiert eine Funktion v : R+×R+
0 → R

mit u(t, x) = v(t, |x|) für alle t ∈ R+ und x ∈ Rn und v erfüllt die partielle Differentialgleichung
(vgl. die Rechnung (2.7) für die Laplacegleichung)

∂tv(t, r)−
(
∂2
rv(t, r) +

n− 1

r
∂rv(t, r)

)
= 0 ;

• falls u unter inhomogenen Dilatationen invariant ist, so gilt (mit der speziellen Wahl λ = t−1/2 in
Bemerkung 3.3 (iii)): es existiert eine Funktion ṽ : Rn → R mit u(t, x) = t−n/2ṽ(t−1/2x) für alle
t ∈ R+ und x ∈ Rn und ṽ erfüllt die partielle Differentialgleichung (einfaches Nachrechnen)

−n
2
ṽ(y)− 1

2
y ·Dṽ(y)−∆ṽ(y) = 0 ;

• falls u sowohl unter Rotationen im Raum als auch unter inhomogenen Dilatationen invariant ist,
so gilt: es existiert eine Funktion w : R+ → R mit u(t, x) = t−n/2w(t−1/2|x|) für alle t ∈ R+ und
x ∈ Rn und w erfüllt die gewöhnliche Differentialgleichung (einfaches Nachrechnen)

−n
2
w(s)− 1

2
sw′(s)−

(
w′′(s) +

n− 1

s
w′(s)

)
= 0 .
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Für diese letzte Differentialgleichung leiten wir nun eine spezielle Lösung her. Dazu schreiben wir sie
zunächst um als

0 =
n

2
sn−1w(s) +

1

2
snw′(s) + sn−1w′′(s) + (n− 1)sn−2w′(s)

=
1

2

(
snw(s)

)′
+
(
sn−1w′(s)

)′
,

so dass 1
2s
nw(s) + sn−1w′(s) konstant sein muss. Nehmen wir an, dass diese Konstante 0 ist, so ergibt

sich w′(s) = − 1
2sw(s) und folglich w(s) = c exp(−s2/4) mit einer beliebigen Konstante c ∈ R. Für u

bedeutet dies

u(t, x) = ct−
n
2 exp

(
− |x|

2

4t

)
.

Definition 3.5. Die Funktion Ψ: R+ ×Rn → R, definiert als

Ψ(t, x) = (4πt)−
n
2 exp

(
− |x|

2

4t

)
,

heißt die Fundamentallösung der Wärmeleitungsgleichung oder der Wärmeleitungskern.

Bemerkungen 3.6.

(i) Nach Konstruktion gilt Ψt(t, x)−∆Ψ(t, x) = 0 für alle t > 0 und x ∈ Rn;

(ii) Für die Anfangswerte bei t↘ 0 gilt: limt→0 Ψ(t, 0) =∞ und limt→0 Ψ(t, x) = 0 für x 6= 0;

(iii) Die spezielle Wahl der Konstanten c entspricht der Normierung∫
Rn

Ψ(t, x) dx = 1 für alle t > 0 ,

die sich leicht mittels der Transformationsformel verifizieren lässt:

(4πt)−
n
2

∫
Rn

exp
(
− |x|

2

4t

)
dx = π−

n
2

∫
Rn

exp(−|y|2) dy

= π−
n
2

(∫
R

exp(−y2
1) dy1

)n
= 1 ;

(iv) Ableitungen von Ψ bezüglich der Raum- und der Zeitvariable lassen sich explizit berechnen und
damit Normen bestimmen. Insbesondere finden wir das folgende Langzeitverhalten für die Funda-
mentallösung:

‖Ψ(t, ·)‖L∞(Rn) → 0 bei t→∞ ,

‖DΨ(t, ·)‖L1(Rn) + ‖Ψt(t, ·)‖L1(Rn) → 0 bei t→∞ ; ,

und allgemein stellt sich heraus, dass für festes t > 0 beliebige Ableitung von Ψ (nach Zeit und
Ort) im Raum Lq(Rn) für alle q ∈ [1,∞] liegen;

(v) Für s, t > 0 gilt Ψ(t, ·) ∗Ψ(s, ·) = Ψ(s+ t, ·) (vgl. Übungen).

3.1.1 Die Mittelwerteigenschaft

In Abschnitt 2.2.1 haben wir für Funktionen u ∈ C2(Ω), die harmonisch auf Ω sind, die Mittelwertei-
genschaft auf Kugeln und auf Sphären gezeigt, d. h. für alle Kugeln Br(x0) b Ω gilt

u(x0) =

∫
−
Br(x0)

u(x) dx =

∫
−
∂Br(x0)

u(x) dHn−1(x) .

64



Die Besonderheit von Kugeln Br(x0) und Sphären ∂Br(x0) im Bezug auf die (um x0 translatierte)
Fundamentallösung der Laplacegleichung ist, dass

Br(x0) =
{
x ∈ Rn : Φ(x0 − x) > Φ(re1)

}
genau die Menge aller Φ(re1)-Superniveaumengen darstellt, und dass

∂Br(x0) =
{
x ∈ Rn : Φ(x0 − x) = Φ(re1)

}
genau die Φ(re1)-Niveaumenge darstellt. Dies motiviert nun den Begriff der Wärmeleitungskugel als
(geeignete) Superniveaumenge der Fundamentallösung der Wärmeleitungsgleichung.

Definition 3.7. Sei t0 ∈ R, x0 ∈ Rn und r > 0. Wir definieren die Wärmeleitungskugel Wr(t0, x0) an
(t0, x0) als

Wr(t0, x0) :=
{

(t, x) ∈ Rn+1 : t < t0 und Ψ(t0 − t, x0 − x) > r−n
}
⊂ (−∞, t0)×Rn .

Der Deutlichkeit halber schreiben wir nicht Kugel um (t0, x0), sondern an (t0, x0), damit wir immer
die wichtige Eigenschaft der Wärmeleitungskugeln präsent haben, dass (t0, x0) nicht zu (der offenen
Menge) Wr(t0, x0), sondern zu ∂Wr(t0, x0) gehört. Weitere vor allem geometrische Eigenschaften sam-
meln wir in der folgenden Bemerkung.

Bemerkungen 3.8 (Einfache Eigenschaften der Wärmeleitungskugeln).

(i) Monotonie: Für r < r̃ gilt Wr(t0, x0) ⊂Wr̃(t0, x0);

(ii) Translationsverhalten: Wr(t0, x0) = (t0, x0) +Wr(0, 0);

(iii) Parabolische Reskalierung: mit der Invarianz unter inhomogenen Dilatationen ergibt sich

(t, x) ∈Wr(0, 0)⇔ Ψ(−t, x) > r−n ⇔ Ψ(−r−2t, r−1x) > 1⇔ (r−2t, r−1x) ∈W1(0, 0) ;

(iv) Explizite Darstellung: für t ∈ (−r2/(4π), 0) können wir die Ungleichung in der Definition von
Wr(0, 0) umschreiben als

|x|2

4t
> log

(
r−n(−4πt)

n
2

)
.

Definieren wir nun die Funktion br : R− ×Rn → R mittels

br(t, x) :=
|x|2

4t
+ n log r − n

2
log(−4πt) ,

so erhalten wir als weitere Darstellung von Wr(0, 0)

Wr(0, 0) =
{

(t, x) ∈ R− ×Rn : br(t, x) > 0
}

(und Wr(0, 0) ist wegen t < 0 insbesondere eine beschränkte Menge in Rn+1); entsprechend ergibt
sich auch

∂Wr(0, 0) = {(0, 0)} ∪
{

(t, x) ∈ R− ×Rn : br(t, x) = 0
}

(v) Gewichtetes Volumen: Wr(0, 0) hat bezüglich des gewichteten Maßes |x|2t−2d(t, x) ein Volumen
von 4rn, d. h.

1

4rn

∫
Wr(0,0)

|x|2

t2
d(t, x) = 1 .
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Beweis von (v). Zunächst berechnen wir über die Transformationsformel, Fubini und Polarkoordinaten

1

4rn

∫
Wr(0,0)

|x|2

t2
d(t, x) =

1

4

∫
W1(0,0)

|y|2

s2
d(s, y)

=
1

4

∫ 0

−(4π)−1

s−2

∫
|y|2<2ns log(−4πs)

|y|2 dy ds

=
nωn

4

∫ 0

−(4π)−1

s−2

∫ (2ns log(−4πs))1/2

0

ρn+1 dρ ds

=
2n+2nωn
4(n+ 2)

∫ 0

−(4π)−1

(−s)
n−2

2 (−n log(−4πs)/2)
n+2

2 ds .

Transformieren wir nun mit s̃ = −n log(−4πs)/2, so können wir das Integral auf der rechten Seite auf
die Γ-Funktion zurückführen

1

4rn

∫
Wr(0,0)

|x|2

t2
d(t, x) =

2ωn
(n+ 2)πn/2

∫ ∞
0

exp(−s̃)s̃
n+2

2 ds̃

=
2ωn

(n+ 2)πn/2
Γ
(
(n+ 4)/2

)
=

ωn
πn/2

Γ
(
(n+ 2)/2

)
,

so dass wir mit der Formel Γ((n+ 2)/2)ωn = πn/2 (vgl. Übungen) die Behauptung erhalten.

Ähnlich wie im Fall des Laplaceoperators mit Lemma 2.21 zeigen wir nun zunächst ein techni-
sches Lemma, mit dessen Hilfe im Anschluss die Mittelwertformel für kalorische Funktionen folgen
wird. Die richtige Wahl der Funktion ψ ist hierbei der entscheidende Punkt (so dass nämlich die
Wärmeleitungsgleichung im Integranden für die Ableitung von ψ auftaucht).

Lemma 3.9. Sei R > 0 und u ∈ C2
1 (WR(0, 0)). Definiert man ψ : (0, R)→ R mittels

ψ(r) :=
1

4rn

∫
Wr(0,0)

u(t, x)
|x|2

t2
d(t, x) für r ∈ (0, R) ,

so gelten ψ(r)→ u(0, 0) bei r ↘ 0 und

ψ′(r) =
n

rn+1

∫
Wr(0,0)

[
− ut(t, x) + ∆u(t, x)

]
br(t, x) d(t, x) ,

wobei br(t, x) die Funktion aus Bemerkung 3.8 (iv) ist.

Beweis. Ähnlich wie im Beweis von Lemma 2.21 ist hier die Strategie, zunächst auf ein r-unabhängiges
Integrationsgebiet zu transformieren, so dass r dann nur im Integranden vorkommt, dann unter dem
Integral zu differenzieren und rückzutransformieren, und schließ́lich den Integranden mit dem Satz
von Green (partieller Integration) so umzuformulieren, dass am Ende die Wärmeleitungsgleichung im
Integranden steht.

Ohne Einschränkung nehmen wir im Folgenden an, dass u glatt ist (ansonsten benötigt man noch
ein zusätzliches Glättungsargument).

Da u stetig ist, berechnen wir zunächst mit der Dreiecksungleichung und Bemerkung 3.8 (v)

|ψ(r)− u(0, 0)| = 1

4rn

∣∣∣ ∫
Wr(0,0)

(
u(t, x)− u(0, 0)

) |x|2
t2

d(t, x)
∣∣∣

≤ 1

4rn

∫
Wr(0,0)

|u(t, x)− u(0, 0)| |x|
2

t2
d(t, x) ≤ sup

(t,x)∈Wr(0,0)

|u(t, x)− u(0, 0)| → 0
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bei r ↘ 0. Um die stetige Differenzierbarkeit von ψ zu zeigen, schreiben wir ψ(r) zunächst mithilfe der
Transformationsformel um als

ψ(r) =
1

4

∫
W1(0,0)

u(r2s, ry)
|y|2

s2
d(s, y) .

Da u(r2s, ry) für alle (s, y) ∈ W1(0, 0) stetig differenzierbar nach r ist und sowohl die Funktion selbst
als auch ihre Ableitung integrierbar ist, folgt mit Satz 2.10 und Rücktransformation auf Wr(0, 0)

ψ′(r) =
1

4

∫
W1(0,0)

[
ut(r

2s, ry)2rs+Du(r2s, ry) · y
] |y|2
s2

d(s, y)

=
1

4rn+1

∫
Wr(0,0)

[
ut(t, x)2t+Du(t, x) · x

] |x|2
t2

d(t, x) . (3.1)

Für die Funktion br(t, x) berechnen wir nun die Ableitungen

∂tbr(t, x) = −|x|
2

4t2
− n

2t
und Dbr(t, x) =

x

2t
,

so dass insbesondere

|x|2

2t
= Dbr(t, x) · x und

|x|2x
4t2

= −∂tbr(t, x)x− nDbr(t, x)

folgt. Eingesetzt in (3.1) sehen wir daher mit partieller Integration zunächst in x, dann in t, dann wieder
in x (die Randintegrale verschwinden jeweils wegen br(t, x) = 0 auf ∂Wr(0, 0)):

ψ′(r) =
1

rn+1

∫
Wr(0,0)

[
ut(t, x)Dbr(t, x) · x−Du(t, x) · (∂tbr(t, x)x+ nDbr(t, x))

]
d(t, x)

=
1

rn+1

∫
Wr(0,0)

[
−Dut(t, x)br(t, x) · x− ut(t, x)br(t, x)n

−Du(t, x) · (∂tbr(t, x)x+ nDbr(t, x))
]
d(t, x)

=
1

rn+1

∫
Wr(0,0)

[
− ut(t, x)br(t, x)n−Du(t, x) · nDbr(t, x)

]
d(t, x)

=
1

rn+1

∫
Wr(0,0)

[
− ut(t, x) + ∆u(t, x)

]
br(t, x)nd(t, x) ,

womit das Lemma bewiesen ist.

Im Fall von (sub-/super-)kalorischen Funktionen liefert Lemma 3.9 eine Monotonieformel, aus der
sich direkt die folgenden Mittelwerteigenschaften ergeben.

Satz 3.10 (Mittelwerteigenschaft). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn, T > 0, Wr(t0, x0) b ΩT und
u ∈ C2

1 (ΩT ).

(i) Falls ∂tu−∆u = 0 in ΩT gilt, so folgt

u(t0, x0) =
1

4rn

∫
Wr(t0,x0)

u(t, x)
|x− x0|2

(t− t0)2
d(t, x) ;

(ii) falls ∂tu−∆u ≤ 0 in ΩT gilt, so folgt

u(t0, x0) ≤ 1

4rn

∫
Wr(t0,x0)

u(t, x)
|x− x0|2

(t− t0)2
d(t, x) ;
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(iii) falls ∂tu−∆u < 0 in ΩT gilt, so folgt

u(t0, x0) <
1

4rn

∫
Wr(t0,x0)

u(t, x)
|x− x0|2

(t− t0)2
d(t, x) .

Beweis. Für (t0, x0) = (0, 0) folgt die Aussage direkt aus Lemma 3.9 und der Positivität von br in
Wr(0, 0), und für beliebige (t0, x0) durch Translation (beachte, dass u(t − t0, x − x0) wieder kalorisch
bzw. subkalorisch ist).

Wie im Fall von harmonischen Funktionen ist die Gültigkeit der Mittelwerteigenschaft äquivalent
dazu, dass eine Funktion kalorisch ist.

Korollar 3.11. Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn, T > 0 und u ∈ C2
1 (ΩT ). Dann sind äquivalent:

(i) u ist kalorisch,

(ii) u erfüllt die Mittelwerteigenschaft auf Wärmeleitungskugeln, d. h. für alle Wr(t0, x0) b ΩT gilt

u(t0, x0) =
1

4rn

∫
Wr(t0,x0)

u(t, x)
|x− x0|2

(t− t0)2
d(t, x) .

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.23: dass (ii) durch (i) impliziert wird, war genau die Aussage von
Satz 3.10 (i), und die Umkehrung folgt durch ein Widerspruchsargument mithilfe von Satz 3.10 (iii).

3.1.2 Folgerungen aus der Mittelwerteigenschaft

Mithilfe der Mittelwerteigenschaft lassen sich eine Reihe schöner Eigenschaften kalorischer Funktionen
zeigen. Wie im Fall subharmonischer Funktionen gelten wieder Maximumprinzipien, die besagen, dass
kalorische Funktion ihr Maximum bzw. Minimum immer auf dem (nun parabolischen) Rand annehmen
müssen.

Satz 3.12 (Maximumprinzipien für die Wärmeleitungsgleichung). Sei Ω eine beschränkte, offene Teil-
menge des Rn und u ∈ C2

1 (ΩT ) ∩ C(ΩT ) eine subkalorische Funktion (d. h. ∂tu − ∆u ≤ 0). Dann
gilt:

(i) das schwache Maximumprinzip: maxΩT
u = max∂pΩT u,

(ii) das starke Maximumprinzip: ist Ω zusammenhängend und existiert ein innerer Punkt (t0, x0) ∈ ΩT
mit u(t0, x0) = maxΩT

u, so ist u konstant auf Ωt0 .

Entsprechend gelten Minimumprinzipien für superkalorische Funktionen.

Bemerkung 3.13. Die Aussage des starken Maximumprinzips besagt lediglich, dass u konstant zu
jedem früheren Zeitpunkt sein muss. Dies liegt an der Geometrie der Wärmeleitungskugel Wr(t0, x0),
für die der Punkt (t0, x0) ein Randpunkt von ∂Wr(t0, x0) ist, und zwar derjenige mit maximalem t-Wert
(also t0).

Beweis. Dass (i) aus (ii) folgt, lässt sich analog zum Beweis von Satz 2.25 im subharmonischen Fall
zeigen: Wäre (i) falsch, so gäbe es einen Punkt (t0, x0) mit u(t0, x0) = maxΩT

u > max∂pΩT u (beide
Maxima werden jeweils angenommen). Bezeichnet man die Zusammenhangskomponente von x0 in Ω
mit Ω(x0), so hätten wir

max
Ω(x0)t0

u = max
ΩT

u > max
∂pΩT

u ≥ max
∂pΩ(x0)t0

u ,

was einen Widerspruch ergibt, da u nach (ii) konstant auf der Menge Ω(x0)t0 sein müsste.
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Der Beweis von (ii) ist nun etwas komplizierter als im Fall subharmonischer Funktionen: sei (t0, x0) ∈
ΩT ein innerer Punkt mit u(t0, x0) = maxΩT

u =: M und sei r > 0 mit Wr(t0, x0) b Ωt0 . Mit der
Mittelwerteigenschaft aus Satz 3.10 (ii) und der Normierung aus Bemerkung 3.8 (v) gilt dann

M = u(t0, x0) ≤ 1

4rn

∫
Wr(t0,x0)

u(t, x)
|x− x0|2

(t− t0)2
d(t, x) ≤M ,

und folglich u ≡ M in Wr(t0, x0) (Vorsicht: dies zeigt nicht, dass die Menge u−1(M) relativ offen in
ΩT ist!). Dass u = M nun tatsächlich auf ganz Ωt0 gilt, zeigen wir nun in zwei Schritten. Zunächst
betrachten wir einen Punkt (t1, x1), so dass t1 < t0 und

L(t0, x0; t1, x1) :=
{
τ(t1, x1) + (1− τ)(t0, x0) : τ ∈ [0, 1]

}
⊂ Ωt0

gelten (die zweite Bedingung bedeutet, dass die gesamte Linie, die (t0, x0) mit (t1, x1) verbindet, in Ωt0
liegt). Dann gilt u ≡M auf L, denn für die Funktion f(τ) := f(τ(t1, x1) + (1− τ)(t0, x0)) für τ ∈ [0, 1]
gilt, dass f−1(M) nichtleer (f(0) = M), abgeschlossen (f ist stetig), und relativ offen (obiges Argument
mit der Mittelwerteigenschaft) ist. Anschließend betrachten wir einen beliebigen Punkt (t∗, x∗) ∈ Ωt0 mit
t∗ < t0. In diesem Fall kann (t0, x0) mit (t∗, x∗) über endlich viele Punkt (t1, x1), . . . , (tm, xm) verbunden
werden (wir setzen dann (tm+1, xm+1) := (t∗, x∗)), so dass für k ∈ {1, . . . ,m} jeweils tk+1 < tk gilt und
alle Linien L(tk, xk; tk+1, xk+1) in Ωtk verlaufen. Nach dem ersten Schritt gilt u ≡ M auf jeder dieser
Linien, so dass u(t∗, x∗) = M gilt. Wegen der Stetigkeit von u gilt dies letztendlich auch für alle Punkte
in {t0} × Omega, so dass die Konstanz auf ganz Ωt0 gezeigt ist.

Bemerkung 3.14. Falls Ω eine beschränkte, offene und zusammenhängende Teilmenge des Rn, T > 0,
und falls u ∈ C2

1 (ΩT )∩C(ΩT ) eine kalorische Funktion auf ΩT ist, die auf [0, T ]× ∂Ω verschwindet, so
gilt die Implikation

min
{0}×Ω

u < max
{0}×Ω

u ⇒ min
{0}×Ω

u < u < max
{0}×Ω

u überall in ΩT ,

da in diesem Fall ausgeschlossen ist, dass u konstant ist und demzufolge weder Maximum noch Minimum
von u in ΩT angenommen werden dürfen. Dies wird auch als unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit
bezeichnet.

Korollar 3.15 (Eindeutigkeit). Sei Ω eine beschränkte, offene Teilmenge des Rn, T > 0, und u, v
Funktionen in C2

1 (ΩT ) ∩ C(ΩT ) mit{
∂tu−∆u = vt −∆v in ΩT ,

u = v auf ∂pΩT .

Dann gilt u ≡ v.

Beweis. Die Funktion w := u−v ist kalorisch in ΩT mit w = 0 auf dem parabolischen Rand ∂pΩT . Daher
gilt max∂Ω w = min∂Ω w = 0 und damit w ≡ 0 nach dem schwachen Maximumprinzip aus Satz 3.12
(angewandt auf w und −w).

Über das Maximumprinzip kann man nun außerdem Aussagen über das Langzeitverhalten von
Lösungen der Wärmeleitungsgleichung treffen. Insbesondere zeigt sich (Übungsaufgabe), dass diese
Lösungen gegen eine stationäre Lösung der Poissongleichung konvergieren, falls die Randwerte und
die Inhomogenität nicht von der Zeit abhängen (in diesem Fall “vergisst” die Lösung also im Laufe der
Zeit, mit welchen Anfangswerten sie gestartet ist).

Satz 3.16. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn, so dass alle Randpunkte in ∂Ω regulär sind,
und seien f ∈ C0,α(Ω) ∩ L∞(Ω) für ein α ∈ (0, 1) und g ∈ C(∂Ω). Dann gilt für jede Lösung u ∈
C2

1 ((0,∞)× Ω) ∩ C([0,∞)× Ω) von{
∂tu−∆u = f in (0,∞)× Ω

u = g auf [0,∞)× ∂Ω
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(mit beliebigen Anfangswerten auf {0} × Ω) die Konvergenz

lim
t→∞

u(t, ·) = v ,

wobei v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) die eindeutige Lösung der Poissongleichung{
−∆v = f in Ω ,

v = g auf ∂Ω ,

mit Randwerten g bezeichnet.

3.2 Darstellungsformeln für Lösungen im Ganzraumfall

Mit den Techniken, die wir für die Lösungsformeln für die Laplace- und Poissongleichung kennen-
gelernt haben, ist es nun nicht schwer (wenn auch technisch viel aufwändiger), sich entsprechende
Lösungsformeln für die homogene und inhomogene Wärmeleitungsgleichung zu überlegen. Der Ein-
fachheit halber wollen wir dies nur im Ganzraumfall tun, d. h. wir suche nach einer Lösung u ∈
C2

1 ((0,∞)×Rn) ∩ C([0,∞)×Rn) von{
∂tu−∆u = f in (0,∞)×Rn ,

u = g auf {0} ×Rn ,

für stetige, beschränkte Anfangswerte g und eine hinreichend reguläre Inhomogenität f . Die Strategie
hierfür wird sein, das Problem in zwei einfachere Probleme zu zerlegen, und zwar in ein Anfangswertpro-
blem für die homogene Wärmeleitungsgleichung sowie ein Nullanfangswertproblem für die inhomogene
Wärmeleitungsgleichung.

Anfangswertproblem zur homogenen Wärmeleitungsgleichung. Wir lösen nun das sogenannte
Cauchy-Problem und bestimmen eine kalorische Funktion auf (0,∞) × Rn mit Anfangswerten g, d. h.
eine Funktion u ∈ C2

1 ((0,∞)×Rn) ∩ C([0,∞)×Rn), die{
∂tu−∆u = 0 in (0,∞)×Rn

u = g auf {0} ×Rn

für beschränkte, stetig Anfangswert g erfüllt. Ähnlich wie für die Poissonsche Integralformels (aus den
Sätzen 2.60 und 2.65) ist die Idee hierbei, die Anfangswerte auf dem Rand des betrachteten Gebietes,
also auf {0} ×Rn, mit der Fundamentallösung Ψ(t, ·) zu falten. Im ersten Schritt zeigen wir dazu, dass
die Tatsache, dass Ψ in (0,∞)×Rn kalorisch ist, sich direkt auf ihre Faltung mit g überträgt.

Satz 3.17. Sei g ∈ Lp(Rn) für ein p ∈ [1,∞]. Dann ist die Funktion u : (0,∞)×Rn → R, die definiert
ist durch

u(t, x) := (Ψ(t, ·) ∗ g)(x) =

∫
Rn

Ψ(t, x− y)g(y) dy , (3.2)

von der Klasse C∞((0,∞)×Rn) und erfüllt die Wärmeleitungsgleichung auf (0,∞)×Rn.

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass u wohldefiniert ist: die Funktion Ψ(t, x− ·) liegt für alle x ∈ Rn
und t > 0 in Lq(Rn) für alle q ∈ [1,∞], und mit der Hölder-Ungleichung folgt daher die Existenz des
Integrals in der Definition von u.

Um die Regularität von u zu verifizieren, bemerken wir Ψ ∈ C∞((0,∞)×Rn), und Differentiation
unter dem Integral (Satz 2.10) zeigt

∂ktD
αu(t, x) =

∫
Rn
∂ktD

α
xΨ(t, x− y)g(y) dy
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für beliebige k ∈ N0 und Multiindizes α ∈ Nn0 (die Voraussetzungen von Satz 2.10 lassen sich hierbei
einfach mit der Darstellung der Ableitungen überprüfen, vgl. auch Bemerkung 3.6 (iv)).

Mit der Darstellung der Ableitungen und der Gültigkeit von ∂tΨ(t, x − y) −∆xΨ(t, x − y) = 0 für
alle t > 0 und x, y ∈ Rn folgt nun auch, dass u kalorisch in (0,∞)×Rn ist:

ut(t, x)−∆u(t, x) =

∫
Rn

(
∂tΨ(t, x− y)−∆xΨ(t, x− y)

)
g(y) dy = 0 ,

und der Satz ist damit bewiesen.

Im zweiten Schritt überlegen wir uns, ob und in welchem Sinn die Randwerte g von dem oben
definierten u angenommen werden. Die Annahme beruht dabei im Wesentlichen darauf, dass die Fun-
damentallösung Ψ(t, x) sich bei t→ 0 bei x = 0 konzentriert und eine auf 1 normierte L1-Norm besitzt.

Satz 3.18. Bezeichnet u die Funktion aus (3.2), so gelten die folgenden Konvergenzen:

(i) Ist g ∈ C(Rn)∩L∞(Rn), so gilt limt→0,x→x0
u(t, x) = g(x0) für alle x0 ∈ Rn (und die Konvergenz

ist auf kompakten Mengen sogar gleichmäßig);

(ii) Ist g ∈ Lp(Rn) für ein p ∈ [1,∞], so gilt ‖u(t, ·)‖Lp(Rn) ≤ ‖g‖Lp(Rn) für alle t > 0;

(iii) Ist g ∈ Lp(Rn) für ein p ∈ [1,∞), so gilt limt→0 ‖u(t, ·)− g‖Lp(Rn) = 0.

Beweis. Um Aussage (i) zu zeigen, geht man ähnlich wie im Beweis der Poisson Integralform aus
Satz 2.60 vor und benutzt einerseits, dass g in einer kleinen Umgebung von x0 nur wenig variiert,
und andererseits, dass Ψ weg von x0 (zumindest für kleine t) sehr klein ist. Sei nun x0 ∈ Rn, ε > 0 und
δ > 0, so dass

2|g(x0)− g(y)| ≤ ε für |y − x0| ≤ δ

gilt. Für x ∈ Bδ/2(x0) folgt dann mit der Normierung von Ψ aus Bemerkung 3.6 (iii) und der Zerlegung
des Integrationsbereichs Rn = Bδ(x0) ∪ (Rn \Bδ(x0)):

|u(t, x)− g(x0)| ≤
∫
Rn

Ψ(t, x− y)|g(y)− g(x0)| dy

≤ ε

2
+ 2‖g‖L∞(Rn)

∫
Rn\Bδ(x0)

Ψ(t, x− y) dy .

Nach Wahl von x gilt die Ungleichung |y− x| ≥ |y− x0|/2 für alle y ∈ Rn \Bδ(x0), und damit folgt für
das Integral auf der rechten Seite mithilfe der Transformationsformel∫

Rn\Bδ(x0)

Ψ(t, x− y) dy = (4πt)−
n
2

∫
Rn\Bδ(x0)

exp
(
− |y − x|2/(4t)

)
dy

≤ (4πt)−
n
2

∫
Rn\Bδ(x0)

exp
(
− |y − x0|2/(16t)

)
dy

= (4π)−
n
2

∫
Rn\Bδ/√t(0)

exp
(
− |ỹ|2/16

)
dỹ .

Da der Integrand eine L1-Funktion ist, konvergiert die rechte Seite gegen 0 bei t→ 0, und damit finden
wir δ̃ > 0, so dass sie kleiner als ε/(4‖g‖L∞(Rn)) wird. Insgesamt ergibt sich somit

|u(t, x)− g(x0)| ≤ ε für x ∈ Bδ/2(x0) und t ∈ (0, δ̃] .

Damit ist die behauptete Konvergenz bewiesen. Da g auf kompakten Mengen sogar gleichmäßig stetig
ist und die Wahl von δ in diesem Fall nur von der kompakten Menge, aber nicht von x0 abhängt (δ̃ war
schon unabhängig gewählt), folgt auch sofort die gleichmäßige Konvergenz auf kompakten Mengen.
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Die Aussage in (ii) ist eine einfache Eigenschaft der Faltungen, wobei man zusätzlich die Normie-
rung von Ψ berücksichtigen muss. Für p = ∞ gilt sie trivial, und für p ∈ [1,∞) rechnen wir mit der
Hölderschen Ungleichungen mit Exponenten p/(p− 1) und p sowie dem Satz von Fubini nach:

‖u(t, ·)‖pLp(Rn) =

∫
Rn

∣∣∣ ∫
Rn

Ψ(t, x− y)
p−1
p + 1

p g(y) dy
∣∣∣p dx

≤
∫
Rn

(∫
Rn

Ψ(t, x− y) dy
)p−1(∫

Rn
Ψ(t, x− y)|g(y)|p dy

)
dx

=

∫
Rn
|g(y)|p

∫
Rn

Ψ(t, x− y) dx dy = ‖g‖pLp(Rn) .

Die Aussage (iii) folgt im Wesentlichen aus der Dichtheit von C0(Rn) in Lp(Rn) für alle p ∈ [1,∞).
Dazu überlegt man sich zunächst, dass die Lp-Konvergenz aus der gleichmäßigen Konvergenz aus (i)
und dominierter Konvergenz folgt, falls g ∈ C0(Rn) gilt. Gilt dagegen nur g ∈ Lp(Rn) für ein p ∈ [1,∞)
und ist ε > 0 beliebig, so finden wir aufgrund der Dichtheit der C0(Rn)-Funktionen in Lp(Rn) zunächst
eine Funktion gε ∈ C0(Rn), so dass ‖g − gε‖Lp(Rn) ≤ ε/4 gilt. Wählt man außerdem δ > 0, so dass
‖uε(t, ·)− gε‖Lp(Rn) ≤ ε/2 für alle t ∈ (0, δ) gilt, so folgt mit der Dreiecksungleichung und (ii)

‖u(t, ·)− g‖Lp(Rn) ≤ ‖u(t, ·)− uε(t, ·)‖Lp(Rn) + ‖uε(t, ·)− gε‖Lp(Rn) + ‖gε − g‖Lp(Rn)

≤ 2‖gε − g‖Lp(Rn) + ‖uε(t, ·)− gε‖Lp(Rn) ≤ ε ,

und die Lp-Kovergenz gilt damit auch für Lp-Funktionen g.

Bemerkung 3.19. In den Übungen wird außerdem die Erhaltung der Gesamtwärmemenge gezeigt:∫
Rn
u(t, x) dx =

∫
Rn
g(x) dx für alle t > 0 .

Spezielle Lösung der inhomogenen Wärmeleitungsgleichung. Wir bestimmen nun noch eine
Lösung u ∈ C2

1 ((0,∞)×Rn) ∩ C([0,∞)×Rn) von{
∂tu−∆u = f in (0,∞)×Rn ,

u = 0 auf {0} ×Rn ,

wobei wir die (sehr starke) Regularitätsannahme f ∈ C2
1 ([0,∞) × Rn) machen. Der Ansatz hierfür ist

das sogenannte Duhamelsche Prinzip, mit dessen Hilfe dieses Problem auf eine Familie von Anfangs-
wertproblemen für die homogene Wärmeleitungsgleichung reduziert werden kann (und damit ist ein
Analogon zur Methode der Variation der Konstanten für gewöhnliche Differentialgleichungen). Dazu
beobachten wir zunächst, dass die Funktion

v(t, x; s) := (Ψ(t− s, ·) ∗ f(s, ·))(x) =

∫
Rn

Ψ(t− s, x− y)f(s, y) dy

nach dem letzten Abschnitt (mit Startzeit t = s anstelle von t = 0) kalorisch auf (s,∞) × Rn ist und
limt→s v(t, x; s) = f(s, x) gilt. Wegen der Forderung der Nullrandwerte ist es dann plausibel, dass man
eine Lösung dann durch Integration über die Zeit konstruieren kann, also durch∫ t

0

v(t, x; s) ds =

∫ t

0

∫
Rn

Ψ(t− s, x− y)f(s, y) dy ds

(dies entspricht dann gerade der vollständigen Faltung von Ψ mit f in Zeit- und Raumvariablen). Dass
dies tatsächlich die gesuchte Lösung liefert, ist genau die Aussage des nächsten Satzes.
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Satz 3.20. Sei f ∈ C2
1 ([0,∞)×Rn) mit spt(f) b [0,∞)×Rn. Dann ist die Funktion u : (0,∞)×Rn →

R, die definiert ist durch

u(t, x) :=

∫ t

0

∫
Rn

Ψ(t− s, x− y)f(s, y) dy ds , (3.3)

von der Klasse C2
1 ((0,∞)×Rn) ∩ C([0,∞)×Rn) und erfüllt die inhomogene Wärmeleitungsgleichung

∂tu−∆u = f auf (0,∞)×Rn.

Beweis. Für die C2
1 ((0,∞) × Rn)-Regularität überlegen wir uns zunächst, dass wir so transformieren

können, dass die (x, t)-Abhängigkeit nur in f vorkommt

u(t, x) =

∫ t

0

∫
Rn

Ψ(s, y)f(t− s, x− y) dy ds

(dies ist dann eine ähnlich wie für den Beweis von Korollar 2.47). Jetzt rechtfertigt man mit den üblichen
Argumenten (Ψ ist integrabel, f ist einmal nach t und zweimal nach x differenzierbar, und das ganze
gilt wie in Satz 2.10 gefordert noch in einem gleichmäßigen Sinn) die Differentiation unter dem Integral.
Für die t-Ableitung bemerkt man dazu für das innere Integral

∂t

∫
Rn

Ψ(s, y)f(t− s, x− y) dy =

∫
Rn

Ψ(s, y)∂tf(t− s, x− y) dy

und dann für die vollständige Faltung

ut(t, x) =

∫ t

0

∫
Rn

Ψ(s, y)∂tf(t− s, x− y) dy ds+

∫
Rn

Ψ(t, y)f(0, x− y) dy .

Entsprechend ergibt sich für die Ortsableitungen für alle i, j ∈ {1, . . . , n}

DiDju(t, x) =

∫ t

0

∫
Rn

Ψ(s, y)DxiDxjf(t− s, x− y) dy ds .

Für die C([0,∞) × Rn)-Regularität müssen wir nur die stetige Fortsetzbarkeit für t → 0 durch 0
nachweisen. Aus der Normierung von Ψ berechnen wir

|u(t, x)| ≤ ‖f‖L∞(0,∞)×Rn)

∫ t

0

∫
Rn

Ψ(s, y) dy ds = t‖f‖L∞(0,∞)×Rn) ,

und bemerken, dass die rechte Seite im Limes t→ 0 für alle x ∈ Rn verschwindet.
Nun brauchen wir nur noch die Lösungseigenschaft nachzuweisen. Mit den Darstellungsformeln für

ut(, x) und ∆u erhalten wir für jedes beliebige ε ∈ (0, t)

ut(t, x)−∆u(t, x) =

∫ t

0

∫
Rn

Ψ(s, y)
(
∂tf(t− s, x− y)−∆xf(t− s, x− y)

)
dy ds

+

∫
Rn

Ψ(t, y)f(0, x− y) dy

=

∫ ε

0

∫
Rn

Ψ(s, y)
(
∂tf(t− s, x− y)−∆xf(t− s, x− y)

)
dy ds

+

∫ t

ε

∫
Rn

Ψ(s, y)
(
∂tf(t− s, x− y)−∆xf(t− s, x− y)

)
dy ds

+

∫
Rn

Ψ(t, y)f(0, x− y) dy

=: Iε + IIε + III
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mit den offensichtlichen Bezeichnungen. Der erste Term Iε verschwindet im Limes ε → 0 aufgrund der
Regularität von f und der Normierung von Ψ:

|Iε| ≤
(
‖∂tf‖L∞((0,∞)×Rn) + ‖D2f‖L∞((0,∞)×Rn)

) ∫ ε

0

∫
Rn

Ψ(s, y) dy ds

≤
(
‖∂tf‖L∞((0,∞)×Rn) + ‖D2f‖L∞((0,∞)×Rn)

)
ε .

Für den zweiten Term IIε berechnen wir mithilfe der partiellen Integration in Ort und Zeit (Randterme
treten hierbei wegen des kompakten Trägers von f in [0,∞) × Rn nur bei der partiellen Integration
bezüglich der Zeitvariable auf) und der Tatsache, dass Ψ kalorisch auf (0,∞)×Rn ist:

IIε =

∫ t

ε

∫
Rn

Ψ(s, y)
(
− ∂sf(t− s, x− y)−∆yf(t− s, x− y)

)
dy ds

=

∫ t

ε

∫
Rn

(
∂sΨ(s, y)−∆Ψ(s, y)

)
f(t− s, x− y) dy ds

−
∫
Rn

Ψ(t, y)f(0, x− y) dy +

∫
Rn

Ψ(ε, y)f(t− ε, x− y) dy

= −III +

∫
Rn

Ψ(ε, y)f(t− ε, x− y) dy .

Daher ergibt sich insgesamt

ut(t, x)−∆u(t, x) = lim
ε↘0

∫
Rn

Ψ(ε, y)f(t− ε, x− y) dy

= lim
ε↘0

[ ∫
Rn

Ψ(ε, y)
(
f(t− ε, x− y)− f(t, x− y)

)
dy

+

∫
Rn

Ψ(ε, x− y)f(t, y) dy
]
.

Mithilfe der gleichmäßigen Stetigkeit von f und der Normierung von Ψ ist das erste Integral durch
supx∈Rn |f(t − ε, x) − f(t, x)| kontrolliert und verschwindet daher im Limes, und das zweite Integral
konvergiert wegen Satz 3.18 (i) gegen f(t, x). Daher haben wir auch die letzte Aussage ∂tu −∆u = f
in (0,∞)×Rn bewiesen und der Satz ist damit gezeigt.

Bemerkung 3.21. Die Aussage von Satz 3.20 lässt sich – mit größerem technischem Aufwand –
auch unter schwächeren Voraussetzungen an f zeigen. Ähnlich wie im Fall der Poissongleichung und
dem Newtonpotential (vgl. Lemma 2.100 und Satz 2.103) gilt insbesondere, dass die in (3.3) definier-
te Funktion von der Klasse C1 ist, falls f beschränkt und stetig ist, und von der Klasse C2 (mit
Lösungseigenschaft), falls f beschränkt und Hölder-stetig ist (vgl. [6, Kap. 1.5, Theorem 9]).

Allgemeine Lösungsformel. Kombinieren wir die Aussagen von den Sätzen 3.17, 3.18 und 3.20, so
haben wir insgesamt eine Darstellungsformel für Lösungen des Anfangswertproblems für die inhomogene
Wärmeleitungsgleichung gezeigt:

Satz 3.22. Seien g ∈ C(Rn) ∩ L∞(Rn) und f ∈ C2
1 ([0,∞)×Rn) mit spt(f) b [0,∞)×Rn. Dann ist

die Funktion u : (0,∞)×Rn → R, die definiert ist durch

u(t, x) :=

∫
Rn

Ψ(t, x− y)g(y) dy +

∫ t

0

∫
Rn

Ψ(t− s, x− y)f(s, y) dy ds

von der Klasse C2
1 ((0,∞)×Rn) ∩ C([0,∞)×Rn) und erfüllt die inhomogene Wärmeleitungsgleichung

∂tu−∆u = f auf (0,∞)×Rn mit Anfangswerten u = g auf {0} ×Rn.
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Kapitel 4

Die Wellengleichung

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Wellengleichung

∂2
t u−∆u = 0 in I × Ω

und ihrer inhomogenen Variante
∂2
t u−∆u = f in I × Ω ,

wobei Ω eine Teilmenge des Rn und I ein Intervall in R ist. Wie im Fall der Wärmeleitungsgleichung
werden wir zusätzliche geeignete Anfangs- und Randbedingungen auf dem parabolischen Rand von I×Ω
stellen.

Die Wellengleichung sieht zwar ähnlich wie die Wärmeleitungsgleichung aus, wie wir jedoch se-
hen werden, verhalten sich Lösungen der Wellengleichung zum Teil ganz anders als die Lösungen der
Wärmeleitungsgleichung (insbesondere, was Regularität der Lösungen angeht, und es gelten nun auch
keine Maximumprinzipien mehr). Daher erfordert die Theorie der Wellengleichung zum Teil auch ganz
neue Techniken.

Physikalische Motivation der Wellengleichung. Durch die Wellengleichung werden (zumindest
näherungsweise) Vibrationen in elastischen Materialien beschrieben (in den physikalisch besonders re-
levanten Fällen n = 1, 2, 3 etwa die Schwingungen einer Saite, einer Membran bzw. in ausgedehnten
Körpern). Dabei stellt Ω ⊂ Rn das betrachtete Objekt dar und u(t, x) die Auslenkung eines Punktes
x ∈ Ω zur Zeit t in eine Richtung. Für die mathematische Formulierung nehmen wir wieder ein glattes
Testvolumen V b Ω und überlegen uns, dass die Beschleunigung in V durch das Integral

d2

dt2

∫
V

u(t, x) dx =

∫
V

∂2
t (t, x) dx

gegeben ist. Die Nettogesamtkraft, die (ohne äußere Kräfte) auf die Materie in V wirkt, ist die Kon-
taktkraft durch den Rand ∂V , also

−
∫
∂V

Fν dHn−1 ,

wobei nu wieder die äußere Einheitsnormale bezüglich der Raumkoordinate bezeichnet. Nach dem New-
tonschen Gesetz gilt gerade, dass das Produkt aus Masse und Beschleunigung genau der Gesamtkraft
entspricht, und daher gilt mit dem Satz 2.12 von Gauß (und unter der Annahme, dass die Massedichte
1 beträgt) ∫

V

∂2
t u dx = −

∫
V

divF dx .

Da V eine beliebige glatt berandete Testmenge V b Ω war, muss daher ∂2
t u = −divF in R+×Ω gelten.

Ist F nun wieder negativ proportional zu Du (was zumindest näherungsweise für kleine Gradienten der
Auslenkung zutrifft), also F = −aDu für ein konstantes a > 0, so erhalten wir

∂2
t u = a∆u in R+ × Ω ,
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und im Fall a = 1 die Wellengleichung. Als physikalisch sinnvolle Anfangsbedingung erscheint außer-
dem die Angabe von zwei Anfangsbedingungen, nämlich die der Anfangsauslenkung u((0, x) und der
Anfangsgeschwindigkeit ut(0, x).

4.1 Darstellungsformeln für Lösungen im Ganzraumfall

Das Ziel ist es nun, explizite Formeln für die Lösung der Wellengleichungen im Halbraumfall zu bestim-
men, d. h. eine Formel für eine Funktion u ∈ C2([0,∞)×Rn) anzugeben, die die Gleichung{

∂2
t u−∆u = 0 in (0,∞)×Rn ,
u = g, ∂tu = h auf {0} ×Rn ,

(4.1)

für Funktionen g ∈ C2(Rn), h ∈ C1(Rn) löst (und diese Formel soll lediglich die Funktionen f und g
involvieren). Wir folgen dabei wieder der wohlbekannten Strategie, dieses Problem auf einfachere (oder
bereits bekannte) Probleme zu reduzieren. Konkret werden wir zunächst die Wellengleichung in einer
Raumdimension lösen, indem wir sie auf die Transportgleichung, als eine partielle Differentialgleichung
erster Ordnung, zurückführen, und dann werden wir die Wellengleichung in höheren Dimensionen auf
die Wellengleichung in einer Raumdimension zurückführen. Als Alternative werden wir außerdem eine
Reduktion auf die Wärmeleitungsgleichung mithilfe der Laplace-Transformation kennenlernen.

4.1.1 Die d’Alembertsche Formel für n = 1

Da wir die Wellengleichung auf die Transportgleichung zurückführen wollen, erinnern wir zuerst an die
Darstellungsformel für Lösungen der Transportgleichung aus den Übungen:

Satz 4.1. Seien b ∈ Rn, f̃ ∈ C1([0,∞) × Rn) und g̃ ∈ C([0,∞) × Rn). Das Anfangswertproblem für
die inhomogene Transportgleichung{

∂tu+ b ·Du = f̃ in (0,∞)×Rn

u = g̃ auf {0} ×Rn
(4.2)

besitzt eine eindeutige Lösung in C1((0,∞)×Rn) ∩ C([0,∞)×Rn), die gegeben ist durch

u(t, x) := g̃(x− tb) +

∫ t

0

f̃(s, x+ (s− t)b) ds .

Um nun eine Darstellungsformel für Lösungen der homogenen Wellengleichung (4.1) zu finden, ma-
chen wir die folgenden Überlegungen: Ist u ∈ C2([0,∞)×R) eine Lösung von (4.1), so gilt wegen

(∂2
t − ∂2

x)u = (∂t + ∂x)(∂t − ∂x)u = 0 ,

dass die Funktion v(t, x) := (∂t − ∂x)u(t, x) das Anfangswertproblem{
∂tv + ∂xv = 0 in (0,∞)×R

v = h− g′ auf {0} ×R

der homogenen Transportgleichung löst. Nach Satz 4.1 (mit b = 1) hat v die explizite, eindeutige
Darstellung v(t, x) = h(x − t) − g′(x − t) für alle t ≥ 0, x ∈ R, und eingesetzt in die Definition von
v = (∂t − ∂x)u bedeutet dies, dass u das Anfangswertproblem{

∂tu(t, x)− ∂xu(t, x) = h(x− t)− g′(x− t) in (0,∞)×R
u = g auf {0} ×R
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der inhomogenen Transportgleichung löst. Nach Satz 4.1 (mit b = −1) und der Transformationsformel
hat u damit die explizite, eindeutige Darstellung

u(t, x) = g(x+ t) +

∫ t

0

[h− g′](x− (s− t)− s) ds

= g(x+ t) +
1

2

∫ x+t

x−t
[h− g′](s̃) ds̃

=
1

2

(
g(x+ t) + g(x− t)

)
+

1

2

∫ x+t

x−t
h(s̃) ds̃ .

Diese Formel ist auch unter dem Namen d’Alembertsche Formel bekannt. Damit haben wir gezeigt:

Satz 4.2. Seien g ∈ C2(R), h ∈ C1(R) und u : [0,∞)×R→ R definiert durch

u(t, x) =
1

2

(
g(x+ t) + g(x− t)

)
+

1

2

∫ x+t

x−t
h(s) ds .

Dann gelten:

(i) u ist von der Klasse C2([0,∞)×R);

(ii) u löst die homogene Wellengleichung auf (0,∞)×R;

(iii) u = g und ∂tu = h auf {0} ×R;

(und u ist damit die eindeutige Lösung von (4.1) für n = 1).

Bemerkungen 4.3.

(i) Die Lösung u ist von der Form u1(x+ t)+u2(x− t) für Funktionen u1, u2 ∈ C2([0,∞)×R, besteht
also aus einer nach links und einer nach rechts laufenden Welle, und jede Funktion u von dieser
Form löst natürlich die homogene Wellengleichung. Damit setzt sich die allgemeine Lösung der
eindimensionalen Wellengleichung immer aus Lösungen der beiden Gleichungen erster Ordnung
∂tu1 − ∂xu1 = 0 und ∂tu2 + ∂xu2 = 0 zusammen;

(ii) Es gibt keinen Regularisierungseffekt der Wellengleichung (im Gegensatz zur Laplace- oder Wär-
meleitungsgleichung): für allgemeine Anfangsdaten g ∈ C2(R) und h ∈ C1(R) ist u lediglich von
der Klasse C2([0,∞)×R), aber nicht besser;

(iii) Die Wellengleichung hat eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (die Wärmeleitungsgleichung
dagegen unendliche): sind g, h wie im Satz mit spt(g)∪ spt(h) ⊂ [x0− r, x0 + r] für ein x0, r ∈ R,
so gilt spt(u(t, ·)) ⊂ [x0 − (r + t), x0 + r + t].

Durch ungerade Reflexion bekommt man außerdem auch eine Darstellungsformel für Lösungen der
Wellengleichung auf (0,∞)× (0,∞), die für x = 0 verschwinden:

Korollar 4.4. Seien g ∈ C2([0,∞)) mit limx↘0 g
′′(x) = 0 = g(0) und h ∈ C1([0,∞)) mit h(0) = 0.

Dann ist die Funktion u : [0,∞)× [0,∞)→ R, definiert durch

u(t, x) :=


1

2

(
g(x+ t) + g(x− t)

)
+

1

2

∫ x+t

x−t
h(s) ds für x ≥ t ≥ 0 ,

1

2

(
g(x+ t)− g(t− x)

)
+

1

2

∫ x+t

t−x
h(s) ds für t ≥ x ≥ 0 ,

die eindeutige C2-Lösung des Anfangsrandwertproblems der homogenen Wellengleichung:
∂2
t u−∆u = 0 in (0,∞)× (0,∞) ,

u = g, ∂tu = h auf {0} × (0,∞) ,

u = 0 auf (0,∞)× {0} .
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Beweis. Setzen wir die Anfangsdaten g, h durch ungerade Spiegelung fort, d. h. definieren wir

ḡ(x) :=

{
g(x) für x ≥ 0 ,

−g(−x) für x < 0 ,
h̄(x) :=

{
h(x) für x ≥ 0 ,

−h(−x) für x < 0 ,

so gilt ḡ ∈ C2(R) und h̄ ∈ C1(R). Für die Lösung ū des Anfangswertproblems der homogenen
Wärmeleitungsgleichung zu Anfangsdaten ḡ, h̄ haben wir daher die Darstellungsformel

ū(t, x) =
1

2

(
ḡ(x+ t) + ḡ(x− t)

)
+

1

2

∫ x+t

x−t
h̄(s) ds

für alle x ∈ R und t ∈ [0,∞). Für nicht-negative x bekommen wir mit den Definitionen von ḡ, h̄ genau
die angegebene Darstellung für u (die Lösungseigenschaft bleibt natürlich erhalten), und wegen der
ungeraden Spiegelung ist auch die Randbedingung u = 0 auf (0,∞)× {0} erfüllt.

4.1.2 Die Methode der sphärischen Mittelwerte für n ≥ 2

Um eine Darstellungsformel für Lösungen der höherdimensionalen Wellengleichung zu finden, schauen
wir uns nun Mittelwerte der Lösung auf Sphären an, als Funktionen vom Radius und der Zeit (gelei-
tet werden wir davon von der Vorstellung, dass Punktanregungen entlang Sphären propagiert werden
sollten). Wir berechnen danach, welche Differentialgleichung von diesen Mittelwertsfunktionen gelöst
werden. Ziel ist es letztendlich, diese Mittelwertsfunktionen so zu modifizieren, dass sich am Ende die
eindimensionale Wellengleichung ergibt, von der wir die Lösungsformel bereits kennen.

Als Notation für die Mittelwerte werden wir Großbuchstaben benutzen, genauer definieren wir für
x ∈ Rn, einen Radius r > 0 und t > 0

Ux(t, r) :=

∫
−
∂Br(x)

u(t, y) dHn−1(y)

und entsprechend

Gx(r) :=

∫
−
∂Br(x)

g(y) dHn−1(y) , Hx(r) :=

∫
−
∂Br(x)

h(y) dHn−1(y) .

Lemma 4.5 (Euler–Poisson–Darboux-Gleichung). Sei u ∈ Cm([0,∞) × Rn) mit m ≥ 2 eine Lösung
von (4.1). Für alle x ∈ Rn gilt dann Ux ∈ Cm([0,∞)× [0,∞)) und Ux erfüllt das Anfangswertproblem{

∂2
tUx − ∂2

rUx − n−1
r ∂rUx = 0 in (0,∞)× (0,∞) ,

Ux = Gx, ∂tUx = Hx auf {0} × (0,∞) .

Beweis. Die Regularität folgt, indem man auf die Einheitssphäre ∂B1(0) transformiert und dann unter
dem Integral differenziert: es gilt

∂k+l

∂tk∂rl
Ux(t, r) =

∫
−
∂B1(0)

∂k+l

∂tk∂rl
u(t, x+ rỹ) dHn−1(ỹ)

für k + l ≤ m. Die Anfangsdaten von Ux sind klar, und für die Lösungseigenschaft bemerken wir mit
Lemma 2.21 zunächst

∂rUx(t, r) =
r

n

∫
−
Br(x)

∆u(t, y) dy =
1

nωnrn−1

∫ r

0

∫
∂Bρ(x)

∆u(t, y) dHn−1(y) dρ .

Für die zweite Ableitung ergibt sich daher mithilfe der Identität ∂ttu = ∆u für alle t, r ∈ (0,∞):

∂2
rUx(t, r) =

1− n
nωnrn

∫
Br(x)

∆u(t, y) dy +
1

nωnrn−1

∫
∂Br(x)

∆u(t, y) dHn−1(y)

=
1− n
r

∂rUx(t, r) +

∫
−
∂Br(x)

∂2
t u(t, y) dHn−1(y)

=
1− n
r

∂rUx(t, r) + ∂2
tUx(t, r) .
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Der Fall n = 3 und die Kirchhoffsche Formel. Um den ersten Ordnungsterm in der Euler-
Poisson-Darboux-Gleichung wegzutransformieren, betrachten wir nun die Funktionen

Ũx(t, r) := rUx(t, r) , G̃x(r) := rGx(r) und H̃x(r) := rHx(r)

für t, r > 0 und x ∈ Rn. Zu beachten gilt hierbei, dass für Anfangswerte g ∈ C2(R) und h ∈ C1(R)

lim
r↘0

G̃x(r) = 0 = lim
r↘0

∂2
r G̃x(r) und lim

r↘0
H̃x(r) = 0 (4.3)

folgt (mit Lemma 2.21 gilt bereits limr↘0Gx(r) = 0). Durch direktes Nachrechnen verifiziert man
außerdem leicht die folgende Konsequenz aus Lemma 4.5:

Korollar 4.6. Sei u ∈ Cm([0,∞)×Rn) mit m ≥ 2 eine Lösung von (4.1). Für alle x ∈ Rn gilt dann

Ũx ∈ Cm([0,∞)× [0,∞)) und Ũx erfüllt das Anfangsrandwertproblem
∂2
t Ũx − ∂2

r Ũx = 0 in (0,∞)× (0,∞) ,

Ũx = G̃x, ∂tŨx = H̃x auf {0} × (0,∞) ,

Ũx = 0 auf (0,∞)× {0} .

Da Ũx die eindimensionale Wellengleichung löst (und die Anfangswerte (4.3) besitzen), erhalten wir
mithilfe von Korollar 4.4 die Darstellungsformel

Ũx(t, r) =
1

2

(
G̃x(r + t)− G̃x(t− r)

)
+

1

2

∫ r+t

t−r
H̃x(s) ds

für t ≥ r > 0. Da u als stetig vorausgesetzt wurde, können wir u(t, x) als limr↘0 Ux(t, r) rekonstruieren.

Daher gilt mit den Definitionen von Ũx, G̃x und H̃x:

u(t, x) = lim
r↘0

Ũx(t, r)

r
= lim
r↘0

[ G̃x(r + t)− G̃x(t− r)
2r

+

∫
−
r+t

t−r
H̃x(s) ds

]
= G̃′x(t) + H̃x(t) = ∂t

(
t

∫
−
∂Bt(x)

g(y) dH2(y)
)

+ t

∫
−
∂Bt(x)

h(y) dH2(y)

=

∫
−
∂Bt(x)

g(y) dH2(y) +

∫
−
∂Bt(x)

Dg(y) · (y − x) dH2(y) + t

∫
−
∂Bt(x)

h(y) dH2(y) ,

wobei wir für die Differentiation im letzten Schritt auf die Einheitssphäre ∂B1(0) und zurück transfor-
miert haben. Diese Formel ist unter dem Namen Kirchhoffsche Formel bekannt. Für Anfangswerte gilt
nach Konstruktion limt↘0 u(t, x) = g(x) und limt↘0 ∂tu(t, x) = h(x) für x ∈ R3. Verifizieren wir noch
die Regularität von u in Abhängigkeit von der Regularität von den Anfangsdaten, so haben wir gezeigt:

Satz 4.7. Seien g ∈ C3(R3), h ∈ C2(R3) und u : (0,∞)×R3 → R definiert durch

u(t, x) := ∂t

(
t

∫
−
∂Bt(x)

g(y) dH2(y)
)

+ t

∫
−
∂Bt(x)

h(y) dH2(y)

=

∫
−
∂Bt(x)

[
g(y) +Dg(y) · (y − x) + th(y)

]
dH2(y) .

Dann gelten:

(i) u ist von der Klasse C2([0,∞)×R3);

(ii) u löst die homogene Wellengleichung auf (0,∞)×R3;

(iii) u = g und ∂tu = h auf {0} ×R3;
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(und u ist damit die eindeutige Lösung von (4.1) für n = 3).

Bemerkungen 4.8.

(i) Die Lösung u an der Stelle (t, x) hängt nur von den Anfangswerten auf der Sphäre ∂Bt(x) ab,
und dies bedeutet insbesondere, dass sich eine Störung der Anfangsdaten in einer Umgebung eines
Punktes nicht auf die Lösung der Wellengleichung für hinreichend große Zeiten t auswirkt (dies
wird auch das huygenssche Prinzip genannt);

(ii) Es gibt für die Wellengleichungen einen möglichen Regularitätsverlust, d. h. wir benötigen hier
Anfangswerte g von der Klasse C3, um eine C2-Lösung der Wellengleichung zu erhalten.

Allgemeine Formel für ungerade Dimensionen n. Es stellt sich heraus, dass man für jede un-
gerade Dimensionen n immer eine Transformation finden kann, durch die die Euler-Poisson-Darboux-
Gleichung in die eindimensionale Wellengleichung überführt wird. Für höhere Dimensionen ist diese
Transformation etwas komplizierter und erfolgt über

Ũx(t, r) :=
(
r−1∂r

)(n−1)/2(
rn−2Ux(t, r)

)
,

G̃x(r) :=
(
r−1∂r

)(n−1)/2(
rn−2Gx(r)

)
,

H̃x(r) :=
(
r−1∂r

)(n−1)/2(
rn−2Hx(r)

)
.

Auch hier gilt (mit etwas länglicheren Rechnungen), dass Ũx ein Anfangsrandwertproblem für die ein-
dimensionale Wellengleichung, und mit Korollar 4.4 ergibt sich dann die Darstellung

Ũx(t, r) =
1

2

(
G̃x(r + t)− G̃x(t− r)

)
+

1

2

∫ r+t

t−r
H̃x(s) ds ,

so dass man u(t, x) letztendlich wieder durch den Grenzübergang limr↘0 Ux(t, r) und die Definitionen

von Ũx, G̃x und H̃x rekonstruieren kann (vgl. [5, Kap. 2.4]):

Satz 4.9. Seien n ≥ 3 ungerade, g ∈ C(n+3)/2(Rn), h ∈ C(n+1)/2(Rn) und u : (0,∞) × Rn → R

definiert durch

u(t, x) :=
( (n−1)/2∏

k=1

(2k − 1)
)−1[

∂t
(
t−1∂t

)(n−3)/2
(
tn−2

∫
−
∂Bt(x)

g(y) dHn−1(y)
)

+
(
t−1∂t

)(n−3)/2
(
tn−2

∫
−
∂Bt(x)

h(y) dHn−1(y)
)]
.

Dann gelten:

(i) u ist von der Klasse C2([0,∞)×Rn);

(ii) u löst die homogene Wellengleichung auf (0,∞)×Rn;

(iii) u = g und ∂tu = h auf {0} ×Rn;

(und u ist damit die eindeutige Lösung von (4.1)).

Exkurs: Zusammenhang mit der Wärmeleitungsgleichung und alternativer Zugang für un-
gerade Dimensionen n. Wir skizzieren hier kurz das Vorgehen (für Details siehe [5, Kap. 4.3.2]).
Sei u ∈ C2([0,∞)×Rn) eine beschränkte Lösung der Wellengleichung{

∂2
t u−∆u = 0 in (0,∞)×Rn ,
u = g, ∂tu = 0 auf {0} ×Rn ,
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für eine Funktion g ∈ C2
0 (Rn). Definieren wir

v(t, x) := 2

∫ ∞
0

Ψ1(t, s)u(s, x) ds

für t > 0 und x ∈ Rn, wobei Ψ1 die Fundamentallösung der (eindimensionalen) Wärmeleitungsgleichung
auf R+ × R darstellt, so folgt mit Differentiation unter dem Integral, der Lösungseigenschaft von Ψ1

und partieller Integration (beachte, dass die Randterme verschwinden, nach besonderer Wahl der An-
fangswerte ∂tu = 0 auf {0} ×Rn und wegen der Beschränktheit von u)

∂tv(t, x) = 2

∫ ∞
0

∂tΨ1(t, s)u(s, x) ds

= 2

∫ ∞
0

∂2
sΨ1(t, s)u(s, x) ds

= 2

∫ ∞
0

Ψ1(t, s)∂2
su(s, x) ds

= 2

∫ ∞
0

Ψ1(t, s)∆xu(s, x) ds = ∆v(t, x)

für alle t > 0 und x ∈ Rn. Wie im Beweis der Darstellungsformel für Lösungen der Wärmeleitungsglei-
chung im Ganzraum gilt außerdem limt→0 v(t, x) = u(0, x) = g(x) für alle x ∈ Rn. Damit ist v eine
Lösung der homogenen Wärmeleitungsgleichung mit Anfangswerten g{

∂tv −∆v = 0 in (0,∞)×Rn ,
v = g auf {0} ×Rn ,

für die wir in Satz 3.22 die Darstellungsformel

v(t, x) =

∫
Rn

Ψn(t, x− y)g(y) dy =

∫ ∞
0

∫
∂Bs(x)

Ψn(t, x− y)g(y) dHn−1(y) ds

hergeleitet haben (streng genommen brauchen wir hier noch ein Eindeutigkeitsresultat für die Wärmelei-
tungsgleichung, das wir nicht gezeigt haben). Setzen wir nun die beiden Integraldarstellungen für v(t, x)
gleich, so ergibt sich aufgrund der Definitionen von Ψ1 und Ψn, der Abkürzung λ = 1/(4t) und der
Definition der Mittelwertsfunktion Gx:∫ ∞

0

exp(−λs2)u(s, x) ds =
1

2

(λ
π

)n−1
2

∫ ∞
0

∫
∂Bs(x)

exp(−λs2)g(y) dHn−1(y) ds

=
nωn

2

(λ
π

)n−1
2

∫ ∞
0

exp(−λs2)sn−1Gx(s) ds .

Für ungerade Dimensionen n lässt sich diese Integralgleichung nach u auflösen. Wie man dazu vorgeht,
wird nur exemplarisch für den Fall n = 3 angedeutet: um die unterschiedlichen λ-Ausdrücke in den
Integralen zu vereinheitlichen, berechnen wir mithilfe der partiellen Integrationsregel∫ ∞

0

λ exp(−λs2)s2Gx(s) ds =
1

2

∫ ∞
0

∂s
(
− exp(−λs2)

)
sGx(s) ds

=
1

2

∫ ∞
0

exp(−λs2)∂s
(
sGx(s)

)
ds .

Insgesamt erhalten wir hier also mit ω3 = 4π/3∫ ∞
0

exp(−λs2)u(s, x) ds =

∫ ∞
0

exp(−λs2)∂s
(
sGx(s)

)
ds

für alle λ > 0 und x ∈ Rn. Aus dieser Identität kann man nun die Darstellungsform aus Satz 4.7 folgern,
da die Integraltransformation über exp(−λs̃) (die sogenannte Laplacetransformation) eindeutig ist.
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Der Fall n = 2 und die Poissonsche Formel. Für gerade Dimensionen lässt sich die Euler-Poisson-
Darboux-Gleichung für keine Transformation von Ux in die eindimensionale Wellengleichung überführen.
Wir können das zweidimensionale Problem jedoch als ein dreidimensionales Problem auffassen, indem
wir künstlich eine dritte Ortsvariable einführen: ist u ∈ C2([0,∞) × R2) eine Lösung der homogenen
Wellengleichung auf (0,∞)×R2 mit Anfangswerten u = g und ∂tu = h auf {0}×R2, so löst die Funktion
ū ∈ C2([0,∞)×R3), definiert als

ū(t, x̄) := u(t, x)

für x ∈ R2 und x̄ := (x, x3), die homogene Wellengleichung auf (0,∞) × R3 mit Anfangswerten u = ḡ
und ∂tu = h̄ auf {0} ×R3, wobei ḡ und h̄ entsprechend als

ḡ(x̄) := g(x) und h̄(x̄) := h(x)

definiert sind. Die Kirchhoffsche Formel aus Satz 4.7 zeigt daher

u(t, x) = ū(t, x, 0) = ∂t

(
t

∫
−
∂Bt((x,0))

ḡ(ȳ) dH2(ȳ)
)

+ t

∫
−
∂Bt((x,0))

h̄(ȳ) dH2(ȳ)

Da weder ḡ noch h̄ von y3 abhängen, können wir die beiden Integrale auf der rechten Seite vereinfachen,
und zwar gilt ∫

−
∂Bt((x,0))

ḡ(ȳ) dH2(ȳ) =
(
H2(∂Bt((x, 0)))

)−1
∫
∂Bt((x,0))

g(y) dH2(ȳ)

=
1

4πt2
2

∫
Bt(x)

g(y)(1 + |Dϕ(y)|2)1/2 dy ,

wobei ϕ(y) := (t2−|y−x|2)1/2 die Parametrisierung von ∂Bt((x, 0))∩{x ∈ R3 : x3 > 0} über Bt(x) ist,
und die entsprechende Formel gilt auch für das Integral mit h̄. Mit (1+|Dϕ(y)|2) = t2/(t2−|y−x|2) folgt
dann die folgende Integraldarstellung für Lösungen der zweidimensionalen homogenen Wellengleichung,
die auch als die Poissonsche Formel bezeichnet wird:

Satz 4.10. Seien g ∈ C3(R2), h ∈ C2(R2) und u : (0,∞)×R2 → R definiert durch

u(t, x) :=
1

2
∂t

(
t2
∫
−
Bt(x)

g(y)

(t2 − |y − x|2)1/2
dy
)

+
1

2
t2
∫
−
Bt(x)

h(y)

(t2 − |y − x|2)1/2
dy

=
1

2

∫
−
Bt(x)

tg(y) + tDg(y) · (y − x) + t2h(y)

(t2 − |y − x|2)1/2
dy .

Dann gelten:

(i) u ist von der Klasse C2([0,∞)×R2);

(ii) u löst die homogene Wellengleichung auf (0,∞)×R2;

(iii) u = g und ∂tu = h auf {0} ×R2;

(und u ist damit die eindeutige Lösung von (4.1) für n = 2).

Bemerkung 4.11. In der Darstellungsformel in 2 Dimensionen kommen nun alle Werte der Anfangs-
daten auf der Kugel Bt(x), und nicht nur auf dem Rand ∂Bt(x) vor. Damit gilt das huygenssche Prinzip
in 2 Dimensionen nicht.
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Allgemeine Formel für gerade Dimensionen n. Die Strategie, eine Darstellungsformel für die
Lösung des Anfangswertproblems für die n-dimensionalen Wellengleichung durch Rückführung auf die
(n+ 1)-dimensionale Wellengleichung zu erhalten, funktioniert allgemein für jede gerade Dimension n.
Dafür definiert man die Fortsetzungen der Lösung u ∈ C2([0,∞)×Rn) auf (0,∞)×Rn+1 über

ū(t, x̄) := u(t, x)

für x ∈ Rn und x̄ = (x, xn+1) (entsprechend werden die Fortsetzungen der Anfangswerte ḡ(x̄) := g(x)
und h̄(x̄) := h(x) definiert). Nun löst ū die Wellengleichung auf (0,∞)×Rn+1 mit Anfangswerten u = ḡ
und ∂tu = h̄ auf {0} ×Rn+1. Mit der Lösungsformel aus Satz 4.9 für (n+ 1) Dimensionen folgt dann

u(t, x) = ū(t, x, 0) =
( n/2∏
k=1

(2k − 1)
)−1[

∂t
(
t−1∂t

)(n−2)/2
(
tn−1

∫
−
∂Bt((x,0))

ḡ(ȳ) dHn(ȳ)
)

+
(
t−1∂t

)(n−2)/2
(
tn−1

∫
−
∂Bt((x,0))

h̄(ȳ) dHn(ȳ)
)]
.

Mit der Unabhängigkeit von ḡ, h̄ von yn+1 und der Parametrisierung der oberen und untere Halbsphäre
von ∂Bt((x, 0)) über Bt(x) lässt sich die rechte Seite ähnlich wie zuvor im 2-dimensionalen Fall verein-
fachen, und als Darstellungsformel für die Lösung erhalten wir dann (vgl. [5, Kap. 2.4]):

Satz 4.12. Seien n gerade, g ∈ Cn/2+2(Rn), h ∈ Cn/2+1(Rn) und u : (0,∞)×Rn → R definiert durch

u(t, x) :=
( n/2∏
k=1

2k
)−1[

∂t
(
t−1∂t

)(n−2)/2
(
tn
∫
−
Bt(x)

g(y)

(t2 − |y − x|2)1/2
dy
)

+
(
t−1∂t

)(n−2)/2
(
tn
∫
−
Bt(x)

h(y)

(t2 − |y − x|2)1/2
dy
)]
.

Dann gelten:

(i) u ist von der Klasse C2([0,∞)×Rn);

(ii) u löst die homogene Wellengleichung auf (0,∞)×Rn;

(iii) u = g und ∂tu = h auf {0} ×Rn.

(und u ist damit die eindeutige Lösung von (4.1)).

4.1.3 Die inhomogene Gleichung

Wir wollen nun noch eine explizite Formeln für Lösungen der inhomogenen Wellengleichungen{
∂2
t u−∆u = f in (0,∞)×Rn

u = g, ∂tu = h auf {0} ×Rn
(4.4)

im Halbraumfall zu bestimmen (mit f, g, h hinreichend regulär). Da die Wellengleichung linear in der
Lösung ist und wir für die homogene Wellengleichung mit allgemeinen (hinreichend regulären) Anfangs-
werten bereits eine Lösungsformel hergeleitet haben, benötigen wir lediglich eine Darstellungsformel für
Lösungen der inhomogenen Wellengleichung mit Nullanfangsdaten, d. h. von{

∂2
t u−∆u = f in (0,∞)×Rn ,
u = 0, ∂tu = 0 auf {0} ×Rn .

(4.5)

Ähnlich wie für die Wärmeleitungsgleichung leiten wir nun aus den Formeln für Lösungen der homogenen
Gleichung eine Formel für Lösungen der inhomogenen Gleichung her, indem wir das Duhamelsche Prinzip
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anwenden. Dazu definieren wir eine Familie von Funktion (v(·; s))s>0 als Lösungen der homogenen
Wellengleichung auf (s,∞)×Rn mit Anfangswerten v(0, x; s) = 0 und ∂tv(0, x; s) = f(s, x) für x ∈ Rn
(Vorsicht: der Anfangszeitpunkt liegt nun bei t = s, und entsprechend müssen die Darstellungsformeln
für die Lösungen angepasst werden – statt über ∂Bt(x) bzw.Bt(x) muss nun über ∂Bt−s(x) bzw.Bt−s(x)
integriert werden). Die Lösung der inhomogenen Gleichung kann nun wieder durch die Integration von
v(t, x; s) über s gewonnen werden:

Satz 4.13. Sei f ∈ Cbn/2c−1([0,∞)×Rn) und u : (0,∞)×Rn → R definiert durch

u(t, x) :=

∫ t

0

v(t, x; s) ds

mit der Familie (v(·; s))s>0 von oben. Dann gilt u ∈ C2([0,∞) × Rn) und u löst die inhomogene Wel-
lengleichung (4.5) mit Nullanfangsdaten.

Beweis. Die Regularität von u folgt aus den Sätzen 4.2, 4.9 und 4.12 für ungerade und gerade Raum-
dimensionen und Differentiation unter dem Integral. Um die Lösungseigenschaft mit den behaupteten
Anfangswerten nachzuweisen, bemerken wir zunächst

∂tu(t, x) = v(t, x; t) +

∫ t

0

∂tv(t, x; s) ds =

∫ t

0

∂tv(t, x; s) ds

nach Wahl der Anfangsbedingung v(t, x; t) = 0. Daraus lesen wir sofort limt↘0 ∂tu(t, x) = 0 ab, und
limt↘0 u(t, x) = 0 gilt offensichtlich nach Definition von u. Für die zweiten Zeitableitungen gilt mit
∂tv(t, x; t) = f(t, x) und der Lösungseigenschaft von v:

∂2
t u(t, x) = ∂tv(t, x; t) +

∫ t

0

∂2
t v(t, x; s) ds

= f(t, x) +

∫ t

0

∆xv(t, x; s) ds = f(t, x) + ∆u(t, x) .

Bemerkung 4.14. Je nach Dimension n ergeben sich explizite Darstellungsformeln.
Für n = 1 etwa gilt mit der Darstellungsformel aus Satz 4.2 (unter Beachtung der Startzeit t = s

anstelle von t = 0):

u(t, x) =
1

2

∫ t

0

∫ x+t−s

x−(t−s)
f(s, y) dy ds =

1

2

∫ t

0

∫ x+s̃

x−s̃
f(t− s̃, y) dy ds̃

Für n = 3 erhalten wir mithilfe der Kirchhoffschen Formel aus Satz 4.7

u(t, x) =

∫ t

0

(t− s)
∫
−
∂Bt−s(x)

f(s, y) dH2(y) ds

=
1

4π

∫ t

0

∫
∂Bt−s(x)

f(s, y)

t− s
dH2(y) ds

=
1

4π

∫ t

0

∫
∂Bs̃(x)

f(t− s̃, y)

s̃
dH2(y) ds̃ =

1

4π

∫
∂Bt(x)

f(t− |y − x|, y)

|y − x|
dy .

Die Integrale auf den rechten Seiten werden hierbei als retardiertes oder verzögertes Potentiale
bezeichnet, da für u(t, x) die Funktionswerte der Inhomogenität f aus der Vergangenheit (also zu Zeiten
s < t) beitragen. Daher wirkt sich die Inhomogenität (wie auch die Anfangswerte) nicht instantan auf
die Lösung aus, sondern wirkt mit endlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Bemerkung 4.15. Die allgemeine Lösung der inhomogenen Wellengleichung (4.4) mit regulären An-
fangsdaten setzt sich folglich aus einer Lösung u1 der homogenen Wellengleichung mit Anfangsdaten
u1 = g, ∂tu1 = h auf {0}×Rn und der Lösung u2 der inhomogenen Wellengleichung (4.5) mit Nullan-
fangsdaten zusammen.
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4.2 Die Wellengleichung auf allgemeineren Gebieten

Wir betrachten nun Lösungen der Wellengleichung auf allgemeinen parabolischen Zylindern ΩT , wobei
Ω eine beschränkte, offene Teilmenge des Rn mit C1-Rand ∂Ω ist und T > 0. Wir werden nun Aussagen
zu Eindeutigkeit und Ausbreitungsgeschwindigkeit der Lösungen herleiten, die man zwar auch aus ex-
pliziten Darstellungsformeln (so vorhanden) ableiten könnte, die jedoch mithilfe von Energiemethoden
wesentlich einfacher zu zeigen sind.

Eindeutigkeit. Die Eindeutigkeit von Lösungen der inhomogenen Wellengleichung basiert auf dem
folgenden Energielemma:

Lemma 4.16. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn mit C1-Rand ∂Ω, T > 0 und u ∈ C2(ΩT )
eine Lösung der homogenen Wellengleichung ∂2

t u − ∆u = 0 in ΩT mit u = 0 auf [0, T ] × ∂Ω. Dann
erfüllt

e(t) :=
1

2

∫
Ω

[
(∂tu(t, x))2 + |Du(t, x)|2

]
dx für t ∈ [0, T ]

die Identität e(t) = e(0) für alle t ∈ [0, T ].

Beweis. Mithilfe von ∂2
t u = ∆u folgern wir aus der partiellen Integrationsregel

∂te(t) =

∫
Ω

[
∂tu∂

2
t u+Du · ∂tDu

]
dx =

∫
Ω

[
∂tu∂

2
t u−∆u∂tu

]
dx = 0 .

Hierbei haben wir verwendet, dass alle Randintegrale verschwinden, da wegen der Randbedingung u = 0
auf [0, T ]× ∂Ω auch ∂tu = 0 auf [0, T ]× ∂Ω gilt.

Satz 4.17. Sei Ω eine beschränkte, offene Menge in Rn mit C1-Rand ∂Ω, T > 0, g ∈ C2(∂pΩT ),
h ∈ C1(Ω) und f ∈ C(Ω). Sind u, v ∈ C2(ΩT ) Lösungen von

∂2
t u−∆u = f in ΩT ,

u = g auf ∂pΩT ,

∂tu = h auf {0} × Ω ,

so gilt u ≡ v.

Beweis. Die Funktion u − v ∈ C2(ΩT ) löst die homogene Wellengleichung und erfüllt u − v = 0 auf
[0, T ]× ∂Ω. daher können wir Lemma 4.16 auf u− v anwenden. Da u und v die gleichen Anfangswerte
besitzen, gilt u − v = 0 = ∂t(u − v) und folglich auch D(u − v) = 0 auf {0} × Ω. Damit verschwindet
die in Lemma 4.16 eingeführte Funktion e(t) für alle t ∈ [0, T ]. Das bedeutet, dass u− v konstant sein
muss, und die Anfangs- und Randbedingung an u und v bedeuten daher u ≡ v.

Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit. Als nächstes verallgemeinern wir die Bemerkung 4.3 (iii)
über die Ausbreitungsgeschwindigkeit auf allgemeine Lösungen der homogenen Wellengleichung in be-
liebiger Dimension.

Satz 4.18. Sei (t0, x0) ∈ (0,∞)×Rn und

C(t0, x0) :=
{

(t, x) : t ∈ (0, t0), |x− x0| < t0 − t
}

der sogenannte Vergangenheitskegel. Falls u ∈ C2(C(t0, x0)) die homogene Wellengleichung in C(t0, x0)
löst und die Anfangsbedingung u = 0, ∂tu = 0 auf {0} ×Bt0(x0) erfüllt, so gilt u ≡ 0 in C(t0, x0).
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Beweis. Wir führen zunächst einen ähnlichen Energie-Ausdruck wie in Lemma 4.16 ein, und zwar defi-
nieren wir für t ∈ [0, t0)

e(t) :=
1

2

∫
Bt0−t(x0)

[
(∂tu(t, x))2 + |Du(t, x)|2

]
dx ,

also das Integral einer “Energiedichte” von u über den Schnitt durch den Vergangenheitskegel auf der
Höhe t. Für die Zeitableitung sehen wir dann mit partieller Integration

∂te(t) =

∫
Bt0−t(x0)

[
∂tu(t, x)∂2

t u(t, x) +Du(t, x) · ∂tDu(t, x)
]
dx

− 1

2

∫
∂Bt0−t(x0)

[
(∂tu(t, x))2 + |Du(t, x)|2

]
dHn−1(x)

=

∫
Bt0−t(x0)

∂tu(t, x)
(
∂2
t u(t, x)−∆u(t, x)

)
dx

+

∫
∂Bt0−t(x0)

∂tu(t, x)Du(t, x) · ν dHn−1(x)

− 1

2

∫
∂Bt0−t(x0)

[
(∂tu(t, x))2 + |Du(t, x)|2

]
dHn−1(x) .

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet, da u die homogene Wellengleichung erfüllt, und
die beiden anderen Integrale sind wegen der Youngschen Ungleichung insgesamt nicht-positiv (es gilt
2|∂tuDu| ≤ (∂tu)2 + |Du|2). Daher ist e monoton nicht-wachsend in t, und es gilt e(t) ≤ e(0), wobei
wie im Beweis des letzten Satzes e(0) = 0 gilt (da e selbst nicht-negativ ist, gilt damit Konstanz von e).
Folglich haben wir |Du| = |∂tu| = 0 in C(t0, x0) und wegen der Anfangsbedingung erhalten wir dann
u ≡ 0 in C(t0, x0).

Exkurs: Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit für allgemeinere hyperbolische Gleichun-
gen zweiter Ordnung. Mit Energiemethoden kann man auch Eigenschaften von Lösungen für allge-
meinere hyperbolische Gleichungen ableiten, und exemplarisch wollen wir nun eine Aussage zu endlicher
Ausbreitungsgeschwindigkeit für C2-Lösungen der Gleichung

∂2
t u(t, x)−

n∑
i,j=1

aij(t, x)Diju(t, x) = 0 (4.6)

beweisen, wobei a eine symmetrische C1([0,∞) × Rn)-Koeffizientenfunktion sein soll, die beschränkt
mit Operatornorm |a(t, x)| ≤ L und elliptisch im Sinne von

a(t, x)ξ · ξ :=

n∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξj ≥ θ|ξ|2 für alle t ∈ [0,∞), x ∈ Rn und ξ ∈ Rn

für ein θ ∈ (0, L) ist. Solche Koeffizienten führen damit insbesondere zu einer positiv semidefiniten,
symmetrischen Bilinearform auf Rn, für die die verallgemeinerte Cauchy–Schwaiz-Ungleichung gilt, also

a(t, x)ξ · ζ ≤
(
a(t, x)ξ · ξ

) 1
2
(
a(t, x)ζ · ζ

) 1
2 für alle ξ, ζ ∈ Rn .

In der klassischen Wellengleichung hat man als Koeffizienten aij = δij , die nicht von den (x, t)-Variablen
abhängen und zusätzlich auch isotrop sind (d.h. alle Richtungen im Raum sind gleichgewichtet). Die
Gleichung (4.6) lässt nun auch anisotropes Verhalten zu, beispielsweise könnten Wellen in unterschiedli-
che Richtungen unterschiedlich schnell propagieren (wenn die Propagationsgeschwindigkeit von Wellen
nur von der Koordinatenrichtung abhängt, kann man dies durch Koeffizienten der Form aij := δijbi
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beschreiben) oder der Raum könnte aus verschiedenen Materialien bestehen, die unterschiedlich schnell
Schwingungen weitergeben (beachte: je größer die Koeffizienten werden, desto schneller breiten sich die
Wellen aus). Um nun die Ausbreitungsgeschwindigkeit in Analogie zu Satz 4.18 zu untersuchen, muss
man also im Wesentlichen überlegen, welche Energie der allgemeineren Gleichung (4.6) zuzuordnen ist.

Satz 4.19. Sei (t0, x0) ∈ (0,∞)×Rn und

Ca(t0, x0) :=
{

(t, x) : t ∈ (0, t0), |x− x0| <
√
L(t0 − t)

}
.

Falls u ∈ C2(Ca(t0, x0)) die Gleichung (4.6) in Ca(t0, x0) löst und die Anfangsbedingung u = 0, ∂tu = 0
auf {0} ×B√Lt0(x0) erfüllt, so gilt u ≡ 0 in Ca(t0, x0).

Beweis. Ähnlich wie zuvor führen wir eine Energie auf den t-Zeitschnitten von Ca(t0, x0) ein, die gegeben
ist als

ea(t) :=
1

2

∫
B√L(t0−t)

(x0)

[
(∂tu(t, x))2 + a(t, x)Du(t, x) ·Du(t, x)

]
dx .

Für die Zeitableitung sehen wir dann wegen der Symmetrie von a

∂tea(t) =

∫
B√L(t0−t)

(x0)

[
∂tu(t, x)∂2

t u(t, x) + a(t, x)Du(t, x) · ∂tDu(t, x)
]
dx

−
√
L

2

∫
∂B√L(t0−t)

(x0)

[
(∂tu(t, x))2 + a(t, x)Du(t, x) ·Du(t, x)

]
dHn−1(x) ,

und mit partieller Integration in x folgt daraus

∂tea(t) =

∫
B√L(t0−t)

(x0)

∂tu(t, x)
(
∂2
t u(t, x)−

n∑
i,j=1

aij(t, x)Diju(t, x)−
n∑

i,j=1

Djaij(t, x)Diu(t, x)
)
dx

+

∫
∂B√L(t0−t)

(x0)

∂tu(t, x)a(t, x)Du(t, x) · ν(t, x) dHn−1(x)

−
√
L

2

∫
∂B√L(t0−t)

(x0)

[
(∂tu(t, x))2 + a(t, x)Du(t, x) ·Du(t, x)

]
dHn−1(x) .

Mit der Cauchy–Schwarz-Ungleichung sieht man nun, dass die beiden Randintegrale insgesamt einen
nichtpositiven Beitrag liefern:∫

∂B√L(t0−t)
(x0)

∂tu(t, x)a(t, x)Du(t, x) · ν dHn−1(x)

≤
∫
∂B√L(t0−t)

(x0)

|∂tu(t, x)|
(
a(t, x)Du(t, x) ·Du(t, x)

) 1
2
(
a(t, x)ν(t, x) · ν(t, x)

) 1
2 dHn−1(x)

≤
√
L

2

∫
∂B√L(t0−t)

(x0)

[
(∂tu(t, x))2 + a(t, x)Du(t, x) ·Du(t, x)

]
dHn−1(x) .

Mit der Lösungseigenschaft von u, der C1-Regularität und der Elliptizität von a folgt daher für die
Zeitableitung der Energie

∂tea(t) ≤ −
∫
B√L(t0−t)

(x0)

∂tu(t, x)

n∑
i,j=1

Djaij(t, x)Diu(t, x) dx

≤ c(‖a‖C1([0,∞)×Rn))

∫
B√L(t0−t)

(x0)

|∂tu(t, x)||Du| dx ≤ c(‖a‖C1([0,∞)×Rn), θ)ea(t) .

Da nach Annahme ea(0) = 0 gilt, folgt mit dem Lemma von Gronwall ea(t) = 0 für alle Zeiten t < t0,
womit dann u ≡ 0 in Ca(t0, x0) gezeigt ist.
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Bemerkung 4.20. Die Aussage des Satzes ist zwar vollkommen ausreichend, um endliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit für allgemeinere hyperbolische Gleichungen zweiter Ordnung zu zeigen, ist jedoch
in anderer Hinsicht unbefriedigend: die “schnellste” Richtung in der Gleichung (4.6) bestimmt hier die
Größe des Kegels, auf dem wir Nullanfangswerte fordern müssen, damit an der Spitze (t0, x0) nichts von
der Welle ankommen kann. Wenn man aber beispielsweise n = 2 betrachtet und eine doppelt so schnelle
Ausbreitung in x1 als in x2-Richtung hätte, so sollte es reichen, Nullrandwerte auf einer Ellipse zu for-
dern, deren Hauptachse in x1-Richtung verläuft und doppelt so lang wie die Nebenachse ist. Allgemein
ist es tatsächlich der Fall, dass man auch die Ausbreitungsgeometrie aus der Gleichung ablesen kann,
das wird aber ungleich kompliziert, da man dann die neue Geometrie dann auch bei der Differentiation
des Integrationsgebietes (also t-Schnitts) nach der Zeit beachten muss, vgl. [5, Kapitel 7.2.4].
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Kapitel 5

PDEs erster Ordnung

In diesem Abschnitt untersuchen wir Randwertprobleme für allgemeine partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung {

E
(
x, u(x), Du(x)

)
= 0 in Ω ,

u = g auf ∂Ω ,
(5.1)

wobei wir annehmen, dass E und g hinreichend regulär (wie etwa von der Klasse C2 bis zum Rand) sind
und Ω ⊂ Rn ein hinreichend reguläres Gebiet ist. Zunächst lernen wir die Methode der Charakteristiken
kennen, bei der Existenzaussagen für (lokale) Lösungen der partiellen Differentialgleichungen (5.1) auf
die Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen zurückgeführt werden kann. Im Anschluss werden wir
kurz skalare Erhaltungsgleichungen betrachtet und mit der Methode der Charakteristiken sehen, dass es
hier oft keine klassische Lösung geben kann. Daher werden wir hier erstmals eine schwache Formulierung
für (spezielle) Gleichungen der Form (5.1) kennenlernen, mit deren Hilfe man auch weniger reguläre
Funktionen als sogenannte schwache Lösungen interpretieren kann.

Notation: Wir schreiben E(x, v, z) für x ∈ Ω, v ∈ R und z ∈ Rn, wobei x hier die Variable für den Ort,
v die Variable für die unbekannte Funktion u und z die Variable für den Gradienten Du repräsentieren.
Entsprechend verwenden wir die Bezeichnungen DxE(x, v, z), DvE(x, v, z) und DzE(x, v, z) für die
partiellen Ableitungen von E nach diesen Variablen.

5.1 Vorbereitungen

Wir erinnern zunächst an einige Grundlagen aus der Analysis. Betrachtet man nichtlineare gewöhnliche
Differentialgleichungen und das Anfangswertproblem

y′ = f(t, y) für t > t0 und mit y(t0) = y0 , (5.2)

so garantiert der Satz von Picard–Lindelöf die Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen/globalen Lösung,
unter der Voraussetzung von lokaler/globaler Stetigkeit an f bezüglich der zweiten Variable. Unter einer
lokalen Lösung versteht man hierbei, dass man das Anfangswertproblem (5.2) zumindest für kurze Zeiten
lösen kann, unter einer globalen Lösung dagegen, dass man (5.2) auf einem vorgegebenen Zeitintervall
lösen kann.

Satz 5.1 (Picard–Lindelöf; vgl. [10], Kapitel 4.2). Sei a < b.

(i) Lokale Version: Ist G eine offene Teilmengen von [a, b] × Rn und f : G → Rn stetig und lokal
Lipschitz-stetig bzgl. der zweiten Variable, dann existiert zu jedem (t0, y0) ∈ G ein δ > 0, so dass
das Anfangswertproblem (5.2) eine eindeutige lokale Lösung y ∈ C1([t0, t0 + δ],Rn) besitzt;

(ii) Globale Version: Ist f : [a, b] × Rn → Rn stetig und global Lipschitz-stetig bzgl. der zweiten Va-
riable, so besitzt das Anfangswertproblem (5.2) eine eindeutige globale Lösung y ∈ C1([t0, b],R

n).
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Außerdem erinnern wir an zwei lokale Aussagen über vektorwertige Funktionen. Zum einen benötigen
wir den Satz über implizite Funktionen, mit deren Hilfe implizit definierte Abbildungen aufgelöst werden
können.

Satz 5.2 (über implizite Funktionen; vgl. [10], Kapitel 3.4). Sei Ω eine offene Menge in Rn ×Rm und
f ∈ C1(Ω,Rm). Ist (x0, y0) ∈ Ω mit detDyf(x0, y0) 6= 0, so existieren offene Mengen O1 in Rn und O2

in Rm mit (x0, y0) ∈ O1 ×O2 sowie eine Funktion g ∈ C1(O1, O2), so dass gilt:{
(x, y) ∈ O1 ×O2 : f(x, y) = f(x0, y0)

}
=
{

(x, g(x)) : x ∈ O1

}
.

Zum anderen brauchen wir den Satz der lokalen Umkehrbarkeit, der besagt, dass stetig differenzier-
bare Funktionen genau dann eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung besitzen, falls ihr Differential
lokal invertierbar ist.

Satz 5.3 (von der lokalen Umkehrbarkeit; vgl. [10], Kapitel 3.3). Sei Ω eine offene Menge in Rn

und f ∈ C1(Ω,Rn). Ist x0 ∈ Ω mit detDf(x0) 6= 0, so existieren offene Mengen O1 und O2 in Rn,
so dass x0 ∈ O1 gilt und f : O1 → O2 ein Diffeomorphismus ist. Dies bedeutet, dass eine Funktion
f−1 ∈ C1(O2, O1) existiert, so dass

f−1 ◦ f = 1 auf O1 und f ◦ f−1 = 1 auf O2 ,

und es gilt außerdem

Df−1(f(x)) =
(
Df(x)

)−1
für alle x ∈ O1 .

Falls zusätzlich f ∈ Ck(Ω,Rn) für k ≥ 2 gilt, so gilt auch f−1 ∈ Ck(O2, O1).

5.2 Lokale Existenz mittels Charakteristiken

Wir beschäftigen uns nun mit der Existenz lokaler Lösungen des Anfangswertproblems (5.1), also von
Lösungen, die die vorgeschriebene partielle Differentialgleichung möglicherweise nur auf einer Teilmenge
von Ω löst. Dazu lernen wir nun die Methode der Charakteristiken kennen. Die Idee hierbei ist ist, die
Gleichung in (5.1) in eine Familie (nichtlinearer) gewöhnlicher Differentialgleichungen überzuführen, für
die mit dem Satz von Picard–Lindelöf eine gute Existenzresultate zur Verfügung stehen. Genauer wollen
wir “gute” Kurven von Ω bestimmen, die in einem Randpunkt in ∂Ω starten und auf der wir die Werte
von u und Du konstruieren können.

Um diese guten Kurven in Ω zu bestimmen, gehen wir zunächst umgekehrt vor, d. h. wir starten
nun mit einer sehr regulären Lösung u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), leiten zunächst die charakteristischen Glei-
chungen und überlegen uns die passenden Anfangsbedingungen. Im Anschluss verwenden wir dann diese
Gleichungen, um lokale Lösungen zu konstruieren.

Aufstellung der charakteristischen Gleichungen. Sei I ein Intervall in R und γ ∈ C1(I,Ω) ein
Pfad in Ω. Wir definieren dann den Pfad v := u◦γ in R und den Pfad z := Du◦γ in Rn, und berechnen
die Ableitungen

v′(s) =

n∑
j=1

Dju(γ(s))γ′j(s) = Du(γ(s)) · γ′(s) , (5.3)

z′i(s) =

n∑
j=1

DjDiu(γ(s))γ′j(s) = DDiu(γ(s)) · γ′(s) , (5.4)

für i ∈ {1, . . . , n}. Um einen guten Pfad γ wählen zu können, die auf die partielle Differentialgleichung
zugeschnitten ist, leiten wir die Gleichung E(x, u(x), Du(x)) = 0 zunächst nach xi mit der Kettenregel
ab:

0 = DxiE(x, u(x), Du(x)) +DvE(x, u(x), Du(x))Diu(x) +

n∑
j=1

DzjE(x, u(x), Du(x))DiDju(x)
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für x ∈ Ω. Die Auswertung auf dem Pfad γ ergibt daher

0 = DxiE(γ, v, z) +DvE(γ, v, z)zi +

n∑
j=1

DzjE(γ, v, z)(DiDju) ◦ γ auf I .

Um nun eine Gleichung zu erhalten, in der nur γ, v und z sowie deren Ableitungen vorkommen, müssen
wir noch den Term mit der zweiten Ableitung eliminieren. Dies können wir mithilfe der Formel (5.4)
erreichen, wenn wir

γ′j = DzjE(γ, v, z)

verlangen, denn dann ergibt sich für z′

z′i =

n∑
j=1

(DjDiu) ◦ γDzjE(γ, v, z) = −DxiE(γ, v, z)−DvE(γ, v, z)zi ,

und die Gleichung für v′ aus (5.3) lässt sich schließlich noch also

v′ =

n∑
j=1

DzjE(γ, v, z)zj

schreiben. Damit haben wir nun für die (2n+ 1) unbekannten Kurven γ, v und z die (2n+ 1) charak-
teristischen Gleichungen für die partielle Differentialgleichung E(·, u,Du) = 0 hergeleitet:

Satz 5.4 (Struktur der charakteristischen Gleichungen). Sei E ∈ C1(Ω×R×Rn) und u ∈ C2(Ω) eine
Lösung von E(x, u(x), Du(x)) = 0 für alle x ∈ Ω. Sei außerdem I ein Intervall in R, γ ∈ C1(I,Ω),
v := u ◦ γ und z := Du ◦ γ. Ist γ eine Lösung der Differentialgleichung

γ′ = DzE(γ, v, z)

in I, so lösen v und z auf I die Differentialgleichungen

v′ = DzE(γ, v, z) · z ,
z′ = −DxE(γ, v, z)−DvE(γ, v, z)z .

Dieses Gleichungssystem ist geschlossen und besitzt nach dem Satz von Picard–Lindelöf eine eindeu-
tige Lösung. Für die Rekonstruktion von u brauchen wir im Wesentlichen nur γ und v, für das Lösen
der gewöhnlichen Differentialgleichungen sowie den Nachweis der Lösungseigenschaft jedoch auch z.

Definition 5.5. Die Funktionen γ = (γ1, . . . , γn), v und z = (z1, . . . , zn) heißen die Charakteristiken
zur Gleichung (5.1).

Beispiele 5.6.

(i) Homogene Transportgleichung (auf einem parabolischen Zylinder ΩT ⊂ Rn+1 statt auf Ω):

∂tu+ b ·Du = 0 ,

mit einer Funktion b ∈ C1(ΩT ,R
n). In diesem Fall verläuft γ nun in ΩT , und entsprechend steht z

für (∂tu,Du) ◦ γ. Als charakteristische Gleichungen erhält man in diesem Fall zunächst

γ′ = (1, b ◦ γ), v′ = (1, b ◦ γ) · z, z′ = −(Dt,xb) ◦ γ .

Da die rechte Seite von v′ wegen der partiellen Differentialgleichung (ausgewertet auf dem Pfad)
verschwindet, vereinfachen sich diese Gleichungen zu

γ′ = (1, b ◦ γ), v′ = 0 ,

und die Gleichung für z′ wird gar nicht mehr benötigt, da wir hier schon n+2 Gleichungen für die
n+2 unbekannten γ und v haben, über die sich die Lösung u der Transportgleichung rekonstruieren
lässt. Über die erste Gleichung lassen sich damit die Pfade γ bestimmen, und auf diesen ist v (und
damit u) sogar konstant.
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(ii) Allgemeine quasilineare Gleichung:

a(·, u) ·Du+ E0(·, u) = 0 .

Diese Gleichung hat die geometrische Interpretation, dass u genau dann eine Lösung ist, wenn
das Vektorfeld

A(x, y) :=
(
a1(x, y), . . . , an(x, y),−E0(x, y)

)
in jedem Punkt tangential an graphu := {(x, y) ∈ Rn+1 : y = u(x)} ist (beachte, dass der Vektor
(Du, 1) normal an den Graphen ist). Ähnlich wie für die Transportgleichung werden auch hier nur
die Gleichungen für γ und v benötigt, und für diese gilt

γ′ = a(γ, v), v′ = a(γ, v) · z = −E0(γ, v) .

Aufstellung der Anfangsbedingungen. Wir überlegen uns nun geeignete Anfangsbedingungen γ0,
v0 und z0 für Funktionen γ, v und z. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass Ω der obere Halbraum
Rn+ ist. Der Grund hierfür ist, wie wir gleich sehen werden, dass uns in diesem Fall immer alle Ablei-
tungen Dig für i ∈ {1, . . . , n− 1} zur Verfügung stehen. Möchte man allgemeine (hinreichend reguläre)
Gebiete Ω behandeln, so kann man sich lokal durch eine Transformation immer auf den Halbraumfall
zurückziehen, ohne die Struktur der Gleichungen zu verändern (beispielsweise stehen dann allgemein
immer die tangentialen Ableitungen der vorgegebenen Randfunktion zur Verfügung). Für Details zu
solchen Transformationen sei auf [5, Kap. 3.2.3] verwiesen.

Sei also u ∈ C2(Rn+) ∩ C1(Rn+) des Anfangswertproblems{
E
(
x, u(x), Du(x)

)
= 0 in Rn+ ,

u = g auf ∂Rn+ .
(5.5)

Zu x0 ∈ ∂Rn+ betrachten wir nun die Pfade γ, v und z über einem Intervall [0, S] und wollen γ in x0

starten lassen. Alleine aus der Anfangsbedingung u = g ergeben sich sofort die Anfangsbedingungen für
2n der (2n+ 1) Gleichungen:

γ(0) = x0, v(0) = g(x0) und zi(0) = Dig(x0) für i ∈ {1, . . . , n− 1} .

Um die noch fehlende Anfangsbedingung für die Gleichung für zn zu erhalten, nutzen wir die Gleichung
E(x, u(x), Du(x)) = 0 in Rn+ und die Stetigkeit von E bis zum Rand, die E(x0, g(x0), Du(x0)) =
0 impliziert. Daher sollte zn(0) zu den bereits fixierten Anfangsbedingungen so bestimmt sein, dass
E(γ(0), v(0), z(0)) = 0 gilt.

Definition 5.7. Ein Vektor (x0, v0, z0) ∈ R2n+1 heißt zulässig für das Anfangswertproblem (5.5), falls

g(x0) = v0, (z0)i = Dig(x0) für i ∈ {1, . . . , n− 1}, und E(x0, v0, z0) = 0

gelten. Diese Bedingungen werden als Kompatibilitätsbedingungen bezeichnet.

Bemerkung 5.8. Die Werte für (x0, v0, (z0)i=1,...,n−1) sind eindeutig bestimmt. Die Bedingung an
(z0)n ist jedoch eine im Allgemeinen nichtlineare Gleichung, für die keine eine oder mehrere Lösungen
existieren können.

Haben wir einen zulässigen Vektor (x0, v0, z0), so können wir mithilfe von Picard–Lindelöf die
Lösungen der charakteristischen Gleichungen zu diesen Anfangswerten bestimmen. Wollen wir daraus
aber im Anschluss eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (5.5) konstruieren, so brauchen wir
zulässige Vektoren für alle Randpunkte auf ∂Rn+ in der Nähe von x0 ∈ ∂Rn+. Für deren Existenz gibt
es ein einfach zu verifizierendes Kriterium:
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Lemma 5.9. Ist (x0, v0, z0) ein zulässiger Vektor für das Anfangswertproblem (5.5), so existiert ein
δ > 0 und eine eindeutige Lösung z̄ von

z̄i(y) = Dig(y) für i ∈ {1, . . . , n− 1} und E(y, g(y), z̄(y)) = 0

für alle y ∈ Bδ(x0) ∩ ∂Rn+, falls DznE(x0, v0, z0) 6= 0 gilt. In diesem Fall heißt der Vektor (x0, v0, z0)
nichtcharakteristisch.

Bemerkung 5.10. Im Fall der quasilinearen Gleichung aus Beispiel 5.6 reduziert sich die Bedingung
aus Lemma 5.9 auf an(x0, g(x0)) 6= 0.

Beweis. Die ersten n− 1 Komponenten von z werden explizit mittels der tangentialen Ableitungen von
g bestimmt, die n-te Komponente dagegen implizit über E(y, g(y), z̄(y)) = 0. Daher liegt es nahe, den
Satz 5.2 über implizite Funktionen zu verwenden. Wir definieren G : Rn−1 ×Rn → Rn als

Gi(ŷ, z) := zi −Dig(ŷ, 0) für i ∈ {1, . . . , n− 1} ,
Gn(ŷ, z) := E(ŷ, 0, g(ŷ, 0), z) ,

für ŷ ∈ Rn−1 und z ∈ Rn. Da (x0, v0, z0) ein zulässiger Vektor ist, verschwindet G((x0)i=1,...,n−1, z0).
Außerdem gilt DzjGi((x0)i=1,...,n−1, z0) = δij für i ∈ {1, . . . , n− 1} und j ∈ {1, . . . , n}, so dass

detDzG((x0)i=1,...,n−1, z0) = DznGn((x0)i=1,...,n−1, z0) = DznE(x0, v0, z0) 6= 0

nach Annahme des Lemmas folgt. Daher ist DzG((x0)i=1,...,n−1, z0) invertierbar, und nach Satz 5.2 über
implizite Funktionen existiert ein δ > 0 und eine Funktion z̄, so dass G(ŷ, z̄(ŷ)) = 0 für alle ŷ ∈ Rn−1

mit |(ŷ, 0)− x0| < δ gilt.

Konstruktion lokaler Lösungen. Nachdem nun die charakteristischen Gleichungen und an das Pro-
bleme angepasste Anfangsbedingungen aufgestellt sind, wollen wir nun tatsächlich eine Lösung von (5.5)
zumindest in der Nähe eines Randpunktes x0 ∈ ∂Rn+ konstruieren. Dazu nehmen wir an, dass es einen
zulässigen und nichtcharakteristischen Vektor (x0, v0, z0) gibt. Wir müssen nun eine ganze Familie von
gewöhnlichen Differentialgleichungen, nämlich die charakteristischen Gleichungen für alle Randpunkte
in einer Umgebung von x0, lösen:

γ′(ŷ, s) = DzE
(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
,

v′(ŷ, s) = DzE
(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
· z(ŷ, s) ,

z′(ŷ, s) = −DxE
(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
−DvE

(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
z(ŷ, s) ,

unter den Anfangsbedingungen

γ(ŷ, 0) = (ŷ, 0), v(ŷ, 0) = g(ŷ, 0), z(ŷ, 0) = z̄(ŷ, 0) ,

wobei s ist aus einem Intervall (0, S), y ∈ ∂Rn+ mit |y − x0| < δ und ŷ := (y1, . . . , yn−1 ∈ Rn−1. Die
Funktion z̄ und δ stammen hierbei aus Lemma 5.9. Die Notation ŷ soll wiederum symbolisieren, dass
wir zwar Randpunkte y ∈ ∂Rn+ betrachten, für diese jedoch nur die ersten (n− 1) Komponenten einen
Rolle spielen.

Die Lösbarkeit dieser Anfangswertprobleme ist durch den Satz 5.1 sichergestellt, und die Lösungen
sind auch in den Anfangsbedingungen regulär (insbesondere differenzierbar). Um nun die (lokale) Lösung
an einem Punkt x ∈ Rn+ in der Umgebung von x0 zu konstruieren, müssen wir nun v an der “richtigen”
Stelle auswerten, also auf dem richtigen Pfad und dem richtigen Zeitpunkt. Dass es überhaupt einen Pfad
gibt, der durch x läuft, und die Pfade (γ(ŷ, s))y,s tatsächlich eine Umgebung von x0 in Rn+ überdecken,
wird durch das nächste Lemma garantiert.

Lemma 5.11. Sei (x0, v0, z0) ein zulässiger und nichtcharakteristischer Vektor für das Anfangswert-
problem (5.5). Dann existieren ein offenes Intervall I in R mit 0 ∈ I, eine Umgebung W von x0 in
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∂Rn+ und eine Umgebung V von x0 in Rn+, so dass für jedes x ∈ V ein eindeutiges s = s(x) > 0 in I
und y = y(x) ∈W existieren, so dass

x = γ(ŷ, s)

gilt und die Abbildung x 7→ (ŷ, s) ∈ Rn−1 ×R+ von der Klasse C2 ist.

Beweis. Die Lösung γ der charakteristischen Gleichungen mit Startwerten (x0, v0, z0) erfüllt γ(x̂0, 0) =
x0, daher folgt die Behauptung des Lemmas sofort aus dem Umkehrsatz, falls detDŷ,sγ(x̂0, 0) 6= 0 gilt.
Um dies zu verifizieren, bemerken wir zunächst, dass wegen der Anfangsbedingung γ(ŷ, 0) = y für alle
y ∈ ∂Rn+ mit |y− x0| < δ (und δ gemäß Lemma 5.9) für die Ableitungen von γ nach den ersten (n− 1)
Variablen

∂yiγj(x̂0, 0) = δij für i ∈ {1, . . . , n− 1} und j ∈ {1, . . . , n}

gilt. Für die Ableitung nach der Variable s dagegen nutzen wir die gewöhnliche Differentialgleichung
für γ, die

∂sγj(x̂0, 0) = DzjE(x0, v0, z0) für j ∈ {1, . . . , n}

bedeutet. Daher folgt aus der Annahme, dass (x0, v0, z0) ein nichtcharakteristischer Vektor ist,

detDŷ,sγ(x̂0, 0) = DznE(x0, v0, z0) 6= 0

und damit nach dem Satz 5.3 von der lokalen Umkehrbarkeit die Behauptung.

Lösen wir nun die charakteristische Gleichungen, die zu ŷ(x) gehören und werten v bei s(x) aus, so
erhalten wir einen Kandidaten u(x) für eine lokale Lösung des Problem. Eine lokale Lösung versteht
man (für allgemeine Gebiete Ω) dabei folgendermaßen:

Definition 5.12. Seien V und Ω offene Teilmengen des Rn mit V ⊂ Ω. Eine Funktion u ∈ C1(V ) ∩
C0(V ∪ (∂Ω ∩ V )) heißt lokale Lösung der partiellen Differentialgleichung (5.1) in V , falls gilt:{

E
(
x, u(x), Du(x)

)
= 0 in V ,

u = g auf ∂Ω ∩ V .

Damit können wir nun zur Hauptaussage dieses Unterkapitels kommen, das besagt, dass wir mittels
der Methode der Charakteristiken tatsächlich lokale Lösungen konstruieren können.

Satz 5.13. Sei (x0, v0, z0) ein zulässiger und nichtcharakteristischer Vektor für das Anfangswertpro-
blem (5.5), und sei V die Umgebung von x0 in Rn+ aus Lemma 5.11. Dann ist die Funktion u : V → R,
definiert als

u(x) := v(ŷ(x), s(x))

für x ∈ V und mit ŷ(x) ∈ Rn−1, s(x) > 0 aus Lemma 5.11, von der Klasse C1 und eine lokale Lösung
von (5.5) in V .

Beweis. Wohldefiniertheit: Für die charakteristischen Gleichungen mit den zuvor aufgestellten An-
fangsbedingungen (vgl. Lemma 5.9) liefert der Satz 5.1 von Picard–Lindelöf eine eindeutige Fami-
lie von Lösungen (γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s))ŷ,s (für |y − x0| und s klein genug). Nach Lemma 5.11 ist
u(x) = v(ŷ(x), s(x)) daher wohldefiniert.

Lösungseigenschaft entlang der Pfade: es gilt

E
(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
= 0 für s ∈ [0, S) und y ∈W , (5.6)

wobei W aus Lemma 5.11 ist und S klein genug (so dass γ(ŷ, ·) auf (0, S) die Menge Ω nicht verlässt).
Für s = 0 gilt dies trivial, da als Anfangsbedingung zulässige Vektoren (y, g(y), z̄(y)) gewählt wurden
und daher

0 = E(y, g(y)z̄(y)) = E(γ(ŷ, 0), v(ŷ, 0), z(ŷ, 0))
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gilt. Differenzieren wir die linke Seite von (5.6) außerdem nach s, so sehen wir nach Definition der
charakteristischen Gleichungen, so sehen wir für s > 0

∂sE
(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
= DxE

(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
· γ′(ŷ, s)

+DvE
(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
v′(ŷ, s)

+DzE
(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
· z′(ŷ, s)

=
[
DxE(γ, v, z) ·DzE(γ, v, z) +DvE(γ, v, z)DzE(γ, v, z) · z
+DzE(γ, v, z) ·

(
−DxE(γ, v, z)−DvE(γ, v, z)z

)]
(ŷ, s) = 0 .

Daher folgt, dass für alle y ∈ W die Abbildung s 7→ E(γ(ŷ, s), v(ŷ, ), z(ŷ, s)) konstant auf [0, S) ver-
schwindet. Für spätere Zwecke bemerken wir noch, dass auf die Ableitung nach ŷ von (5.6) verschwindet,
also

0 = DxE(γ, v, z) ·Dyiγ +DvE(γ, v, z)Dyiv +DzE(γ, v, z) ·Dyiz (5.7)

für i ∈ {1, . . . , n− 1} auf W × (0, S) gilt.
Lokale Lösungseigenschaft von u in V : Dies ist eine direkte Konsequenz aus dem vorhergehenden

Schritt, wenn man noch die Formel

Du(x) = z(ŷ(x), s(x)) für x ∈ V (5.8)

verifizieren kann. Mit der Kettenregel berechnen wir für RichtungsableitungenDxju (mit j ∈ {1, . . . , n}):

Dxju(x) = Dxjv(ŷ(x), s(x))

=

n−1∑
i=1

Dyiv(ŷ(x), s(x))Dxjyi(x) + v′(ŷ(x), s(x))Dxjs(x)

Wir nehmen nun den Zusammenhang

Dyiv(ŷ, s) = z(ŷ, s) ·Dyiγ(ŷ, s) für i ∈ {1, . . . , n− 1} (5.9)

vorweg (für u ∈ C2, Pfade γ = γ(ŷ, ·) in Ω und v := u◦γ, z := Du◦γ ist diese Formel nach Definition klar,
jedoch müssen wir sie in der jetzigen Situation, in der u nicht a priori gegeben ist, im Anschluss gleich
noch beweisen). Zusammen mit der Formel v′(ŷ, s) = γ′(ŷ, s) · z(ŷ, s), die wegen der charakteristischen
Gleichungen für v und γ gelten, und wegen γ(ŷ(x), s(x)) = x können wir die Formel für Dxju weiter
umschreiben zu

Dxju(x) =

n−1∑
i=1

z(ŷ(x), s(x)) ·Dyiγ(ŷ(x), s(x))Dxjyi(x) + γ′(ŷ(x), s(x)) · z(ŷ(x), s(x))Dxjs(x)

= z(ŷ(x), s(x)) ·
( n−1∑
i=1

Dyiγ(ŷ(x), s(x))Dxjyi(x) + γ′(ŷ(x), s(x))Dxjs(x)
)

= z(ŷ(x), s(x)) ·Dxjγ(ŷ(x), s(x)) = z(ŷ(x), s(x)) · ej = zj(ŷ(x), s(x)) ,

und dies beweist gerade die Behauptung in (5.8). Es verbleibt nun nur noch (5.9) zu verifizieren. Dafür
definieren wir die Differenz

ri(ŷ, s) := Dyiv(ŷ, s)− z(ŷ, s) ·Dyiγ(ŷ, s)

für i ∈ {1, . . . , n − 1} und überlegen uns dann, welche gewöhnliche Differentialgleichung für die Funk-
tionen ri erfüllt sind. Differenzieren wir ri nun nach s, so treten sowohl s-Ableitungen von γ, v und z
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auf, für die wir der Reihe nach wieder die charakteristischen Gleichungen ausnutzen können:

Dsri(ŷ, s) = DsDyiv(ŷ, s)−Dsz(ŷ, s) ·Dyiγ(ŷ, s)− z(ŷ, s) ·DsDyiγ(ŷ, s)

= Dyi

(
DzE(. . .) · z(ŷ, s)

)
+
(
DxE(. . .) +DvE(. . .)z(ŷ, s)

)
·Dyiγ(ŷ, s)

− z(ŷ, s) ·Dyi

(
DzE(. . .)

)
= DzE(. . .) ·Dyiz(ŷ, s) +DxE(. . .) ·Dyiγ(ŷ, s) +DvE(. . .)z(ŷ, s) ·Dyiγ(ŷ, s)

Verwenden wir nun noch (5.7) und die Definition von ri so ergibt sich eine lineare gewöhnliche Diffe-
rentialgleichung:

Dsri(ŷ, s) = −DvE(. . .)Dyiv(ŷ, s) +DvE(. . .)z(ŷ, s) ·Dyiγ(ŷ, s)

= −DvE
(
γ(ŷ, s), v(ŷ, s), z(ŷ, s)

)
ri(ŷ, s) .

Da außerdem wegen der Zulässigkeit der Vektoren (y, g(y), z̄(y)) die Identitäten

Dyiv(ŷ, 0) = Dyig(y) = z̄i(y) = zi(ŷ, 0)

für i ∈ {1, . . . , n− 1} gilt, folgt mit γ(ŷ, 0) = y eine Nullanfangsbedingung für ri:

ri(ŷ, 0) = Dyiv(ŷ, 0)− z(ŷ, 0) ·Dyiγ(ŷ, 0) = Dyig(y)− z̄(y) · ei = 0

für alle y ∈W . Also muss ri auf W × (0, S) konstant verschwinden und die Identität (5.9) ist gezeigt.
Randbedingung auf ∂Rn+∩V : nach Wahl der Anfangsbedingungen für die Familie der Charakteristiken

ist u = g auf ∂Rn+ ∩ V klar.

Bemerkung 5.14. Wir haben nun die Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen dazu verwen-
det, um unter gewissen Voraussetzungen eine lokale Existenzaussage für partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung zu treffen. Ob diese Voraussetzungen tatsächlich erfüllt sind, muss im Einzelfall jedoch
extra überprüft werden, und falls diese nicht erfüllt sind, so kann dies sowohl an den vorgegebenen
Randdaten als auch an der Vorschrift E liegen.

Bemerkung 5.15. Lösungen der partiellen Differentialgleichung (5.5) erhält man dann, falls die lo-
kalen Lösungen auf ganz Rn fortgesetzt werden können. Dafür ist es nötig, dass jeder Punkt x ∈ Rn+
auch tatsächlich von einer Kurve γ getroffen wird, die in einem Randpunkt ∂Rn+ starten. Prinzipiell ist
es denkbar, dass ein Punkt sogar von mehreren Kurven getroffen wird, in diesem Fall ist es wesentlich,
dass die Funktionen v für all diese Kurven im Punkt x den gleichen Weg annehmen. ist dies nicht
der Fall, so kann nach Konstruktion keine klassische Lösung des Anfangswertproblems existieren. Diese
Situation werden wir für ein spezielles Beispiel noch im nächsten Abschnitt untersuchen.

Beispiele 5.16. Um kurz noch die Bedeutung der Bedingung DznE(x0, y0, z0) aus Lemma 5.9 zu illus-
trieren, schauen wir uns noch zwei eine lineare partielle Differentialgleichungen für den zweidimensio-
nalen Fall auf R2

+ an:

(i) Die partielle Differentialgleichung

D2u+ u = 0 in R2
+

erfüllt Dz2E(x0, y0, z0) = 1 für alle (x0, y0, z0) ∈ ∂R2
+×R×R2, und aufgrund der Linearität von

E in z finden sich für alle Randpunkte zulässige Vektoren. Ist als Randbedingung u(x1, 0) = g(x1)
für eine beliebige C1-Funktion g vorgeschrieben, so führt dies auf die Familie von gewöhnlichen
Differentialgleichungen (vgl. Beispiel 5.6 (ii)):

γ′(x1, s) = e2 , v′(x1, s) = −v(s)

mit Anfangswerten γ(x1, 0)) = (x1, 0) und v(0) = g(x1). Dies besitzt die (eindeutige) Lösung

γ(x1, s) = (x1, 0) + (0, s) , v(x1, s) = exp(−s)g(x1) .
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Der Rückschluss eines Punktes x ∈ R2
+ auf die Auswertung eines Pfades wie in Lemma 5.11 ist

in diesem Fall ganz einfach: es gilt x = γ(x1, x2) und damit folgt die Darstellung der Lösung u
der partiellen Differentialgleichung als

u(x) = v(x1, x2) = exp(−x2)g(x1) .

(ii) Die partielle Differentialgleichung

D1u+ u = 0 in R2
+

dagegen erfüllt Dz2E(x0, y0, z0) = 0 für alle (x0, y0, z0) ∈ ∂R2
+×R×R2, somit sind alle zulässigen

Vektoren (so existent) nichtcharakteristisch. Als charakteristische Gleichungen ergeben sich hier

γ′(x1, s) = e1 , v′(x1, s) = −v(s) ,

und das Problem mit dieser partiellen Differentialgleichung ist offensichtlich, dass alle Charakte-
ristiken nun in einem Randpunkt (x1, 0) starten sollen, aber dann komplett im Rand verlaufen.
Dies bedeutet insbesondere, dass die Werte von u an einem beliebigen Randpunkt (x̄1, 0) einer-
seits vorgeschrieben ist durch g(x̄1), aber andererseits auch durch alle Charakteristiken v(x1, s),
die in einem anderen Randpunkt (x1, 0) mit x1 < x̄1 starten und x̄1 zu einem Zeitpunkt s (also
bei s = x̄1 − x1) erreichen. Dies bedeutet, dass ein Randwertproblem für die partielle Differential-
gleichung nur dann eine klassische Lösung besitzen kann, falls

g(x̄1) = v(x1, x̄1 − x1) = g(x1) exp(x̄1 − x1)

für die vorgegebene Randfunktion g ∈ C1(R) erfüllt ist. Speziell gilt hier:

• Ist g = exp(−x1), so lösen alle Funktionen u = exp(x1)h(x2) mit einer C1-Funktion h
mit h(0) = 1 die partielle Differentialgleichung mit diesen Randwerten. Es gibt hier also
insbesondere unendlich viele Lösungen;

• Ist g ≡ c für eine Konstante c 6= 0, so existiert keine klassische Lösung der partiellen Diffe-
rentialgleichung mit diesen Randwerten.

5.3 Skalare Erhaltungsgleichungen

Wir betrachten nun spezielle partielle Differentialgleichungen erster Ordnung der Form

∂tu+ divF (u) = ∂tu+ F ′(u) ·Du = 0 in (0,∞)×Rn ,

wobei F ∈ C1(R,Rn) ist und div sich wie üblich nur auf die Ableitungen in den Ortsvariablen bezieht.
Solche Gleichungen werden Erhaltungsgleichungen genannt, da für klassische Lösungen u ∈ C1((0,∞)×
Rn) gilt: ist Ω ⊂ Rn eine glatte und beschränkte Testmenge, so folgt mit dem Satz von Gauß

∂t

∫
Ω

u dx = −
∫

Ω

divF (u) dx = −
∫
∂Ω

F (u) · ν dx ,

d. h. die Änderung der Gesamtmasse in Ω ist gegeben durch den Fluss F (u) durch den Rand ∂Ω.

Prototyp. Das Beispiel, anhand dessen wir in diesem Abschnitt vorgehen wollen, ist die Burgers
Gleichung (mit n = 1 und F (u) = u2/2):

∂tu+ ∂x

(u2

2

)
= ∂tu+ u∂xu = 0 in (0,∞)×R .

Die Burgers Gleichung modelliert die zeitliche Entwicklung eindimensionale Strömungen, wie etwa die
Verkehrsdichte im Straßenverkehr. In diesem Fall steht u für die Verkehrsdichte (also Anzahl von Autos
pro Längeneinheit), ∂xu ist dann die Geschwindigkeit des Verkehrs, und u∂xu bestimmt dann, wie viele
Autos eine Stelle pro Zeiteinheit passieren.
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Folgerung aus der Methode der Charakteristiken. Für das Anfangswertproblem für die allge-
meine Erhaltungsgleichung mit Anfangswerten g ∈ C1(Rn) lauten die charakteristischen Gleichungen

γ′ = (1, F ′(v)) , v′ = (1, F ′(v)) · z = 0 ,

wobei wir hier die t und die x-Variable getrennt notiert haben und z nun Werte in Rn+1 hat und für
den vollen Gradienten (∂tu,Du) steht. Setzen wir als Anfangswerte γ(x0, 0) = (0, x0) mit x0 ∈ Rn und
v(x0, 0) = g(x0) an, so ergibt sich, dass v konstant g(x0) und γ(s) = (s, x0 + F ′(g(x0))s) eine gerade
Linie in (0,∞) × Rn ist. Ein Problem für die Existenz klassischer Lösungen tritt nun offensichtlich
in zwei Situationen auf. Zum einen gibt es ein Problem, wenn zwei Punkte x0, x̄0 ∈ Rn existieren,
so dass g(y0) 6= g(x0) gilt und sich die Charakteristiken γ(x0, ·) und γ(x̄0, ·) schneiden. In diesem
Fall gibt es (mindestens) zwei unterschiedliche Vorschriften für den Wert einer klassischen Lösung am
Schnittpunkt, so dass keine klassische Lösung auf ganz (0,∞)×Rn existieren kann (sondern höchstens
eine lokale Lösung). Zum anderen gibt es ein Problem, wenn ein Punkt (t, x) ∈ (0,∞)×Rn von keiner
Charakteristik getroffen wird. In diesem Fall ist nicht klar, wie eine klassische Lösung u an diesem Punkt
definiert werden soll. Diese beiden Situationen schauen wir uns nun genauer an einem Beispiel für die
Burgers Gleichung an.

Beispiele 5.17 (für die Burgers Gleichung).

(i) Als Anfangswerte g geben wir die Funktion

g(x) :=


1 für x ≤ 0

1− x für x ∈ (0, 1)

0 für x ≥ 1

vor (die folgende Argumentation funktioniert auch für eine geglättete Variante). Wie oben bereits
festgestellt, muss die Lösung u konstant auf Pfaden γ(x1, s) = (s, x0 + g(x0)s). Diese Pfade sind
unten in der Grafik dargestellt, und zwar in blau für alle Randpunkte, für die g den Wert 1
annimmt, rot für alle Randpunkte, für die g den Wert 0 annimmt, und in grün für die Randpunkte,
für die g Werte zwischen 0 und 1 hat.

x

t

Der erste Schnittpunkt von Pfaden tritt bei t = 1 auf, und daher kann eine lokale Lösung nur für
Zeiten t < 1 existieren (bzw. auch für größere t, falls x noch einem eindeutigen Pfad zugeordnet
werden kann), und es gibt keine klassische Lösung des Anfangswertproblems auf ganz (0,∞)×R.
Die lokale Lösung ist nach Satz 5.13 gegeben durch

u(x) :=


1 für x ≤ t und t ∈ [0, 1) ,

(1− x)/(1− t) für t ≤ x ≤ 1 und t ∈ [0, 1) ,

0 für x ≥ 1 und t ∈ [0, 1) .
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(ii) Als Anfangswerte g geben wir nun die unstetige Funktion

g(x) :=

{
0 für x ≤ 0

1 für x > 0

vor. Ähnlich wie im ersten Fall sehen die Pfade der Charakteristiken nun folgendermaßen aus:

x

t

und die Pfade überdecken nicht ganz (0,∞) × R. Damit liefert die Methode der Charakteristiken
nur die Werte eines Lösungskandidaten u des Anfangswertproblems für Burgers Gleichung auf
einer Teilmenge von (0,∞)×R:

u(x) :=


0 für x ≤ 0 und t ∈ [0,∞) ,

? für 0 < x ≤ t und t ∈ [0,∞) ,

1 für x > t und t ∈ [0,∞) .

Schwache Lösungen in einer Raumdimension. Wir wollen nun den Lösungsbegriff für Erhal-
tungsgleichungen so verallgemeinern, dass wir für verallgemeinerte Lösungen schwächere Regularität
als C1 fordern können. Insbesondere werden wir dann sehen, dass die beiden Anfangswertprobleme aus
dem letzten Beispiel verallgemeinerte Lösungen besitzen.

Die Idee das schwachen Lösungsbegriffes ist es, dass wir zunächst mit einer klassischen Lösung u mit
Anfangswerten g starten. Wir multiplizieren die Erhaltungsgleichung mit einer Testfunktion, d. h. mit
einer Funktion v ∈ C∞0 ([0,∞) × R), integrieren dann über [0,∞) × R und wälzen schließlich so viele
Ableitungen wie möglich auf die Testfunktion ab:

0 =

∫ ∞
0

∫
R

(
∂t + divF (u)

)
v dx dt

= −
∫ ∞

0

∫
R

(
u∂tv + F (u) ·Dv

)
dx dt−

∫
R

u(0, x)v(0, x) dx

= −
∫ ∞

0

∫
R

(
u∂tv + F (u) ·Dv

)
dx dt−

∫
R

g(x)v(0, x) dx .

Zu beachten gilt hier, dass wegen des kompakten Trägers von v in [0,∞)×R nur das Randintegral auf
{0}×R zur partiellen Integrationsregel beiträgt. Die rechte Seite ist nun wohldefiniert für alle Funktionen
u ∈ L∞((0,∞) × R), und so nutzen wir das Verschwinden der rechten Seite für alle Testfunktionen
v ∈ C∞0 ([0,∞)×R) nun für die Definition einer schwachen Lösung.

Definition 5.18. Seien F ∈ C1(R) und g ∈ L∞(R). Eine Funktion u ∈ L∞((0,∞)×R) heißt schwache
Lösung des Anfangswertproblems{

∂tu+ divF (u) = 0 in (0,∞)×R ,
u = g auf {0} ×R ,

(5.10)
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falls für alle Funktionen v ∈ C∞0 ([0,∞)×R) gilt:∫ ∞
0

∫
R

(
u∂tv + F (u) ·Dv

)
dx dt+

∫
R

g(x)v(0, x) dx = 0 .

Bemerkungen 5.19.

(i) Schwache Lösungen müssen weder differenzierbar noch stetig sein, und sie sind nur noch als
Äquivalenzklassen von Funktionen definiert (d. h. Abänderung auf einer Nullmenge ändert nichts
an der Lösungseigenschaft). Wir werden später sehen, dass das Konzept der Lösung den der klas-
sischen Lösung tatsächlich erheblich verallgemeinert;

(ii) Für den schwachen Lösungsbegriff haben wir entscheidend die Struktur der Gleichung ausgenutzt.
Einen von der Idee her ähnlichen schwachen Lösungsbegriff werden wir noch für elliptische Glei-
chungen zweiter Ordnung in Divergenzform kennenlernen.

Nach obiger Rechnung ist jede klassische Lösung auch eine schwache Lösung. Tatsächlich reicht es
aber, dass eine schwache Lösung lokal von der Klasse C1 ist, dass sie eine lokale Lösung der Erhaltungs-
gleichung ist:

Lemma 5.20. Ist u ∈ L∞((0,∞)×R) eine schwache Lösung von (5.10) mit u ∈ C1(O) für eine offene
Menge 0 ⊂ [0,∞)×R, so gilt

∂tu+ divF (u) = 0 in O .

Beweis. Dies folgt sofort, wenn man die obige Rechnung, die den schwachen Lösungsbegriff motivierte,
rückwärts für Funktionen v ∈ C∞0 (O) durchführt und dann das Fundamentallemma der Variationsrech-
nung anwendet.

Schwache Lösungen dürfen nun zwar insbesondere unstetig sein, jedoch müssen sie die Rankine-
Hugoniot-Bedingung erfüllen, die die Sprunghöhe von u, die Sprunghöhe von F (u) und die Sprungrichtig
miteinander in Verbindung setzt.

Lemma 5.21. Sei u ∈ L∞((0,∞)×R) eine schwache Lösung von (5.10), und sei O eine offene Menge
in (0,∞)×R, die durch eine C1-Kurve C in zwei disjunkte, offene Mengen Ol und Or geteilt wird. Ist
Ul ∈ C1(Ol) ∩ C0(Ol ∪ C) und ur ∈ C1(Or) ∩ C0(Or ∪ C), so dass u = ul in Ol und u = ur in Or
gelten, so gilt (

ul − ur
F (ul)− F (ur)

)
· ν = 0 in C ,

wobei ν den äußeren Einheitsnormalenvektor an Ol bezeichnet.

Beweis. Nach Lemma 5.20 gilt ∂tui+divF (ui) = 0 in Oi für i ∈ {l, r}. Daher folgt aus der Tatsache, dass
u eine schwache Lösung ist, und mit der partiellen Integrationsregel (2.1) für jede beliebige Testfunktion
v ∈ C∞c (O)

0 =

∫
O

(
u∂tv + F (u) ·Dv

)
d(t, x)

=

∫
Ol

(
ul∂tv + F (ul) ·Dv

)
d(t, x) +

∫
Or

(
ur∂tv + F (ur) ·Dv

)
d(t, x)

=

∫
Ol

(
ul

F (ul)

)
·Dt,xv d(t, x) +

∫
Or

(
ur

F (ur)

)
·Dt,xv d(t, x)

=

∫
C

(
ul − ur

F (ul)− F (ur)

)
· νv dHn

(zu beachten ist hier, dass v nur auf ∂Ol \ C und ∂Or \ C, jedoch nicht notwendigerweise auch auf
C verschwindet). Da diese Identität für alle Testfunktionen v ∈ C∞c (O) (und damit alle w ∈ C1

0 (C)
realisiert werden können), folgt die Behauptung.
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Bemerkung 5.22. Die Rankine-Hugoniot-Bedingung hat eine einfache Form, falls die Sprungkante
entlang einer Geraden {x = λt} verläuft. In diesem Fall ist ν parallel zu (−λ, 1), und daher wird die
Sprungbedingung zu

F (ul)− F (ur) = λ(ul − ur) .

Mithilfe der Rankine-Hugoniot-Bedingung könenn wir nun schwache Lösungen für die Burgers Glei-
chung zu den Anfangswerten aus den Beispielen 5.17 bestimmen.

Beispiele 5.23 (schwache Lösungen der Burgers Gleichung für die Beispiele 5.17).

(i) Als Anfangswerte g war die Funktion

g(x) :=


1 für x ≤ 0

1− x für x ∈ (0, 1)

0 für x ≥ 1

vorgegeben, und wir haben bereits gesehen, dass keine klassische Lösung der Burgers Gleichung mit
diesen Anfangswerten existieren kann, da sich insbesondere die Charakteristiken, die von Punk-
ten x mit g(x) = 0 starten, mit Charakteristiken schneiden, die von Punkten y mit g(y) = 1
starten, und eine klassische Lösung konstant gleich 0 bzw. gleich 1 auf diesen Charakteristiken
sein müsste.

Um nun eine schwache Lösung dieses Problems zu finden, gehen wir folgendermaßen vor: solange
ein Punkt (t, x) nur von einer Charakteristik getroffen wird, nehmen wir für u(t, x) den Wert, den g
auf dieser Charakteristik für t = 0 annimmt. Wenn sich die Charakteristiken dagegen schneiden,
wird die schwache Lösung in jedem Fall einen Sprung machen. Wollen wir diesen Sprung von
möglichst einfacher Art, so sollte die Sprungkante eine Gerade sein und die schwache Lösung
zwischen den Werten 0 und 1 (und entsprechend F (u) zwischen 0 und 1/2) springen. Gemäß der
Rankine-Hugoniot-Bedingung muss die Sprungkante dann Steigung 1/2 haben. Damit erhalten wir
als Kandidaten einer schwachen Lösung u ∈ L∞((0,∞)×R) die Funktion

u(x) :=


1 für x < (min{1, t}+ t)/2 und t ≥ 0 ,

1− x für t ≤ x ≤ 1 und t ∈ [0, 1) ,

0 für x ≥ (1 + max{1, t})/2 und t ≥ 0 .

Dies ist tatsächlich eine schwache Lösung des Anfangswertproblems zur Burgers Gleichung (Auftei-
lung von (0,∞)×R in Gebiete, in der u eine klassische Lösung ist, und Ausführung der Rechnung
in Lemma 5.21 rückwärts) und stellt eine Schockwelle dar.

x

t
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(ii) Als Anfangswerte g war die unstetige Funktion

g(x) :=

{
0 für x ≤ 0

1 für x > 0

vorgegeben, und wir hatten das Problem, dass nicht ganz (0,∞) × R von den Charakteristiken
überdeckt wurde, wir also eine Fortsetzung der von den Charakteristiken vorgeschriebenen Funkti-
onswerten finden müssen, die eine schwache Lösung ist.

Idee 1: wir könnten ähnlich wie im ersten Beispiel vorgehen und einen einzigen Sprung entlang
einer Sprunggerade zulassen. Analog zu oben muss die Sprungkante wegen der Rankine-Hugoniot-
Bedingung Steigung 1/2 haben, und als Kandidaten erhalten wir

u1(x) :=

{
0 für x < t/2 und t ∈ [0,∞) ,

1 für x ≥ t/2 und t ∈ [0,∞) .

x

t

Idee 2: alternativ können wir versuchen, eine in (0,∞)×R stetige Fortsetzung zu finden. Mit dem
Vorwissen des 1. Beispiels können wir das so tun, dass u stetig auf Geraden ist (und damit macht
man quasi eine Punkt in (1, 1) im oberen Beispiel), und als Kandidaten erhalten wir hier

u2(x) :=


0 für x ≤ 0 und t ≥ 0 ,

x/t für 0 ≤ x < t und t > 0 ,

1 für x > t ≥ 0 .

x

t

Beide Funktionen sind schwache Lösungen.

Bemerkung 5.24. Wie wir gesehen haben, ermöglicht das Konzept der schwachen Lösungen es, die
Existenz solcher Lösungen in Situationen zu zeigen, in denen keine klassischen Lösungen existieren
können. Eindeutigkeit schwacher Lösungen kann im Allgemeinen jedoch nicht gezeigt werden (die Se-
lektion einer eindeutigen, physikalisch relevanter Lösung kann in einigen Fällen aber durch zusätzliche
Anforderungen sichergestellt werden).
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Exkurs: Die Methode der verschwindenden Viskosität für die Burgers Gleichung. Die
Methode der verschwindenden Viskosität ist ein Beispiel einer Störungstheorie für partielle Differenti-
algleichung. Unter Störungstheorie versteht man dabei grundsätzlich, dass man eine partielle Differen-
tialgleichung

E
(
x, u(x), Du(x), . . . , Dku(x)

)
= 0

bzw. eine mit einem zusätzlichen (kleinen) Parameter ε gestörte Variante

Eε
(
x, uε(x), Duε(x), . . . , D`uε(x)

)
= 0

(möglicherweise von höherer Ordnung ` > k) untersuchen möchte, wobei “gestört” bedeuten soll, dass
diese beiden Gleichungen dadurch miteinander in Relation stehen, dass sie im Fall ε = 0 die selbe
Gleichung liefern. Typischerweise findet die Störungstheorie Anwendung, wenn man sich für eines der
beiden Probleme interessiert, man aber nicht in der Lage ist, Existenz oder qualitative Eigenschaften
von Lösungen abzuleiten, und genau das andere einfach zu lösen ist (und es manchmal für Lösungen
sogar Darstellungsformeln gibt), beispielsweise:

(i) man möchte eigentlich eine Gleichung mit einer “kleinen” Nichtlinearität betrachtet, und versucht,
das Verhalten der Lösungen durch eine linearisierte Variante (vgl. viele Modelle aus der Physik)
zu approximieren, die aufgrund der Linearität viel einfacher zu untersuchen sind;

(ii) man möchte eine Gleichung untersuchen, die mit klassischen Methoden schwierig zu behandeln
ist und erreicht durch eine kleine Störung typischerweise höherer Ordnung, dass man auf die
Lösungstheorie dieser höheren Ordnungsgleichungen zurückgreifen kann.

In beiden Fällen möchte man also eine Approximationseigenschaft der zugehörigen Lösungen ausnut-
zen. Im ersten Fall muss man dazu den richtigen kleinen Parameter im Problem finden und dieser Fall
ist meist der regulären Störungstheorie zuzuordnen, bei der das ε-gestörte Problem qualitativ das glei-
che Verhalten zeigt wie das ungestörte Problem. Im zweiten Fall besteht die Schwierigkeit darin, eine
geeignete Störung einführen, die zum einen die Approximationseigenschaft der Lösungen sichert und
zum anderen auf ein tatsächlich einfacher zu untersuchendes Problem führt. Da hier die ungestörte
Gleichung schwieriger zu untersuchen ist, wird typischerweise eine singuläre Störungstheorie verwen-
det, bei der die Lösungen des ungestörten und des gestörten Problems ein qualitativ unterschiedliches
Verhalten zeigen (und die Lösungen uε daher singulär vom kleinen Parameter ε abhängen sollten).
Solche Störungstheorien gibt es nicht nur für partielle Differentialgleichungen, sondern etwa auch für
algebraische Gleichungen, und sie folgen meistens einem ähnlichen Prinzip.

Wir kommen nun zum konkreten Beispiel der Burgers Gleichung und der Methode der verschwinden-
den Viskosität (aus der singulären Störungstheorie). Hier wollen wir Lösungen zum Anfangswertproblem
der quasilinearen PDE erster Ordnung

∂tu+ u∂xu = 0

auf (0,∞) × R (also für den Fall n = 1) untersuchen und haben bereits gesehen, dass das nicht ganz
trivial ist. Von der Wärmeleitungsgleichung oder allgemeineren parabolischen Gleichungen wissen wir
bereits, dass es eine gute Lösungstheorie (und zum Teil auch Darstellungsformeln) gibt, daher könnte
man auf die Idee kommen, eine kleine Viskosität einzufügen und als gestörtes Problem die semilineare
PDE zweiter Ordnung

∂tuε − ε∂2
xuε + uε∂xuε = 0

zu betrachten. Da das Verhalten von Lösungen typischerweise von den Termen höchster Ordnung do-
miniert wird, können sich die Lösungen uε also ganz anders verhalten als die Lösungen zur Burgers
Gleichung, aber im Limes ε ↘ 0 könnte man trotzdem auf Informationen über das Verhalten einer
Lösung der Burgers Gleichung erhalten (da schwache Lösungen nicht notwendigerweise eindeutig sind,
die Lösungen zur gestörten Gleichung aber sehr wohl, hätten wir hiermit ein Selektionsprinzip für
Lösungen gefunden).
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Mithilfe der Cole–Hopf-Transformation (vgl. Übungen) lassen sich die Lösungen der gestörten Glei-
chung zu Anfangswerten g ∈ C0(R) explizit angeben als

uε(t, x) =

∫∞
−∞

x−y
t exp

(
− |x−y|

2

4tε + h(y)
2ε

)
dy∫∞

−∞ exp
(
− |x−y|

2

4tε + h(y)
2ε

)
dy

,

wobei h definiert ist als

h(x) :=

∫ x

−∞
g(y) dy

(manchmal muss man auch noch die Anfangswerte regularisieren, aber das ist eher ein technisches Detail,
das wir hier vernachlässigen und daher a priori mit guten Anfangsdaten arbeiten). Diese Lösungen uε
kann man nun analytisch im Limes ε↘ 0 untersuchen und erhält eine Konvergenz gegen eine (eindeu-
tige) Lösung zum Anfangswertproblem für die Burgers Gleichung, und zwar der sogenannten Entropie-
Lösung.
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Kapitel 6

Elliptische PDEs zweiter Ordnung

In diesem Kapitel untersuchen wir Randwertprobleme für lineare, gleichmäßig elliptische partielle Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung

Lu(x) := −
∑

1≤i,j≤n

aij(x)Diju(x) +
∑

1≤i≤n

bi(x)Diu(x) + c(x)u(x) = f(x)

bzw. für lineare, gleichmäßig elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Divergenz-
form

Lu(x) := −
∑

1≤i,j≤n

Dj

(
aij(x)Diu(x)

)
+
∑

1≤i≤n

bi(x)Diu(x) + c(x)u(x) = f(x) (6.1)

in einem beschränkten Gebiet Ω in Rn. Hierbei nehmen wir immer an, dass die Koeffizientenfunktionen
(aij)1≤i,j≤n, (bi)1≤i≤n und c beschränkt und die Inhomogenität f in L2(Ω) sind. Je nach Zielsetzung
ist die eine oder andere Formulierung vorteilhaft. Falls die Koeffizienten (aij)1≤i,j≤n von der Klasse C1

sind, so sind die beiden Formulierungen äquivalent (von der ersten kommt man zur zweiten mit bi →
bi −

∑
1≤j≤nDjaij).

Wir wollen uns hier in erster Linie mit Existenzresultaten beschäftigen. Für diese Problemstellung
erweisen sich Gleichungen in Divergenz-Form als einfacher zu behandeln. Wir brauchen dafür jedoch eine
etwas stärkere Bedingung als Elliptizität im Sinne der positiven Definitheit der Matrix a = (aij)1≤i,j≤n.

Definition 6.1. Der partielle Differentialoperator L heißt gleichmäßig elliptisch, falls eine Konstante
θ > 0 existiert, so dass

a(x)ξ · ξ :=
∑

1≤i,j≤n

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2

für fast alle x ∈ Ω und alle ξ ∈ Rn gilt.

Das eigentliche Ziel wäre es, die Existenzresultate für die Poissongleichung −∆u = f auf allgemeine,
gleichmäßig elliptische Gleichungen zweiter Ordnung in Divergenzform zu verallgemeinern. Für den
Spezialfall L = −∆ mussten wir schon vergleichsweise aufwändige Techniken bemühen, um die Existenz
einer klassischen Lösung zu zeigen, so dass wir erwarten können, dass die Existenz für allgemeinere
Differentialoperatoren ungleich schwieriger zu zeigen sein wird. Außerdem ist auch klar, dass unter so
schwachen Voraussetzungen an die Koeffizienten und die Inhomogenität (die insbesondere unstetig sein
dürfen) im Allgemeinen gar keine klassische Lösung existieren kann.

In Anlehnung an das Vorgehen für skalare Erhaltungsgleichungen wird unsere Strategie nun die
folgende sein:

• schwache Formulierung der Problemstellung,

• Lösung der schwachen Formulierung mit Mitteln der Funktionalanalysis.
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Um Techniken aus der Funktionalanalysis (wie den Satz von Lax–Milgram) anwenden zu können, ist
es wichtig, dass wir auch tatsächlich einen geeignete schwache Formulierung der Gleichung wählen.
Dies bedeutet, dass wir als Lösungsraum einerseits einen vollständigen Raum nehmen müssen, und
dass andererseits die Gleichung Abschätzungen (nach oben und unten) bezüglich dieser Norm erlauben
muss. Da letzteres für unsere Gleichung ausschließlich für “Integral-Normen” möglich ist, werden sich
die Sobolevräume als geeignet herausstellen, um die Existenz von schwachen Lösungen zeigen zu können.

Im zweiten Schritt müsste man dann Techniken entwickeln, um diese schwachen Lösungen genauer zu
untersuchen, die nur abstrakt gegeben sind und für die man im Allgemeinen keine Darstellungsformeln
mehr hat. Insbesondere ist man dabei an Kriterien an die Koeffizienten und die Inhomogenität interes-
siert, unter denen sich zeigen lässt, dass schwache Lösungen stetig, klassisch differenzierbar oder sogar
klassische Lösungen sind. Diese Fragestellungen sind Gegenstand der Regularitätstheorie und werden in
weitergehenden Vorlesungen behandelt.

6.1 Funktionalanalytische Vorbereitungen

In diesem Abschnitt werden nun die wichtigsten funktionalanalytischen Begriffe wiederholt bzw. ein-
geführt, die wir in diesem Kapitel benötigen. Die Darstellung orientiert sich an dem Buch [1].

Metrische Räume. Für allgemeine Mengen erinnern wir zunächst an den Begriff einer Distanzfunk-
tion, der sogenannten Metrik.

Definition 6.2. Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X ×X → R+
0 heißt Metrik falls die folgenden

Eigenschaften gelten:

(i) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) für alle x, y, z ∈ X (Dreiecksungleichung),

(ii) d(x, y) = d(y, x) für alle x, y ∈ X (Symmetrie),

(iii) d(x, y) = 0 genau dann wenn x = y.

Das Paar (X, d) für eine Menge X und eine Metrik d auf X heißt dann metrischer Raum (aber auf die
Angabe der Metrik wird typischerweise verzichtet, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Metrik
benutzt wird).

In einem metrischen Raum können nun topologische Konzepte wie offene und abgeschlossen Mengen
eingeführt werden, und insbesondere können wir damit Begriffe wie Cauchy-Folgen, Konvergenz von
Folgen und Vollständigkeit definieren.

Definition 6.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Folge (xk)k∈N in X heißt Cauchy-Folge, falls d(x`, xk)→ 0 für k, `→∞ gilt;

(ii) Eine Folge (xk)k∈N in X heißt konvergent gegen ein x ∈ X (kurz xk → x), falls d(xk, x)→ 0 für
k →∞ gilt;

(iii) X heißt vollständig, falls jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

Normierte Räume. Ist der zugrunde liegende Raum keine beliebige Menge, sondern ein Vektorraum,
so können wir den Begriff einer Norm definieren.

Definition 6.4. Sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung ‖ · ‖X : X → R+
0 heißt eine Norm, falls die

folgenden Eigenschaften gelten:

(i) ‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X für alle x, y ∈ X (Dreiecksungleichung),

(ii) ‖λx‖X = |λ|‖x‖X für alle x ∈ X und λ ∈ R (Homogenität),
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(iii) ‖x‖X = 0 genau dann wenn x = 0.

Das Paar (X, ‖ · ‖X) eines Vektorraums X und einer Norm ‖ · ‖X auf X heißt normierter Raum (und
wiederum wird auf die Angabe der Norm verzichtet, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Norm
benutzt wird).

Jeder normierte Raum (X, ‖·‖X) induziert auf natürliche Weise eine Metrik, indem d : X×X → R+
0

als d(x, y) := ‖x− y‖X für x, y ∈ X definiert wird, und daher stehen für normierte Räume ebenfalls die
zuvor eingeführten Begriffe der Cauchy-Folgen, der Konvergenz von Folgen und der Vollständigkeit zur
Verfügung.

Definition 6.5. Ein normierter Raum (X, ‖ · ‖X) heißt Banachraum, falls er vollständig bzgl. der von
der Norm induzierten Metrik ist.

Beispiele von Banachräumen sind die die Räume stetiger und stetig differenzierbarer Funktionen
Ck(Ω), die Lebesgueräume Lp(Ω), sowie die (im nächsten Abschnitt definierten) Sobolevräume W k,p(Ω),
mit k ∈ N und p ∈ [1,∞].

Definition 6.6. Sei X ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung 〈 ·, · 〉X : X ×X → R heißt Skalarpro-
dukt, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) 〈x, y 〉X = 〈 y, x 〉X für alle x, y ∈ X (Symmetrie),

(ii) die Abbildung x 7→ 〈x, y 〉X ist linear für jedes y ∈ X (Linearität),

(iii) 〈x, x 〉X ≥ 0 für alle x ∈ X, und 〈x, x 〉X = 0 gilt genau dann wenn x = 0 (positive Definitheit).

Das Paar (X, 〈 ·, · 〉X) eines reellen Vektorraums X und eines Skalarprodukts 〈 ·, · 〉X auf X heißt Prä-
Hilbertraum.

Jeder reelle Vektorraum X mit Skalarprodukt 〈 ·, · 〉X induziert auf natürliche Weise eine Norm ‖·‖X ,
indem ‖x‖X :=

√
〈x, x 〉X für x ∈ X definiert wird (zum Nachweis der Dreiecksungleichung benötigt

man die Cauchy-Schwarz Ungleichung |〈x, y 〉X | ≤ ‖x‖X‖y‖X mit x, y,∈ X, die eine direkte Konsequenz
der Positivität von 〈x+λy, x+λy 〉X für eine gute Wahl von λ darstellt). Es lässt sich außerdem einfach
einsehen, dass ‖x‖H = supy∈H : ‖y‖H≤1〈x, y 〉H gilt.

Definition 6.7. Ein Prä-Hilbertraum (X, 〈 ·, · 〉X) heißt Hilbertraum, falls er vollständig bzgl. der von
der (vom Skalarprodukt induzierten) Norm induzierten Metrik ist.

Beispiele von Hilberträumen sind die Lebesgueräume L2(Ω) und die Sobolevräume W k,2(Ω), mit
k ∈ N.

Dualräume von normierten Räumen. Seien (X, ‖ ·‖X) und (Y, ‖ ·‖Y ) zwei normierte Räume. Wir
definieren

L(X;Y ) :=
{
T : X → Y ;T ist linear und stetig

}
(man beachte, dass Stetigkeit, Stetigkeit im Ursprung und daher auch Beschränktheit für lineare Abbil-
dungen äquivalent sind). Dies ist ein Vektorraum, auf dem wir eine Abbildung ‖·‖L(X;Y ) : L(X;Y )→ R+

0

einführen können, indem wir für T ∈ L(X;Y )

‖T‖L(X;Y ) := sup
x∈X : ‖x‖X≤1

‖Tx‖Y

setzen. Dies ist tatsächlich eine Norm auf L(X;Y ) (die Operatornorm). Ausgestattet mit dieser Norm
wird L(X;Y ) zu einem normierten Raum, und falls Y selbst ein Banachraum ist, so ist auch L(X;Y )
ein Banachraum. Wir interessieren uns vor allem für den Spezialfall Y = R.

Definition 6.8. Sei (X, ‖ · ‖X) ein normierter Raum. Der Raum X∗ := L(X;R) heißt Dualraum zu
X, und seine Elemente beschränkte lineare Funktionale auf X.
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Darstellung von beschränkten linearen Funktionalen auf Hilberträumen. Nachdem wir nun
die grundlegenden Begriffe eingeführt haben, wollen wir uns nun mit dem Dualraum von reellen Hil-
berträumen beschäftigen. In diesem Fall stellt sich heraus, dass beschränkte lineare Funktionale eine
besonders einfache Darstellung haben, der im ersten Schritt (Darstellungssatz von Riesz) mithilfe des
Skalarprodukts gegeben ist und dann im zweiten Schritt auf beliebige (beschränkte und koerzive) Bili-
nearformen verallgemeinert wird (Satz von Lax–Milgram).

Als Vorbereitung dazu benötigen wir zuerst den Projektionssatz, der die Existenz einer eindeutigen
Lösung für das Minimierungsproblem infy∈K ‖x − y‖H für gegebenes x ∈ H und konvexe, abgeschlos-
sene Mengen K liefert und damit eine Verallgemeinerung des Projektionssatzes auf Rn auf beliebige
Hilberträume darstellt.

Satz 6.9 (Projektionssatz). Sei H ein reeller Hilbertraum (mit Skalarprodukt 〈 ·, · 〉H und davon er-
zeugter Norm ‖ · ‖H) und K eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge von H. Dann gibt es
eine eindeutige Abbildung P : H → K mit

‖x− P (x)‖H = dist(x,K) := inf
y∈K
‖x− y‖H für alle x ∈ H . (6.2)

Die Abbildung P heißt (orthogonale) Projektion von H auf K.

Beweis. Sei x ∈ H. Nach Definition von dist(x,K) gibt es eine Folge (yk)k∈N in K, so dass

‖x− yk‖H → dist(x,K) bei k →∞ .

Wir zeigen nun, dass (yk)k∈N eine Cauchy-Folge in H ist. Für k, ` ∈ N sehen wir

‖yk − y`‖2H = ‖(yk − x)− (y` − x)‖2H
= ‖yk − x‖2H + ‖y` − x‖2H − 2〈 yk − x, y` − x 〉H
= ‖yk − x‖2H + ‖y` − x‖2H −

(
‖(yk − x) + (y` − x)‖2H − ‖yk − x‖2H − ‖y` − x‖2H

)
= 2
(
‖yk − x‖2H + ‖y` − x‖2H − 2‖(yk + y`)/2− x‖2H

)
(hier haben wir die Parallelogrammidentität explizit nachgerechnet, die in allen Räumen mit Skalar-
produkt gilt). Wegen der Konvexität von K folgt aus yk, y` ∈ K auch (yk + y`)/2 ∈ K, und damit gilt
‖(yk + y`)/2− x‖2H ≤ dist(x,K). Nach Wahl der Folge (yk)k∈N folgt daher

‖yk − y`‖2H ≤ 2
(
‖yk − x‖2H + ‖y` − x‖2H − 2 dist(x,K)

)
→ 0

für k, ` → ∞. Da H vollständig und K abgeschlossen ist, existiert ein y ∈ K mit y = limk→∞ yk, und
mit der Stetigkeit der Norm gilt auch ‖x − y‖ = dist(x,K), so dass wir die Existenz von P (x) := y
gezeigt haben. Einzig die Eindeutigkeit von P (x) bleibt noch zu verifizieren: hat ȳ ∈ K ebenfalls die
Eigenschaft, minimalen Abstand zu x in K zu haben, also ‖x − ȳ‖H = dist(x,K), so gilt analog zu
obiger Rechnung (mit y, ȳ anstelle von yk, y`):

‖y − ȳ‖2H ≤ 2
(
‖y − x‖2H + ‖ȳ − x‖2H − 2 dist(x,K)

)
= 0 .

Daher folgt ȳ = y und die Abbildung P : H → K ist somit eindeutig.

Bemerkungen 6.10 (Charakterisierung der Projektion).

(i) Äquivalent kann die Projektion P : H → K aus Satz 6.9 mithilfe des Kontraproduktives charakte-
risiert werden, mittels

〈x− P (x), y − P (x) 〉H ≤ 0 für alle y ∈ K ; (6.3)

(ii) Ist K sogar ein Unterraum (d. h. mit y1, y2 ∈ K sind beliebige Linearkombinationen λ1y1 + λ2y2

mit λ1, λ2 ∈ R wiederum in K), so ist P : H → K eine lineare Abbildung und charakterisiert
durch

〈x− P (x), y 〉H = 0 für alle y ∈ K (also x− P (x) ∈ K⊥). (6.4)

108



Beweis der Bemerkungen. Wir leiten zunächst die Charakterisierung (6.3) aus (6.2) her. Dazu bemerken
wir für fixiertes x ∈ H, dass wegen der Konvexität von K mit y ∈ K auch λy + (1 − λ)P (x) für alle
λ ∈ [0, 1] in K liegt. Daher impliziert (6.2)

‖x− P (x)‖2H = inf
y∈K

inf
y∈K
‖x− y‖2H

≤ ‖x− (λy + (1− λ)P (x))‖2H
= ‖(x− P (x))− λ(y − P (y))‖2H
= ‖x− P (x)‖2H + λ2‖y − P (x)‖2H − 2λ〈x− P (x), y − P (x) 〉H

für alle λ ∈ [0, 1], aus dem wiederum

2〈x− P (x), y − P (x) 〉H ≤ λ‖y − P (x)‖2H → 0 für λ↘ 0

folgt, also (6.3). Umgekehrt gilt unter Annahme von (6.3) für alle y ∈ K

‖x− y‖2H = ‖x− P (x) + P (x)− y‖2H
= ‖x− P (x)‖2H + 2〈x− P (x), P (x)− y 〉H + ‖P (x)− y‖2H ≥ ‖x− P (x)‖2H

und damit (6.2). Somit ist Bemerkung (i) gezeigt.
Als nächstes leiten wir die Charakterisierung (6.4) aus (6.2) (bzw. (6.3)) her. Da K ein Unterraum

ist, liegt für beliebiges y ∈ K auch ȳ := 2P (x)− y in K. Wenden wir (6.3) auf y und ȳ an, so folgt

〈x− P (x), y − P (x) 〉H ≤ 0 und 〈x− P (x), P (x)− y 〉H ≤ 0 ,

also 〈x − P (x), y − P (x) 〉H = 0 für alle y ∈ K. Da wir insbesondere y = 0 ∈ K wählen können, gilt
〈x−P (x), P (x) 〉H = 0 und damit schon (6.4). Umgekehrt folgt aus (6.4), angewandt für y−P (x) ∈ K
anstelle von x,

〈x− P (x), y − P (x) 〉H = 0 für alle y ∈ K ,

und dies ist nach (i) eine äquivalente Charakterisierung der Abbildung P . Die Linearität von P folgt
schließlich aus (6.4) und der Eindeutigkeit von P : sind x1, x2 ∈ H und λ1, λ2 ∈ R, so impliziert (6.4)

〈λ1x1 + λ2x2 − λ1P (x1)− λ2P (x2), y 〉H = λ1〈x1 − P (x1), y 〉H + λ2〈x2 − P (x2), y 〉H = 0

für alle y ∈ K. Wegen der Eindeutigkeit der Abbildung P gilt daher

P (λ1x1 + λ2x2) = λ1P (x1) + λ2P (x2)

und die Linearität von P ist Fall, dass K ein Unterraum ist, gezeigt.

Damit haben wir nun das Hilfsmittel, um uns mit der Darstellung von linearen beschränkten Funk-
tionalen auf einem Hilbertraum zu beschäftigen. Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist das Skalar-
produkt mit einem fixierten Element x ∈ H, also die Abbildung y 7→ 〈x, y 〉 für y ∈ H, ein Element
aus H∗. Wir zeigen nun, dass tatsächlich alle Elemente aus H∗ eine solche Darstellung besitzen.

Satz 6.11 (Darstellungssatz von Riesz). Sei H ein reeller Hilbertraum und J : H → H∗ die kanonische
Abbildung, die gegeben ist durch

J(x)(y) := 〈x, y 〉H für x, y ∈ H .

Dann ist J ein linearer isometrischer Isomorphismus, d. h. es gilt ‖J(x)‖H∗ = ‖x‖H für alle x ∈ H
und J ist bijektiv. Insbesondere existiert zu jedem x∗ ∈ H∗ ein Element x = J−1(x∗), so dass

x∗(x) = 〈x, y 〉 für alle y ∈ H .
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Beweis. Isometrie: Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt

|J(x)(y)| ≤ ‖x‖H‖y‖H ≤ ‖x‖H für alle y ∈ H mit ‖y‖H ≤ 1 .

Für x = 0 ist außerdem J(x) = 0, und für x 6= 0 gilt für die Wahl y = x/‖x‖H außerdem J(x)(x/‖x‖H) =
‖x‖H . Damit folgt für alle x ∈ H

‖J(x)‖H∗ = sup
y∈H : ‖y‖H≤1

|J(x)(y)| = ‖x‖H .

Injektivität: folgt aus der Linearität von J und der Isometrie.
Surjektivität: Für ein beliebiges x∗ ∈ H∗ \ {0} müssen wir nun ein x ∈ H bestimmen, so dass

J(x) = x∗ gilt, also
J(x)(y) = (x, y) = x∗(y) für alle y ∈ H (6.5)

(für x∗ = 0 ist dies trivial für J(0) erfüllt). Wir gehen hierfür in zwei Schritten vor und bestimmen
zunächst ein x0, so dass die Identität (6.5) für alle y aus der Teilmenge

ker(x∗) :=
{
y ∈ H : x∗(y) = 0

}
gilt. Dies ist wegen der Linearität und Stetigkeit von x∗ ein abgeschlossener Unterraum. Sei nun P : H →
ker(x∗) die orthogonale Projektion auf ker(x∗). Wegen x∗ 6= 0 können wir e ∈ H wählen, so dass
x∗(e) = 1, und dann definieren wir

x0 := e− P (e)

(dies impliziert auch x∗(x0) = x∗(e) = 1). Nach Bemerkung 6.10 (ii) folgt dann 〈x0, y 〉H = 0 für alle
y ∈ ker(x∗), also operiert jedes Vielfache von x0 auf ker(x∗) wie gewünscht. Mithilfe der Skalierung von
x0 werden wir nun sicherstellen, dass x0 auf ganz H richtig operiert. Für allgemeine y ∈ H beobachten
wir hierzu, dass y − x∗(y)x0 ∈ ker(x∗) gilt (wegen x∗(y − x∗(y)x0) = x∗(y) − x∗(y)x∗(x0) = 0) und
damit

〈x0, y 〉H = 〈x0, y − x∗(y)x0 + x∗(y)x0 〉H = 〈x0, x
∗(y)x0 〉H = x∗(y)‖x0‖2H

folgt. Definieren wir also x := x0/‖x0‖2H , so gilt (6.5) und die Surjektivität von J ist gezeigt.

Die obige Aussage (ohne die Eigenschaft der Isometrie) bleibt auch dann gültig, wenn wir statt des
Skalarprodukts eine beliebige beschränkte und koerzive Linearform betrachten.

Satz 6.12 (von Lax–Milgram). Sei H ein reeller Hilbertraum und B : H ×H → R eine Bilinearform,
die beschränkt und koerziv ist, d. h. es existieren Konstanten 0 < θ ≤ L, so dass

B(x, x) ≥ θ‖x‖2H ,
B(x, y) ≤ L‖x‖H‖y‖H

für alle x, y ∈ H gilt. Dann existiert eine lineare Bijektion Λ: H∗ → H, so dass

B(Λ(x∗), y) = x∗(y)

für alle x∗ ∈ H∗ und alle y ∈ H gilt. Außerdem sind sowohl Λ als auch sein Inverses Λ−1 beschränkt.

Beweis. Schritt 1: Existenz einer linearen, bijektiven Abbildung A : H → H mit

B(x, y) = 〈Ax, y 〉H für alle x, y ∈ H

und so dass ‖A‖L(H,H) ≤ L und ‖A−1‖L(H,H) ≤ θ−1 gelten.
a) Existenz, Linearität und Schranke an A: Für festes x ∈ H ist Tx : H → R, definiert als Tx(y) :=

B(x, y) für y ∈ H, nach Voraussetzung linear und beschränkt, also in H∗. Nach dem Satz 6.11 von Riesz
existiert also ein eindeutiges A(x) := J−1(Tx) ∈ H mit

B(x, y) = Tx(y) = 〈A(x), y 〉H für alle y ∈ H .
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Wegen der Linearität von B im ersten Argument und der Eindeutigkeit von A(x) ist A sogar linear
(was die Schreibweise Ax anstelle von A(x) rechtfertigt). Offensichtlich gilt für alle x ∈ A wegen der
Beschränktheit von B auch

‖Ax‖H = sup
y∈H : ‖y‖H≤1

〈Ax, y 〉H = sup
y∈H : ‖y‖H≤1

B(x, y) ≤ L‖x‖H

und damit ‖A‖L(H,H) ≤ L.

b) Untere Schranke für ‖Ax‖H und Injektivität: Wegen der Koerzivität von B gilt

θ‖x‖2H ≤ B(x, x) = 〈Ax, x 〉H ≤ ‖Ax‖H‖x‖H

für alle x ∈ H, und damit auch ‖Ax‖H ≥ θ‖x‖H . Insbesondere ist A damit injektiv.

Abgeschlossenheit von Bild(A): Sei (yk)k∈N eine Folge von Bildpunkten yk = Axk für xk ∈ H, so
dass yk → y in H gilt. Wir müssen zeigen, dass y im Bild von A liegt. Wegen der unteren Schranke an
A gilt

‖xk − x`‖H ≤ θ−1‖yk − y`‖H für k, ` ∈ N ,

und damit ist die Folge der Urbilder (xk)k∈N eine Cauchy-Folge in H. Daher existiert ein x ∈ H mit
xk → x bei k →∞, und wegen der Stetigkeit von A gilt yk = Axk → Ax = y für k →∞.

d) Surjektivität von A und Schranke an A−1: Angenommen, Bild(A) 6= H, dann existiert x ∈
H \ Bild(A). Ist P : H → Bild(A) die orthogonale Projektion auf Bild(A), so gilt für x0 := x− Px 6= 0
die Eigenschaft

〈x0, y 〉H = 〈x− Px, y 〉H = 0 für alle y ∈ Bild(A)

nach Bemerkung 6.10 (ii). Mit Ax0 ∈ Bild(A) und der Koerzivität von B folgt dann aber

0 = 〈x0, Ax0 〉 = B(x0, x0) ≥ θ‖x0‖2H ,

also müsste x0 = 0 gelten, was ein Widerspruch ist. Die Abbildung A ist damit surjektiv, und wir können
nun in die untere Schranke ‖Ax‖H ≥ θ‖x‖H statt x auch A−1x einsetzen, womit wir ‖x‖H ≥ θ‖A−1x‖H
für alle x ∈ H folgern. Dementsprechend gilt ‖A−1‖L(H,H) ≤ θ−1.

Schritt 2: Aussage des Satzes. Ist x∗ ∈ H∗ gegeben, so existiert nach dem Satz 6.11 von Riesz ein
eindeutiges Element J−1(x∗) mit

x∗(y) = 〈 J−1(x∗), y 〉 für alle y ∈ H .

Andererseits gilt nach Schritt 1 die Identität 〈 J−1(x∗), y 〉H = B(A−1J−1(x∗), y), so dass

x∗(y) = B(A−1J−1(x∗), y) für alle y ∈ H

und damit Λ = A−1J−1 folgt. Eindeutigkeit, Linearität, Injektivität und Surjektivität folgt aus den
entsprechenden Aussagen für A und J , und auch die Beschränktheit von Λ und Λ−1 lässt sich einfach
verifizieren.

6.2 Schwache Ableitungen und Sobolevräume

Für die elliptischen partiellen Differentialgleichungen, die wir in diesem Kapitel untersuchen wollen,
stellen sich die sogenannten Sobolevräume als die natürlichen Funktionenräume heraus, in denen wir
relativ einfach die Existenz von Lösungen zeigen können. Eine Möglichkeit, diese Räume einzuführen,
ist es, zunächst den Differentiationsbegriff zu verallgemeinern, und dann die Sobolevräume mittels der
Integrierbarkeit dieser verallgemeinerten Ableitungen zu definieren.
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Schwache Differenzierbarkeit. Wir beobachten zuerst, dass eine Funktion f ∈ C1(Ω) für beliebige
Funktionen ϕ ∈ C∞0 (Ω) die partielle Integrationsregel∫

Ω

fDiϕdx = −
∫

Ω

Difϕ dx

für i ∈ {1, . . . , n} erfüllt. Da sowohl das rechte als auch das linke Integral auch dann noch definiert sind,
wenn f bzw. Dif Funktionen in L1

loc(Ω) sind, können wir die Gültigkeit der partiellen Integrationsformel
(für erste oder auch höhere Ordnung) für die Definition einer verallgemeinerten Ableitung heranziehen.

Definition 6.13. Sei f ∈ L1
loc(Ω) und sei β ∈ Nn0 ein Multiindex. Man sagt, dass f eine schwache

Ableitung Dβf besitzt, falls eine Funktion gβ ∈ L1
loc(Ω) existiert (die dann mit Dβf bezeichnet wird),

so dass für jede Testfunktion ϕ ∈ C∞0 (Ω) die partielle Integrationsregel∫
Ω

fDβϕdx = (−1)|β|
∫

Ω

gβϕdx

gilt. Ist k ∈ N und existieren die schwachen Ableitungen Dβf für alle Multiindizes β ∈ Nn0 mit 0 ≤
|β| ≤ k, so heißt f schwach differenzierbar bis zur Ordnung k.

Bemerkungen 6.14.

(i) Falls eine schwache Ableitung Dβf existiert, so ist diese (als L1
loc(Ω)-Repräsentant) eindeutig.

Dies ist eine Konsequenz des Fundamentallemmas der Variationsrechnung (in der L1-Version).

(ii) Ist f ∈ Ck(Ω), so stimmt die klassische Ableitung mit der schwachen Ableitung überein (vgl. die
Rechnung oben für k = 1).

(iii) Alternativ können schwache Ableitungen auch durch Approximation mit glatten Funktionen ein-
geführt werden: die schwache Ableitung D̄βf eine Funktion f ∈ L1

loc(Ω) existiert genau dann, falls
eine Folge von Funktionen (fk)k∈N in C |β|(Ω) existiert mit

fk → f stark in L1
loc(Ω) und (Dβfk)k∈N ist eine Cauchy-Folge in L1

loc(Ω) .

Die schwache Ableitung D̄βf ist dann genau der Grenzwert der Folge (Dβfk)k∈N (der wegen
der Vollständigkeit von L1 existiert). Die Äquivalenz dieser beiden Definitionen von schwachen
Ableitungen werden wir später noch beweisen.

Beispiele 6.15.

(i) Sei Ω = (−1, 1) ⊂ R und f : Ω → R definiert als f(x) = |x|. Damit ist f fast überall in Ω
klassisch differenzierbar und der natürliche Kandidat für die schwache Ableitung die Funktion
g(x) = sign(x) ∈ L1(Ω). Für die Verifikation der partiellen Integrationsregel berechnen wir für
ϕ ∈ C∞0 (Ω)∫ 1

−1

f(x)Dϕ(x) dx =

∫ 0

−1

(−x)Dϕ(x) dx+

∫ 1

0

xDϕ(x) dx

= −
∫ 0

−1

(−1)ϕ(x) dx−
∫ 1

0

(+1)ϕ(x) dx = −
∫ 1

−1

sign(x)ϕ(x) dx .

Anhand dieses Beispiels sehen wir, dass das Konzept der schwachen Ableitung tatsächlich allge-
meiner als das der klassischen Ableitung ist.

(ii) Sei Ω = B1(0) ⊂ Rn und f : Ω → R definiert als f(x) = |x|−γ für γ ∈ R. Wieder ist f fast
überall auf Ω klassisch differenzierbar, und der einzige Kandidat für die schwache Ableitung Dif
ist die Funktion gi := −γ|x|−γ−2xi, mit i ∈ {1, . . . , n}. Mit Polarkoordinaten sieht man, dass gi
genau dann in L1(Ω) liegt, falls γ < n − 1 gilt. Unter dergleichen Bedingung lässt sich auch die
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partielle Integrationsregel verifizieren, indem wir eine kleine Kugel Bε(0) um den Ursprung, in
dem f nicht klassisch differenzierbar, herausschneiden: für ϕ ∈ C∞0 (Ω) gilt mit der klassischen
partiellen Integration (Randterme treten hier nur bei ∂Bε(0) auf )∫

B1(0)

fDiϕdx =

∫
B1(0)\Bε(0)

fDiϕdx+

∫
Bε(0)

fDiϕdx

= −
∫
B1(0)\Bε(0)

Difϕ dx−
∫
∂Bε(0)

ε−γϕνidHn−1 +

∫
Bε(0)

fDiϕdx .

Da die beiden letzten Integrale im Limes ε↘ 0 keinen Beitrag liefern (majorisierte Konvergenz ),
konvergiert die rechte Seite gegen das gewünschte Integral

∫
B1(0)

giϕdx. Dieses Beispiel zeigt uns,

dass in Dimensionen n ≥ 2 unstetige und sogar unbeschränkte Funktionen schwach differenzierbar
sein können (solange die Singularität nicht zu groß ist).

(iii) Sei Ω = (−1, 1) ⊂ R und f : Ω → R definiert als f(x) = sign(x). Diese Funktion ist in Ω nicht
schwach differenzierbar, denn für ϕ ∈ C∞0 (Ω) gilt∫ 1

−1

f(x)Dϕ(x) dx = −
∫ 0

−1

Dϕ(x) dx+

∫ 1

0

Dϕ(x) dx

= −ϕ(0) + ϕ(−1) + ϕ(1)− ϕ(0) = −2ϕ(0) ,

aber es gibt keine Funktion g ∈ L1(Ω), so dass
∫ 1

−1
gϕ dx = 2ϕ(0) für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω) gilt. Dieses

Beispiel zeigt uns, dass Funktionen auf R keine echten Sprünge haben dürfen (und ähnlich kann
man zeigen, dass Funktionen mit Sprüngen entlang von Hyperebenen in höheren Dimensionen
nicht schwach differenzierbar sind).

Definition der Sobolevräume. Die Sobolevräume W k,p(Ω) für k ∈ N und p ∈ [1,∞] werden nun
als die Unterräume von Lp(Ω definiert, für die alle schwachen Ableitungen bis zur Ordnung k existieren
und wieder in Lp(Ω) sind.

Definition 6.16. Sei k ∈ N und p ∈ [1,∞]. Wir definieren den Sobolevraum W k,p(Ω) als

W k,p(Ω) :=
{
f ∈ Lp(Ω): Dβf existiert in Lp(Ω) für alle β ∈ Nn0 mit 0 ≤ |β| ≤ k

}
,

und entsprechend führen wir die lokale Variante W k,p
loc (Ω) durch Ersetzung von Lp(Ω) durch Lploc(Ω) in

dieser Definition ein. Für f ∈W k,p(Ω) setzen wir außerdem

‖f‖Wk,p(Ω) :=


( ∑

0≤|β|≤k

‖Dβf‖pLp(Ω)

) 1
p

für 1 ≤ p <∞∑
0≤|β|≤k

‖Dβu‖L∞(Ω) für p =∞ .
(6.6)

Bemerkung 6.17 (Alternative Definition). Ähnlich wie schwache Ableitungen können Sobolevräume al-
ternativ durch Approximation mit glatten Funktionen eingeführt werden, und zwar als Vervollständigung
aller glatten Funktionen unter der Integralnorm (6.6) (solche Integralnormen spielen eine wichtige Rolle
für die Anwendung des Satzes von Lax–Milgram). Diese Räume werden aus historischen Gründen mit
H bezeichnet, also

Hk,p(Ω) := C∞(Ω) ∩W k,p(Ω)
‖·‖

Wk,p(Ω) .

Nach Definition liegen Funktionen mit schwacher Ableitung automatisch im Raum W 1,1
loc (Ω), und

daher muss lediglich die Integrabilität der Funktion und ihrer schwachen Ableitungen überprüft werden.
Für die Funktion f(x) = |x|−γ auf Ω = B1(0) ⊂ Rn aus Beispiel 6.15 (ii) etwa folgt mit Verwendung
von Polarkoordinaten, dass wir f ∈W 1,p(Ω) für p ∈ (1,∞) genau dann haben, wenn γ < (n− p)/p gilt.
In diesem Fall kann man also sehr konkret nachweisen, dass die Funktion in einem Sobolevraum liegt.
Aber auch für allgemeinere Funktionen gibt relativ einfache und natürliche Kriterien.
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Bemerkungen 6.18 (Kriterien für schwache Ableitungen in Lp).

(i) Klassische Differenzierbarkeit auf “großen” Mengen: Ist f ∈ Lp(Ω) klassisch differenzierbar au-
ßerhalb einer (messbaren) Ausnahmemenge A und sind die klassischen Ableitung in Lp(Ω \ A),
so gilt f ∈W 1,p(Ω) (und die schwache Ableitung ist durch die klassische gegeben), falls die Haus-
dorffdimension von A klein genug ist (< n−p). Vorsicht: Klassische Differenzierbarkeit außerhalb
von Nullmengen reicht nicht aus, denn die Cantorfunktion ist fast überall klassisch differenzierbar
mit verschwindender Ableitung, sie besitzt aber keine schwache Ableitung.

(ii) Differenzenquotienten: Ausgehend von der klassischen Differenzierbarkeit schaut man sich hier die
Differenzenquotienten |f(x+hei)− f(x)|/|h| für h ∈ (0, 1) und eine Funktion f ∈ Lp(Ω) an. Sind
diese Differenzenquotienten uniform in h in Lp beschränkt, so folgt schwache Differenzierbarkeit
von f in Ω mit einer Schranke an die Lp-Norm der schwachen Ableitung Df (dies benötigt etwas
Funktionalanalysis in Form von schwacher Kompaktheit der Lp-Räume).

Bevor wir gleich zu allgemeinen Eigenschaften der Sobolevräume kommen, zeigen wir zunächst, dass
einige elementare Eigenschaften der klassischen Ableitungen auch für die schwachen Ableitungen gelten.

Satz 6.19 (Elementare Eigenschaften der schwachen Ableitung). Sei f ∈W k,p(Ω) für k ∈ N, p ∈ [1,∞]
und sei α ∈ Nn0 mit |α| ≤ k. Dann gelten:

(i) Dαf ∈W k−|α|,p(Ω) mit schwachen Ableitungen Dβ(Dαf) = Dα+βf für alle Multiindizes β ∈ Nn0
mit |β| ≤ k − |α|;

(ii) W k,p(Ω) ist ein Vektorraum und Dα : W k,p(Ω)→W k−|α|,p(Ω) ist eine lineare Abbildung;

(iii) Ist Ω′ eine offene Teilmenge von Ω, so gilt f ∈W k,p(Ω′) (Restriktion);

(iv) Ist η ∈ C∞0 (Ω), so gilt ηf ∈W k,p(Ω) mit der Leibnizformel

Dα(ηf) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβηDα−βf mit

(
α

β

)
:=

α!

β!(α− β)!
.

Beweis. Für den Beweis von (i) sei ϕ ∈ C∞0 (Ω). Dann gilt für β ∈ Nn0 mit |β| ≤ k − |α| auch Dβϕ ∈
C∞0 (Ω) und damit∫

Ω

DαfDβϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

fDα+βϕdx = (−1)|β|
∫

Ω

Dα+βfϕ dx .

Dies zeigt Dβ(Dαf) = Dα+βf , und da die rechte Seite in Lp(Ω) liegt, folgt auch Dαf ∈ W k−|α|,p(Ω).
Die Aussage (ii) folgt sofort aus der Linearität des Integrals, und Aussage (iii) aus den Inklusionen
C∞0 (Ω) ⊃ C∞0 (Ω′) (letztere fassen wir hier auf als fortgesetzt durch Null in Ω \Ω′) und Lp(Ω) ⊂ Lp(Ω′)
(erstere fassen wir hier auf als eingeschränkt auf Ω′). Die letzte Aussage (iv) wird durch Induktion
bewiesen. Ist |α| = 1, so gilt für jedes ϕ ∈ C∞0 (Ω) die Identität∫

Ω

(ηf)Dαϕdx =

∫
Ω

fDα(ηϕ) dx−
∫

Ω

fDαηϕ dx

= −
∫

Ω

Dαfηϕ dx−
∫

Ω

fDαηϕ dx ,

also Dα(ηf) = Dαfη + fDαη, und offensichtlich haben wir damit auch Dα(ηf) ∈ Lp(Ω). Wir nehmen
nun an, dass die Leibnizformel für Multiindizes γ mit |γ| ≤ ` gültig ist. Ist α ein Multiindex mit
|α| = `+1, so finden wir γ, γ′ ∈ Nn0 mit α = γ+γ′ und |γ′| = 1. Dann folgt mit der Induktionsannahme
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für jedes ϕ ∈ C∞0 (Ω)∫
Ω

(ηf)Dαϕdx =

∫
Ω

(ηf)Dγ(Dγ′ϕ) dx

= (−1)|γ|
∫

Ω

Dγ(ηf)Dγ′ϕdx

= (−1)|α|−1

∫
Ω

∑
β≤γ

(
γ

β

)
DβηDγ−βfDγ′ϕdx

= (−1)|α|
∫

Ω

Dγ′
(∑
β≤γ

(
γ

β

)
DβηDγ−βf

)
ϕdx .

Wenden wir nun erneut die Induktionsannahme und dann die Rechenregeln für Binominialkoeffizienten
an, so erhalten wir die behauptete Darstellungsformel der schwachen Ableitung:

Dα(ηf) =
∑
β≤γ

(
γ

β

)(
Dβ+γ′ηDγ−βf +DβηDγ+γ′−βf

)
=

∑
γ′≤β̃≤α

(
α− γ′

β̃ − γ′

)
Dβ̃ηDα−β̃f +

∑
β≤γ

(
α− γ′

β

)
DβηDα−βf

=
∑
β≤α

(
α

β

)
DβηDα−βf .

Vollständigkeit und Approximierbarkeit durch glatte Funktionen. Viele Eigenschaften der
Lebesgueräume lassen sich sehr einfach auf die Sobolevräume vererben. Als erste wichtige Eigenschaft
zeigen wir nun, dass auch die Sobolevräume Banachräume sind (und im Fall p = 2 sogar Hilberträume).

Satz 6.20. Die Sobolevräume W k,p(Ω), mit k ∈ N und p ∈ [1,∞], sind Banachräume mit Norm
‖ · ‖Wk,p(Ω) aus (6.6).

Beweis der Vollständigkeit. Sei (fm)m∈N eine Cauchyfolge in W k,p(Ω). Die Folgen (Dβfm)m∈N sind
dann für alle Multiindizes β ∈ Nn0 mit |β| ≤ k Cauchyfolgen in Lp(Ω), und wegen der Vollständigkeit
von Lp(Ω) konvergieren sie gegen Funktionen gβ in Lp(Ω). Die Funktion f := g(0,...,0) ∈ Lp(Ω) ist
nun der Kandidat für den Grenzwert der Folge (fm)m∈N. Um den Beweis abzuschließen, brauchen wir
nur noch zu verifizieren, dass f ∈ W k,p(Ω) mit Dβ = gβ für β ∈ Nn0 mit |β| ≤ k gilt. Dazu nehmen
wir eine beliebige Testfunktion ϕ ∈ C∞0 (Ω). Mit fm ∈ W k,p(Ω) für alle m ∈ N und mit den starken
Konvergenzen fm → f und Dβfm → gβ in Lp(Ω) folgern wir∫

Ω

fDβϕdx = lim
m→∞

∫
Ω

fmD
βϕdx

= (−1)|β| lim
m→∞

∫
Ω

Dβfmϕdx = (−1)|β|
∫

Ω

gβϕdx .

Daher gilt tatsächlich Dβf = gβ , und nach Wahl der Funktionen gβ haben wir die Konvergenz fm → f
in W k,p(Ω) gezeigt.

Bemerkung 6.21. Die Sobolevräume W k,2(Ω) sind für k ∈ N sogar Hilberträume, wobei das Skalar-
produkt gegeben ist durch

〈f, g〉Wk,2(Ω) :=
∑

0≤|β|≤k

∫
Ω

DβfDβg dx für f, g ∈W k,2(Ω) .
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Von den Lebesgueräumen Lp(Ω) mit p ∈ [1,∞) wissen wir bereits, dass glatte Funktionen dicht
liegen, und insbesondere haben wir in Satz 2.16 gesehen, dass die ε-Glättungen fε := ηε ∗ f (mit einem
glättenden Kern ηε) für eine lokale Approximation von Lp(Ω) genutzt werden können. Tatsächlich lassen
sich mit diesen ε-Glättungen auch Sobolevfunktionen bzgl. deren Norm approximieren.

Satz 6.22 (Eigenschaften von Glättungen II). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn, ε > 0 und f ∈
W k,p

loc (Ω) für k ∈ N und p ∈ [1,∞). Für die ε-Glättungen fε gelten die folgenden Eigenschaften:

(vi) Vertauschbarkeit mit schwachen Ableitungen: für alle Multiindizes β ∈ Nn0 mit |β| ≤ k gilt

Dβfε = (Dβf)ε := ηε ∗Dβf in Ωε := {x ∈ Ω: dist(x, ∂Ω) > ε} ;

(vii) Erhaltung der Norm: es gilt ‖fε‖Wk,p(Ωε) ≤ ‖f‖Wk,p(Ω);

(viii) Approximation: fε konvergiert gegen f in W k,p
loc (Ω).

Beweis. Um die Identität in (vi) zu zeigen, verwenden wir die Vertauschbarkeit von Integration und
Differentiation sowie die schwachen Differenzierbarkeit von f , und wir sehen damit für alle x ∈ Ωε:

Dβfε(x) = Dβ

∫
Ω

ηε(x− y)f(y) dy

=

∫
Ω

Dβ
xηε(x− y)f(y) dy

= (−1)|β|
∫

Ω

Dβ
y ηε(x− y)f(y) dy

=

∫
Ω

ηε(x− y)Dβf(y) dy = (ηε ∗Dβf)(x) .

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass y 7→ ηε(x− y) für jedes x ∈ Ωε eine C∞0 (Ω)-Funktion ist.
Die Erhaltung der Norm ist dann eine direkte Konsequenz aus (i) und der Erhaltung der Lp-Norm

aus Satz 2.16 (iii), angewandt auf alle schwachen Ableitungen Dβf ∈ Lp(Ω) für β ∈ Nn0 mit |β| ≤ k.
Um schließlich noch die Approximationseigenschaft (viii) zu zeigen, verwenden wir wieder (vi) und

die Approximationseigenschaft für Lp-Funktionen aus Satz 2.16 (iv), und wir erhalten damit

‖fε − f‖Wk,p(Ω′) =
( ∑

0≤|β|≤k

‖Dβfε −Dβf‖pLp(Ω′)

) 1
p

=
( ∑

0≤|β|≤k

‖(Dβf)ε −Dβf‖pLp(Ω′)

) 1
p → 0 bei ε↘ 0

für jede Teilmenge Ω′ b Ω. Damit ist die Konvergenz fε → f in W k,p
loc (Ω) bewiesen.

Mithilfe dieses Satzes können wir nun auch zeigen, dass unsere Definition 6.13 der schwachen Ab-
leitung und die alternativen Definition der schwachen Ableitung aus Bemerkung 6.14 (iii) äquivalent
sind.

Beweis der Äquivalenz der beiden Definitionen der schwachen Ableitung. Existiert zu f ∈ L1
loc(Ω) eine

Funktionenfolge (fk)k∈N in C |β|(Ω) wie in Bemerkung 6.14 (iii), so gilt mit der klassischen partiellen
Differentiationsregel ∫

Ω

fkD
βϕdx = (−1)|β|

∫
Ω

Dβfkϕdx

für alle Funktionen ϕ ∈ C∞0 (Ω) und k ∈ N. Mithilfe der L1
loc(Ω)-Konvergenzen der Folgen (fk)k∈N und

(Dβfk)k∈N folgt also∫
Ω

fDβϕdx = lim
k→∞

∫
Ω

fkD
βϕdx = (−1)|β| lim

k→∞

∫
Ω

Dβfkϕdx = (−1)|β|
∫

Ω

D̄βfϕ dx ,
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und damit ist f schwach differenzierbar mit Dβf = D̄βf .
Ist umgekehrt f ∈ L1

loc(Ω) schwach differenzierbar, also in W 1,1
loc (Ω), und ist eine Menge Ω′ b Ω

vorgegeben, so existiert nach Satz 6.22 (iii) eine Folge von Glättungen (fεm)m∈N (mit εm < dist(Ω′, ∂Ω)
hinreichend klein für alle m ∈ N) mit εm → 0 bei m → ∞ und fεm → f in W k,p(Ω′). Daher sind die
Folgen (Dβfεm)m∈N Cauchyfolgen mit Grenzwert Dβf in L1(Ω′) für alle β ∈ Nn0 mit |β| ≤ k, und f ist
im Sinne von Bemerkung 6.14 (iii) schwach differenzierbar mit D̄βf = Dβf .

Die Konvergenz aus Satz 6.22 (viii) lässt sich auf beschränkten Gebieten von lokaler zu globaler
W k,p-Konvergenz verbessern.

Satz 6.23. Sei Ω eine offene und beschränkte Teilmenge des Rn, und sei f ∈ W k,p
loc (Ω) für k ∈ N

und p ∈ [1,∞). Dann existiert eine Folge (fm)m∈N in C∞(Ω) ∩ W k,p(Ω) mit fm → f in W k,p(Ω).
Insbesondere ist damit C∞(Ω) ∩W k,p(Ω) dicht in W k,p(Ω).

Beweis. Der Beweis nutzt das vorhergehende Approximationsargument auf einer Zwiebelring-ähnlichen
Überdeckung des Gebietes Ω aus, bei denen die Ringe immer schmäler werden, je näher wir am Rand
∂Ω sind. Dazu definieren wir offene Mengen (Vi)i∈N0

durch

Vi := Ω1/(i+3) \ Ω1/(i+1) für i ∈ N und V0 := Ω1/3 .

Offensichtlich ist (Vi)i∈N0
eine Überdeckung von Ω und wir können eine zugehörige Zerlegung der 1

wählen, d. h. Funktionen ζi ∈ C∞0 (Vi, [0, 1]) für i ∈ N0 mit
∑
i∈N0

ζi = 1 in Ω. Nun wollen wir ζif , das

nach Satz 6.19 (iv) in W k,p(Ω) liegt und spt(ζif) ⊂ Vi erfüllt, mithilfe des letzten Satzes 6.22 (viii) durch
geeignete Glättungen lokal approximieren. Ist m ∈ N, so finden wir für jedes i ∈ N0 ein εi = εi(m) > 0,
so dass

‖ζif − (ζif)εi‖Wk,p(Ω) ≤ 2−i−1m−1 für i ∈ N0 ,

spt
(
(ζif)εi

)
⊂ Ω1/(i+4) \ Ω1/i für i ∈ N bzw. spt

(
(ζ0f)ε0

)
⊂ Ω1/4

gelten. Die Kandidaten für die Approximation von f in W k,p(Ω) sind nun die Funktionen

fm :=
∑
i∈N0

(ζif)εi für m ∈ N .

Da für jedes x ∈ Ω bei dieser Summe nur endlich viele Summanden beitragen (insbesondere nur solche
mit Index ` ≤ i, falls x ∈ Ω1/i), ist fm wohldefiniert, in C∞(Ω), und wegen Satz 6.22 (vii) auch in

W k,p(Ω). Wegen f =
∑
i∈N0

ζif gilt für i ≥ 3 außerdem

‖f − fm‖Wk,p(Ω1/i) ≤
i∑

`=0

‖(ζ`f)ε` − ζ`f‖Wk,p(Ω) ≤ m−1
i∑

`=0

2−`−1 ≤ m−1 .

Mit monotoner Konvergenz folgt dann ‖f − fm‖Wk,p(Ω) → 0 bei m → ∞ und die globale W k,p(Ω)-
Konvergenz ist bewiesen.

Bemerkung 6.24. Mit diesem Satz haben wir die Inklusion W k,p(Ω) ⊂ Hk,p(Ω) für die in Bemer-
kung 6.17 eingeführten H-Sobolevräume gezeigt. Die andere Inklusion gilt wegen der Vollständigkeit von
W k,p(Ω) bzgl. W k,p(Ω)-Konvergenz. Die Äquivalenz dieser Räume wurde 1964 von Meyers und Serrin
bewiesen (in einem Paper mit dem Titel “H = W”).

Bemerkung 6.25. Hat Ω zusätzlich einen C1-Rand, so können die Approximationen sogar glatt bis
zum Rand gewählt werden, d. h. aus C∞(Ω) (dies geht über lokales Geradebiegen des Randes, vgl. [5,
Kap. 5.3]). Viele Eigenschaften für Sobolevfunktionen auf beschränkten offenen Gebieten Ω mit C1-Rand
lassen sich mithilfe dieser Approximationsaussage zeigen, indem man sie zunächst für glatte Funktionen
in C∞(Ω) zeigt und dann die allgemeine Aussage über die Dichtheit dieser Funktionen im Sobolevraum
folgert. Wesentlich für diesen letzten Schluss ist, dass nur Größen vorkommen, die durch die Norm im
Sobolevraum dominiert sind. Dies ist insbesondere bei den folgenden Resultaten der Fall:
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(i) Fortsetzungssätze: Es existiert ein beschränkter, linearer Operator E : W 1,p →W 1,p(Rn), so dass
für jedes f ∈ W 1,p(Ω) gilt: Ef = f gilt fast überall in Ω und Ef hat kompakten Träger in einer
vorgegebenen echten Obermenge von Ω.

(ii) Spursätze: Es existiert ein beschränkter, linearer Operator T : W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω), der jeder
W 1,p(Ω)-Funktion eine Randfunktion zuweist, und diese Randfunktion ist für C(Ω)-Funktionen
genau die Einschränkung der Funktion auf den Rand ∂Ω. Diese Aussage bedeutet insbesondere,
dass Sobolevfunktionen nicht auf beliebigen Hn−1-Nullmengen abgeändert werden können.

(iii) Einbettungssätze: W 1,p(Ω)-Funktionen sind regulärer als Lp(Ω)-Funktionen, und zwar sind sie
stetig für p > n und in Lq(Ω) für alle q ≤ np/(n− p) für p < n.

Die genauen Aussagen und Beweise finden sich zum Beispiel in [5, Kap. 5.4, 5.5, 5.6] und werden auch
in weiterführenden Vorlesungen besprochen.

Sobolev-Analogon zu Testfunktionen C∞
0 (Ω). Da wir zum einen eine größere Klasse von Test-

funktionen betrachten wollen und zum anderen im Dirichletproblem für die elliptischen Gleichungen
Randwerte in einem schwachen Sinn vorschreiben wollen, müssen wir noch Teilräume der Sobolev-
Funktionen einführen, die vorgegebene Randwerte annehmen (im einfachsten Fall Nullrandwerte).

Definition 6.26. Sei k ∈ N und p ∈ [1,∞). Wir definieren den Raum W k,p
0 (Ω) als den Abschluss der

Testfunktionen C∞0 (Ω) in W k,p(Ω), also

W k,p
0 (Ω) := C∞0 (Ω) ∩W k,p(Ω)

‖·‖
Wk,p(Ω)

=
{
f ∈W k,p(Ω): es existiert (fm)m∈N in C∞0 (Ω) mit fm → f in W k,p(Ω)

}
.

Hier ist die Dichtheit glatter Funktionen schon in der Definition gefordert, und dies erlaubt es
typischerweise, Aussagen für W k,p

0 -Funktionen in allgemeineren Situationen zu beweisen wie die ent-
sprechenden Aussagen für W k,p-Funktionen.

Ungleichungen, die die Lp-Norm einer Funktion gegen die Lp-Norm ihrer Ableitung abschätzen,
werden Poincaré-Ungleichungen genannt. Dass ein solche Ungleichungen für beliebige W k,p-Funktionen
gilt, kann man nicht erwarten (Verschiebungen um Konstanten). Für W 1,p

0 -Funktionen gelten sie jedoch:

Satz 6.27 (Poincaré-Ungleichung). Sei Ω eine offene Teilmenge des Rn, die in einem Streifen der Breite
d > 0 zwischen zwei parallelen Hyperebenen enthalten ist. Ist p ∈ [1,∞), so gilt für alle f ∈W 1,p

0 (Ω)∫
Ω

|f |p dx ≤ dp

p

∫
Ω

|Df |p dx .

Beweis. Nach Translation und Drehung können wir Ω ⊂ Rn−1 × (0, d) annehmen. Ist f ∈ C∞0 (Ω), so
gilt

f(x) =

∫ xn

0

Dnf(x′, t) dt ,

wobei wir wieder die Notation x′ := (x1, . . . , xn−1) verwendet haben. Mit der Hölder-Ungleichung,
angewandt mit Exponenten p und p/(p− 1), folgt dann∫

Ω

|f |p dx =

∫ d

0

∫
Rn−1

∣∣∣ ∫ xn

0

Dnf(x′, t) dt
∣∣∣p dx′ dxn

≤
∫ d

0

∫
Rn−1

∫ xn

0

|Dnf(x′, t)|p dtxp−1
n dx′ dxn

≤
∫ d

0

xp−1
n dxn

∫
Rn−1

∫ d

0

|Dnf(x′, t)|p dt dx′ =
dp

p

∫
Ω

|Df |p dx .
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Im allgemeinen Fall, dass wir eine Funktion f ∈ W 1,p
0 (Ω) haben, existiert eine Folge von Funktionen

(fm)m∈N in C∞0 (Ω) ∩W 1,p(Ω) mit fm → f in W 1,p(Ω) bei m→∞, und damit gilt mithilfe des obigen
Spezialfalls ∫

Ω

|f |p dx = lim
m→∞

∫
Ω

|fm|p dx ≤
dp

p
lim
m→∞

∫
Ω

|Dfm|p dx =
dp

p

∫
Ω

|Df |p dx .

Bemerkungen 6.28.

(i) Die Poincaré-Ungleichung gilt für spezielle Gebiete auch für Funktionen in W 1,p(Ω), die ver-
schwindenden Mittelwert auf Ω haben. Ist das Gebiet konvex und beschränkt, so kann man einen
konstruktiven Beweise führen. Für beschränkte, zusammenhängende Gebiete gibt es einen indirek-
ten Beweis, der auf schwacher Kompaktheit der W 1,p-Räume (aus der Funktionalanalysis) beruht.

(ii) Als abgeschlossener Unterraum eines Banachraumes sind die Räume W 1,p
0 (Ω) ebenfalls vollständig,

und mit der Poincaré-Ungleichung ist die Abbildung ‖ · ‖W 1,p
0 (Ω) : W 1,p

0 → R, definiert durch

‖f‖W 1,p
0 (Ω)

:= ‖Df‖Lp(Ω,Rn) für f ∈W 1,p
0 (Ω) ,

eine zu ‖ · ‖W 1,p(Ω) äquivalente Norm auf W 1,p
0 (Ω).

6.3 Existenz schwacher Lösungen

Wir kehren nun zu den linearen, gleichmäßig elliptischen partiellen Differentialgleichungen (6.1) zweiter
Ordnung in Divergenzform zurück und definieren zunächst das Konzept einer schwachen Lösung. Dazu
beobachten wir zunächst, ähnlich wie bei der Definition der schwachen Ableitung, dass wir diese Glei-
chung für eine klassische Lösung u ∈ C2(Ω) mit einer Testfunktion ϕ ∈ C∞0 (Ω) multiplizieren können,
dann über Ω integrieren, und mit der partiellen Integrationsformel folgt dann∫

Ω

∑
1≤i,j≤n

aij(x)Diu(x)Djϕ(x) dx+

∫
Ω

∑
1≤i≤n

bi(x)Diu(x)ϕ(x) dx

+

∫
Ω

c(x)u(x)ϕ(x) dx =

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx .

Da wir vorausgesetzt haben, dass alle Koeffizienten aij , bi, c beschränkt und die Inhomogenität f in
L2(Ω) liegt, sind alle Integrale noch wohldefiniert, falls u eine W 1,2(Ω)-Funktion ist. Die Gültigkeit
der obigen Identität für alle Testfunktionen ϕ ∈ C∞0 (Ω) können wir daher für die Definition einer
verallgemeinerten Lösung hernehmen.

Definition 6.29. Eine Funktion u ∈W 1,2(Ω) heißt schwache Lösung von (6.1), falls∫
Ω

a(x)Du(x) ·Dϕ(x) dx+

∫
Ω

b(x) ·Du(x)ϕ(x) dx+

∫
Ω

c(x)u(x)ϕ(x) dx =

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx

für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω) gilt. Hierbei haben wir die Kurzschreibweisen

aDu ·Dϕ :=
∑

1≤i,j≤n

aijDiuDjϕ und b ·Duϕ :=
∑

1≤i≤n

biDiuϕ

verwendet.

Bemerkung 6.30. Die Identität in der Definition der schwachen Lösung gilt tatsächlich für die größere
Klasse von Testfunktion W 1,2

0 (Ω): ist ϕ ∈ W 1,2(Ω), so existiert nach Definition eine Folge von Funk-
tionen (ϕm)m∈N in C∞0 (Ω) mit ϕm → ϕ in W 1,2(Ω) bei m → ∞. Im Limes m → ∞ bekommen wir
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dann∫
Ω

a(x)Du(x) ·Dϕ(x) dx+

∫
Ω

b(x) ·Du(x)ϕ(x) dx+

∫
Ω

c(x)u(x)ϕ(x) dx

= lim
m→∞

[ ∫
Ω

a(x)Du(x) ·Dϕm(x) dx+

∫
Ω

b(x) ·Du(x)ϕm(x) dx+

∫
Ω

c(x)u(x)ϕm(x) dx
]

= lim
m→∞

∫
Ω

f(x)ϕm(x) dx =

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx .

Dass das Konzept der schwachen Lösung viel allgemeiner ist als das der klassischen Lösung kann man
sich sehr einfach überlegen, und zwar schon für den Fall a = 1n×n, b = 0, c = 0. Dazu startet man mit
einer Funktion u, die nicht von der Klasse C2 ist und überlegt sich, dass man die Gleichung −∆u = f
als Definition für f hernehmen kann, wenn u eine schwache Lösung dieser elliptischen Gleichung sein
soll. Dass u dann tatsächlich eine schwache Lösung der Gleichung ist und die Inhomogenität f in L2(Ω)
liegt, stellt dann einige Regularitätsanforderungen an u.

Beispiel 6.31. Sei n ≥ 3, α ∈ (max{2 − n/2, 0}, 1), und seien u, f : B1(0) ⊂ Rn → R definiert durch
u(x) := |x|α − 1 und f(x) := −α(n+ α− 2)|x|α−2 für x 6= 0 (der Ursprung ist eine Nullmenge). Dann
haben wir f ∈ L2(Ω), u ∈W 1,2

0 (B1(0))\C1(Ω), und u ist eine schwache Lösung von −∆u = f in B1(0).

Beweis. Um zu zeigen, dass u und f in den angegebenen Räumen liegt, berechnet man zunächst die
Ableitungen

Diu(x) = α|x|α−2xi ,

Diiu(x) = α|x|α−2 + α(α− 2)|x|α−2x2
i ,

∆u(x) = α(n+ α− 2)|x|α−2 = −f(x)

für i ∈ {1, . . . , n} und x 6= 0. Im Beispiel 6.15 (ii) haben wir gesehen, dass die klassische Ableitung auch
die schwache Ableitung ist, und mit Polarkoordinaten ist leicht zu überprüfen, dass u ∈ W 1,2(B1(0))
für alle α > 1 − n/2 und f ∈ L2(B1(0)) für alle α > 2 − n/2 gilt. Dies erklärt die untere Grenze für
die Wahl von α im Beispiel, und die obere Grenze wurde gewählt, damit u tatsächlich nicht von der
Klasse C1 ist. Damit u tatsächlich eine schwache Lösung der Gleichung −∆u = f in B1(0) ist, sieht
man am leichtesten wieder durch Herausschneiden einer Bε(0)-Kugel, in vollkommener Analogie zu der
Rechnung von schwachen Differenzierbarkeit in Beispiel 6.15 (ii).

Bemerkung 6.32. Das Beispiel ist in gewisser Hinsicht optimal, was die (fehlende) Regularität der
schwachen Lösung von Gleichungen der Form −∆u = f betrifft. Tatsächlich kann man mit Techniken
der Regularitätstheorie zeigen, dass in Dimensionen n = 2 jede schwache Lösung von der Klasse C1 ist,
und dass in Dimensionen n ≥ 3 jede schwache Lösung von der Klasse C0,α für ein positives α ist.

Exkurs: Ein schwaches Maximumprinzip für schwache Sublösungen linearer elliptischer
Gleichungen. Wir haben bereits gesehen, dass schwache Maximumprinzipien für (klassische) Lösungen
elliptischer Differentialgleichungen gelten, und nun wollen wir ein solches Maximumprinzip auch inner-
halb des eben vorgestellten schwachen Lösungskonzepts herleiten. Ähnlich wie zuvor kann man auch
hier schwache Sublösungen elliptischer Gleichung betrachten, und wir machen das nun der Einfachheit
halber für Gleichungen in Divergenzform ohne niedrigere Ordnungsterme, das heißt, für eine schwache
Formulierung der Ungleichung

−
∑

1≤i,j≤n

Dj

(
aij(x)Diu(x)

)
≤ 0 in Ω ⊂ Rn , (6.7)

wobei wir immer noch voraussetzen, dass die Koeffizienten aij beschränkt sind.
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Definition 6.33. Eine Funktion u ∈W 1,2(Ω) heißt schwache Sublösung von (6.7), falls∫
Ω

a(x)Du(x) ·Dϕ(x) dx ≤ 0

für alle nicht-negativen Testfunktionen ϕ ∈ C∞0 (Ω) gilt.

Bemerkung 6.34. Wie auch für schwache Lösungen gilt die Ungleichung in der Definition der schwa-
chen Sublösung tatsächlich für alle (fast überall) nicht-negativen Testfunktionen in W 1,2

0 (Ω), wenn man
dies einfach als den Abschluss aller nicht-negativen glatten Funktionen mit kompakten Träger in Ω
auffasst.

Erfüllt die die Matrix a die gleichmäßige Elliptizitätsbedingung a(x)ξ · ξ ≥ θ|ξ|2 für fast alle x ∈ Ω,
alle ξ ∈ Rn und ein θ > 0, so gilt:

Satz 6.35 (Schwaches Maximumprinzip für schwache Sublösungen). Sei Ω eine beschränkte, offene
Menge des Rn, a ∈ L∞(Ω,Rn×n) eine uniform elliptische, beschränkte Koeffizientenmatrix und u ∈
W 1,2(Ω) eine schwache Sublösung von (6.7). Ist g ∈ W 1,2(Ω) mit u − g ∈ W 1,2

0 (Ω) und g ≤ M fast
überall in Ω, so gilt

u ≤M fast überall in Ω .

(Hat Ω einen C1-Rand, so ist die Existenz einer Spur auf ∂Ω sichergestellt und wir können einfacher
schreiben, dass ess supΩ u ≤ ess sup∂Ω u für jede schwache Sublösung u ∈W 1,2(Ω) gilt).

Beweis. Die einzige Information, die wir von einer schwachen Sublösung kennen, ist das Verhalten der
Ungleichung (6.7) bei Integration gegen (nicht-negative) Testfunktionen. Daher basiert dieser Beweis
(wie auch weitere Aussagen zu schwachen Lösungen) ganz wesentlich auf einer guten Wahl von Test-
funktionen. Wir setzen nun

ϕ := max{u−M, 0} .

Dazu bemerken wir zunächst, dass u − M zum Sobolevraum W 1,2(Ω) gehört, und da man leicht
überprüfen kann, dass die Verkettung Lipschitz-stetiger Funktionen selbst wieder eine Sobolevfunktion
ist (mit Ableitung wie bei der klassischen Kettenregel), gilt also ϕ ∈ W 1,2(Ω). Aus Eigenschaften den
Spuroperators folgert man aus den beiden Informationen u− g ∈W 1,2

0 (Ω) und g ≤M fast überall in Ω
sogar ϕ ∈ W 1,2

0 (Ω), und entsprechend der Bemerkung darf ϕ zum Testen der Sublösungsungleichung
hergenommen werden. Zu beachten ist bei der Wahl der Testfunktion die Tatsache

sptϕ ⊂ ΩM := {x ∈ Ω: u(x) ≥M} ,

d.h. wir arbeiten eigentlich nur auf der Menge, auf der u das essentielle Supremum der vorgegebe-
nen Randfunktion g überragt. Aus der schwachen Sublösungseigenschaft sowie der Elliptizität von der
Koeffizientenmatrix a folgt nun

0 ≥
∫

Ω

a(x)Du(x) ·Dϕ(x) dx

=

∫
Ω

a(x)Du(x) ·D(u−M)(x)1ΩM (x) dx

=

∫
Ω

a(x)D(u−M)(x) ·D(u−M)(x)1ΩM (x) dx ≥ θ
∫

Ω

|Dϕ(x)|2 dx .

Daher gilt Dϕ = 0 in Ω, und mit der Poincaré-Ungleichung (anwendbar aufgrund der Nullrandwerte)
folgt schließlich ϕ = 0, also u ≤M , fast überall in Ω.

Bemerkung 6.36. Mit einem ähnliches Testen (möglicherweise auf einer anderen Höhe zwischen M
und dem potentiell größerem Wert ess supΩ u) und einer Poincaré-artigen Ungleichung kann man prin-
zipiell auch einen zusätzlichen Term b ·Du niedrigerer Ordnung behandeln.
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Setting für die Anwendung des Satzes von Lax–Milgram. Nachdem nun die Grundlagen gelegt
sind, wollen wir uns mit der Existenz einer schwachen Lösung der partiellen Differentialgleichung (6.1)
mit Nullrandwerten beschäftigen und dazu den Satz von Lax–Milgram heranziehen. Für die Anwendung
brauchen wir daher

• einen Hilbertraum H, der den Lösungsraum darstellen soll,

• eine koerzive, beschränkte Bilinearform B : H ×H → R,

• ein Element F : H → R aus dem Dualraum H∗,

und mithilfe der Bilinearform und des Elements aus dem Dualraum muss sich die schwache Formulierung
der Gleichung (6.1) ausdrücken lassen. Um tatsächlich eine Lösung zu finden, sollten wir den Hilbertraum
möglichst groß wählen (insbesondere nicht C2(Ω) wie in der klassischen Formulierung), und in unserer
Situation ist H = W 1,2

0 (Ω) eine gute Wahl. Dann kann man die linke Seite der definierenden Identität
in Definition 6.29 der schwachen Lösung für die Definition der Bilinearform und die rechte Seite für die
Definition des Elements aus dem Dualraum hernehmen.

Definition 6.37. Ist L der lineare Operator aus der partiellen Differentialgleichung (6.1), so ist die
mit L assoziierte Bilinearform BL : W 1,2

0 (Ω)×W 1,2
0 (Ω)→ R gegeben durch

BL(v, w) :=

∫
Ω

a(x)Dv(x) ·Dw(x) dx+

∫
Ω

b(x) ·Dv(x)w(x) dx+

∫
Ω

c(x)v(x)w(x) dx

für v, w ∈W 1,2
0 (Ω).

Nun müssen wir die zu L assoziierte Bilinearform auf Koerzivität und Beschränktheit untersuchen.

Lemma 6.38 (Energie-Abschätzung). Sei L ein gleichmäßig elliptischer Differentialoperator mit El-
liptizitätskonstante θ. Dann existieren Konstanten C1, C2 > 0 und C3 ≥ 0 (in Abhängigkeit von
a, b, c, n,Ω, θ) mit

BL(v, v) ≥ C1‖v‖2W 1,2
0 (Ω)

− C3‖v‖2L2(Ω)

|BL(v, w)| ≤ C2‖v‖W 1,2
0 (Ω)‖w‖W 1,2

0 (Ω)

für alle v, w ∈ W 1,2
0 (Ω), d. h. die Bilinearform BL ist schwach koerziv und beschränkt. Im Fall b = 0,

c ≥ 0 kann C3 = 0 gewählt werden.

Beweis. Für den Beweis der schwachen Koerzivität folgern wir zunächst aus der Elliptizität von L

θ

∫
Ω

|Dv|2 dx ≤
∫

Ω

aDv ·Dv dx

= BL(v, v)−
∫

Ω

b ·Dvv dx−
∫

Ω

c|v|2 dx

für v ∈W 1,2
0 (Ω). Mit der Youngschen Ungleichung haben wir −b ·Dvv ≤ 2−1θ|Dv|2 + θ−1‖b‖2L∞(Ω|v|

2,
so dass die gewünschte Abschätzung

2−1θ

∫
Ω

|Dv|2 dx ≤ BL(v, v) +
(
θ−1‖b‖2L∞(Ω − c

) ∫
Ω

c|v|2 dx

unmittelbar mit C1 = 2−1θ und C3 = (θ−1‖b‖2L∞(Ω − c) folgt. Offensichtlich gilt auch C3 = 0 im Fall
b = 0 und c ≥ 0.
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Für die Beschränktheit berechnen wir für v, w ∈ W 1,2
0 (Ω) mithilfe der Hölder- und der Poincaré-

Ungleichung aus Satz 6.27:

|B(v, w)| ≤
n∑

i,j=1

‖aij‖L∞(Ω)

∫
Ω

|Dv||Dw| dx+

n∑
i=1

‖bi‖L∞(Ω)

∫
Ω

|Dv||w| dx+ ‖c‖L∞(Ω)

∫
Ω

|v||w| dx

≤ C
(
a, b, c, n

)( ∫
Ω

(|v|2 + |Dv|2) dx
)(∫

Ω

(|w|2 + |Dw|2) dx
)

≤ C3

(
a, b, c, n,Ω

)( ∫
Ω

|Dv|2 dx
)(∫

Ω

|Dw|2 dx
)
.

Weitere definieren wir F : W 1,2
0 (Ω)→ R über

F (v) :=

∫
Ω

fv dx für v ∈W 1,2
0 (Ω) .

Dann ist F offensichtlich linear, und mit der Hölder- und Poincaré-Ungleichung auch beschränkt:

F (v) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ C(Ω)‖f‖L2(Ω)‖v‖W 1,2
0 (Ω) ,

und damit F ∈ (W 1,2
0 (Ω))∗. Mit dieser Notation ist u ∈W 1,2

0 (Ω) also eine schwache Lösung der partiellen
Differentialgleichung (6.1) genau dann, wenn

BL(u, ϕ) = F (ϕ) für alle ϕ ∈W 1,2
0 (Ω)

gilt. Diese Darstellung wird auch die Variationsformulierung genannt. Diese Bezeichnung liegt darin
begründet, dass Minimierer u ∈W 1,2

0 (Ω) des Funktionals

u 7→ BL(u, u)− 2F (u)

schwache Lösungen der Gleichung (6.1) sind. Bis auf die Tatsache, dass im letzten Lemma 6.38 nur schwa-
che Koerzivität anstelle von Koerzivität gezeigt wurde, sind wir damit im Setting vom Satz von Lax–
Milgram und können nun ein Existenzresultat von schwachen Lösungen zu Gleichungen der Form (6.1)
zeigen.

Satz 6.39. Sei L ein gleichmäßig elliptischer Differentialoperator. Dann existiert eine Konstante γ ≥ 0,
so dass für alle µ ≥ γ das Randwertproblem{

Lu+ µu = f in Ω

u = 0 auf ∂Ω

für jedes f ∈ L2(Ω) eine eindeutige schwache Lösung u ∈ W 1,2
0 (Ω) besitzt. Im Fall b = 0, c ≥ 0 kann

γ = 0 gewählt werden.

Beweis. Wir wählen γ := C3 mit der Konstante C3 ≥ 0 aus dem letzten Lemma. Dann ist die Bilinear-
form Bµ : W 1,2

0 ×W 1,2
0 → R, definiert durch

Bµ(v, w) := BL(v, w) + µ

∫
Ω

vw dx

für v, w ∈W 1,2
0 (Ω), koerziv und beschränkt. Nach Satz 6.12 von Lax–Milgram existiert eine eindeutige

Funktion u ∈W 1,2
0 (Ω) mit Bµ(u, ϕ) = F (ϕ) für alle ϕ ∈W 1,2

0 (Ω), und die Behauptung ist gezeigt.

Bemerkungen 6.40.
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(i) Insbesondere haben wir gezeigt, dass die partielle Differentialgleichung

div
(
a(x)Du

)
:=

n∑
i,j=1

Di

(
aijDju

)
= f in Ω

für uniform elliptische und beschränkte Koeffizienten (aij)1≤i,j≤n und Inhomogenität f ∈ L2(Ω)

eine eindeutige schwache Lösung u in W 1,2
0 (Ω) besitzt. Nichtverschwindende vorgeschriebene Rand-

werte können analog behandelt werden (benötigen aber das Konzept der Spuren, also der Randwerte
von Sobolevfunktionen auf ∂Ω).

(ii) Mit etwas mehr Resultaten über Sobolevfunktionen und der Fredholm-Alternative aus der Funktio-
nalanalysis lässt sich weiterhin zeigen:

• entweder besitzt die Gleichung Lu = f in Ω für alle f ∈ L2(Ω) eine eindeutige Lösung,

• oder das zugehörige homogene Problem Lu = 0 in Ω besitzt neben der trivialen Lösung u ≡ 0
noch weitere Lösungen in W 1,2

0 (Ω = (und diese Situation lässt sich noch weiter charakteri-
sieren).

(iii) Das Element F ∈ (W 1,2
0 (Ω))∗ ist in dieser Version sehr speziell gewählt. Allgemeiner kann man

die Existenz schwacher Lösungen in W 1,2
0 (Ω) für F von der Form

F (v) :=

∫
Ω

f0v dx+

n∑
i=1

∫
Ω

fiDiv dx

zeigen, wobei f0, f1, . . . , fn fixierte Funktionen in L2(Ω sind. Mit der Hölder-und der Poincaré-
Ungleichung sieht man wieder, dass F ∈ (W 1,2

0 (Ω))∗ gilt, und tatsächlich besitzt sogar jedes Ele-
ment in (W 1,2

0 (Ω))∗ eine solche Darstellung.

(iv) Die Existenz von schwachen Lösungen kann auch für allgemeinere (insbesondere auch nichtlineare)
uniform elliptische partielle Differentialgleichungen abstrakt gezeigt werden. Für Gleichungen der
Form div (A(Du)) = f mit monotonem A : Rn → Rn, das (A(z) − A(z̃)) · (z − z̃) ≥ θ|z − z̃|2
erfüllt, kann die Theorie monotoner Operatoren angewandt werden, andere Gleichungen können als
Fixpunktgleichung formuliert werden und dann mit Fixpunktsätzen gelöst werden (vgl. [5, Kap. 9]).

124



Literaturverzeichnis

[1] H. W. Alt, Lineare Funktionalanalysis, Springer-Verlag, Berlin, 2011.

[2] E. Di Benedetto, Partial Differential Equations, Birkhäuser Boston, Inc., Boston, MA, 2010.
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