F23-T3-Al

Es seien G die multiplikative Gruppe (Rsg,-) und X = R? der dreidimensionale R-
Vektorraum mit skalarer Multiplikation

Rx X — X, (\x)— Az
Weiter sei die folgende Abbildung gegeben:
G x X =X, (g,x)—g-xi=gx
(das ist die skalare Multiplikation, eingeschrankt auf G x X).
a) Zeigen Sie, dass - eine Operation von G auf X ist.
b) Bestimmen Sie die Menge F' der Fixpunkte der Operation.

c) Zeigen Sie, dass R = {x € R3 | ||z|| = 1} U {0} ein Reprisentantensystem der
Bahnen der Operation ist.

Lésungsvorschlag. Zu a). Es gilt unter Verwendung der iiblichen Rechenregeln der Skalar-
multiplikation
l-x=1x=x

und
g-(h-x)=g-hx=g(hx) = (gh)x = (gh) - x.

Zu b). Ein Fixpunkt x € X ist ein Punkt, der g - x = x fiir alle g € G erfiillt. Es ist
0 € R3 ein Fixpunkt, denn es gilt offensichtlich g - 0 = 0 fiir alle ¢ € G. Tatséchlich ist
dies der einzige Fixpunkt, denn fiir x # 0 und ein g € G mit g - x = x folgt g = 1.
Zu c). Wir wollen zeigen, dass die Bahnen der Reprasentanten eine disjunkte Zerlegung
von X bilden und beginnen damit, dass es sich hierbei tatsdchlich um eine Zerlegung
handelt:
Esist 0 € G-0={0}. Fir ve X,v#0ist x := mv € R ein Représentant und man
sieht leicht

v=|v]|-xeG-x={g-x]|g€G}.

Zur Disjunktheit stellen wir fest: Die Bahn G - 0 = {0} ist disjunkt zu den Bahnen der
anderen Représentanten, da g > 0. Fiir x,y € R\ {0} betrachte ve G-xNG-y. D.h.
es existieren g, h € G mit v =g -x = h - y. Daraus folgt

gl = gl - Ixll = llg - x[| = [|h- yll = [B] - Iy ]| = [Al

und wegen g, h > 0 sogar g = h. Damit erhalten wir v = gx = gy und letztendlich x = y.



