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Sei 𝑅 = ℤ[
√
3], sei 𝐾 = ℚ(

√
3), und sei 𝑁𝐾 ∶ 𝐾 → ℚ die Normabbildung, die gegeben ist durch

𝑁𝐾 (𝑎 + 𝑏
√
3) = 𝑎2 − 3𝑏2 für 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ.

a) Beweisen Sie, dass es zu 𝑥 ∈ 𝑅 und 𝑦 ∈ 𝑅 ⧵ {0} ein Element 𝑞 ∈ 𝑅 gibt mit ||
|
𝑁𝐾 (

𝑥
𝑦
.𝑞
|
|
|
< 1.

Hinweis: Schreiben Sie 𝑥
𝑦
in der Form 𝑎 + 𝑏

√
3 mit 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ.

b) Sei 𝑁𝑅 ∶ 𝑅 → ℤ die Einschränkung der Abbildung 𝑁𝐾 . Zeigen Sie, dass 𝑅 bezüglich der Abbil-

dung |𝑁𝑅| ein euklidischer Ring ist, d.h. zu zwei Elementen 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 mit 𝑦 ≠ 0 gibt es Elemente

𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅 mit 𝑥 = 𝑞𝑦 + 𝑟 und |𝑁𝑅(𝑟)| < |𝑁𝑅(𝑦)|.

Lösung

a) Wir folgen dem Hinweis. Sei also 𝑥 = 𝑚 + 𝑛
√
3 und 𝑦 = 𝑟 + 𝑠

√
3 ≠ 0 mit 𝑚, 𝑛, 𝑟 , 𝑠 ∈ ℤ.

Wir benutzen die Partialbruchzerlegung. Hierzu erweitern wir 𝑥
𝑦
mit 𝑟 − 𝑠

√
3. Nach leichten

Rechnungen folgt
𝑥

𝑦
=

𝑚𝑟 − 3𝑛𝑠

𝑟2 − 3𝑠2
+
𝑛𝑟 − 𝑚𝑠

𝑟2 − 3𝑠2

√
3.

Demnach gilt für 𝑞 = 𝑐 + 𝑑
√
3 ∈ 𝑅 mit 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ

𝑥

𝑦
− 𝑞 =

𝑚𝑟 − 3𝑛𝑠

𝑟2 − 3𝑠2
− 𝑐 + (

𝑛𝑟 − 𝑚𝑠

𝑟2 − 3𝑠2
− 𝑑)

√
3.

Es gilt also 𝑁𝐾 (
𝑥
𝑦
− 𝑞

)
= (

𝑚𝑟−3𝑛𝑠
𝑟2−3𝑠2

− 𝑐)
2
− 3 (

𝑛𝑟−𝑚𝑠
𝑟2−3𝑠2

− 𝑑)
2
. Wir fordern nun

|
|
|
|
|
(

𝑚𝑟 − 3𝑛𝑠

𝑟2 − 3𝑠2
− 𝑐

)

2

− 3
(

𝑛𝑟 − 𝑚𝑠

𝑟2 − 3𝑠2
− 𝑑

)

2||
|
|
|

< 1.

Wir wählen für 𝑐 die nächstgelegene ganze Zahl 𝛼 zu (
𝑚𝑟−3𝑛𝑠
𝑟2−3𝑠2 ) und für 𝑑 die nächstgelegene

ganze Zahl 𝛽 zu (
𝑛𝑟−𝑚𝑠
𝑟2−3𝑠2 ). Dann gilt |𝛼 − 𝑐| ≤ 1

2
und |𝛽 − 𝑑| ≤ 1

2
. Damit erhalten wir

|
|
|
|
|
(

𝑚𝑟 − 3𝑛𝑠

𝑟2 − 3𝑠2
− 𝑐

)

2

− 3
(

𝑛𝑟 − 𝑚𝑠

𝑟2 − 3𝑠2
− 𝑑

)

2||
|
|
|

≤ 1.

Angenommen 𝑁𝐾 (
𝑥
𝑦
− (𝑐 + 𝑑

√
3) = 1 mit den oben gewählten 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ. Dann

”
wackeln“wir an

den Werten und nehmen 𝑐′ = 𝑐 ± 1 und 𝑑′ = 𝑑 ± 1.

b) Hierzu benutzen wir a). Seien also 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅mit 𝑦 ≠ 0. Nach a) gibt es 𝑞 ∈ 𝑅mit ||
|
𝑁𝐾 (

𝑥
𝑦
− 𝑞

)
|
|
|
< 1.

Da die Norm multiplikativ ist gilt |𝑁𝐾 (𝑥 − 𝑞𝑦)| < |𝑁𝐾 (𝑦)|. Da 𝑥 − 𝑞𝑦, 𝑦 ∈ 𝑅 können wir auch 𝑁𝑅

schreiben. Wir schreiben nun 𝑥 = 𝑞𝑦 + 𝑟 mit 𝑟 = 𝑥 − 𝑞𝑦. Das zeigt die Behauptung.
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