F25-T3-A5

Sei R = Z[ /3], sei K = Q(+/3), und sei Ny : K — Q die Normabbildung, die gegeben ist durch
Ni(a+b+/3) = a* — 3b* fiira, b € Q.

a) Beweisen Sie, dass es zu x € R und y € R\ {0} ein Element g € R gibt mit ‘NK(§q| <1
Hinweis: Schreiben Sie % in der Form a + b+/3 mit a,b € Q.

b) Sei Nr : R — Z die Einschrankung der Abbildung Nk. Zeigen Sie, dass R beziiglich der Abbil-
dung |Ng| ein euklidischer Ring ist, d.h. zu zwei Elementen x, y € R mit y # 0 gibt es Elemente
g,r € Rmit x = qy + r und [Ng(r)| < [Nr(y)|.

Losung

a) Wir folgen dem Hinweis. Sei also x = m + n+/3 und y =r+ sy/3 # 0 mit m,n,r,s € Z.
Wir benutzen die Partialbruchzerlegung. Hierzu erweitern wir % mit r — s+/3. Nach leichten

Rechnungen folgt

X mr —3ns nr—ms
— = + V3.

y r2—3s2  r?—3g
Demnach gilt fiir g = ¢ + d+/3 € Rmitc,d € Z

X mr — 3ns nr—ms
S —g=—5—— —ct+(5—5 —DV3
- r¢ —3s

Es gilt also Nk (i - CI) = (o= - C>2 —3 (5= - d)z. Wir fordern nun

ré—3s? r2—3s?

mr — 3ns 2 nr—ms 2
——— —c —3<7—d)
r2 —3s2 r2 — 3s2

mr—3ns
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ganze Zahl f zu ("r_ms). Dann gilt |« — ¢| < § und | — d| < 1. Damit erhalten wir

r2—3s2
mr — 3ns 2 3(nr—ms d)2
S — c J— S —
re — 3s2 r2 — 3s2

Angenommen NK(§ — (¢ + d+/3) = 1 mit den oben gewihlten ¢,d € Z. Dann ,wackeln“wir an
den Werten und nehmenc¢’ =c+1undd’ =d £ 1.

<L

Wir wihlen fiir ¢ die nichstgelegene ganze Zahl a zu ( ) und fiir d die nichstgelegene

<1

b) Hierzu benutzen wir a). Seien also x, y € Rmit y # 0. Nach a) gibt es ¢ € R mit ‘NK (f — q)’ <1.
Da die Norm multiplikativ ist gilt [Nx(x — gy)| < [Nk(y)|. Da x — qy,y € R kdnnen wir auch Ng

schreiben. Wir schreiben nun x = gy + r mit r = x — qy. Das zeigt die Behauptung.



