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Kapitel 1

Das Riemann-Integral

Anschaulich geht es bei der ein-dimensionalen Riemann-Integration um die Ermittlung eines Flidchen-
inhaltes. Ist der Integrand f: [a,b] — [0, 00) nicht-negativ, so soll das Integral f; f(z) dx gerade fiir den
Flicheninhalt stehen, der vom Intervall [a,b] auf der z-Achse, dem Funktionsgraphen {(z, f(z)): z €
[a, b]} sowie den beiden vertikalen Linien zwischen (a,0) und (a, f(a)) sowie zwischen (b, 0) und (b, f(b))
berandet wird. Fiir einen allgemeinen Integranden f: [a,b] — R dagegen soll das Integral eine Flidchen-
bilanz darstellen, bei der die eingeschlossene Fliche oberhalb der z-Achse mit positivem Vorzeichen und
die eingeschlossene Fliache unterhalb der z-Achse mit negativem Vorzeichen eingeht.
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In diesem Kapitel lernen wir das ein-dimensionale Riemann-Integral und die wichtigsten Eigenschaf-
ten sowie Integrationsregeln kennen. Die wesentliche Idee bei der Einfithrung des Riemann-Integrals ist,
dass man sich zunéchst den Integralbegriff fiir eine einfache Klasse von Funktionen iiberlegt, ndmlich
die der Treppenfunktionen. In diesem Fall kann man das (elementare) Integral, also den zu berech-
nenden Flicheninhalt, iiber eine (vorzeichenbehaftete) Summe von Rechtecksflichen bestimmen. Hat
man das Integral fiir solche elementaren Funktionen eingefiihrt, so weitet man den Integrationsbegriff
durch Approximation auf eine gréfiere Funktionenklasse aus: das Integral eines allgemeinen Integranden
kann man etwa so definieren, dass man den Integranden durch eine Folge immer feiner werdender Trep-
penfunktionen approximiert und dann den Wert des Integrals durch den Grenzwert der elementaren
Integrale dieser Treppenfunktionen definiert. Hierbei muss sichergestellt werden, dass der Grenzwert
nicht von der Wahl der Approximationsfolge abhingt. Zwei kanonische Approximationen erfolgen mit-
hilfe von Treppenfunktionen, die iiberall grofler bzw. kleiner als der Integrand sind. Ist das Infimum
der elementaren Integrale der Treppenfunktionen, die iiberall gréfler als der Integrand sind, gleich dem
Supremum der elementaren Integrale der Treppenfunktionen, die {iberall kleiner als der Integrand sind,
so definiert man das Integral gerade als diesen Wert und nennt den Integranden Riemann-integrierbar.
Beispielsweise sind stetige Integranden immer Riemann-integierbar, doch wir werden sehen, dass die
Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen tatséichlich viel grofier ist.




1.1 Treppenfunktionen und das elementare Integral

Wir fithren zunéchst Zerlegungen eines kompakten Intervalls [a, b] in R und dazugehorige Treppenfunk-
tionen ein.

Definition 1.1 (Intervallzerlegung). Es sei a < b. Eine Zerlegung Z des kompakten Intervalls [a,b]
in Teilintervalle {I;};=1,. r ist eine Menge von reellen Punkten xzo,x1,...,xr (den sogenannten Teil-
punkten von Z) mit

a=z90<x1<...<x) =D,

so dass I; = [zj_1,x;] fiir jedes j € {1,...,k} gilt. Fiir eine solche Zerlegung definieren wir die Feinheit
als
p(Z) =max{z; —xzj_1:j€{l,...,k}}.

Wir bezeichnen eine Zerlegung auflerdem als aquidistant, falls z; — xj_1 = (b — a)/k fir jedes j €
{1,...,k} gilt.

Wir nennen Z' eine Verfeinerung einer Zerlequng Z wvon [a,b], falls Z C Z' gilt, also falls jeder
Teilpunkt der Zerlegung von Z auch in der Zerlequng Z' enthalten ist. Ferner verstehen wir unter der
grobsten gemeinsamen Verfeinerung zweier Zerlegungen Z,Z' von [a,b] diejenige Zerlegung von [a,b],
deren Teilpunkte gerade alle Teilpunkte von Z und Z' sind, und wir notieren diese mit Z U Z'.

Die Gesamtheit aller Zerlegungen von [a,b] bezeichnen wir schlieflich mit Z([a,b]).

Definition 1.2 (Treppenfunktion). FEs sei a < b. Eine Funktion ¢: [a,b] — R heifst Treppenfunktion,
falls es eine Zerlegung Z = {xg,x1,...,2%} von [a,b] (mit einem k € IN) gibt, so dass ¢ auf jedem
offenen Teilintervall (z;—1,x;) jeweils einen konstanten Wert ¢; € R hat, fir j € {1,...,k}.

Die Gesamtheit aller Treppenfunktionen auf [a,b] bezeichnen wir schlieflich mit T ([a,b]).
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Bemerkung 1.3. In der Definition einer Treppenfunktion wird keine Forderung an die Funktionswer-
te w(x;) an den Teilpunkten x; gestellt.



Lemma 1.4. Es sei a < b. Die Menge T ([a,b]) aller Treppenfunktionen stellt einen Untervektorraum
des Vektorraums aller Funktionen f: [a,b] — R dar.

Beweis. Anhand der Korpereigenschaften von R ist klar, dass die Menge aller Funktionen f: [a,b] — R
einen Vektorraum darstellt. Um zu verifizieren, dass es sich bei der Menge T ([a,b]) aller Treppen-
funktionen 7 ([a,b]) um einen Untervektorraum handelt, miissen wir die folgenden drei Eigenschaften
nachweisen:

(i) 0 € T([a,b]),

(ii) Abgeschlossenheit unter der Multiplikation mit Skalaren, d.h. mit A € R und ¢ € T([a,b]) gilt
auch \p € T([a,b]),

(iii) Abgeschlossenheit unter der Vektoraddition, d.h. mit ¢, € T ([a,b]) gilt auch ¢ + ¢ € T([a,b]).

Die ersten beiden Eigenschaften sind leicht zu iiberpriifen: die konstante Funktion f = 0 auf [a,b] ist
offensichtlich eine Treppenfunktion in 7 ([a,b]), zu jeder beliebigen Zerlegung des Intervalls [a,b], s

dass (i) erfiillt ist. Fiir den Nachweis von (ii) bemerken wir, dass mit einer Treppenfunktion ¢ bezughch
einer Zerlegung auch die Funktion Ay fiir jedes beliebige A € R eine Treppenfunktion beziiglich derselben
Zerlegung ist, somit also auch (ii) gilt. Schliellich miissen wir noch zeigen, dass mit ¢, € T ([a, b]) auch
w0+ € T([a,b]) gilt. Dazu wihlen wir zwei Zerlegungen Z, = {zo,z1,..., %}, Zy = {Y0,y1,.--,Ye}
mit der Eigenschaft, dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall (z;_1,2;) mit j € {1,...,k} und ¢ auf jedem
offenen Teilintervall (y;_1,y;) mit j € {1,..., ¢} konstant ist. Wahlt man nun Z,UZy, = {20, 21,...,2m}
als grobste gemeinsame Verfeinerung von Z, und Z, so sieht man sofort, dass sowohl ¢ als auch
auf jedem offenen Teilintervall (z;_1,z;) mit j € {1,...,m} konstant ist, also auch Ay + pe fir alle
beliebigen A, i € R gilt. Damit ist wie behauptet auch die letzte Eigenschaft (iii) erfiillt und das Lemma
bewiesen. O

Nachdem wir nun die Klasse der Treppenfunktionen eingefiihrt haben, kénnen wir fiir diese Funktio-
nen einen einfachen Integralbegriff definieren, indem wir die Flichen der Rechtecke (vorzeichenbehaftet)
aufsummieren, die sich jeweils aus der Lange der einzelnen Intervalle und dem Funktionswert auf diesem
Intervall ergeben.

Definition 1.5 (elementares Integral). Es seia < b, ¢ € T([a,b]) eine Treppenfunktion auf [a,b], und
Z = {xg,x1,..., 2} mit k € N eine Zerlegung von [a,b] mit der Figenschaft, dass ¢ = c; auf jedem
offenen Teilintervall (x;_1,x;) mit j € {1,...,k} gilt. Wir definieren das elementare Integral von ¢

auf [a,b] als
b
/ pdz ::/ x) dx —ch —2j_1)

Beweis der Wohldefiniertheit des elementaren Integrals. Wir miissen zeigen, dass die Definition unab-
hingig von der Wahl der Zerlegung ist. Seien also Z = {xg,z1,..., 2} und Z' = {yo,y1,...,ye} zwei
Zerlegungen von [a, b] mit der Eigenschaft, dass ¢ = ¢; auf jedem offenen Teilintervall (x;_1,z;) mit
j €A{l,...,k} und ¢ = d; auf jedem offenen Teilintervall (y;_1,y;) mit j € {1,...,¢} gelten. Bei der
grobsten gemeinsamen Verfeinerung Z U Z’ sind im Vergleich zu Z (bzw. Z') nur zusétzliche (und zwar
endliche viele) Teilpunkte eingefiigt worden. Falls es sich nur um einen eingefiigten Teilpunkt ¢ handelt,
so gibt es ein j € {1,...,k} mit ¢t € (z;_1,2;), und somit muss der Summand ¢;(z; — 2;_1) durch
cj(xj—t)+c;j(t—xj_1) ersetzt werden, was den Wert der Summe nicht &ndert. Macht man dies nun mit
allen eingefiigten Zwischenpunkten, so folgt, dass das Integral, das mithilfe der Zerlegung Z (bzw. Z')
definiert wurde, gleich dem Integral ist, das mithilfe der feineren Zerlegung Z U Z’ definiert wurde.

Insgesamt erhalten wir also
‘

ZCJ —xj1) =Y di(y; — ;1)

j=1

und damit die Wohldefiniertheit des elementaren Integrals. O



Abschlielend tiberlegen wir uns noch einige fundamentale Eigenschaften des elementaren Integrals,
die man erwartet, wenn man das ein-dimensionale Integral als eine Fldchenbilanz interpretiert.

Lemma 1.6 (Eigenschaften des elementaren Integrals). Es sei a < b, ¢, € T([a,b]) und A\, p € R.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

b b b
(i) Linearitét: / Ao + pp] da = )\/ pdxr + ,u/ Ydz,

a a a

b b
(ii) Monotonie: ¢ < ¢ auf [a,b] = / pdx §/ Ydx,

b
< / o] dz,

b
(iii) Dreiecksungleichung: ‘ / pdz

b
(iv) Normiertheit: / ldz =b—a,

a

b
(v) Positivitit: ¢ > 0 auf [a,b] = / pdx >0,

b
(vi) Fundamentale Abschitzungen: (b — a) 1[rnig]1<p < / pdr < (b—a) I[nal;)]( ®,

b c b
(vil) Additivitéit des Integrationsbereichs: ¢ € (a,b) = pdr = / pdz +/ pdr.

Beweis. Alle diese Eigenschaften lassen sich als einfache Aussagen iiber endliche Summen formulieren

und beweisen.

(i) Wir wihlen zunéchst eine Zerlegung Z = {zg, z1,..., 25} von [a,b], so dass die Funktionen ¢, 1)
und A¢ + p1p Treppenfunktionen beziiglich dieser Zerlegung sind, also ¢ = ¢;, ¥ = d; und dem-
zufolge Ap + pp = Acj + pd; auf dem Intervall (x;_q,x;) fir geeignete Werte c¢;, d; fir jedes
j€{1,...,k} gelten. Dann folgt aus der Definition des elementaren Integrals

k

b
/ e+ ppldz = (Ae; + pd;) (@) — x-1)

j=1
k

)\ch — T +u2d —Tj_1 7)\/ gpd:L'Jru/ Y dx.
j=1

(ii) Sei Z = {zo,z1,..., 2} wieder eine Zerlegung von [a,b], so dass die Funktionen ¢ und ¢ Trep-
penfunktionen beziiglich dieser Zerlegung sind, mit ¢ = ¢; und ¢ = d; auf (x;_1, ;) fiir geeignete
Werte ¢, d; fir jedes j € {1,...,k}. Nach Voraussetzung gilt ¢; < d;, und somit folgt

k b
/ cpdx—ch — 21 <Zdj(a:j—a?j,1):/ ¥ dx.
a j=1 a

(iii) Mit ¢ ist offensichtlich auch |p| eine Treppenfunktion, und es gelten die Ungleichungen ¢ < ¢
sowie —p < |p| auf [a, b]. Mit der Monotonie aus (ii) sowie der Linearitéit des elementaren Integrals

aus (i) folgt
b b b b b
/gpdxg/ |p|dx  und —/ (pdx:/(—go)dxg/ | du,

was gerade die Behauptung zeigt.



(iv) Die Funktion ¢ = 1 auf [a,b] ist eine Treppenfunktion beziiglich jeder beliebigen Zerlegung Z =
{zo,x1,...,zx} von [a,b] (insbesondere der trivialen Zerlegung {a,b}) mit Wert ¢; = 1 auf jedem
Intervall (z;_1,2;). Somit gilt mit der Teleskopsummeneigenschaft

k

b
/ 1dx=21(xj—xj_1):b—a.

j=1

(v) Mithilfe der Linearitit aus (i) und der Monotonie des elementaren Integrals aus (ii) folgt sofort

b b
/ <pdx2/ Odz = 0.
a a

(vi) Wegen der Ungleichungen miny, 3 ¢ < ¢ < max|, ) ¢ auf [a, b] folgt mithilfe der Monotonie aus (ii),
der Linearitit aus (i) sowie der Normiertheit des elementaren Integrals aus (iv)

(b—a) r[mbr]lgo /mmgpdw</ apdac</ maxapdx—(b—a)r[nf?](go

(vil) Wir wihlen eine Zerlegung Z = {z¢, x1, ..., Zx} von [a, b], so dass der Zwischenpunkt ¢ = x, (mit
einem jo € {1,...,k — 1}) ein Teilpunkt von Z ist und ¢ eine Treppenfunktion beziiglich Z mit
Wert ¢ = ¢; auf (z;_1,2;) fir j € {1,..., k} darstellt. Folglich ist {xo,z1,..., 2}, } eine Zerlegung
des Intervalls [a, c], {zj,,Zjo+1,- .., Tk} eine Zerlegung des Intervalls [c, b], und ¢ auch beziiglich
dieser beiden Zerlegungen eine Treppenfunktion auf [a, ¢] bzw. [, b]. Damit gilt

c b
/ wdx—zca —Tj-1) ZCJ jTj-1) F Z Cj(mj_xjfl):/ <Pd$+/ pdr. O
s a c

1.2 Definition des Riemann-Integrals

Nachdem wir fiir Treppenfunktionen das elementare Integral eingefithrt haben, nutzen wir dieses nun,
um fiir eine beschrankte Funktion zunéchst die Begriffe des Unter- und Oberintegrals einzufiihren.

Definition 1.7 (Unter- und Oberintegral). Es sei a < b und f: [a,b] = R eine beschrinkte Funktion.
Wir definieren das Unterintegral von f dber [a,b] als

*/abfda: = sup { /abwdx: v € T(la,b]) mit ¢ < f auf [a,b]} (1.1)

und das Oberintegral von f dber [a,b] als

* b b
/ fdx = inf{/ wdx: o € T([a,b]) mit o > f auf[cub]}.

Bemerkung 1.8. Fulls die Funktion f nach unten unbeschrinkt ist, so gibt es keine Treppenfunktion
v € T([a,b]) mit o < f. Mit der Konvention, dass das Supremum iber die leere Menge gleich —oo ist,
kann man in diesem Fall das Unterintegral von f auf [a,b] als —oco definieren. Falls f nach oben unbe-
schrinkt ist, so kann man analog das Oberintegral von [ auf [a,b] als +o0o definieren. Hier beschrinken
wir uns jedoch auf den Fall beschrdankter Funktionen und kommen auf unbeschrdinkte Funktionen erst
spéter im Kapitel zuriick.

Wir miissen zunéchst rechtfertigen, dass die Definitionen des Unter- und Oberintegrals sinnvoll sind,
also dass das entsprechende Supremum bzw. Infimum iiber die elementaren Integrale von Treppenfunk-
tionen, die {iberall kleiner bzw. grofler als der Integrand sind, auch tatséchlich in R existiert.



Lemma 1.9. FEs seia < b und f: [a,b] = R eine beschrinkte Funktion.

(i)

(i)

(iii)

Es gelten
b * rb
/fde]R und /fd:z:GlR.

Es gelten die Beziehungen

*/abfdxg*/abfdx und */abfdx:—*/ab(—f)dx.

Ist f € T([a,b]) schon selbst eine Treppenfunktion, so stimmen Unter- und Oberintegral von f mit
dem elementaren Integral iberein, d.h. es gilt

*/abfdx:*/abfdx:/abfdx.

Beweis.

(i)

(iii)

Um die erste Aussage zu beweisen, weisen wir nach, dass die Menge in eine nicht-leere, nach
oben beschrinkt Teilmenge von R ist. Da f nach Annahme eine beschrinkte Funktion ist, finden
wir M > 0 mit |f| < M auf [a,b]. Die konstante Funktion @p; = —M auf [a,d] ist daher eine
Treppenfunktion mit ¢a; < f und elementarem Integral —(b — a)M, so dass die Menge in
nicht-leer ist. Um zu sehen, dass die Menge der elemenaren Integrale in nach oben beschrankt
ist, betrachten wir die konstante Funktion vy; = M auf [a, b]. Fiir jede beliebige Treppenfunktion
p mit ¢ < f < s gilt dann wegen der Monotonieeigenschaft des elementaren Integrals

b b
/godazg/ Yy dx = (b—a)M,

so dass die Menge in (1.1)) durch (b — a)M beschrinkt ist. Damit existiert das Unterintegral
von f als Supremum einer nicht-leeren, nach oben beschrinkten Menge in R. Analog existiert das
Unterintegral von f als Infimum einer nicht-leeren, nach unten beschriankten Menge in R.

Ist ¢ € T([a,b]) eine beliebige Treppenfunktion mit ¢ < f auf [a,b] und ¢ € T ([a,b]) eine
beliebige Treppenfunktion mit ¢ > f auf [a, b], so gilt auch ¢ < 1 auf [a, b]. Wegen der Monotonie
des elementaren Integrals folgt nun

b b b * rb
/(pdxg/ ¥dxr und damit /fda:ﬁ/ fdx.

Die zweite Aussage beweisen wir direkt aus dem Ubergang ¢ — —¢, der Linearitéit des elementaren
Integrals sowie der Eigenschaft sup{—A} = —inf{A} fiir jede nicht-leere Teilmenge A C R:

b b
/fda:zsup{/ wdx: ¢ € T(la,b]) mittpgfauf[a,b}}
b
:sup{—/ pdz: o € T([a,b])) mit —p<f & o>—f auf[a,b]}
b * rb
——inf{/ wdx: ¢ € T(la,b]) mit ¢ > —f auf[a,b]}——/(—f)d:c.

Ist f € T([a,b]) und sind ¢,v € T([a,b]) beliebige Treppenfunktionen mit ¢ < f < 4 auf [a,b],
so gilt mit der Monotonie des elementaren Integrals

b b b b b * b
/gpda:ﬁ/fdxﬁ/z/;dz und damit /fdzﬁ/fdxﬁ/fdx.

10



Da f als Treppenfunktion aber selbst eine zuléssige Funktion sowohl bei der Bildung des Supre-
mums fiir das Unterintegral also auch bei der Bildung des Infimums fiir das Oberintegral ist, gilt
tatséichlich in letzter Beziehung in beiden Ungleichungen sogar Gleichheit. O

Beispiel 1.10. Fiir die charakteristische Funktion 1g von Q, definiert als 1g(z) = 1 fir € Q und
1g(z) =0 fir z € R\ Q, gelten

1 * pl
/ Igdr =0 und / lgdr =1.
*J0 0

Beweis. Sei ¢ € T([0,1]) eine beliebige Treppenfunktion mit ¢ < 1g auf [0,1]. Ist Z = {zg,z1,..., 2Tk}
eine zu ¢ gehorige Zerlegung von [0, 1], also ¢ = ¢; auf (x;_1,x;) fiir geeignete Werte ¢; € R und alle
j €{1,...,k}, so impliziert ¢ < 1g auf (z;_1,x;) wegen der Dichtheit der rationalen Zahlen Q in R
schon ¢; <0 fiir alle j € {1,...,k}. Daher folgt

1
/@dm—g cjlzj—xj—1) <0 = /Ileach,
* J0

0

wegen der Beliebigkeit der Treppenfunktion ¢ € 7([0, 1]) mit ¢ < 1g und nach Definition des Unterin-
tegrals. Dass tatséchlich Gleichheit und damit die erste Behauptung fiir das Unterintegral von 1q gilt,
sieht man anhand der Treppenfunktion ¢ = 0, deren elementares Integral den Wert 0 hat und zuléssig
fiir die Bildung des Supremums in der Definition des Unterintegrals ist.

Die zweite Behauptung fiir das Oberintegral von 1g beweist man dhnlich. Man zeigt zunéchst, dass
jede Treppenfunktion ¢ € 7([0, 1]) mit ¢ > 1g wegen der Dichtheit von R\ @ in R auf den einzelnen
offenen Intervallen der Zerlegung jeweils v > 1 erfiillt. Damit folgt

1 * pl
/wdle N /]1@(11;21.
0 0

Auch hier gilt tatséichlich Gleichheit, da das elementare Integral der Funktion ¢ = 1 auf [0, 1] den Wert 1
hat und zuléssig fiir die Bildung des Infimums in der Definition des Oberintegrals ist. O

Einige Eigenschaften des elementaren Integrals aus Lemma [I.6] lassen sich direkt auf das Unter-
und Oberintegral {ibertragen, so insbesondere die Monotonie, die Normiertheit, die Positivitat, die
fundamentalen Abschéitzungen und die Additivitéit des Integrationsbereichs, also die Eigenschaften (ii)
und (iv)—(vii) in Lemma Anders sieht es dagegen bei der Linearitdt und der Dreiecksungleichung
aus, fiir die nur noch etwas schwiichere Eigenschaften gelten.

Lemma 1.11 (Eigenschaften des Unter- und Oberintegrals). FEs seia <b, f,g: [a,b] — R beschrinkte
Funktionen und X\ > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen:

b b b
(1)1 Superadditivitit des Unterintegrals: / [f+g]dx > fdx+ / gdx,
* pb * rb
(i)2 Subadditivitit des Oberintegrals: / [f + g]dx < f dr + / gdx,
b
(i)s Positive Homogenitit des Unter-/Oberintegrals: / Afdx = / fdz und / Afde =\ / fdzx,
(i1); Monotonie des Unterintegrals: f < g auf [a,b] = / fdx < / gdz,
* pb * rb
(ii)2 Monotonie des Oberintegrals: f < g auf [a,b] = fdr < / gdz,

11



(iii)

Dreiecksungleichung fiir das Oberintegral:

zbfdx < */ab|f|dz.

Des weiteren gelten die Eigenschaften (iv)~(vii) in Lemma [1.6) fiir das Unter- und Oberintegral anstelle
des elementaren Integrals.

Beweis.

()1

Zu vorgegebenem ¢ > 0 finden wir nach Definition des Unterintegrals zwei Treppenfunktionen
¢fpg € T(la,b]) mit of < f, g < g,

b b c b b -
/ pfdr > / fdr— - und / g dx > / gdr — —.
a *Ja 2 a *x Ja 2

Da die Funktion ¢f + ¢4 ebenfalls eine Treppenfunktion in 7 ([a,b]) ist und zudem nach Vor-
aussetzung auch ¢y + ¢, < f + g erfiillt, ist sie zuldssig fiir die Bildung des Supremums fiir
das Unterintegral der Funktion f + g auf dem Intervall [a,b]. Aus der Linearitit des elementaren
Integrals aus Lemma (i) folgt somit

b b b b b b
/[f‘i‘g]dl'Z/[Q@f+(,0g]d$:/tpfd1’+/ g dx > /fdx+/gd:c—5.
*x Ja a a a * Ja * Ja

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Die Subadditivitdt des Oberintegrals folgt sofort aus dem Zusammenhang zwischen Unter- und
Oberintegral aus Lemma (ii) und der bereits gezeigten Superadditivitit des Unterintegrals
aus (i):

*/:[f +oldo =~ /ab[—f ~gldr - /j(—f) o - /ab<—g> dr = */:fdm " */:gdx.

Da der Fall A\ = 0 trivial ist, diirfen wir im Folgenden A > 0 annehmen. Zu beliebigem ¢ > 0
wéhlen wir eine Treppenfunktion ¢ € T ([a,b]) mit ¢ < f und

b b .
/(pdx>/fdx—x.

Da die Funktion Ay ebenfalls eine Treppenfunktion in 7 ([a, b]) ist und zudem wegen der Positivitét
von A auch Ap < Af erfiillt, ist sie zuliissig fiir die Bildung des Supremums fiir das Unterintegral
der Funktion Af auf dem Intervall [a,b]. Aus der Linearitét des elementaren Integrals folgt also

b b b b
/)\fdxz/)\godx:)\/ godx>)\/fdm—5

und damit wegen der Beliebigkeit von ¢

b b
/)\fde)\/ fdx.

Die noch fehlende umgekehrte Ungleichung erhilt man, wenn man diese Ungleichung mit A1
anstelle von A auf die Funktion Af anwendet:

b b b b
)\/ fd:n:A/ A‘l(Af)datz)\/\‘l/)\fdx: / M\ dx.
xJa *xJa *Ja *Ja

Damit ist nun die positive Homogenitéit des Unterintegrals gezeigt. Die positive Homogenitéit des
Oberintegrals folgt wieder wie fiir Aussage (ii) mithilfe von Lemma (ii) durch den Ubergang
von f auf die Funktion —f:

*/abAfdz = —*/abk(—f)dx: —)\*/ab(—f)dx = A*/abfdx,
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(ii) Ist f < g auf [a,b] und ¢ € T([a,b]) eine Treppenfunktion mit ¢ < f auf [a,b], so gilt auch
¢ < g auf [a,b]. Damit sind alle Treppenfunktionen, die zulissig fiir die Bildung des Supremums
im Unterintegral von f auch zuldssig fiir die Bildung des Supremums im Unterintegral von g.
Damit folgt wie behauptet die Monotonie des Unterintegrals

b b
/fd;vg/gdac,

und die Monotonie des Oberintegrals ergibt sich wieder mit Lemma (ii) sowie den Ubergang
von f und g auf —f und —g.

(iii) Mit f ist auch |f| eine beschrinkte Funktion, und es gelten f < |f| und —f < |f| auf [a, b]. Mit
der Monotonie des Oberintegrals und Lemma [1.9] (ii) folgt

*/abfda: < Zb flde und - */abfdx -/ (fyde < */:<—f> dr < */ab £l dz,

was gerade die behauptete Dreiecksungleichung fiir das Oberintegral zeigt.

Alle anderen Aussagen (iv)—(vii) folgen ganz analog zum Beweis von Lemma da hier nur Monotonie
von Unter- und Oberintegral und Linearitét des elementaren Integrals fiir konstante Funktionen (und
damit ihres Unter- und Oberintegrals) eingeht. O

Bemerkung 1.12. Dass sich tatsdchlich nicht alle Eigenschaften des elementaren Integral aus Lem-
ma auf das Unter- und Oberintegral ibertragen, kann man sich leicht mithilfe des Beispiels
iiberlegen. Dazu betrachten wir die Funktionen f = lq und g :=1—1¢ = lg\q, die f +g =1 erfiillen.
Fiir die Unterintegrale gult

1 1 1 1
/[f—i—g]dx:/1da:=1>0=/fda:+/gda:
%J0 0 *J0 *J0

und fir die Oberintegrale gilt

* pl 1 * pl * pl
/[f—!—g}dx:/ 1dm:1<2:/fdx+/ gdx.
0 0 0 0

Zudem haben wir fiir negatives A < 0 (der Vorzeichenwechsel zieht einen Wechsel zwischen Unter- und
Oberintegral nach sich)

1 1 * pl * pl
/Afdsz;éO:)\/fdx und /)\fdxzo#)\:)\/ fdx.
0 *J0 0 0

*

Folglich gilt fiir die Unter- und Oberintegrale im Allgemeinen keine Linearitit. Anhand der Rechnung

*/Ol[f—zg]dx

kann man aufSerdem nachvollziehen, dass die Dreiecksungleichung im Allgemeinen nicht fiir das Unter-
integral gilt.

1
* J0

Wie wir gesehen haben, stimmen Unter- und Oberintegral nicht fiir jeden Integranden iiberein (und
dies ist die eigentliche Ursache dafiir, dass sich manche Eigenschaften aus Lemmal[L.6| fiir das elementare
Integral nicht auf Unter- und Oberintegral iibertragen lieen). Die Funktionen, fiir die Unter- und
Oberintegral dagegen iibereinstimmen, nennen wir nun Riemann-integrierbar, und fiir diese Funktionen
kénnen wir das Riemann-Integral einfiihren.

13



Definition 1.13 (Riemann-Integral). FEs sei a < b. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R heifit
Riemann-integrierbar auf [a, b], falls
b * rb
/ fdx = / fdx

gilt. In diesem Fall definieren wir das (bestimmte) Riemann-Integral von f auf [a,b] als

/fdx /fdac—/fdx

Die Gesamitheit aller Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit R([a,b]).
Beispiel 1.14.
(i) Nach Lemma [1.9] (iii) ist insbesondere jede Treppenfunktion Riemann-integrierbar.

(if) Wir werden spiter zeigen, dass jede stetige und jede monotone Funktion f: [a,b] — R Riemann-

integrierbar ist (siehe Satz und Satz [1.28)).

(iii) Die charakteristische Funktion 1g von Q ist auf [0,1] (und auch auf jedem anderen nicht-leeren
Intervall [a, b]) nicht Riemann-integrierbar, da wir in Beispiel gesehen haben, dass ihr Unter-
und Oberintegral nicht iibereinstimmen.

% Ubung 1.15. Essei 0 < a < b. Zeigen Sie durch explizite Auswertung des Unter- und Oberintegrals,
dass die Funktion R™ > 2 + 2! auf dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar ist, mit Riemann-Integral

[T

Fiir das Riemann—Integral stellt sich heraus, dass tatsichlich alle der Eigenschaften des elementaren
Integrals aus Lemma [1.6| gelten (und damit das pathologische Verhalten wie in den Beispielen aus
Bemerkung[L.12|nicht auftreten kann). Insbesondere ist das Riemann-Integral eine lineare und monotone
Abbildung.

Satz 1.16 (Eigenschaften des Riemann-Integrals). Fs sei a < b. Die Menge aller Riemann-integrier-
baren Funktionen R([a,b]) stellt einen Untervektorraum des Vektorraums aller Funktionen f: [a,b] — R
dar. Auflerdem gelten fiir f,g € R([a,b]) und A\, u € R die folgenden Aussagen:

b b

b
(i) Linearitét: / AN +upglde=X [ fde+ ,u/ gdz,

a a a

b b
(ii) Monotonie: f < g auf [a,b] = fdzx S/ gdz,

b
< / \fde,

b
(iv) Normiertheit: / ldx = (b—a),

b
(iii) Dreiecksungleichung;: ‘ / fdx
a

b
(v) Positivitdt: f >0 auf [a,b] = / fdx >0,
a
b
(vi) Fundamentale Abschétzungen: (b — a) [inlf] < / fdz < (b—a)supf,
a, a [a,b]

b c b
(vil) Additivitéit des Integrationsbereichs: ¢ € (a,b) = / fdx= / fdx+ / fdx.
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Beweis.

(i) In diesem Schritt zeigen wir insbesondere auch die Behauptung, dass R([a, b]) ein Untervektorraum
aller Funktionen f: [a,b] — R ist. Um Af + ug € R([a,b]) mit dem in (i) dargestellten Zusammen-
hang der Integrale zu zeigen, gehen wir in zwei Schritten vor und zeigen zunéchst f+ g € R([a, b))
und dann Af € R([a, b]) mit den entsprechenden Formeln fiir die Riemann-Integrale.

Anhand der Riemann-Integrierbarkeit von f und g, der Superadditivitit des Unterintegrals aus
Lemma mit Lemma [1.9] (ii) und der Subadditivitét des Oberintegrals sehen wir

b b b b
/fdx+/gdx:/fdx+/gdx

<*/ab[f+g]dx<zb[f+g]dx<zbfdx—k*/abgdx:/abfdx—k/abgdx.

Da die rechte und die linke Seite in der letzten Ungleichungskette {ibereinstimmen, gilt tiberall
Gleichheit, und somit ist f + g auf [a, b] Riemann-integrierbar mit

/ab[f+g]d:c/abfd:r+/abgdx.

Ist A > 0, so folgt aus der positiven Homogenitédt von Unter- und Oberintegral aus Lemma [1.11
und der Riemann-Integrierbarkeit von f

*/ab)\fdx:/\*/abfdx:)\/:fd:v:)\*/abfdm:*/ab)\fdm.

Fiir A < 0 nutzen wir dagegen Lemma (ii) und die positive Homogenitdt mit (—\), so dass wir

*/ab/\fda::—zb(—A)fdszbedx:A/abfdx
—A*/abfdx——*/:(—A)fdx—*/abxfdx

erhalten. In beiden Fillen stimmen also Unter- und Oberintegral der Funktion Af iiberein, so dass
mit f auch Af auf [a,b] Riemann-integrierbar ist mit

/ab/\fdx:/\/abfdx.

(ii) Die Monotonie folgt sofort aus der Riemann-Integrierbarkeit der Funktionen f und g sowie der
Monotonie von Unter- oder Oberintegral aus Lemma [1.11

b * rb * rb b
/fda:z/fdxﬁ/gda:z/gda:.

Alle weiteren Eigenschaften (iii)—(vii) beruhen im Wesentlichen nur auf der Linearitdt und Monotonie
und folgen analog zum Beweis der entsprechenden Eigenschaften des elementaren Integrals in Lemmall.6
Einzig fiir (iii) muss streng genommen noch argumentiert werden, dass mit f € R([a,b]) auch |f| €
R([a, b)) gilt (vel. Ubung oder Lemma . O

Fiir spétere Zwecke sind noch die folgenden dquivalenten Charakterisierungen der Riemann-Inte-
grierbarkeit einer beschrankten Funktion niitzlich:

Satz 1.17 (dquivalente Charakterisierungen von Riemann-Integrierbarkeit I). Es sei a < b. Fiir eine
beschrinkte Funktion f: [a,b] — R sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(i) f ist Riemann-integrierbar,

(ii) zu jedem € > 0 gibt es zwei Treppenfunktionen ¢, € T ([a,b]) mit den Eigenschaften
¢ < f <9 auf[a,b] und /b(w—so)dx <e,
(iil) es gibt zwei Folgen {pg trew, {Uk brew von Treppenfunktionen in T ([a,b]) mit den Eigenschaften
or < f <y auf [a,b] fir alle k € N und klgrgo /ab(z/Jk —g)dx =0.

Beweis. Implikation (i) = (ii): Es sei f Riemann-integrierbar. Zu einem festen, aber beliebigen ¢ > 0
finden wir nach Definition des Unter- und Oberintegrals zwei Funktionen ¢, € T ([a,b]) mit ¢ < f < 4,

b b c b * b c
/(pd:r> fdx—§ und /1/1dm</fdx+§

Da wegen der Riemann-Integrierbarkeit von f das Unter- und das Oberintegral {ibereinstimmen, be-
kommen wir durch Subtraktion dieser Ungleichungen

/ab(z/;cp)dx<s.

Implikation (i) = (ili): Wenden wir die Aussage (ii) mit ¢ = 1/k fiir alle K € IN an, so erhalten
wir Folgen {¢k }ken, {¥r}ren in T ([a,d]) mit den Eigenschaften in (iii), also mit @5 < f < ¢, fiir alle

k € IN sowie ,

b
1
/ (Y — pr) dz < z firalle ke N = lim (Vi — 1) de = 0.

k—oo J,

Implikation (iii) = (i): Wenn Folgen {pg tren, {¥k}ren in T ([a,d]) mit den Eigenschaften in (iii)
existieren, so ist jede der Funktionen ¢y, fiir k € IN eine zulissige Funktion fiir die Bildung des Supremums
in der Definition des Unterintegrals von f, und entsprechend ist jede der Funktionen v, fiir £ € IN eine
zuldssige Funktion fiir die Bildung des Infimums in der Definition des Oberintegrals von f. Daher folgern
wir

b b
/fdxzsup{/ wdz: ¢ € T(la,b]) mitcp<fauf[a,b]}

b
> limsup/ Y dx
a

k—o0

b b b
> lim sup/ (pr — Yr) dz + lim inf/ Y dx = lim inf/ Yy dx
a k—oo J, k—oo J,

k—oo
b * rb
>inf{/ Ydx: P € T([a,b]) mit ¢p > f auf [a,b]}:/ fdx.

Da nach Lemma (ii) das Oberintegral einer Funktion immer mindestens so grofl sein muss wie ihr
Unterintegral, gilt sogar Gleichheit in jeder der obigen Ungleichungen (und die Grenzwerte der Folgen
der elementaren Integrale der Funktionen ¢ und )y existieren auch). Damit gilt

*/abfdac:*/abfd:r7

also die Riemann-Integrierbarkeit von f. O

Ubung 1.18. Es sei a < b und f € R([a,b]). Zeigen Sie, dass fi, f_,|f| € R([a,b]) gilt, wobei fy
und f_ den Positiv- und Negativteil von f darstellen, definiert als

f+ =max{f(z),0} und fi :=—min{f(z),0} firallez € [a,b]. (1.2)
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1.3 Vertauschung von Integration und Grenziibergang

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, ob man fiir eine konvergente Folge {fi}ren von Riemann-
integrierbaren Funktionen in R([a, b]) den Prozess der Grenzwertbildung mit dem Prozess der Riemann-
Integration vertauschen kann, also unter welchen Voraussetzungen

b b
/ (lim fg)dz = lim / frdx
o Fk—oo k—oo [,

gilt. Dazu erinnern wir zunichst an geeignete Konvergenzbegriffe fiir Folgen von (reellwertigen) Funk-
tionen, ndmlich die der punktweisen und der gleichméfligen Konvergenz.

Definition 1.19 (punktweise und gleichmifiige Konvergenz). Es sei D C R eine Menge und {fi}nen
eine Folge von Funktionen mit fr,: D — R fir alle k € IN.

(i) Wir sagen, dass die Folge {fi}rew punktweise (auf D) konvergiert, falls fir jedes x € D der
Grenzwert limg_, o f(x) existiert. In diesem Fall nennen wir die durch

f(z) = lim fi(x) firxzeD
k— o0
definierte Funktion den punktweisen Limes von {fx}rew und schreiben auch

f= klim fr oder fi, = f bei k — oo punktweise auf D.
— 00

(ii) Wir sagen, dass die Folge {fi}ren gleichméBig (auf D) gegen eine Funktion f: D — R konver-

giert, falls
lim (sup | fiu(x) — f(a)]) =0

k—oo " zeD

gilt. In diesem Fall nennen wir f den gleichmifiigen Limes von {fx }rew und schreiben auch

f= klim fr oder fr, — f bei k — oo gleichmdf$ig auf D.
—00

Bemerkung 1.20. In der Nullfolgen- oder e-Formulierung bedeutet punktweise Konvergenz der Funk-
tionenfolge { fr}rew gegen eine Funktion f: D — R gerade, dass man fiir jedes © € D und jedes € > 0
einen Folgenindex kg € IN findet mit

|fe(z) — f(x)| <e fir alle k > k.
Bei gleichmdfliger Konvergenz dagegen findet man fiir jedes € > 0 einen Folgenindex kg € IN mit
|fu(z) — f(x)] <e firalle k > ko und alle x € D.

Der Unterschied dieser beiden Konvergenzarten liegt also darin, dass der Folgenindex ko bei der punkt-
weisen Konvergenz vom betrachteten Punkt x € D abhdngen darf, wohingegen er bei gleichmdf$iger
Konvergenz fiir alle Punkte x € D uniform gewdhlt werden muss. Offensichtlich impliziert gleichmdflige
Konvergenz daher bereits punktweise Konvergenz.

Ubung 1.21. Untersuchen Sie die Folgen {fi}rew und {gi }renw von Funktionen auf [0, 00) mit

x xT

() = 52 exp (E> und gi =

1
Ty fiir alle z € [0,00) und k € N

auf punktweise und gleichméfige Konvergenz.
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Punktweise Konvergenz ist tatséchlich im Allgemeinen nicht ausreichend fiir die Vertauschung der
Grenzwertbildung und der Riemann-Integration, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 1.22. Es sei {fx}ren eine Folge von Treppenfunktionen in 7([0, 1]), die

definiert ist als fs
Jr(x) = k(g p-1y fiir alle z € [0,1] und k& € IN. 7]

Offensichtlich gelten: fa

e Die Folge { f }xew konvergiert punktweise auf [0, 1] gegen die Funktion f = 0, ﬁ f3

o fiir jedes k € IN ist die Funktion fj als Treppenfunktion Riemann-integrierbar
auf [0, 1] mit

1
/ fodr =K'k =1.
0

Insbesondere gilt also in diesem Fall

PR

1 1
/ (lim fr)dr=0%#1= lim fr dx.
0 k—oo k—oo Jo

Unter der stdrkeren Annahme der gleichméfiger Konvergenz an die Funktionenfolge kann man da-
gegen die Grenzwertbildung und die Riemann-Integration vertauschen.

Satz 1.23 (Integration von Funktionenfolgen). Es seia < b und {fi}ren eine Folge Riemann-integrier-
barer Funktionen fi: [a,b] — R fir alle k € W, die gleichmdif$ig gegen eine Funktion f: [a,b] — R
konvergiert. Dann ist der gleichmiflige Limes f auf [a,b] Riemann-integrierbar, die Folge {f; frdx}ren
der Riemann-Integrale ist konvergent und es gilt

b b b
/ fdx = / (lim fg)dz = lim / fr dx.
a o Fk—oo k—oo [,

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass f als gleichméfiger Limes beschrinkter Funktionen selbst eine be-
schrinkte Funktion ist. Dazu wihlen wir einen Folgenindex kg € IN, so dass

| fieo(x) — f(z)] < 1 fiir alle = € [a, b]

gilt. Damit folgt aus der Beschrénktheit von fi, auch die Beschrénktheit von f:

sup |f(z)] < sup [fi,(z)] + sup |fi,(2) = f(2)] < sup [fr, ()] +1 < oo.
z€[a,b] z€[a,b] z€(a,b] z€[a,b]

Als néchstes wollen wir die Riemann-Integrierbarkeit von f zeigen. Dazu fixieren wir ein beliebiges € > 0
und wihlen einen Folgenindex k; € IN mit der Eigenschaft

\fi, () — f(2)] < ﬁ fiir alle z € [a, b].

Die Funktion f, stellt damit in jedem Punkt = € [a, b] eine “gute” Approximation der Grenzfunktion f
dar. Wegen der Riemann-Integrierbarkeit von fg, finden wir geméfl Satz zwei Treppenfunktionen
ks> Yk, € T([a,b]) mit den Eigenschaften

b
g
Pky < fk1 < 7/’k1 auf [a7b] und / (wlﬁ - Qakl) dr < g

Nun definieren wir Treppenfunktionen ¢, € T ([a,b]) als

3
2 = ()0/61 - und 7/’ = 11[}k1 + 3

_& -
3(b—a) (b—a)’
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Dann gelten nach Wahl der Funktionen ¢y, , ¢, sowie des Folgenindex k;

P@) = o = 5y S ) — 55— <T@+ e @)~ 1@ = 55—
< f(@)
< £
< f(l’) - |fk1(f£) 7f(33)‘ + m < fk1(x) + m < wkl + 3(b—a) *q/)(x)

fiir alle « € [a,b], also ¢ < f <) auf [a,b]. AuBerdem gilt

b b b 9 9
/W*@dx:/(i/fkl*@kl)der/ S(bifa)dz<§+§:€'

Daher folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f nun mit dem Riemann-Integrabilitdtskriterium aus
Satz (ii).

Abschlieflend zeigen wir noch die behauptete Formel fiir den Wert des Riemann-Integrals von f
auf [a, b], also die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integration. Dazu reicht es, die Dreiecksunglei-
chung aus Satz [1.16] (iii) auf die Differenz f — f), anzuwenden

‘/abfda:—/:fkdm

und zu bemerken, dass die rechte Seite wegen der Annahme der gleichméfiigen Konvergenz im Limes
k — oo verschwindet. O

b
s/ 1 — filde < sup |f(z) — fu(@)](b—a)

z€[a,b]

=\/:<f—fk>dx

Auch wenn wir momentan noch nicht wirklich sinnvoll mit Integralen rechnen kénnen, halten wir
eine niitzliche Folgerung des letzten Satzes fest: aus der Vorlesung Analysis I wissen wir, dass die Folge
der Partialsummen fiir eine Potenzreihe gleichméfiig im Inneren des Konvergenzbereiches konvergiert.
Folglich darf die Reihe nach Satz dort gliedweise integriert werden:

Korollar 1.24 (Integration von Potenzreihen). Es sei f(z) = Y e, ar(z—x0)* eine Potenzreihenfunk-

tion mit reellen Koeffizienten {ay}tren,, einem Entwicklungspunkt xo € R und positivem Konvergenz-
radius R € (0,00]. Dann ist die Potenzreihe [ auf jedem kompakten Intervall [a,b] C (xo — R,x0 + R)

Riemann-integrierbar mit
b ) b
/ f(z)dx = Zak / (z — x0)" da.
a k=0 a

1.4 Riemann-integrierbare Funktionen

Bisher kennen wir die Riemann-Integrierbarkeit nur fiir Treppenfunktionen und miissen diese fiir andere
Funktionen gesondert (etwa iiber die Konstruktion von geeigneten Treppenfunktionen) nachweisen. Wir
iiberlegen uns in diesem Abschnitt mit allgemeinen Argumenten, dass alle stetigen und monotonen
Funktionen Riemann-integrierbar sind, und unter welchen Voraussetzungen elementare Operationen
wie Verkettungen, Produkte und Potenzen die Riemann-Integrierbarkeit erhalten.

Lemma 1.25. Es seia <b und f: [a,b] = R eine stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine
Treppenfunktion ¢ € T ([a,b]) mit der Eigenschaft

sup [p(z) — f(z)] <e.
z€Ja,b]

Bemerkung 1.26. Die Aussage bedeutet, dass die Klasse der Treppenfunktionen dicht beziiglich der
Supremumsnorm im Raum der stetigen Funktionen liegt (auch wenn Treppenfunktionen selbst im All-
gemeinen natirlich nicht stetig sind).
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Beweis. Da jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall sogar gleichméBig stetig ist, finden wir
zu beliebigem £ > 0 ein § > 0 mit der Eigenschaft, dass

|f(z) = f(y)] <e firalle z,y € [a,b] mit |z —y| < ¢ (1.3)

gilt. Nun wéhlen wir eine dquidistante Zerlegung des Intervalls [a,b] mit Intervalllinge kleiner als 4,
d.h. wir wéhlen ein k¥ € IN mit (b — a)/k < § und wihlen als Teilpunkte der Zerlegung

x; ::aJrE(bfa) fir j € {0,1,...,k}.

Dann definieren wir die Treppenfunktion ¢ € T ([a, b]) iiber die Werte von f in den Teilpunkten als

(2) = flzj—1) fallsx € [r;_1,x;) firein j € {1,...,k},
o flzg) falls x = x.

f+e
' f
! f-e
©
oo T b
Nach Konstruktion stimmen ¢ und f also in allen Teilpunkten xg,x1, ...,z tiberein. Fiir jeden

anderen Punkt = € [a,)] finden wir ein j € {1,2,...,k} mit x € (z;_1,z;), und dort gilt wegen
| —2;—1] < § und der Wahl (1.3) von ¢

lp(z) — f(2)| = [f(z;j-1) — fl2)] <e,
so dass die Behauptung gezeigt ist. O

Nach dieser Voriiberlegung kénnen wir nun zeigen, dass alle stetigen Funktionen auf einem kompak-
ten Intervall Riemann-integrierbar sind.

Satz 1.27 (Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen auf kompakten Intervallen). Es sei a < b.
Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar auf [a,b].

Beweis. Wenden wir die Aussage von Lemma fiir e = 1/k fiir alle £ € IN an, so erhalten wir eine
Folge {¢k ren in T ([a,b]) mit der Eigenschaft

1
sup |or(x) — f(x)] < - —0 bei k — cc.
xz€[a,b) k

Dies bedeutet gerade, dass die Folge {¢k }ren gleichméBig auf [a, b] gegen f konvergiert. Da {py tren als
Folge von Treppenfunktionen insbesondere eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen ist (vgl. Bei-
spiel (1)), folgt nun aus Satz dass auch ihr gleichméfBiger Limes f selbst Riemann-integrierbar
auf [a, ] ist, was gerade die Behauptung ist. O

Auch monotone Funktionen sind auf kompakten Intervallen stets Riemann-integierbar.

Satz 1.28 (Riemann-Integrierbarkeit monotoner Funktionen auf kompakten Intervallen). Es sei a < b.
Jede monotone Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar auf [a,b].
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Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass f monoton wachsend ist.
Wir konstruieren im Folgenden zwei Folgen {¢k trew, {¥r }rew von Treppenfunktionen in 7 ([a, b]) mit
den Eigenschaften

b
ok < f <y auf [a,b)] fiir alle k € N und klim / (VY — ¢r) dx =0,

—o0 J,
so dass wir auf die Riemann-Integrierbarkeit von f mithilfe von Satz schliefen konnen. Dazu
definieren wir zu jedem vorgegebenen Folgenindex k € IN zunichst die dquidistante Zerlegung des
Intervalls [a, b] mit Intervalllinge (b — a)/k, d.h. wir wéhlen als Teilpunkte der Zerlegung

z; ::a—i—%(b—a) fir j €{0,1,...,k}.

AnschlieBend definieren wir die Funktionen ¢y, 5 € T ([a,b]) als

o (1) = { flzj—1) fallsx € [z;_1,2;) firein j € {1,2,...,k},

flzr)  falls ¢ = xy,
’L/)k(x) = {

in Kurzform also

und
flz;) fallsz € [zj_q,x;) furein j € {1,2,...,k},
f(zy) falls ¢ =y,

k k
Pr = Zf(xjfl)]l[wj_l,zj) + f(xk)]]'{l‘k} und W = Zf(xj)]l[acj_l,xj) + f(xk)]l{$k}'

Jj=1 Jj=1

1
1
a r1 T2 ... b

Da f nach Annahme monoton wachsend ist, gilt fiir jedes j € {1,...,k}

pr(r) = fzj-1) < fz) < fz;) = p(x)  firalle z € [z, 7;),
so dass wir wegen @y (zx) = f(xr) = ¢¥r(xy) die Ungleichungen ¢y, < f < 4y, auf [a, b] verifiziert haben.
AuBlerdem gilt nach dquidistanter Wahl der Zerlegung und mit der Teleskopsummeneigenschaft

k

b
0< / (6 — op) do = S [F(@5) = Flg0)] (5 — 25-1)

Jj=1

b—a <
= 203 ) — flasa)]

j=1
b—a b—a .
= [/ (@r) = f(zo)] = ——=[f(b) = f(a)] =0 Deik —o0.
Also haben wir das Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit aus Satz m (iii) nachgewiesen und damit
wie behauptet die Riemann-Integrierbarkeit von f gezeigt. O

o~
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Als n#chstes beschiftigen wir uns mit Operationen, die Riemann-Integrierbarkeit erhalten. Hier
zeigen wir zunéchst, dass die Verkettung einer gleichméBig stetigen Funktion mit einer Riemann-
integrierbaren Funktion selbst wieder Riemann-integrierbar ist.

Lemma 1.29. Es seia <b, f € R([a,b]) Riemann-integrierbar und h: f([a,b]) — R gleichmdfig stetig.
Dann gilt ho f € R([a,b]).

Bemerkung 1.30.

(1) Die Voraussetzung der Stetigkeit anstelle von gleichmdfiger Stetigkeit an die Funktion h reicht
tatsichlich nicht. Um dies einzusehen, betrachten wir die Funktionen f:[0,1] — {-1} U (0,1]
definiert als f(z) = x fir x € (0,1] und f(0) = —1 sowie h: {1} U (0,1] — R definiert als
h(y) = y~'. Als monotone Funktion ist f Riemann-integrierbar auf [0,1], die Funktion h ist stetig
auf (0,1] (jedoch nicht gleichmdfSig stetig), aber die Verkettung ho f ist nicht beschrinkt auf [0,1]
und damit auch nicht Riemann-integrierbar. Spdter werden wir sehen, dass h o f auch nicht im
uneigentlichen Sinn Riemann-integrierbar ist.

(2) Als Spezialfall bemerken wir, dass ho f € R([a,b]) gilt, sobald f € R([a,b]) Riemann-integrierbar
und h eine stetige Funktion auf dem Abschluss f([a,b]) (oder auch auf ganz R) ist, da in diesem
Fall f([a,b]) eine kompakte Menge ist und jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge schon
gleichmijig stetig ist.

Bevor wir zum Beweis dieses Lemmas kommen, machen wir die folgenden Voriiberlegungen zu gleich-
méifig stetigen Funktionen:

Lemma 1.31. FEs sei A C R eine beschrinkte Menge und h: A — R gleichmdfSig stetig. Dann gelten:
(i) h ist beschrinkt auf A,

(ii) zu jedem n > 0 existiert eine Konstante M, € R mit der Eigenschaft, dass

|h(x) — h(y)| < n+ My|le—y| fir alle x,y € A gilt.

Beweis. Fiir den Beweis von (i) nehmen wir in einem Widerspruchsargument an, dass h nicht beschrénkt
ist. Dann finden wir eine Folge von Punkten {z4}ren in der Mengen A mit |h(xgy1)] > |h(xg)| + 1 fiir
alle k € IN. Da A eine beschrinkte Menge ist, kénnen wir eine Teilfolge {xy, }rew auswéhlen, die in R
konvergiert. Entlang dieser Folge haben wir also insbesondere

|k, — 2k, | = 0 fiir £ — oo, aber zugleich |h(xk,,,) — h(zr,)| > |P(2r,, )| — |h(2R,)| > 1,

was der gleichméfligen Stetigkeit von h auf A widerspricht. Daher ist h wie behauptet von oben be-
schréankt.

Um die zweite Aussage (ii) zu zeigen, schlieflen wir aus der gleichméBigen Stetigkeit von h auf A
zuerst, dass es zu jedem beliebigem n > 0 ein § > 0 gibt mit der Eigenschaft

|h(z) — h(y)| <n fir alle z,y € A mit |z —y| < 4.

Fiir zwei Punkte, die §-nah beieinander liegen, ist damit bereits die Behauptung gezeigt. Fiir alle
anderen Punkte z,y € A mit |x — y| > ¢ gilt die behauptete Ungleichung aber offensichtlich, wenn
man M, = (supy h —inf4 h)/6 wihlt (was nach (i) eine endliche Zahl ist), denn fiir solche Punkte hat
man

|h(x)—h(y)\§Sljl4ph—i£11fh:Mn5§Mn\x—y|. O

Beweis von Lemma [[291 Da f als Riemann-integrierbare Funktion auf [a,b] und h gemis Lemmam
auf der beschrinkten Menge f([a,b]) beschrinkt sind, ist auch die Verkettung h o f eine beschrénkte
Funktion auf [a, b].
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Um nun die Riemann-Integrierbarkeit von h o f aus der Riemann-Integrierbarkeit von f zu folgern,
wollen wir zu € > 0 Treppenfunktionen ¢, % € T ([a,b]) finden mit ¢ < ho f <4 auf [a,b] und

b
[ <

so dass wir die Riemann-Integrierbarkeit von h o f aus Satz m (ii) bekommen. Dazu wihlen wir zu

die Konstante M, wie in Lemma Dann nehmen wir zwei Treppenfunktionen ¢, ¢ € T ([a,b]) zu
einer gemeinsamen Zerlegung Z = {x¢, z1,...,25} mit ¢y < f < 1; auf [a, b] sowie

b
&
/a (V5 —py)dr < S,

Nun definieren wir die gesuchten Treppenfunktionen ¢, € T ([a,b]) iiber

= inf hof und Y= sup hof firje{l,2,...,k}

(j—1,25) (j—1,25)

und setzen auf den Teilungspunkten einfach ¢(z;) = ¥ (z;) = ho f(z;) fur j € {0,1,...,k}. Nach
Konstruktion ist daher schon ¢ < ho f < auf [a, ] erfiillt. Fiir die Differenz folgt mit Lemma in
einem ersten Schritt auf einem beliebigem Intervall [x;_1, z;] fiir ein j € {1,2,...,k}

¢_@: sup hof— inf hOfShOf(gj)—hOf(ﬁj)‘H?

(z5-1,25) (@12

<2+ M,|f(€;) = fE ) <2+ My( sup f— inf f) <2+ My(dy—py)

(zj—1,7;) Ti-1:%]

fiir geeignete Zwischenpunkte Ej,gj € (zj_1,z;), deren h o f-Auswertung die Treppenfunktionen

bzw. ¢ gut approximiert (d.h. insgesamt bis auf einen Fehler der Grofie n). In einem zweiten Schritt
folgern wir damit nach Wahl von n und der Treppenfunktionen ¢y, die Integral-Abschétzung

’ ’ 2¢ €
(¥ —¢p)dx < [277+M,,(1/)f—gaf)]dx<§+§:g,
Mit Satz (ii) folgt somit die behauptete Riemann-Integrierbarkeit von h o f. 0

Mithilfe von Lemma koénnen wir nun auch zeigen, dass Positiv- und Negativteil, Potenzen und
Produkte Riemann-integrierbarer Funktionen wieder Riemann-integrierbar sind:

Lemma 1.32. FEs seia < b. Fiir Riemann-integrierbare Funktionen f, g € R([a,b]) gelten die folgenden
Aussagen:

(i) f+,f- € R([a,b]) (mit fy und f— dem in definierten Positiv- und Negativteil von f),
(ii) |f|* € R([a,b]) fir jedes a > 0,
(iti) fg € R([a,b]).
Beweis.

(i) Die Funktionen h: y — max{y,0} und y — — min{y, 0} sind auf R gleichméBig stetig. Daher folgt
die Behauptung aus Lemma [1.29

(ii) Die Funktion h: y +— |y|* ist auf beschrinkten Mengen gleichmiflig stetig. Daher folgt die Be-
hauptung aus Lemma
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(iii) Indem wir die Funktion fg umschreiben als fg = (|f + g|*> — |f — g/?)/4, folgt die Behauptung
sofort aus (ii) mit a = 2 sowie der Linearitdt des Riemann-Integrals. O

AbschlieBend beweisen wir noch den (verallgemeinerten) Mittelwertsatz der Integralrechnung, der es
erlaubt, (gewichtete) Integrale abschétzen, ohne den exakten Wert des Integrals zu berechnen.

Satz 1.33 ((verallgemeinerter) Mittelwertsatz der Integralrechnung). FEs seia < b, f: [a,b] — R eine
stetige Funktion und g € R([a,b]) eine Riemann-integrierbare Funktion mit g > 0 auf [a,b]. Dann gelten:

b
(i) es ewistiert ein & € [a,b] mit / fdz = f(&)b—a),

b b
(ii) es ewistiert ein & € [a, b] mit/ fgdz = f(f)/ gdx.

Beweis. Die Aussage (i) folgt sofort aus (ii) mit der Wahl g = 1, so dass wir nur (ii) zu zeigen brauchen.
Fiir den Beweis von (ii) bemerken wir wegen der Nichtnegativitit von g zunéchst

r[lgfbr]l fo(x) < fx)g(x) < max fo(x)

fiir alle « € [a,b], so dass wir aus der Monotonie und Linearitidt des Riemann-Integrals aus Satz m

auf die Ungleichungen
b b b
minf/ gdr < / fgdz Smaxf/ gdz
[a,b] a a [a,b] a

schlieBen. Also gibt es eine Zahl p € [min, y f, max, ;) f] mit

b b
/fgdx:u/ gdz.

Aufgrund des Zwischenwertsatzes angewandt auf die stetige Funktion f folgt die Existenz eines Zwi-
schenpunktes & € [a, b] mit f(£) = p, womit die Behauptung in (ii) gezeigt ist. O

Bemerkung 1.34 (Graphische Interpretation). Der Mittelwertsatz der Integralrechnung hat eine sehr
einfache graphische Interpretation, anhand derer man sowohl den Beweis als auch die Notwendigkeit
der Stetigkeit von f gut verstehen kann: man sucht zundchst eine Héhe u, so dass die Flicheninhalte
gleich sind, die zwischen dem Graphen von f und der Héhenlinie bei p oberhalb bzw. unterhalb einge-
schlossen sind. Verwendet man die Hohe p = inf f, so liegt dieser Flicheninhalt komplett oberhalb der
u-Hohenlinie, verwendet man dagegen die Héhe pn = sup f, so liegt dieser Flicheninhalt komplett unter-
halb der p-Hdéhenlinie. Verschiebt man die Hohenlinie also geeignet, sind die Flicheninhalte, die oberhalb
und unterhalb der Hohenlinie bis zum Graphen eingeschlossen sind, an einer geeigneten Stelle gleich.
Wegen der Stetigkeit von f kann man letztendlich dann die richtige Héhe p als Funktionswert f(§) einer
geeigneten Stelle & identifizieren.
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1.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir setzen nun die beiden grundlegenden Konzepte der Analysis, die Integration und die Differentia-
tion, miteinander in Verbindung. Genauer werden wir uns mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung beschiftigen, der auf Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz zuriickgeht und
besagt, dass das Integrieren — zumindest fiir stetige Integranden — als die umgekehrte Operation zum
Differenzieren verstanden werden kann.

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der Stammfunktion.

Definition 1.35 (Stammfunktion). Es sei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion. Wir
nennen eine differenzierbare Funktion F': I — R eine Stammfunktion von f, falls

F=f aufl
gilt (falls die Intervallendpunkte zu I gehéren, so wird F' dort als einseitige Ableitung aufgefasst).

Mithilfe der Ableitungsregeln kann man nachweisen, dass eine (gegebene) Funktion F' die Stamm-
funktion einer Funktion f ist.

Beispiel 1.36. Sei ¢ € R eine beliebige Konstante.

(i) Fiir die Funktion F.(x) = p~taP + ¢ fiir z € R und p > 1 hat man F!(z) = 2P~1, also ist F, eine
Stammfunktion von f: x + 2P~! auf R. Wegen der Linearitiit der Ableitung kann man so nun
auch eine Stammfunktion zu einem beliebigen gegebenen Polynom bestimmen.

(ii) Uber den Satz, dass man Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzbereiches gliedweise differen-
zieren darf, kann man verifizieren, dass die Potenzreihe F,: 2 — Y77 ap(k + 1)~ lzk+! + ¢ eine
Stammfunktion zu f: z — Y, arz® auf dem offenen Intervall (—R, R) ist, wobei R gerade der
Konvergenzradius der Potenzreihe f um 0 ist.

(iii) Fiir die Funktion F.(z) = log(|z|) + ¢ fiir # # 0 berechnet man F'(z) = 2!, also ist F. eine
Stammfunktion von f: z — 2z~ auf R~ und auf Rt.

(iv) Fiir die Funktion F,(x) = exp(x)+c fiir € R gilt F/(x) = exp(x), also ist F, eine Stammfunktion
von f: z — exp(x) auf R.

(v) Fiir die Funktion F.(z) = sin(z) + ¢ fiir 2 € R gilt F/(z) = cos(x), also ist F, eine Stammfunktion
von f: x +— cos(x) auf R.

(vi) Fiir die Funktion F.(z) = arctan(z) + ¢ fir z € R gilt F/(z) = (1 + 2?)7 !, also ist F. eine
Stammfunktion von f: z + (1 + 22?)~! auf R.

(vii) Fiir die Funktion F.(x) = arcsin(z) 4 ¢ auf (—1,1) gilt F/(z) = (1 — 22)~/2, also ist F. eine
Stammfunktion von f: 2~ (1 — 22)~1/2 auf (-1,1).

Eine Funktion kann also durchaus mehrere (und damit sogar unendlich viele) verschiedene Stamm-
funktionen besitzen. In allen bisher vorgestellten Beispielen unterscheiden sich die verschiedenen Stamm-
funktionen zu einer Funktion jedoch nur um eine additive Konstante. Dass dies tatsdchlich immer der
Fall ist, besagt gerade das folgende Lemma.

Lemma 1.37. Es sei I C R ein Intervall, f: I — R eine Funktion mit Stammfunktion F: I — R.
FEine Funktion G ist genau dann eine Stammfunktion von f, falls F — G konstant auf I ist.

Beweis. Es sei zunéchst G eine Funktion, so dass F'— G konstant auf I ist. Dann folgt aus der Differen-
zierbarkeit von F' sofort die Differenzierbarkeit von G, mit Ableitung G’ = F’ = f auf I. Damit ist G
also ebenfalls eine Stammfunktion von f.

Ist umgedreht G eine weitere Stammfunktion von f, so folgt (F — G) = f' — f/ = 0 auf I. Aus
dem Schrankensatz folgern wir dann, dass F — G auf jedem kompaktem Intervall in I konstant ist, und
damit wegen F,G € C(I) sogar auf ganz I konstant ist wie behauptet. O
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Dass eine Funktion F' eine Stammfunktion einer Funktion f darstellt, konnten wir durch Differentia-
tion nachweisen. Umgekehrt ist man aber typischerweise daran interessiert, zu einer gegebenen Funkti-
on f eine Stammfunktion zu bestimmen. Dass man dies durch Integration, also eine “Umkehrung” der
Differentiation, gewinnen kann, das ist gerade eine der Aussagen des folgenden zentralen Satzes aus der
Analysis. Fiir die Formulierung des Satzes benétigen wir noch die folgende Konventionen:

Definition 1.38. Es sei a < b. Fir eine Riemann-integrierbare Funktion f € R([a,b]) definieren wir

/bafdm:—/abfdx.

/afdm::O.

a

Aupferdem setzen wir fir f: {a} - R

Satz 1.39 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung oder kurz HDI). Es sei I C R ein Intervall
und f: I — R eine stetige Funktion.

(i) Ist a € I ein beliebiger Punkt, so stellt die Funktion F: I — R, definiert iber die Vorschrift

F(x) ::/wfdt firxel

eine Stammfunktion von [ auf I dar, d.h. F ist auf I (stetig) differenzierbar mit F' = f auf I.

(ii) Ist G eine beliebige Stammfunktion von f auf I, so gilt fir alle a,b € I
b
/ fdz = G(b) — Gla) = [G]Y.

Bemerkung 1.40.

(1) Der erste Teil des Satzes besagt, dass jede stetige Funktion (mindestens) eine Stammfunktion be-
sitzt und man eine solche durch Integration mit variabler oberer Grenze gewinnen kann. Der zweite
Teil des Satzes besagt, wie man Integrale auf einem gegebenem Intervall, sogenannte bestimmte
Integrale, mithilfe von Auswertungen einer beliebigen bekannten Stammfunktion des Integranden
berechnen kann.

(2) Da man (zumindest fir stetige Funktionen) eine Stammfunktion mithilfe der Integration finden
kann, schreibt man hdufig
/ fdx

ohne Integralgrenzen, um die Gesamtheit aller Stammfunktionen auszudriicken und bezeichnet dies
als das unbestimmte Integral von f.

Beweis von Satz [[39

(i) Fiir fixiertes # € I betrachten wir ein beliebiges h € R\ {0} mit  + h € I und schreiben den
Differenzenquotienten (F(x + h) — F(z))/h um als

F(:c+hiz—F(:c) _ 2(/:+hfdt_/:fdt) _ i/fhfdt, (1.4)

Variante 1: Nachweis durch explizite Abschdtzung. Aus der vorigen Identitét folgt

F(zx+h)— F(z)

1
L= )

x+h
<5 o-rea
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(i)

(fiir b > 0 folgt dies direkt aus der Dreiecksungleichung fiir das Riemann-Integral, fiir & < 0 muss
man noch beachten, dass in diesem Fall die obere Integrationsgrenze kleiner als die untere ist und
das Vertauschen dieser Grenzen zu einem Vorzeichenwechsel fiithrt). Zu einem vorgegebenen € > 0
wéhlen wir nun ¢ > 0 mit der Eigenschaft, dass |f(t) — f(z)| < e fur alle t € [a,b] mit |t — x| <
gilt. Dies impliziert im Fall |h| < §

1 x+h

< — dt =
. /I € €

und zeigt, wegen der Beliebigkeit von £ > 0, die Differenzierbarkeit von F' (ggf. einseitig, falls
ein Randpunkt des Intervalls ist und in diesem Fall ausschliellich negative oder positive Werte
von h zugelassen sind), mit F'(z) = f(x).

F(z+h)— F(x)
L= F@) )

Variante 2: Nachweis tiber den Mittelwertsatz der Integralrechnung. Mithilfe von Satz [I.33] schlie-
Ben wir aus der Identitét (1.4]), dass eine Zwischenstelle &, € [min{x, x+h}, max{z, z+h}] existiert
mit der Eigenschaft

. _ " z+h
F( +h}3 F( ):llz/x fdt = f(&).

Wegen &, — = bei h — 0 und der Stetigkeit von f schlieen wir daher auf

lim F(zx+h)— F(z)
h—0 h

= lim /(&) = f(2)
und damit die (ggf. einseitige) Differenzierbarkeit von F' in x, mit F'(z) = f(x).

Wir definieren eine Funktion F,: I — IR durch

F.(z) = /I f)ydt firzel.

Aus (i) wissen wir bereits, dass F,, eine Stammfunktion von f auf I darstellt, also dass F, differen-
zierbar ist mit F, = f auf I. Da G nach Annahme eine weitere Stammfunktion ist, unterscheiden
sich F,, und G nach Lemma[T.37 lediglich um eine additive Konstante. Daher erhalten wir mit der
Definition von F,, (und der Folgerung Fy(a) = 0) die behauptete Formel:

b
GO~ Gla) = Fu(b) - Fala) = Fa(t) = [ f0) O

Warnung. Bei der Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung muss man immer
darauf achten, dass der Integrand f auf dem ganzen Intervall [a,b] definiert und stetig ist!

Beispiel 1.41. Da wir einige Stammfunktionen in den Beispielen kennengelernt haben, kénnen
wir nun insbesondere die folgenden bestimmten Integrale durch Auswertung einer Stammfunktion in
den Endpunkten berechnen.

(1)

(i)

Fiir beliebige a,b € R und p > 1 gilt
b 1
/ e f[bp — ap].
a p
Fiir beliebige a,b € RT oder a,b € R~ gilt
b1
|5 e =1og(b) ~ tog(a.
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(iii) Fiir beliebige a,b € R gilt
b
/ cos(z) dx = sin(b) — sin(a).

Ubung 1.42. Bestimmen Sie iiber den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die folgenden
(unbestimmten) Integrale:

1 9 z?
/mdm, /xcos(x )dx, /mdx und /exp(exp(ac)+x) dx.

Mithilfe der Riemann-Integration lassen sich in einigen Fillen auch elegant Potenzreihen bestimmen
oder Reihenwerte ermitteln.

Beispiel 1.43 (Potenzreihe fiir log(1 + 2) und alternierende harmonische Reihe). In der Analysis I
haben wir bereits gesehen, dass sich die Ableitung von log(1 + ) fiir x € (—1,1) als eine Potenzrei-
he ausdriicken lésst, die wir iiber den Satz zur Differentiation von Potenzreihen als Ableitung einer
Potenzreihe umschreiben konnten. Auf diese Weise haben wir {iber den Prozess der Ableitung eine
Potenzreihendarstellung von log(1l + z) fiir z € (—1,1) gewonnen. Auf dhnliche Weise kénnen wir die
Potenzreihendarstellung von log(1+z) fiir € (—1,1) auch iiber Riemann-Integration einer Potenzreihe
herleiten. Dazu schreiben wir log(1 4+ z) zunéichst als Riemann-Integral um und verwenden dann die
Darstellung des Integranden als geometrische Reihe
o 1+t t /0

Wegen x € (—1,1) integrieren wir die geometrische Reihe nur im Inneren ihres Konvergenzbereiches
und konnen daher die rechte Seite gemafl Korollar gliedweise integrieren. Somit erhalten wir als
Potenzreihe fiir log(1 + )

log(1+ ) =log(l +z) —log(1) =

oo

Z/Oz(_t)kdt

k=0

log(1+ )

oo o0

1
:_I;)m k+1 Z Z L 15’7

k=0 k=1

fiir alle x € (—1,1). Mit analogen Rechnungen erhalten wir auch eine Fehlerabschitzung fir = € [0,1),
wenn wir die Reihe nach der N-ten Partialsumme fiir ein N € IN abbrechen:

N

k o0 k+1
log(1+2) — S (~1)F12 | = k2
og(1+2) = 3 (-1 = | Y (-nh
k=1 k=N
x OO x N x N+1
—t
= / Z(—t)kdt‘: /( ) dt‘g/tth:x .
0 = o 1+t 0 N+1
Im Grenziibergang = — 1 erhalten wir also
al 1 1
_ 1t < "
log(2) k:1( 1) k‘ S N1 fir alle N € IN

und dann im Limes N — oo die Identifikation von log(2) mit dem Wert der alternierenden harmonischen
Reihe
G 1
Z DF 12 = log(2).
=1

Ubung 1.44 (Potenzreihe fiir arctan(z)). Leiten Sie die Potenzreihendarstellung von arctan(z) fiir
€ (—1,1) analog zu log(1 + z) in Beispiel her.
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1.6 Integrationstechniken

In diesem Abschnitt lernen wir einige der wichtigsten und am héaufigsten angewendeten Integrations-
techniken kennen. Uber den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung lassen sich insbesondere
die Produktregel und die Kettenregel der Differentiation in Techniken der Integration umformulieren.
Dazu verwenden wir die folgenden Kurzschreibweisen fiir die Menge der stetigen bzw. der k-fach stetig
differenzierbaren Funktionen auf einer Teilmenge von R.

Definition 1.45 (Funktionenriume der stetigen, k-mal stetig differenzierbaren und glatten Funktio-
nen). Es sei D C R eine Menge und k € IN.

(i) Wir bezeichnen mit C(D) = C°(D) die Menge aller stetigen Funktionen f: D — R.

(ii) Wir nennen eine Funktion f € C(D) k-mal stetig differenzierbar, falls f auf D k-mal differenzier-
bar ist und die k-te Ableitung f*) auf D stetig ist. Die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen f: D — R bezeichnen wir mit C*(D).

(i) Wir setzen
C>(D) = () C*(D)

kelN

und nennen die Funktionen f € C*°(D) unendlich oft differenzierbar oder glatt.

Zunéchst iiberlegen wir uns, dass sich aus der Produktregel der Differentiation die Formel der par-
tiellen Integration ergibt:

Satz 1.46 (partielle Integration). Es sei a < b. Fiir stetig differenzierbare Funktionen f,g € C*([a,b])
gilt

b b
[ todo=ital - [ fga
Beweis. Definieren wir G := fg € C*([a,b]), so gilt nach der Produktregel fiir die Differentiation
G'(z) = f'(z)g(z) + f(x)g'(z) fiir alle z € [a, b],

d.h. die Funktion fg ist eine Stammfunktion zu f'g+ f¢’. Nach dem Hauptsatz m (ii) der Differential-
und Integralrechnung folgt also

b b b
/ (f'g+ fg')da = / f'gde +/ fg'dx=[fgl:,
was gerade die zu zeigende Aussage der partiellen Integration ist. O

Beispiel 1.47.

(i) Fiir beliebiges y > 0 gilt mit den Wahlen f(x) = log(z) (mit f/'(z) = 1) sowie g(x) = = (mit
g'(x) = 1) in der partiellen Integrationsregel

y y v o1
/ log(x) dr = / 1-log(x)dr = [zlog(x)]y — / v dx
1 1 1
= [zlog()l{ — [z]{ =ylog(y) —y +1.
Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt also, dass = — zlog(z) — x
eine Stammfunktion der Funktion x + log(z) auf R™ ist.
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(ii) Fiir beliebiges y € R gilt mit den Wahlen f(z) = x (mit f'(x) = 1) sowie g(x) = exp(x) (mit
g'(x) = exp(x)) in der partiellen Integrationsregel

/Oy zexp(z)dz = [zexp(z)]] — /Oy 1-exp(z)dx
= [zexp(@)]§ — [exp(2)]g = (y — 1) exp(y).
Damit ist  — (z — 1) exp(x) eine Stammfunktion zu z — xexp(z) auf R.
(iii) Fiir beliebiges y € R und p > 1 gilt mit den Wahlen f(z) = 2P (mit f’(z) = paP~!) sowie

g(x) = exp(—z) (mit ¢’(x) = —exp(—=x)) in der partiellen Integrationsregel dhnlich wie im letzten
Beispiel zunéchst

y y
/ 2P exp(—z) dz = —[zP exp(—z)]§ +p/ 2P~ Lexp(—z) dz.
0 0

Fiir die Fulersche Gammafunktion, die als der Grenzwert

y
P(p+1):= lim 2P exp(—z) dz

Y—00 0

definiert ist, folgern wir aus der obigen Identitdt und dem Grenzwert lim, . y? exp(—y) = 0
sofort die wichtige Funktionalgleichung fiir die Gammafunktion

I'(p+1) = pL(p). (1.5)
Beachten wir zudem noch
Y
| expl-a) do = ~fexp(-o)lf = 1~ exp(-)
0

und damit T'(1) = 1, so folgt aus der Iteration der Funktionalgleichung (1.5) fiir £,k € IN mit £ < k

k! k!

T'(k+1) = kD(k) = mr(lf) == T+ ) = =KI1) =K.

Bemerkung 1.48. Fiir unbestimmte Integrale ergibt sich mit der partiellen Integration aus Satz [1.40]
fiir stetig differenzierbare Funktionen f,g die Formel

[ #ddo = @)~ [ roda.
Ubung 1.49. Bestimmen Sie iiber partielle Integration die folgenden (unbestimmten) Integrale:

/ arctan(z) da, / 2 sinh(z) dx, / log() dz  und / exp(x) cos(z) dz.

Als Anwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung und der partiellen Inte-
grationsregel kénnen wir nun ein Approximationsresultat fiir Riemann-Integrale beweisen.

Satz 1.50 (Trapezregel). Es sei f € C?([0,1]) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann gibt
es eine Zwischenstelle £ € [0,1] mit

1 1
- "),



Beweis. Mit zweimaliger partieller Integration berechnen wir

/01 f(z)dr = [(x— %)f(x)}; _/01 (m— %)f’(x)da:

(10 + 1) = [ =) @] +5 [ =a)" @) da

0

(FO) + 1) - / (2 — ) " (2) da.

w\»—l mm—\

Da die Funktion z + x — 22 auf [0,1] nicht-negativ und f” nach Voraussetzung auf [0,1] stetig ist,
konnen wir den verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden und finden so
£ €[0,1] mit

1

[ s = 500+ 1) - 350 [ -4 dr = 3(50) + 500) - 5

S/© O

Bemerkung 1.51. Die Trapezregel ist eine (numerisch sehr einfach zu berechnende) Niherungsformel
fiir das Integral einer Funktion f: |a,b] — R auf einem kompakten Intervall [a,b] C R. Hierbei wird
anstelle der (vorzeichenbehafteten) Fliche zwischen dem Graphen der Funktion und dem Abschnitt [a, b]
auf der x-Achse die Fliche des Trapezes bestimmt, das durch die Eckpunkte (a,0), (a, f(a)), (b, f(b))
und (b,0) bestimmt ist. Damit haben wir

b
/ “(f(a) + F(b)). \

Diese Formel ist fiir affine Funktionen exakt, und fir all-
gemeine C?-Funktionen ist der Fehler diber

abgeschitzt, vgl. Satz [L.50] fiir [a,b] = [0, 1].

N3
6=

(F@) + (1)) < =5 man .

Als néchstes iiberlegen wir uns, dass sich aus der Kettenregel der Differentiation die Substitutions-
regel der Integration gewinnen l&sst:

Satz 1.52 (Substitutionsregel). Fs sei a < b, I C R ein Intervall, f € C(I) eine stetige Funktion und
¢ € CY([a,b)) eine stetig differenzierbare Funktion mit Werten in I, also ¢([a,b]) C I. Dann gilt

/ flp x)dr = /(:j) f(t)dt.

Beweis. Da ¢ eine stetige Funktion auf [a, b] und [a, b] ein abgeschlossenes und beschrénktes Intervall
ist, wissen wir, dass auch der Wertebereich J = ¢([a,b]) ein abgeschlossenes Intervall in R ist. Es sei
nun F: J — R eine Stammfunktion zu f. Dann gilt mit der Kettenregel fiir die Differentiation fiir die
Funktion F o ¢

%F o p(z) = F'(p(2))¢(z) = f(p())¢'(x) fir alle x € [a,b],

d.h. die Funktion F o ¢ ist eine Stammfunktion zur Funktion x — f(¢(z))¢’(x) auf [a,b]. Wenden wir
nun den Hauptsatz m (ii) der Differential- und Integralrechnung zweimal an, ndmlich zunéchst mit
der Stammfunktion F o ¢ zu f o p ¢’ auf [a,b] und anschlieBend mit der Stammfunktion F zu f auf
[p(a), p(b)] bzw. [¢(b),¢(a)], so folgt die Behauptung

o(b) @(b)
/ H(6(@)'(a) do = [F o glt = o) - Flo(@) = 17150 = [ S =
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Beispiel 1.53.
(i) Fir ¢ € R und jede stetige Funktion f: [a 4+ ¢,b+ ¢] — R gilt mit der Substitution ¢(x) =z + ¢

fir z € [a, b]
b+c
/ flz+¢) / f(t)dt.

(ii) Fiir c € R\ {0} und jede stetige Funktion f: [ca,cb] — R gilt mit der Substitution ¢(x) = cx fiir

x € [a,b] \ ,
c/a f(cx)dac:/C: f(t)dt

(iii) Es sei ¢: [a,b] — R\ {0} eine stetig differenzierbare Funktion (womit dann ¢ > 0 oder ¢ < 0
auf [a,b] gilt). Indem wir die Substitutionsregel auf die Funktion f(t) = ¢t~! fiir t € ¢([a,b)])

anwenden, erhalten wir
bt LON]
a QD(:E) p(a) t #la)

Bemerkung 1.54. Fiir unbestimmte Integrale ergibt sich mit der Substitutionsregel aus Satz [1.52] fiir
stetig differenzierbare Funktionen F,y die Formel

[ Flew)s @)z = Flg@) + firee

Ubung 1.55. Bestimmen Sie iiber die Substitutionsregel die folgenden (unbestimmten) Integrale:

a3 cos(z 1
dx, zv 14+ xdr und / dx
/ V1-— x8 / 2 +sin(z / cos?(z)y/1 + tan(x)

Abschlielend beschéftigen wir uns mit der Integration rationaler Funktionen, also Funktionen der
Form P/@ mit Polynomen P, Q. Als Vorbereitung benétigen wir einige Aussagen zu Nullstellen und der
Abspaltung von Linearfaktoren bei komplexen Polynomen sowie eine Zerlegung rationaler Funktionen
iiber C in elementare Bestandteile (die man einfacher integrieren kann).

Satz 1.56 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante komplexe Polynom P: C — C besitzt
mindestens eine Nullstelle ¢ € C.

Eine solche Nullstelle eines Polynoms koénnen wir als Linearfaktor abspalten:

Lemma 1.57 (Abspaltung eines Linearfaktors bei einem komplexen Polynom). Es sei P: C — C ein
komplexes Polynom vom Grad n € N mit einer Nullstelle ¢ € C. Dann ezistiert ein eindeutiges Polynom
P: C— C vom Gradn — 1 mit

P(z) = (z = ¢)P(2) fiir alle z € C.
Uber Induktion erhalten wir dann:

Korollar 1.58 (Zerlegung von komplexen Polynomen in Linearfaktoren). Es sei P: C — C ein kom-
plezes Polynom vom Grad n € IN. Dann ldisst sich P in der Form

¢
P(z) = cH(z — )" fiir alle z € €
j=1

schreiben, wobei ¢ € C eine Konstante ist und (1,...,(; € C fir ein £ < n verschiedene Nullstellen
von P mit Vielfachheiten ky,...,k; € IN mit k1 +...+ ks = n sind. Die Konstante ¢ und die Nullstellen
mit Vielfachheiten sind dabei (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmit.
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Definition 1.59 (Polstelle). Es sei k € IN. Ein Punkt ( € C heifst k-facher Pol oder k-fache Polstelle
einer rationalen Funktion R auf C, falls es zwei Polynome P, Q auf C gibt, so dass R in der Darstellung
P/Q geschrieben werden kann, P(¢) # 0 gilt und @ genau eine k-fache Nullstelle in ¢ hat. In diesem
Fall bezeichnen wir k auch als die Ordnung der Polstelle.

Bemerkung 1.60. Nach Korollar konnen wir das Polynom @ aus Definition [1.59| in der Form
Q(2) = (z — O)*Qo(2) fiir alle z € C schreiben, wobei Qg ein Polynom auf C mit Qo(¢) # 0 ist.

Lemma 1.61 (Abspaltung des Hauptteils). Fs sei k € IN. Falls ( € C eine k-fache Polstelle einer
rationalen Funktion R auf C ist, dann existiert eine eindeutige Zerlegung

R=H+ Ry

von R in einen Hauptteil H als Summe von Partialbriichen von der Form

H(z) = Z B ijoj fiir Koeffizienten a1, ...,a; € C mit ap #0 (1.6)

j=1
und eine rationale Funktion Ry als Rest, die keine Polstelle in ¢ besitzt.

Beweis. Voriiberlegung. Wir starten mit dem Beweis einer etwas einfacheren Zerlegung fiir eine rationale
Funktion R;, die eine j-fache Polstelle in ¢ hat, d.h. fiir die Polynome P;, Qo auf C existieren mit

P;(¢) #0, Qo(¢) # 0 und
_ Pl
(2 =€) Qo(2)

(fiir alle z aus dem Definitionsbereich von R;). Um die Zerlegung herzuleiten, schreiben wir R; um als

pe) 1 (Pj(Z) _ Pj(<)>
(z=¢)Qu(C) (2 =¢) \Qo(2)  Qo(C)

i) 1 Pi(2)Qo(C) = Bi(C)Qo()
(z=¢)Qo(C)  (z—¢) Qo(¢)Qo(2) '

Die Funktion [P;(2)Qo(¢) — P;j(¢)Q0(2)]/Q0(¢) ist ein komplexes Polynom mit mindestens einer Null-
stelle in (, also finden wir nach Lemma ein komplexes Polynom P;_; auf C mit

Pj(2)Qo(¢) — Pj()Qo(2)
Qo(¢)

Definieren wir nun a; = P;({)/Qo({) # 0, so schlieBen wir aus der obigen Darstellung von R; nach
Kiirzen eines Faktors (z — ¢) im zweiten Summanden auf

Rj(z) =

R;j(z) =

= (2 = )Pj-1(2).

_ 4 biakz) g
R;(z) o T oo = oo + Rj-1(2), (1.7)
wobei R;_; immer noch eine rationale Funktion ist, die entweder keine Polstelle oder eine Polstelle
héchstens von Ordnung (j — 1) bei ¢ hat. Nach der Herleitung der Zerlegung kénnen wir nun zum
eigentlichen Beweis des Lemmas kommen.

Beweis der Existenz der Zerlegung R = H + Ry. Wir gehen mit Induktion iiber die Ordnung & der
Polstelle ¢ vor. Ist k = 1, so haben wir mit fiir j = 1 die Existenz der Zerlegung von R in Hauptteil
und Rest bereits gezeigt. Nehmen wir also an, dass wir eine solche Zerlegung fiir rationale Funktionen
mit einer Polstelle in ¢ hochstens der Ordnung (k — 1) zur Verfiigung haben. Mithilfe von fiir
j = k konnen wir dann von R eine rationale Funktion mit Polstelle bei ¢ der Ordnung k abspalten und
den Restterm Rjy_; anhand der Induktionsannahme zerlegen. Zusammen erhalten wir so die gesuchte
Zerlegung R = H + Ry.
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Beweis der Findeutigkeit der Zerlegqung R = H + Ry. Angenommen, es giibe zwei solche Zerlegungen
von R, also

k k
a; b
-+ Ro(z) = R(z) = -+ So(z
3 i + o) = Re) = 10 1 + 5u)
mit Koeffizienten aq,...,ax € C, by,...,br € C mit ag,br # 0 und rationalen Funktionen Ry, Sy als

Rest, die keinen Pol in ¢ besitzen. Die Multiplikation der obigen Identitit mit (z — ¢)* und Auswertung
bei z = ( zeigt ar = by. Ziehen wir dann a/(z — ¢)? von beiden Seiten ab, so folgt damit sukzessive
a; =b; fir j =k —1,k—2,...,1 und damit schlieflich auch Ry = Sp. O

Fiir eine gegebene rationale Funktion R = P/Q mit Polynomen P, @ auf C miissen wir zunéchst alle
Polstellen (1, ...,y € C fiir ein N € INg ermitteln und dann die Abspaltung der Hauptteile mithilfe des
vorherigen Lemmas iterieren. Ubrig bleibt nach diesen N Abspaltungen dann eine rationale Funktion,
die keine Polstelle mehr hat, also ein Polynom. Damit schlieflen wir auf:

Satz 1.62 (Partialbruchzerlegung). Jede rationale Funktion R auf C hat eine eindeutige Darstellung
als Summe ihrer Hauptteile sowie ihres Polynomanteils, d.h.

R=H +...+ Hy + P,

mit H; Hauptteil zu einer Polstelle ¢; € C (von der Form (1.6|) wie in Lemma [L.61) firie {1,...,N},
ein N € Ny und mit Py einem Polynom auf C.

Aus dieser Partialbruchzerlegung fiir rationale Funktionen auf C kénnen wir auch eine Variante fiir
rationale Funktionen auf R ableiten, also fiir den Quotienten zweier reeller Polynome (zu beachten ist
hier, dass Polynome auf R nicht mehr notwendigerweise in Linearfaktoren zerfallen). Um auf die genaue
Form zu schlieflen, machen wir die folgenden Beobachtungen:

e Die Polynome P und @ in der Darstellung R = P/Q haben nur reelle Koeffizienten, daher gilt,
wenn man sie als Polynome auf C auffasst, die Beziehung

R(z) = R(z) fiir alle z € C.

Entsprechend ist ( € C genau dann eine k-fache Polstelle von R, wenn ihre konjugiert komplexe
Zahl C eine k-fache Polstelle von R ist. AuBlerdem haben die Hauptteile von konjugiert komplexen
Polstellen Koeffizienten, die ebenfalls konjugiert komplex sind. Diese beiden Hauptteile in der
Partialbruchzerlegung sind also von der Form

Z e ijg)j + Z e ijé)j fiir Koeffizienten aq,...,ar € C mit ay # 0.
=1

J

j=1

e Setzt man nur eine reelle Variable z = z € R ein, so kann man die Partialbriiche zu ¢ und ¢ mit
gleichem Exponenten j auf Hauptnenner bringen und reell schreiben als

G- @-07 o Re(Q) ~ 1mQ)F [z~ Re(Q)) + 1 m(C)}
_ [z = Re(Q)) +1m(Q)) +aj((z — Re(()) — iTm(Q))’
[(z = Re(¢))? + Im(¢)?) ’
wobei der Zihler nun ein reelles Polynom hochstens j-ten Grades in (2 — Re(¢)) ist. Indem man

solche Potenzen im Zéhler sukzessive auf die Form [(z — Re(¢))? + Im(¢)?] wie im Nenner bringt
und kiirzt, kann man weiter umformen und endet mit einer Darstellung der Form

a; @ . J bjyg(l' — RG(C)) + Cje
et a0 Re@) £ Im(CPT

fir neue Koeffizienten b;¢,c; ¢ € R (und diese hiingen nur von ¢, j, Re(a;), Im(a;), Re(¢) und
Im(¢) ab).
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e Zusammenfassend haben wir fiir einen k-fachen reellen Pol ¢ € R einen Hauptteil als Linearkom-
bination von Partialbriichen der ersten Art von der Form
T a a; .. . .
H"(z) = Z G0y fiir Koeffizienten ay,...,ar € R mit ag # 0 (1.8)
: Tr—G)

Jj=1

und fiir k-fache konjugiert komplexe Pole ¢,¢ € C\ R einen Hauptteil als Linearkombination von
Partialbriichen der zweiten Art von der Form

b bij(x —Re(Q)) + ¢;
He@) = j I fiir Koeffizienten by ..., bg,c1.....cx € R
o = o~ Re(Q)? +Im(O%F |bZT +Z|lcel?| ilo.l A (1.9)

J

Damit haben wir insgesamt gezeigt:

Satz 1.63 (reelle Partialbruchzerlegung). Jede rationale Funktion R auf R hat eine eindeutige Darstel-
lung als Summe ihrer Hauptteile erster und zweiter Art sowie ihres Polynomanteils, d.h.

R=H{+...+Hy +H{+...+H$ + P

mit H] Hauptteil erster Art zu einer reellen Polstelle ; € R (von der Form (L.8)) firi € {1,..., N},
ein N, € WNo, mit HS Hauptteil zweiter Art zu konjugiert komplexen Polen (;,¢; € C\ R (von der
Form (1.9)) firie {1,...,N.}, ein N. € Ny, und mit Py einem Polynom auf R.

Verfahren 1.64 (Bestimmung der Partialbruchzerlegung). Wenn wir zu einer gegebenen rationalen

Funktion p
R=—
Q

mit Polynomen P, Q) auf C bzw. auf R die Partialbruchzerlegung wie in Satz bzw. die reelle Partial-
bruchzerlegung wie in Satz bestimmen wollen, kénnen wir nach dem folgendem Schema vorgehen:

(1) Falls der Grad des Polynoms P im Zihler nicht kleiner als der Grad des Polynoms @ im Nenner
ist, so fithren wir zunéchst eine Polynomdivision durch, um den Polynomanteil Py von R zu
bestimmen. Damit muss man noch die Hauptteile der verbliebenen rationalen Funktion

P,
R—Py=—
Q
bestimmen, wobei P; == P — Py nun ein Polynom auf C bzw. auf R ist, dessen Grad echt kleiner
ist als der Grad von Q.

(2) Dann bestimmen wir die komplexen Nullstellen (3, ...,y € C vom Nennerpolynom @ sowie deren
Vielfachheiten kq,...,ky € IN. Indem wir gegebenenfalls iibereinstimmende Linearfaktoren bei
Zghler und Nenner kiirzen, diirfen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass das Zéhlerpolynom P,
in den Punkten (1,...,(y keine Nullstelle hat.

(3) Da wir nach der Ausfithrung von Schritt (2) die moglicherweise auftretenden Partialbriiche kennen,
kénnen wir nun die Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung wie in Satz bzw. in der reellen
Partialbruchzerlegung wie in Satz [I.63] bestimmen. Eine Moglichkeit ist es, den Ansatz fiir die
Partialbruchzerlegung mit ¢ zu multiplizieren, so dass wir auf beiden Seiten Polynome auf C
bzw. auf R erhalten

Pi(z) = Hi(2)Q(2) + ... + Hy(2)Q(2)
bzw.
Pi(z) = H{(2)Q(z) + ... + Hyy, (2)Q(x) + Hi (2)Q(z) + ... + Hf ()Q(x),

wobei nun links jeweils ein bekanntes Polynom steht (das wir in Schritt (1) bestimmt haben) und
rechts jeweils ein Polynom, bei dem die unbekannten Koeffizienten linear auftreten. Ein Vergleich
der Koeffizienten vor den Monomen fiihrt nun im Allgemeinen auf ein lineares Gleichungssystem
in den unbekannten Koeffizienten und hat mindestens ebenso viele Gleichungen wie Unbekannte
(eine lineare Abhéingigkeit der Bedingungen ist durchaus méglich).
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(4) Ermittlung der (eindeutigen) Koeffizienten durch Losen des linearen Gleichungssystems aus (3).
Fiir die Berechnung von einzelnen Koeffizienten ist manchmal auch die Grenzwertmethode vorteil-
haft, also die Ermittlung des Koeffizienten des jeweils fiihrenden Terms in (z — (;)** als Grenzwert

lim (z — )" R(2) = lim (2 — ;)" (R(2) — Po(2)).

Z‘}Ci z%(i
Die Koeffizienten der nicht-fithrenden Terme bestimmt man analog, muss hierzu aber noch die
Anteile der Terme hoherer Polordnung vorher subtrahieren (vgl. Beispiel [1.65]).

Nachdem wir uns nun eine geeignete Zerlegung einer gegebenen rationalen Funktion auf R {iberlegt
haben, kénnen wir diese nun auf Intervallen, in denen keine Polstelle liegt, integrieren. Dazu iiberlegen
wir uns die Integration fiir die einzelnen Summanden in der Linearkombination der reellen Partialbruch-
zerlegung aus Satz [L.63}

e fiir Monome
_ 1 .
/arj de = ——a7 4 ¢
Jj+1

o fiir Partialbriiche der ersten Art fiir j =1

1
/xicdleog(\x—d)—i-c
bzw. fir j > 2

/;dm:_L;ﬂ
(z—C) j=1(@=0i-t 7

e fiir Partialbriiche der zweiten Art mit linearem Anteil im Zahler fir j =1

| T e % = 510 (6~ Rl £

bzw. fiir j > 2

S 1
(o= Re(Q)2 + (O ™"~ 720/ — 1) [(w — Re({))? + ({1

+c,

e fiir Partialbriiche der zweiten Art mit konstantem Anteil im Zahler fiir j = 1

1 = 1 arctan LRE(O C
/u—mmﬁ+mm”xlmo tan (e ) +

(vgl. Beispiel (vi)) bzw. fiir j > 2 nach partieller Integration geméfi der Rekursionsformel
/ 1
[(z = Re(())? + Im(¢)?)/

_ 1 / [(z = Re(Q)* + Im(¢)?] — (& = Re(Q))(x — Re(Q))
[(z = Re(¢))? + Im(()?)/

dx

1 1 1
:<1‘2@—1thoz/Km—Rd0P+hmoﬂf1“
1 1 1
2(j — 1) Im()? [(z — Re({))2 + Im({)2

mit j € IN und ¢ € R einer beliebige Konstante.
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Beispiel 1.65. Nach dem obigen Schema berechnen wir nun die Partialbruchzerlegung sowie eine
Stammfunktion (auflerhalb der Polstellen) der rationalen Funktion

(1)

4

B+ —zr-—1

R(z) = fir z € R\ {£1}.

Der Z#hlergrad (d.h. der Exponent der hochsten Potenz, die im Zéhler vorkommt) ist hoher als
der Nennergrad (d.h. der Exponent der hiéchsten Potenz, die im Nenner vorkommt), also fithren
wir eine Polynomdivision durch und erhalten die Darstellung

222 — 1
R = — - 1.
() 42—z —1 e
Das Nennerpolynom hat eine einfache Nullstelle in {(; = 1, eine doppelte Nullstelle in (; = —1 und

hat die Faktorisierung
P —r—1=(x-1(z+1)>%

Das Zé&hlerpolynom verschwindet in keinem der Punkte 41, also kénnen wir keine Linearfaktoren
in der Darstellung von R in (1) kiirzen.

Da das Nennerpolynom keine komplexe Nullstellen hat, treten in der reellen Partialbruchzerlegung
nur Partialbriiche erster Art auf. Wir miissen nun Koeffizienten a1 1,as2,1,a22 € R finden, so dass

222 — 1 _ 01 021 az2
B4+z2—-r—-1 -1 z+1 (z+1)2

gilt. Nach Multiplikation beider Seiten mit dem Zéhlerpolynom erhalten wir die Polynom-Identitét

202 —1=ap (z+1)? +ag1(x —1)(x+1) +aga(zr—1)

= (a11 +ag1)2* + (2a11 + as2)x + (@11 — ag,1 — as2)l.

Das zugehorige lineare Gleichungssystem

2=a11+az1
0= 2a171 + az 2
—l=a1;1 —az1 —as2

hat die Lésung

1 7 q 1
-, ag1=- und ass=—=.
1 21= 2,2 5

Alternativ hitten wir die Koeffizienten auch iiber die Grenzwertmethode bestimmen kénnen, als

a1 =

. o222 -1 1
avy = lim(z = DR@) = lim 7255 = 7.
222 — 1 1
1 2 T _ 1
a2 = lim (z+1)°R(x) = lim —— =—2,
-1 az,2 . 14z -3 7
aza = lim (o +1)(R(2) - m) = m p T

Damit haben wir zusammenfassend die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion R bestimmt als

1 7 1
@) = =y Y ie+ ) 2@ee T L
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Die Berechnung von Integralen von R auf Intervallen, die die beiden Polstellen 1 nicht enthalten, erfolgt
dann iiber das nach den obigen Regeln fiir die Integration der Linearfaktoren gebildete unbestimmte
Integral

1 7 1 1
/R(m)dm = Zlog(|x— 1)) + Zlog(\x—i— 1) + D) + 5,@2 —z+c

(mit ¢ € R beliebig).

Ubung 1.66. Bestimmen Sie iiber Partialbruchzerlegung die folgenden (unbestimmten) Integrale au-
Berhalb der Polstellen:

x* — 8z 2x 4+ 4 z+1
/x2—|—2x—3dx’ /x3—2x2—4x—|—8dm und /x2+1dx.

Bemerkung 1.67.

(1) Wir haben mit der elementaren Integration iber eine Stammfunktion, der partiellen Integration,
der Substitutionsregel und der Integration rationaler Funktionen mithilfe der Partialbruchzerlegung
eine Reihe von Techniken zur Berechnung von Riemann-Integralen kennengelernt. In der Anwen-
dung ist hdufig nicht klar, welche Technik wie angewandt werden kann. Manchmal miissen auch
verschiedene Techniken kombiniert werden, um ein gegebenes Riemann-Integral zu berechnen.

(2) Aus Kapitel wissen wir prinzipiell, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall
Riemann-integrierbar ist. Jedoch bedeutet dies nicht unbedingt, dass wir das Riemann-Integral zu
einem stetigen Integranden immer gut berechnen konnen. Es gibt tatsdchlich elementare Integran-
den (d.h. Potenzen, trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktion oder Logarithmusfunktio-
nen und beliebige Kombinationen dieser mit Hilfe der Grundrechenarten), deren Stammfunktion
man nicht durch elementare Funktionen in Form eines “geschlossenen” Ausdrucks angeben kann.
Bekannte Beispiele solcher nicht elementar Riemann-integrierbarer Funktionen sind

x> exp(—z?)  und w

Ubung 1.68. Bestimmen Sie die folgenden (unbestimmten) Integrale:

/ sin(log(z)) dz, / ::j((i)) dz, / mdm und / Helxp(zx)da:

Intermezzo: Hauptsatzkantate

Vertonung des Hauptsatzes der Differentialrechnung nebst Beweis, Anwendungen und historischen Be-
merkungen fiir vierstimmigen Chor, Mezzosopran-, Tenor-Solo und Klavier.

Von Friedrich Wille (aus “Humor in der Mathematik”, 1992).

Vorspiel

Es sei f stetige Funktion auf einem Intervall.

Dann existiert von a bis x dazu das Integral.

Fasst  man als variabel auf, erhilt man hohen Lohn:
Dies ist von f die allerschonste Stammfunktion.

Das Integral von a bis b errechnet man nun leicht.

Mit einer Stammfunktion von f ist’s also bald erreicht.
Man subtrahiert in b und a — das ahnen alle schon —
die Werte dieser wunderschonen Stammfunktion.
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Rezitativ (Beweis des Hauptsatzes)

Zum Beweise des eben gehorten Hauptsatzes

der Diff’rential- und Integralrechnung

bemerken wir zu Anfang folgendes:

Die Existenz des Integrals beweisen wir

iiber die gleichméfige Stetigkeit von f.

Ferner schreibt man sich den Differenzenquotienten
der Integralfunktion hin beziiglich der Stellen z und z + h,
formt ihn um, und iiber den Mittelwertsatz

der Integralrechnung sieht man ein:

Fiir h gegen Null strebt unserer
Differenzenquotient gegen f von .

Quod erat demonstrandum,
quod erat demonstrandum,
quod erat demonstrandum.

Arie

Oh, welch ein wunderbares Theorem!

Es lidsst mich nachts kaum noch schlafen.
Man errechnet damit so bequem

die Flache unter einem Graphen.

Auch so manchen krummen Rauminhalt
gewinnt man nun durch uns’ren Hauptsatz bald.
In der Physik lduft mancher Trick,

auch jeder Start der Weltraumfahrt

gelingt durch Integriererei,
sonst geht’s glatt am Mond vorbei,
sonst geht’s glatt am Mond vorbei,
Mond vorbei, Mond vorbei.

Oh, welch ein wunderbares Theorem!

Es lidsst mich nachts kaum noch schlafen.
Man errechnet damit so bequem

die Flache unter einem Graphen.

Finale

Lasst uns nun lustig integrieren,

umgekehrt muss man nur diff 'renzieren.

Substituieren, partiell integrieren, alles geht uns elegant
jetzt von der Hand.

Substituieren, partiell integrieren, alles ist mit einem Mal
jetzt voll trivial.

Jetzt kann man die Probleme l6sen

fiir die Guten und die Bosen.

Substituieren, partiell integrieren, alles geht uns elegant
jetzt von der Hand.

Substituieren, partiell integrieren, alles ist mit einem Mal
jetzt voll trivial.
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Leibniz und Newton sei’n gepriesen,

dass sie uns auf diesen Weg gewiesen.

Substituieren, partiell integrieren, alles geht uns elegant
jetzt von der Hand.

Substituieren, partiell integrieren, alles ist mit einem Mal
jetzt voll trivial.

Drum stimmt ein froh und voll Vergniigen

und singt mit, dafl sich die Balken biegen.

Substituieren, partiell integrieren, alles geht uns elegant
jetzt von der Hand.

Substituieren, partiell integrieren, alles ist mit einem Mal
jetzt voll trivial.

1.7 Riemannsche Summen

Historisch wurde Integrierbarkeit einer auf einem Intervall definierten Funktion und in diesem Fall auch
der Wert ihres Integral von Bernhard Riemann als Grenzwert von sogenannten Riemannschen Summen
eingefithrt (wenn die Feinheit der Zerlegung gegen 0 geht). Darauf aufbauend gab Gaston Darboux eine
dquivalente Charakterisierung iiber Unter- und Obersummen. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden,
dass diese Zugiinge auf das gleiche Integralkonzept fithren, das wir in unser urspriinglichen Definition[T.13]
kennengelernt haben.

Definition 1.69 (Darbouxsche und Riemannsche Summen). Es sei a < b, Z = {zo,x1,..., Tk} mit
k € IN eine Zerlegung des Intervalls [a,b] und f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Wir definieren
die zur Zerlegung Z gehérige Darbouxsche Untersumme von f auf [a,b] als

k

S(f;2):=>_ inf f(@)(w;—x;-1),

=1 mElEi- ]

die Darbouxsche Obersumme von [ auf [a,b] als
k

S(f;2)=Y_ sup f(x)(x; -z 1),

j=1%€[zj-1,2;]

und eine Riemannsche Zwischensumme von f auf [a, b] als

k

S(f:2,6) = f(&)(z; — zj-1),

j=1

wobei & € R* einen Vektor darstellt, so dass die j-te Komponente & € [xj_1,x;] eine Zwischenstelle
des j-ten Intervalls fiir jedes j € {1,2,...,k} ist.

Bemerkung 1.70.

(1) Die Darbouzsche Unter- und Obersumme stellt nicht immer eine Riemannsche Zwischensumme
dar, da das Supremum bzw. Infimum von f auf den Einzelintervallen der Zerlegung nicht ange-
nommen werden muss.

(2) Die Darbouzsche Unter- und Obersumme bzw. die Riemannsche Zwischensumme ist gerade der
Wert des elementaren Integrals der Treppenfunktion, die beziiglich der Zerlegung Z definiert ist
und auf dem Intervall (xj—1,x;) den Wert inf(,, | .1 f, supjy,_, .1 f bzw. f(§;) annimmt.
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(3) Wegen der offensichtlichen Ungleichungen
inf  f(z) < f(§) < sup f(x)

TE[wj—1,7;] z€zj_1,1;]
fiir jedes j € {1,2,...,k} gilt fiir jede Wahl der Zwischenstellen & aufSerdem
inf f(z)(b—a) <S(f;2) <S(f;2,6) <S(f;2) < sup f(x)(b—a).

welab] wefab]

Definition 1.71 (Darbouxsches Unter- und Oberintegral). Es sei a < b und f: [a,b] — R eine be-
schrinkte Funktion. Wir definieren das Darbouxsche Unter- bzw. Oberintegral von f dber [a,b] als

Su(fila,b]) = sup S(f;Z) baw. S*(f;la,b]) = inf ])g(f;Z)-

ZeZ([a,b]) zZeZ([a,b

Bemerkung 1.72. Sind Z1, Zy zwei Zerlegungen des Intervalls [a,b], so gelten bei Verfeinerung der
Zerlegung die Ungleichungen

S(f;Z1) < S(f; 21U Zo) < S(f; Z1 U Zo) < S(f; Zo).

Dies impliziert die Abschdtzung
Su(f;[a,0]) < S*(f;[a,b]).

Das Darbouxsche Unter- und Oberintegral stellt tatsdchlich eine dquivalente Definition des Unter-
und Oberintegrals aus Definition dar:

Lemma 1.73 (dquivalente Definition von Unter- und Oberintegral). Es sei a < b und f: [a,b] = R
eine beschrinkte Funktion. Dann gelten

b * pb
S.(filet) = [ fdo wnd S (fifat) = [ fd

Beweis. Wir behandeln die erste Identitdt und beweisen zunéchst die Ungleichung

b
&mmms/fm (1.10)

Dazu sei Z = {xg,21,...,2x} eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a,b]. Zu Z definieren wir dann
eine Treppenfunktion ¢z € T ([a,b]) mit pz < f auf [a,b] mittels

() = infl,, ., f fallsz € (vj_1,2;) firein j € {1,2,...,k},
flxj) falls = x; fiir ein j € {0,1,...,k}.

Somit folgt nach Bemerkung [L.70] (2) und der Definition des Unterintegrals (als Supremum iiber alle
elementaren Integrale mit Treppenfunktionen ¢ mit ¢ < f auf [a, b])

S(f§Z):/ab<Pzd$ S*/abfdas.
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Der Ubergang zum Supremum iiber alle Zerlegungen Z liefert dann die behauptete Ungleichung (1.10]).
Als néchstes beweisen wir die Ungleichung

b
|t < .51l (1.11)
Dazu sei ¢ € T([a,b]) eine beliebige Treppenfunktion mit ¢ < f auf [a,b] und mit zugehoriger Zerle-
gung Z = {xg, 21,...,T} von [a,b]. Zu beliebigem ¢ > 0 werden wir im Folgenden eine Verfeinerung 7’
von Z geeignet wihlen, so dass
b
[ etr< sz +e (1.12)

gilt (man beachte, dass das ¢ im Allgemeinen notwendig ist — je nach Werten von f auf den Teilungs-
punkten kann die Ungleichung ¢ < inf[,, | . f auf (z;_1, ;) fiir manche j verletzt sein!). Um dies zu
erreichen, wihlen wir fiir die Verfeinerung 7’ zusitzliche Punkte yo, ..., yk—1, 20, .., 2k-1 € [a,b] mit
den Eigenschaften
Tji—1 <Yj—1 < 2j—1 < Tj fir Jj e {1, .. ,k’}
und .
(yj—l — Ij_l) + (xj — Zj_l) < M fir j € {1,. . .,k‘},

wobei M > 0 die Ungleichungen f > —M und ¢ < M auf [a,b] erfillle. Die Idee dabei ist, dass
diese Intervalle um die urspriinglichen Teilungspunkte aus Z so klein sind, dass der Beitrag sowohl des
Integrals von ¢ als auch der Untersumme von f dort klein bleibt. Mit ¢ < f auf [y;_1, zj—1] C (z;—1, ;)

fiir j € {1,...,k} berechnen wir dann nach Wahl von M sowie der Verfeinerung
k
S(f;:2') = inf —zi )+ f@)(zj-1 —yj—
S(f:2") ;xe[xj,l,yj,l]f( ) (Yj—1 — j-1) Z y, 172] i (@) (zj-1 — yj-1)

+ inf  f(2)(2; —2z-1)

z€[zj—1,7;]

M- 1M

Il
-

k
> - M(yj—1 —xj-1) Z (@) (2j-1 — Yj-1) ZM —zj1)
j=1

; Ie[y] 17ZJ 1]

k k
> QZM Yj—1 — Tj—1) Z o(x)(x; —xj-1) QZM —Zj-1)

j=1 y7 1727 1] =1

b g
> = _
—/a pd %M ), ‘pdx &

womit die Behauptung (1.12)) bewiesen ist. Aus der Definition des Darbouxschen Unterintegrals (als
Supremum der Darbouxschen Untersummen iiber alle Zerlegungen Z von [a, b]) schlieBen wir so

b
/ odr < S(f;2") +e < Su(f;]a,b]) + ¢

Die Beliebigkeit von € > 0 sowie der Ubergang zum Supremum uber alle Treppenfunktionen ¢ € T ([a, b))
mit <p < f auf [a, b] zeigen nun die behauptete Ungleichung (1.11)). Aus den beiden Ungleichungen ED
und (T.11) folgt schlieflich die Aquivalenz des Unterlntegrals aus Deﬁnltlon und des Darbouxschen
Untermtegrals aus Definition von f auf [a,b].

Die Aquivalenz des Oberintegrals und des Darbouxschen Oberintegrals von f auf [a,b] beweist man
nun mit der Beobachtung, dass —S(—f;Z) = S(f; Z) fiir jede Zerlegung Z von [a, b] gilt, woraus sich
—S«(—f;[a,b]) = S*(f; [a,b]) mithilfe von —sup{—A} = inf{A} fiir jede nicht-leere Teilmenge A C R
ergibt, sowie Lemma (ii):

b * pb
S (f;[a,b]) = —Su(— 1 [a,b]) = — / (—f)dz = / fd. 0
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Mithilfe des vorherigen Lemmas kénnen wir weitere Aquivalenzen zu Riemann-Integrierbarkeit einer
beschrénkten Funktion angeben (vgl. Satz [1.17]), und in diesem Fall den Wert des Riemann-Integrals
auch auf andere Art bestimmen.

Satz 1.74 (dquivalente Charakterisierungen von Riemann-Integrierbarkeit II). FEs sei a < b. Fiir eine
beschrinkte Funktion f: [a,b] — R sind dquivalent:

(i) f ist Riemann-integrierbar auf [a,b],
(i) es gilt S.(f;[a,b]) = S*(f;a,b]),
(iii) zu jedem € > 0 gibt es eine Zerleqgung Z € Z([a,b]) des Intervalls [a,b] mit der Eigenschaft

S(f;2)—-S8(f;2) <e,

(iv) zu jedem e > 0 existiert ein § > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir jede Zerlequng Z € Z([a,b]) mit
Feinheit p(Z) < § gilt: B
S(f:2) = 8(f:2) <e,

(v) es gibt eine Zahl S € R, so dass zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit der Eigenschaft, dass fir
jede Zerlequng Z = {xo,x1,..., 2k} € Z([a,b]), k € N, mit Feinheit p(Z) < § und jede Wahl von
Zuwischenstellen € € RF gilt:

15— S(f;2,6)] <.

Ist f Riemann-integrierbar auf [a,b], so gilt

b
/ fdz = 8.(f;[a, b)) = 5%(f3[a,b]) = .

Beweis. Implikation (i) = (ii): Ist f Riemann-integrierbar auf [a, b], so stimmen nach Definition Unter-
und Oberintegral von f auf [a, ] iiberein, und damit gilt nach Lemma die Identitét

S+ (f;[a,b]) —*/abfdx—/abfdx—*/abfdz—s*(f;[avb])-

Implikation (ii) = (iil): Nach Definition von Darbouxschen Unter- und Oberintegral existieren zu
vorgegebenem ¢ > 0 zwei Zerlegungen Z1, Z; € Z([a,b]) mit

S(£:2) > Su(F:fab]) = 5 wnd S(f:22) < S*(f5la.B) + 5.

Aus Bemerkung mit der Definition Z := Z; U Z, als grébster gemeinsamen Verfeinerung sowie mit
S.(f;[a,b]) = S*(f;]a,b]) aus (ii) folgern wir dann die Behauptung

S(f;2) = S8(f;2) < S(f; Z2) — S(f; Z1) < S*(f;]a,b]) + % — S.(f;[a,b]) + % =e.

Implikation (iii) = (iv): Zu e > 0 wéhlen wir mithilfe von (iii) eine Zerlegung Zy = {zo, 1,..., 2k} €
Z([a,b]) mit
- €
S(1:2) = 5(f:2) < 3
Um ¢ > 0 geeignet zu wihlen, machen wir die folgende Zwischeniiberlegung: ist Z € Z([a,b]) eine

weitere Zerlegung von [a, b], so verhalten sich Unter- und Obersumme unter Verfeinerung Z U Zy wie
folgt:

S(f; 20 Zo) < 5(f;2) +2(k — 1)?115 [f1p(2),

S(f: 20 Zo) = S(f:2) — 2(k — 1)?115 [f1p(2).
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Im Vergleich zur Zerlegung Z hat die Verfeinerung Z U Zy ndmlich hochstens (k — 1) zusiitzliche Punkte
(die Randpunkt a, b sind in jeder Zerlegung enthalten). Kommt etwa nur ein zusétzlicher Punkt y € Z,
dazu, so liegt dieser in einem Intervall [y;_1,y;] zwischen zwei Teilungspunkten von Z. Daher gilt in
diesem Fall fiir die Untersummen

S(f; 2 Zo) - S(f;2)
= inf  f(@)y—yj1)+ infy_f(l“)(yj—)— inf  f(z)(y; —yj-1)

z€[y;j-1,] z€[y,y;] z€[Yj-1,Y;]

< sup f(2)[(y—yj—1)+ (yj —y)] — inf flx)(y; —yj—1)
z€[a,b] z€[a,b]

<2 sup |f(2)|(y; —yj-1) <2 sup |f(2)|p(Z).
z€[a,b] z€la,b]

Durch Iteration dieses Arguments ergibt sich die Behauptung der Zwischeniiberlegung fiir die Unter-
summe, und die Obersumme folgt dann analog. Wir wihlen nun

€
:: L . <
] AT fiir ein M > 0 mit |f| < M auf [a, ]
und verifizieren dann fiir jede beliebige Zerlegung Z € Z([a,b]) mit Feinheit p(Z) < §

5(£:2) - 8(£:2) SS(; 20 Z0) + S~ S(HZU Zo) +

Sg(f;Zo)—ﬁ(f;Zo)+%<%-y%:g’

wobei wir in der zweiten Ungleichung wieder Bemerkung benutzt haben.

Implikation (iv) = (v): Dies folgt sofort aus Bemerkung (3) fiir die gleiche Zerlegung Z =
{zo,z1,..., 2k} € Z([a,b]) wie in (iv) und mit S = S*(f;[a,b]), da fiir jede beliebig Wahl der Zwi-
schenstelle ¢ € R* die Abschitzung

|S*(f5[a,0]) — S(f; Z,6)| = max{S*(f;[a,b]) — S(f; Z,€),S(f; Z,§) — S*(f;a,b])}
<max{S(f;2) — S(f; 2,€),S(f; Z,&) — S(f; Z)}
<S(f;2)-S8(f;2)<e

gilt.
Implikation (v) = (iii): Zu gegebenem &£ > 0 wihlen wir mithilfe von (v) eine hinreichend feine
Zerlegung Z = {xg,x1,..., 21} € Z([a,b]), so dass

S(F:2.8) - S(5: 2,0 < 5

fiir zwei beliebige Wahlen von Zwischenstellen E,é € RF gilt. Wihlen wir diese insbesondere so, dass
die Ungleichungen

f@]) > sup f—

[z—1,2;]

und f(éj)< inf f+

9
4(b - a) [ijl,zﬂ 4(b - a)

fiir jedes j € {1,...,k} gelten, so folgt die Aussage (iii) mittels

S 2) =82 =3 ( sw f- it )=o)

Tj_1,T;] [#5—1,7;]

€

(V&) = 7€) + 55—y ) (@~ 20)

M 1M

<

_— .
Il
_

S 2.9 = S(F: 2.9 +5 <e.
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_ Implikation (iii) = (i): Wir wihlen iiber (iii) eine Folge von Zerlegungen {Z}ren von [a,b] mit
S(f;Zx) — S(f; Zx) < k7! fiir alle k € IN. Damit folgt aus dem vorherigen Lemma [1.73

/ fdz = S.(f;[a,b]) > limsup S(f; Z) = limsup S(f; Z)
k— o0 k—o0
> S*(f;]a, b)) /fdx>/fd:c
also iiberall Gleichheit und damit Riemann-Integrierbarkeit von f auf [a, O

Bemerkung 1.75. In Satz ist das Integrabilititskriterium in (iii) eher aus theoretischer Sicht von
Interesse, wohingegen die Integrabilititskriterien in (iv) und (v) auch aussagen, wie man das Riemann-
Integral einer Riemann-integrierbaren Funktion ndherungsweise berechnen kann. Man kann etwa eine
Darbouzxsche oder Riemannsche Summe zu einer dquidistanten Zerlegung

Zp={a+jlb—a)/k:5€{0,1,...,k}}

mit k € IN berechnen und dann den Limes k — oo (also Gitterweite gegen 0) bestimmen. Damit folgt
b
[ o=t 305 22) = Y S 20) = Jim S(f: 20.¢%)
a k—o0 k—o0 k—o0

wobei EF) € R¥ beliebig gewdhlte Zwischenstellen fiir die Zerlegung Z, sind.
Ubung 1.76. Zeigen Sie den Zusammenhang

m

Lim E _r

ki»oollk2+j2 47
j=

indem Sie die linke Seite als eine geeignete Riemannsche Zwischensumme interpretieren.

Als Anwendung der Riemannschen Summen zeigen wir nun einige wichtige Integralungleichungen.
Dazu fithren wir fiir Riemann-integrierbare Funktionen zunéchst eine Integral-Norm ein.

Definition 1.77 (p-Norm). Es sei a < b und p € [1,00). Die p-Norm einer Riemann-integrierbaren
Funktion f € R([a,b]) definieren wir als

: :
wmwm:(/uwg

Bemerkung 1.78. Wir werden uns spdter ausfihrlich mit Normen, normierten Rdumen und deren
FEigenschaften beschiftigen, halten jetzt aber schon zwei Beobachtungen fest:

o Ist f € R([a,b]) Riemann-integrierbar mit || f||z»(a,p) = 0, so gilt nicht notwendigerweise f =0
auf [a,b] (2.B. kann man die konstante Nullfunktion einfach in einigen Punkten abdindern, ohne
den Wert des Integrals in der Definition der p-Norm zu dndern). Dies ist der Grund dafiir, dass
die Abbildung || - || 1o (ap): R([a,b]) = Ry tatsichlich nur eine Semi-Norm darstelit.

o Ist f € C([a,b]) stetig, so gilt die Aquivalenz
Ifllerapy =0 = f=0 auf[a,b].

Beweis der zweiten Beobachtung. Ist f = 0 auf [a,b], so gilt trivialerweise || f|[zr(a,5 = 0. Die umge-
kehrte Implikation beweisen wir iiber ein Widerspruchsargument. Dazu nehmen wir an, es gébe ein
xo € [a,b] mit f(zg) # 0. Wegen der Stetigkeit von f finden wir dann ein 6 > 0 mit |f(z)| > |f(x0)|/2
fiir [zg — d,z0 + 6] N [a, b], so dass wir aus der Monotonie des Integrals

b min{b,zo+d} If( ‘
LA 0 0y :/ |f|pd;z:2/ |fIP da > (min{b, zo + 6} — max{a,zo — 0}) >0

max{a,zo—0}

bekidmen. Dies steht im Widerspruch zur Annahme || f||zr(q,5) = 0. O
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Die p-Norm aus Definition [[.77] ist eine Integralvariante einer “diskreten” p-Norm, die fiir Vektoren

x € R* iiber
k 1
Z |asj|p) fiir p € [1, 00)
lzllp = ( : (1.13)
1r£1ja<xk || fiir p =00

definiert ist. Wir beweisen zunéchst fiir diese diskrete p-Norm zwei wichtige Ungleichungen, n&dmlich die
Holder- und die Minkowski-Ungleichung. Als Vorbereitung benétigen wir:

Lemma 1.79 (Youngsche Ungleichung). Es seien p,q € (1,00) mit %Jr% = 1. Dann gilt fiir alle c,d > 0
die Ungleichung

P e
cd < < + —
p q
Beweis. Die Ungleichung ist fiir ¢ = 0 oder d = 0 offensichtlich erfiillt, so dass wir im Folgenden ¢, d > 0
annehmen konnen. Wegen log”(z) = —2~2 < 0 fiir alle + > 0 ist die Logarithmusfunktion konkav.

Folglich gilt

P d? 1 » 1 q
log (; n ;) > log(c?) +_los(d") = log(c) +log(d) = log(cd),

wobei wir fiir die letzten beiden Identitéten die Rechenregeln fiir den Logarithmus ausgenutzt haben.
Die Behauptung folgt nun, indem wir die Exponentialfunktion anwenden und berticksichtigen, dass die
Exponentialfunktion monoton wachsend ist und somit die Ungleichung erhalten bleibt. O

Satz 1.80. Es sei k € N. Fiir Vektoren x,y € R gelten:
(i) Holder-Ungleichung: fiir p, q € [1, 00] mit % + % =1 (unter der Konvention = = 0) gilt

k
> Lzl < llzlpllylles

j=1
(ii) Minkowski-Ungleichung: fiir p € [1, o0] gilt
=+ yllp < llzllp + lyllp
(mit x+y der komponentenweise gebildeten Summe, d.h. (x+y); = x;+y; fir allej € {1,...,k}).

Beweis. Fiir x = 0 oder y = 0 sind beide Ungleichungen offensichtlich erfiillt, da in diesen Fillen
|lz||, = 0 oder |ly|l; = 0 bzw. ||y||, = 0 gilt. Im Folgenden diirfen wir also z,y # 0 annehmen.

(i) Wir betrachten zunéchst den Fall p,q € (1,00). Wenden wir die Youngsche Ungleichung aus
Lemma mit ¢ = |z;|/||z]|, und d = |y;|/||lyll; an, so erhalten wir

5]yl o LlaglP 1]yl

Izl Iyl ~ pllzlz  allyl

Durch Summation dieser Ungleichungen ergibt sich

|z |P
lzjy;] <
IIprHyIIqZ 7 Z

1
fall? q

fir alle j € {1,...,k}.

k
Z S

lyld  »  q

woraus sich die Behauptung durch Umformung ergibt.

Anschlieend betrachten wir den Fall {p, ¢} = {1, 00}, wobei wir hier ohne Einschrinkung p = co
und ¢ = 1 annehmen diirfen (da wir andernfalls einfach die Rollen von = und y vertauschen). Die
Behauptung ergibt sich in diesem Fall direkt aus

1<;<k

k k
D lwgyl < max Jagl Y lysl = lelllylly.
Jj=1 Jj=1
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(ii) Im Fall p =1 folgt die Behauptung direkt mithilfe der Dreiecksungleichung iiber

k k k
Iz +yll =Yl + il <Dl + > lysl = llzlls + [yl

j=1 j=1 j=1

Im Fall p € (1, 00) wenden wir zunéichst die Dreiecksungleichung und dann die Holder-Ungleichung

aus (i) mit ¢ = ;%5 an. So erhalten wir

k
lz+yll5 =" lws +ujl - |25 +ysP"
j=1
k k
<Y sl e+ y P Lyl g gl
j=1 j=1
k =l k p—1
P P
<lell (S las+35) " ol (Xles+35) T = (el + Il + ol
j=1 j=1
Die Behauptung folgt nun nach Division durch ||z 4 y[|5~.
Fiir p = oo beobachten wir schlielich |z;| < ||z]| s und |y;| < ||y|loo fiir j € {1,...,k}, so dass wir

5 +yil < lzil =+ 1yi| < l[zlloo + [lylloe  fiir alle j € {1,..., k}
haben. Damit folgt die Behauptung auch in diesem letzten Fall. O

Mithilfe der Approximation des Riemann-Integrals {iber Riemannsche Zwischensummen kénnen wir
nun die Holder-Ungleichung sowie die Minkowski-Ungleichung in eine integrale Version iiberfiithren.
Damit zeigen wir insbesondere, dass fiir die p-Norm aus Definition [I.77] eine Dreiecksungleichung gilt.

Satz 1.81. Es sei a < b. Fiir Riemann-integrierbare Funktionen f,g € R([a,b]) gelten:
(i) Holder-Ungleichung: fir p,q € (1,00) mit % + % =1 gilt

1

b b : b 3
9l (a,p) =/ |fgldx < (/ |f|pd$) (/ |9|qd90> = [Ifllze(apllgllLaca,p);

(ii) Minkowski-Ungleichung: fiir p € [1,00) gilt

b z b z b z
||f+g||m<a,b>=( / |f+g|”dx> s( / flpdz> +< / |gpdx) — Ly + 9o .

Beweis. Fiir jedes k € IN wihlen wir fiir das Intervall [a, b] die dquidistante Zerlegung
Zpy={a+jlb—a)/k:j€{0,1,...,k}}
der Feinheit Ay := (b — a)/k und dazu beliebige Zwischenstellen ¢ € RF.

(i) Wir wenden die Holder-Ungleichung aus Satz (i) auf die Vektoren (f(&1), .- ., f(fk))A,lc/p cRF
und (g(&1), - - 7g(§k))A,1€/q € R* an. Dies zeigt

i 9(&)|Ay < (Z 1£(&) |PAk) (Zm &) m)

=
Alle drei auftretenden Summen sind Riemannsche Zwischensummen, so dass wegen der Annahme

der Riemann-Integrierbarkeit von f und g die Integral-Variante der Hélder-Ungleichung im Limes

k — oo aus Satz (v) folgt.
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(i) Ahnlich wie fiir den Beweis von (i) wenden wir hier die Minkowski-Ungleichung aus Satz m (ii)
auf die Vektoren (f(£1), ..., f(&))AYP € RF und (g(&1), - ., g(&x))ALP € RF an. Damit erhalten

wir i . . . . .
(D1 +9@lran)” < (Y Iseran)” + (X lag)ar)
j=1 j=1 j=1
Die Integral-Variante der Minkowski-Ungleichung folgt nun im Limes k — oo aus Satz (v). O

Zur p-Norm gibt es auch einen zugehorigen Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen:

Definition 1.82 (Konvergenz im p-ten Mittel). Es sei a < b und p € [1,00). Wir sagen, dass eine
Folge {fr}rew Riemann-integrierbarer Funktionen fi € R([a,b]) fir alle k € IN im p-ten Mittel gegen
eine Funktion f € R([a,b]) konvergiert, falls

|fx — fllee(ap) — 0 bei k — oo.

Es stellt sich heraus, dass gleichméflige Konvergenz sogar stérker ist als jede Konvergenz im p-ten
Mittel, die Konvergenz im p-ten Mittel mit wachsendem p eine immer stéirkere Eigenschaft wird und
letztendlich fiir p = 1 immer noch die Konvergenz der Integrale impliziert.

Satz 1.83. Es sei a < b, {fr}lren eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen in R([a,b]) und
f € R([a,b]). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Gilt fr, — f gleichmdfig auf [a,b], so gilt auch fr, — f im p-ten Mittel auf [a, b] fir jedes p € [1,00).

(il) Gilt fr, — f im p-ten Mittel auf [a,b] fir ein p € [1,00), so gilt auch fr, — f im p’-ten Mittel
auf [a, b] fiir jedes p' € [1,p).

(i) Gilt fr, — f im 1-ten Mittel auf [a,b], so gilt auch

hm fkda:—/ fdx.

Beweis.

(i) Mit fr — f gleichmifig auf [a, b] gilt auch | fx — f|? — 0 gleichm&Big auf [a, b] bei k — oo, also folgt
die Behauptung aus der Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwertbildung in Satz

(ii) Mit der Hélder—Ungleichung aus Satz(1.81| (i) angewandt auf die Funktionen |f;, — f|* und 1 sowie

die Exponenten 5 und p, sehen wir zunachst

b b
||fk_f||1£1”/(a,b):/ |fi — fIP dg;:/ \fe — fIP - 1dx

b i % b _p_ p;pl ’ p—p’
S </ |fk _ f‘p p’ dl’) (/ I dx) — ka _ f“i?(a,b)(bia)T'

Ziehen wir noch die p’-te Wurzel, ergibt sich die Behauptung aus

1
P

_1 .
1k = Flloo () < Ife = flloe(ap(b—a)?”"# =0 bei k — oo,

(iii) Aus der Dreiecksungleichung in Satz (iil) folgt die Behauptung mit

‘/abfkdx—/abfdx

b
g/ i — fldz = i — fllras =0 bei k — oo, O
a
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Bemerkung 1.84. Man kann sich leicht iberlegen, dass die Umkehrungen der Aussagen von Satz [1.83]
jeweils nicht gelten:

e Die Folge {fir}ren der stetigen Funktionen in C([0,1]) definiert durch
f(x) =% firze[0,1] und k € N

erfillt ||fk||1£,,(0’1) = (kp+1)~! = 0 bei k — oo fiir jedes p € [1,00). Damit gilt Konvergenz von
{fr}ren gegen die Funktion f =0 auf [0,1] im p-ten Mittel fiir jedes p € [1,00), jedoch liegt keine
gleichmajige Konvergenz vor.

o Die Folge {fr}ren der stetigen Funktionen in C([0,1]) definiert durch
f(z) = min{k — k%z,0}"/?  firz € [0,1], k € N und ein p € (1,00)

erfillt ||fk||1,~:/p/(0 = (1+p//p)k?" /P~ fiir alle p' € [1,00) und k € N. Damit gilt Konvergenz von
{fr}ren gegen die Funktion f =0 auf [0,1] im p'-ten Mittel genau dann, wenn p’ € [1,p) gilt.

1.8 Uneigentliche Riemann-Integrale

Bisher haben wir Riemann-Integrale ausschliellich fiir beschrinkte Integranden auf kompakten Inter-
vallen [a,b] C R definiert. Wir wollen den Integralbegriff nun in zweierlei Hinsicht erweitern und dabei
zum einen die uneigentliche Grenzen a = —oo bzw. b = oo, also unendliche Intervalle, zum anderen
Integranden, die an einer (endlichen) Integrationsgrenze unbeschrinkt sind, zulassen. Den Wert des
(uneigentlichen) Integrals definieren wir in diesen Fillen als Grenzwert auf die folgende Art:

Definition 1.85 (uneigentliches Riemann-Integral). Als uneigentliches Riemann-Integral bezeichnen
wir einen Ausdruck der Form .

/ fdx

a

mit Intervallgrenzen —oo < a < b < 0o, wenn der Integrand f an mindestens einer der Intervallgrenzen a
oder b nicht definiert ist.

(i) Fiir —oo < a < b < 0o nennen wir eine Funktion f: [a,b) — R uneigentlich Riemann-integrierbar
auf [a,b), falls f auf jedem kompakten Intervall [a, (] C la,b) Riemann-integrierbar ist und der

folgende Grenzwert existiert:
b B
dx = lim dx.
[ rde=tm [ s

(ii) Fir —oo < a < b < 0o nennen wir eine Funktion f: (a,b] — R uneigentlich Riemann-integrierbar
auf (a,b], falls f auf jedem kompakten Intervall [o,b] C (a,b] Riemann-integrierbar ist und der

folgende Grenzwert existiert
b b
dx = lim dx.
[ rae=tim [ s

(iii) Fir —oo < a < b < oo nennen wir eine Funktion f: (a,b) — R uneigentlich Riemann-integrierbar
auf (a,b), falls f auf jedem kompakten Intervall o, 5] C (a,b) Riemann-integrierbar ist und f auf
(a,c] und [c,b) fiir ein c € (a,b) uneigentlich Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

b c b c B
dx = d-l—/ dr = li / dr + li / dx.
Afw Afwcfxagafxé%cfx

In diesen Fdllen sprechen wir von der Existenz oder auch Konvergenz des uneigentlichen Riemann-
Integrals. Fin nicht konvergentes uneigentliches Riemann-Integral bezeichnen wir auch als divergent.
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Bemerkung 1.86.

(1) In Definition (iii) hdngt die Existenz und der Wert des uneigentlichen Riemann-Integrals
nicht von der Wahl von c. Dort miissen fiir die Definition des uneigentlichen Riemann-Integrals
auch zwei getrennte Grenzwerte bei der unteren Intervallgrenze a und der oberen Intervallgrenze b
gebildet werden. FExistieren diese Grenzwerte micht, so kénnte noch ein gekoppelter Grenzwert
ezistieren, etwa der Cauchy-Hauptwert, definiert im Fall a = —o0, b= oo als

00 B
CH—/ fdr = lim fdz.
—00 ﬁA)OO _B

(2) Das uneigentliche Riemann-Integral auf (a,b) einer Riemann-integrierbaren Funktion f € R([a,b])
auf einem kompakten Intervall [a,b] C R stimmt mit dem Riemann-Integral iberein, siehe Lem-
ma [1.88 unten. Auflerdem kann man das Riemann-Integral einer beschrdinkten Funktion auf einem
endlichen Intervall (a,b) definieren, indem man die Funktion beliebig auf [a,b] fortsetzt und dann
das Integral auf dem kompakten Intervall [a,b] berechnet (man beachte, dass die Werte an den
Endpunkten {a,b} fir die Definition des Riemann-Integrals keine Rolle spielen). Insofern stellt
das Konzept des uneigentlichen Riemann-Integrals aus Definition ewne Erweiterung des In-
tegralbegriff aus Kapitel im Wesentlichen auf uneigentliche Grenzen a = —oo oder b = co und
an einer Integralgrenze unbeschrinkte Integranden dar.

(3) Die fundamentalen Figenschaften des Riemann-Integrals aus Satz gelten auch fiir uneigent-
liche Riemann-Integrale.

Warnung. Nicht alle Eigenschaften des Riemann-Integrals lassen sich auf uneigentliche Riemann-
Integrale tbertragen. So gilt etwa nicht die grundsdtzliche Vertauschbarkeit von Integral und Grenzwert
unter gleichmipiger Konvergenz aus Satz [L.23] wie das folgende Beispiel zeigt: die Funktionenfolge
{fx}ren definiert als f, = killl[ovk] fir k € IN konvergiert gleichmdfig gegen die Funktion f = 0, jedoch
gilt fiir die uneigentlichen Riemann-Integrale fooo frdx =1 fir alle k € N und damit

/ fdr=0#£1= lim/ frdx.
0 k—oo Jo

Ubung 1.87. Zeigen Sie, dass die uneigentlichen Riemann-Integrale

1 e}
/ z" dx  bzw. / z" dx
0 1

der Potenzfunktionen x — z” genau fiir r > —1 bzw. fiir r < —1 existieren.

Lemma 1.88. Es sei a < b und f € R([a,b]) eine Riemann-integrierbare Funktion auf [a,b]. Dann gilt

8 b
li dr = dx.
ﬂ%/afm /afx

Beweis. Da Integrale im Integrationsbereich additiv sind, folgt die Konvergenz sofort aus der Abschét-

zung
‘/jfdw—/abfdx zl/gbfdx

da | f] auf [a, b] beschrénkt ist und somit die rechte Seite im Limes 8 b verschwindet. O

b
s/ flde < sup |£1(6 - ),
B [8,b]

Oft kann man den Wert eines uneigentlichen Riemann-Integrals nicht direkt berechnen, jedoch gibt
es eine Reihe von Konvergenzkriterien (dhnlich wie bei Folgen und Reihen), anhand derer man einfach
die Existenz bzw. Nichtexistenz des uneigentlichen Riemann-Integrals begriinden kann. Im Folgenden
diskutieren wir die wichtigsten Kriterien (und beschréinken uns dabei teilweise auf die Situation, dass
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die rechte Integralgrenze unendlich ist oder der Integrand bei der rechten Integralgrenze nicht definiert
ist).

Satz 1.89 (Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Riemann-Integrale). Es sei
—co<a<b<ooundf:[a,b) = R eine Funktion, die auf jedem kompakten
Intervall [a, 8] C [a,b) Riemann-integrierbar ist. Dann ist f genau dann
uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,b), falls zu jedem € > 0 ein B €
[a,b) existiert, so dass

g
‘/ fdx| <e firalley,y € (8,b) gilt.
y

-
Beweis. Die Funktion F': [a,b) — R definiert als

F(t):/tfdx fiir ¢ € [a,b) ¢ B b

ist nach Annahme wohldefiniert. Nach Definition ist f genau dann uneigentlich Riemann-integrierbar
auf [a, b), falls der Grenzwert lim, ~, F(t) existiert. Dies ist nach dem Cauchy-Kriterium fiir die Existenz
des Grenzwertes dquivalent dazu, dass zu jedem e > 0 ein § € [a, ) existiert, so dass |F(y) — F(9)| < ¢
fiir alle y, g € (8,b) gilt. Dies bedeutet aber nach Definition von F' gerade

[

Satz 1.90 (Beschranktheitskriterium fiir uneigentliche Riemann-Integrale). Es sei —oo < a < b < 00
und f: [a,b) — R eine nicht-negative Funktion, die auf jedem kompakten Intervall [a,] C [a,b)
Riemann-integrierbar ist. Dann ist f genau dann uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,b), falls eine
Konstante M > 0 existiert, so dass

—|F(y) = F@)| < ¢ fir alle y, § € (8,b). O

y
/ fde <M fir alley € [a,b) gilt.

Beweis. Die Funktion F': [a,b) — R definiert als

F(t) = /tfdx fiir ¢ € [a, b)

ist wegen der Nicht-Negativitéit von f eine monoton nicht-fallende Funktion auf [a,b). Die Existenz des
Grenzwertes lim; ~, F'(t) und damit die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f auf [a,b) ist damit
dquivalent zur Beschrinktheit von F auf [a, b). O

Satz 1.91 (Integralvergleichskriterium). Es sei kg € IN und f: [ko,00) — R{ eine nicht-negative,
monoton fallende Funktion. Dann gilt

> f(k+1)§/oofdx§ > f(k)
k=ko ko k=ko

und damit insbesondere die Aquivalenz

Konvergenz der Reihe Z f(k) <  Emistenz des uneigentlichen Riemann-Integrals / fdx.
k=ko ko

Beweis. Da f monoton fallend ist, gilt f(k+ 1) < f(x) < f(k) fiir alle z € [k, k + 1], also
= Z S+ Dl ppy < f < Z J(E) L g1y = ¢ auf [kg, 00).
k=ko k=ko
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Mithilfe der Monotonie des Riemann-Integrals aus Satz [I.16] kénnen wir diese drei Funktionen auf
den kompakten Intervallen [k, N] mit N € N, integrieren. Durch explizite Berechnung der Integrale
von ¢ und ¥ (hierbei handelt es sich um Treppenfunktionen beziiglich einer dquidistanten Zerlegung
mit Schrittweite 1), erhalten wir

N-1 N N N N-1
Zf(kJrl):/ <pd:c§/ko fdxg/k Ydo =Y f(k) fiiralle N € Noy,. (1.14)

k=ko ko 0 k=ko

Falls f nun auf [kg,00) uneigentlich Riemann-integrierbar ist, also das uneigentliche Riemann-
Integral |, ,:; f dx existiert, so folgt aus der ersten Ungleichung in (1.14), dass die Folge {Zg:_kt flk+
1)}Nen.,, der Partialsummen iiber nicht-negative Folgenglieder monoton wachsend und beschrénkt ist,
also die zugehorige Reihe Ziiko f (k) konvergiert.

Konvergiert umgekehrt die Reihe Z,;“;ko f(k), so gilt wegen der Nicht-Negativitit von f sowie der
zweiten Ungleichung in die Beschrénktheit

Y ly+1] Ly oo
Y N TED S CED W
ko k k=ko

ko =ko

fiir alle y € [k, 0), so dass die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals von f auf [kg,c0) aus

Satz folgt. O

Definition 1.92 (uneigentliche absolute Riemann-Integrierbarkeit). Es sei —co < a < b < oo. Wir
nennen eine Funktion f: (a,b) — R uneigentlich absolut Riemann-integrierbar auf (a,b), falls die
Funktion |f| uneigentlich Riemann-integrierbar auf (a,b) ist.

Satz 1.93 (Majoranten- und Minorantenkriterium fiir uneigentliche Riemann-Integrale). Es sei —oo <
a<b<ooundf: (a,b) = R eine Funktion, die auf jedem kompakten Intervall [a, §] C (a,b) Riemann-
integrierbar ist.

(i) Ist f uneigentlich absolut Riemann-integrierbar auf (a,b), so ist f auch uneigentlich Riemann-

integrierbar auf (a,b) und es gilt
b b
[ o< [ irldn

(ii) Ezistiert eine Funktion g: (a,b) — Ry (die Majorante), die |f| < g auf (a,b) erfillt und auf (a,b)
uneigentlich Riemann-integrierbar ist, so ist f auf (a,b) uneigentlich absolut Riemann-integrierbar

und es gilt
b b
[ i< [ gan

(iii) Ewistiert eine Funktion g: (a,b) — RJ (die Minorante), die f > g auf (a,b) erfillt und auf (a,b)
nicht uneigentlich Riemann-integrierbar ist, so ist auch f auf (a,b) nicht uneigentlich Riemann-
integrierbar.
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Beweis.

(i)

(iii)

Nach Annahme ist |f| fiir ein (und dann fir alle) ¢ € (a,b) uneigentlich Riemann-integrierbar
auf [c,b), also existiert zu jedem e > 0 nach dem Cauchykriterium aus Satz ein 8 € [¢,b) mit

der Eigenschaft
g
[ in1as
y

Mit der Dreiecksungleichung fiir das Riemann-Integral folgt nun aber auch

‘/jfda: /jfldx

so dass die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f auf [c, b) mittels Satz folgt. Analog
argumentiert man fiir die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f auf (a, ¢] und zeigt somit
die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f auf (a,b). Die Abschitzung der uneigentlichen
Riemann-Integrale folgt nun aus den Rechenregeln (Vergleichsprinzip) fiir Grenzwerte.

<e firalley, g€ (8,0b).

< <e firalley,g € (5,b),

Nach Annahme ist g fiir ein (und dann fiir alle) ¢ € (a,b) uneigentlich Riemann-integrierbar
auf [c,b), also existiert zu jedem € > 0 nach Satz ein 8 € [¢,b) mit der Eigenschaft

]
‘/gdx
Y

Mit der Monotonie fiir das Riemann-Integral folgt nun auch

] g
‘/ |f| dx S‘/gdm
y y

so dass die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von | f| auf [¢, b) mittels Satz folgt. Analog
folgt die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von | f| auf (a, c], so dass die uneigentliche absolute
Riemann-Integrierbarkeit von f gezeigt ist. Die Abschitzung der uneigentlichen Riemann-Integrale
folgt wieder aus dem Vergleichsprinzip fiir Grenzwerte.

<e firalley, g€ (5,b).

<e firalle y,g € (8,b),

Falls f auf (a,b) uneigentlich Riemann-integrierbar wire, dann wire jede Funktion g: (a,b) — R
mit ¢ = |g| < f auf (a,b) nach dem Majorantenkriterium aus (ii) uneigentlich Riemann-in-
tegrierbar. Dies steht im Widerspruch zur Existenz einer nicht uneigentlich Riemann-integrier-
baren Funktion g: (a,b) — Ry mit g < f auf (a,b). Folglich ist f nicht uneigentlich Riemann-
integrierbar. U

Beispiel 1.94.

(i)

Die Eulersche Gammafunktion wurde in Beispiel als das uneigentliche Riemann-Integral

I(z) = /O oL exp(—a) da

definiert. Wir zeigen nun, dass dieses uneigentliche Riemann-Integral genau dann existiert, wenn
z € C positiven Realteil Re(z) hat. Wir iiberlegen uns zunéchst

"1 = exp((z — 1) log())]
= | exp((Re(z) — 1) log(x))|| exp(i Im(z) log(x))| = "=~

fiir x > 0 und betrachten dann die absolute Konvergenz des uneigentlichen Riemann-Integrals
getrennt fiir die Intervalle (0,1] und [1, c0):
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(i)

(iii)

o fiir z € (0, 1] gelten die Abschétzungen
|xz_1exp(—a:)| _ xRe(z)—l exp(—x) < xRe(z)—l,

und
|£L’Z_1 exp(—m)| _ :L,Re(z)—l exp(—x) > mRe(z)—le—l

so dass man fiir alle z € C mit Re(z) > 0 die Beschrénkung nach oben durch die konvergente
Majorante = + xR¢(*)~1 (siche Ubung und fiir alle z € C mit Re(z) < 0 die Be-
schriinkung von unten durch die divergente Minorante z — zRe(z)=1¢=1 (siehe Ubung
gefunden hat;

Re(z)—1

o fiir x € [1,00) iiberlegt man sich zunéichst, dass die Funktion z — z exp(—x) auf [1, c0)

fiir jedes fixierte z € C durch eine Konstante C(z) beschriinkt ist, so dass
|2* "L exp(—z)| = 2 2R exp(—z) < 272C(2)
gilt und es hier mit z — 272C(2) ebenfalls eine konvergente Majorante gibt.

Das Gaufische Integral ist als das uneigentliche Riemann-Integral

/m exp(—22) dz

—00

mit der Gaufsche Glockenkurve z +— exp(—z?) als In-
tegrand definiert. Dieses Integral ldsst sich mithilfe der
Symmetrie und einer Substitution als

/ exp(—x?) dx = 2/ exp(—t?) dt
0

= /Ooo t7% exp(—t) dt = I‘(%)

umschreiben und so iiber die Eulersche Gammafunkti-
on ausdriicken. Spéter werden wir den Wert des Gaufl-  Ausschnitt eines alten 10-DM-Geldscheins
schen Integrals auf elegante Weise als /7 bestimmen.

Der Kardinalsinus x + sin(z)/x ist auf (—oo,00) uneigentlich integrierbar. Um sich das zu
iiberlegen, kann man sich aus Symmetriegriinden auf das Intervall [0,00) beschrinken. AuBer-
dem sieht man, dass man den Kardinalsinus durch 1 stetig in den Ursprung fortsetzen kann, so
dass das Integral nur uneigentlich an der Grenze co ist. Mittels partieller Integration berechnen
wir fir 0 <y <y

/y ) gy [ )T /y cos(@) .

und damit

7 v 1 1 179 3
Y LA
y y oy Yy

Nach dem Cauchy-Kriterium aus Satz ist « — sin(z)/x daher uneigentlich Riemann-integrier-
bar auf [0, 00) und damit auch auf (—oo, 00). Den Wert kann man als

/oo sin(z) de=m

T

—00
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bestimmen. Tatsachlich kommt die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals hier durch einen
Kiirzungseffekt zustande, denn sin(x)/x ist nicht uneigentlich absolut integrierbar, wie man durch
einen Vergleich mit der harmonischen Reihe sehen kann:

/ON7r sin(z) ‘ do — ij:l/(’” sin(z) ’ .

T k—1)m €

N oq o phw 2 L1
> — i der == - = bei N — oo.
_;Im /(k_l)ﬂ|51n(x)| x w;k oo bei 00

Ubung 1.95 (Eulersche Betafunktion). Die Eulersche Betafunktion B: (0,00) x (0,00) — R ist iiber
das (ggf. uneigentliche) Riemann-Integral

1
B(s,t) = / 711 —2) e
0

fiir s, > 0 definiert. Zeigen Sie, dass fiir alle s,¢ > 0 die folgenden Eigenschaften gelten:
(i) Die Eulersche Betafunktion B(s,t) ist wohldefiniert.
(ii) Es gilt
z
B(t,s) = B(s,t) = 2/ sin?* 1 (z) cos® 71 (z) d.
0
(iii) Es gilt B(s +1,t) = ;35 B(s, ).

Warnung. Fir die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals einer Funktion f auf [0,00) ist es
nicht notwendig, dass lim,_,o f(z) = 0 gilt! Klassische uneigentliche Riemann-Integrale, die diese Fi-
genschaft nicht aufweisen, sind die Fresnelschen Integrale

o0 1 oo
/ sin(z?) dx = \/; = / cos(x?) dz.
0 2V2 o

Betrachtet man das Beispiel des uneigentlichen Riemann-Integrals

/OO i K1 dx i Lo
[k, k+k—3) AT = T3 =
0 k=1 k=1 & 6

so sieht man, dass es sogar Teilfolgen (xk)ren geben kann, entlang derer der Integrand divergiert.

Abschlielend beschéftigen wir uns noch mit dem asymptotischen Verhalten der Fakultat n! fiir grofie
n € IN. Diese ist numerisch schlecht zu berechnen, fiir Anwendungen etwa in der Kombinatorik oder
Statistik ist hdufig aber nicht der genaue Wert, sondern nur die Groflenordnung von Interesse. Als
Vorbereitung leiten wir die Wallissche Produktformel her.

Lemma 1.96 (Wallissches Produkt). Es gilt

oo

4k? 71"-"[ 2k 2% o«
42 -1 tlaog—12k41 27
k=1 k=1

Beweis. Mit partieller Integration lisst sich fiir die unbestimmten Riemann-Integrale von cos™(z) mit
n € N>, die Rekursionsformel

1 -1
/cos"(x) dx = - cos" ! (z) sin(z) + nT /cos"*Q(x) dx

95



berechnen (vgl. Ubungen). Wegen sin(0) = 0 = cos(7/2) ergeben sich damit die Integralwerte

L o2n —1 Dok —1  w x2k—1
n = d = n—2 = ...= = — s
as /0 cos“"(x) dx ™ Aop—9 ao | | % 5 %
k=1 k=1
2 2n 2k
= 2n+1 d = — = ... = —_—
ot /0 cosT ) dr = g Ty dan “ kUl ok +1 ok

fiir alle n € IN. Damit konnen wir die Berechnung des Wallisschen Produkt als Bestimmung des Grenz-

wertes - "
4]{:2 2k 2k m a2n+41
kA 2 lim 222ttt
kli[l4k2—1 ninéoy 2k—12k+1  2no0 ag,
umschreiben. Wir schlieBen zuniichst aus cos®® > cos?" 1 > cos?"*2 auf [0, 7/2] und der Monotonie des
Integrals auf die Ungleichungen ag,, > aap41 > Gon42, woraus schliellich

Q2nt1 o G2nt2 _ 2n+1

1> =
T agn A2n 2n + 2

folgt. Mit dem EinschlieBungsprinzip fiir Folgen bekommen wir dann lim,,_, o a2y,+1/a2, = 1 und damit
die Behauptung des Lemmas. O

Eine asymptotische Nédherung fiir n! liefert nun die sogenannte Stirlingsche Formel, die zudem auch 7
und e in eine weitere Beziehung setzt.

Satz 1.97 (Stirlingsche Formel). Fir die Fakultit gilt das asymptotische Verhalten

n\" )
n!l ~ 27m(7) bei n — 0.
e

Beweis. Anstelle von n! werden wir log(n!) = >~7_, log(k) betrachten, den wir (bis auf einen kleinen
Fehler) als Approximation des Riemann-Integrals von z +— log(z) auf dem Intervall [1,n] interpretie-
ren werden. Das genaue asymptotische Verhalten ergibt sich dann {iber eine gute Kontrolle des dabei
auftretenden Fehlers.
Mithilfe der Trapezregel aus Satz sowie log” (z) = —r~2 bemerken wir zuniichst die Identitiit
11

k41
log(x) dx — =
JAE g

fiir ein & € [k, k + 1] und jedes k € IN. Summation iiber k € {1,...,n — 1} fiir n € N liefert dann

einerseits
/1 log(x da:—Zlog —flog 1225

und andererseits kéonnen wir das Integral auf der linken Seiten mithilfe der Stammfunktion =
xlog(x) — x (vgl. Beispiel [1.47)) als

/1n log(z) dz = [zlog(x) — x]; = nlog(n) —n+1

(log(k) + log(k + 1)) +

to\»—*

berechnen. Damit folgt

n—1

n
1
Zlog(k) = (n—l— 5) log(n) —mn+1—— B Z
k=1
Definieren wir den “Fehlerterm”

n—1
1 1
n=l-=
R 122&}%
k=1
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und wenden die Exponentialfunktion auf die vorherige Identitét an, so erhalten wir

n

n! = exp (i: log(k)) =n"tz exp(—n)exp(R,) = ﬁ(E)n exp(Ry)-
k=1

Die Aussage des Satzes folgt, wenn wir lim,_, exp(R,) = V27 gezeigt haben. Wegen &, € [k, k + 1]
und damit 51@ < k72 existiert der Grenzwert der Folge { R, }nen in R, und demzufolge existiert auch
der Grenzwert der Folge {exp(R,,)}nen in RT. Indem wir die Gleichung

e"n!

Vnn?

umschreiben, konnen wir dann den Grenzwert mithilfe des Wallisschen Produkts aus Lemma be-
rechnen

exp(Ry) =

2 2n 19
lim exp(R,) = lim w = lim \/%(277‘) nn:

n—o0 n—oo exp(Rap) nsoo n n? (2n)!

fm(ﬁ

2 3
i g = Jim,

(2k — 1) 2k+1))>

V220 + 1 & 4k? 3 T
= l. _— 1. = 2 - = 2 .
N ( 1;[1 (2k — 1)(2k + 1))) 2 — VT -

Bemerkung 1.98. Man kann auch eine Fehlerabschdtzung fir die Approximation zeigen: es gilt

271-71(@) <nl < \/27m(ﬂ) e firneN.
e (&

1.9 Parametrisierte Kurven und Bogenlidnge

Die Integration vektorwertiger oder komplexwertiger Funktionen kann man komponentenweise definie-
ren:

Definition 1.99. Es sei a < b. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — RY mit N € N heifst Riemann-
integrierbar auf [a,b], falls jede Komponentenfunktion f1,..., fn: [a,b] = R auf [a,b] Riemann-inte-
grierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral von f auf [a,b] als

/fdx(/ f1dz, . /de:z:>€RN.

Entsprechend nennen wir eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — C Riemann-integrierbar auf [a, b],
falls Realteil- und Imagindrteil Re(f),Im(f): [a,b] — R auf [a,b] Riemann-integrierbar sind. In diesem
Fall definieren wir das Riemann-Integral von f auf [a,b] als

b b b
fdx::/ Re(f)d:z:+i/ Im(f)dz € C.

In analoger Weise erweitern wir durch komponentenweise Betrachtung den Begriff des uneigentlichen
Riemann-Integrals fiir unbeschrinkte Intervalle oder unbeschrinkte Integranden aus Definition |1.85| auf
den Full vektor- oder komplexwertiger Funktionen.

Die meisten Aussagen zu (uneigentlichen) Riemann-Integralen skalarwertiger Funktionen wie etwa
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung iibertragen sich direkt auf den vektorwertigen Fall,
indem man die einzelnen Komponentenfunktionen betrachtet. Insbesondere gilt auch eine Dreiecksun-
gleichung, wobei der Betrag einer reellen Zahl nun durch den euklidischen Abstand

lyl = (7 + ...+ )

eines Vektors y € RY ersetzt wird.
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Lemma 1.100 (Dreiecksungleichung fiir die Integration vektorwertiger Funktionen). Es sei a < b und
f:[a,b] = RN fiir ein N € N eine Riemann-integrierbare Funktion auf [a,b]. Dann gilt

/abfdx S/abfldx-

Beweis. Fiir den euklidischen Abstand gilt wegen der Holder-Ungleichung aus Satz

N
Zvjyj <yl fiir alle v € RY mit |v| =1
j=1

und folglich mit |y|? = Ejvzl YiY;

N
ly| = sup{Zvjyj: v e RN mit jv] = 1}.
j=1

Fiir jedes v € RY mit |v| = 1 haben wir dann

N b b N b
Z”j'/ fjdfc:/ Zvjfjdfﬂﬁ/ |f| dz,
=1 a - a

so dass die Aussage beim Ubergang zum Supremum iiber alle v € RN mit |v| = 1 folgt. O

Definition 1.101 (Kurve im R™). FEine Abbildung ~v: I — RN fiir ein Intervall I C R und ein N € N
nennen wir eine (parametrisierte) Kurve im RY, wenn alle Komponentenfunktionen v1,...,yn: I — R
stetig sind. Ihr Bild y(I) C RN bezeichnen wir auch als die Spur von .

Eine Kurve im RY ist also nicht nur durch ihr Bild definiert, sondern tatséchlich als Abbildung.
Uber diese Parametrisierung wird als zusitzliche Information mitgegeben, wie schnell oder in welcher
Richtung die Kurve durchlaufen wird. Somit ist es insbesondere moglich, dass die gleiche Spur von
unterschiedlichen parametrisierten Kurven erzeugt wird.

Beispiel 1.102.
(i) Die Kurve 7: [0,27] — R? definiert durch

(71(t),y2(t)) = (acos(t),bsin(t)) fiir ¢t € [0, 27)

mit a,b € R* hat als Spur eine Ellipse im R? mit Hauptach- x3
sen a und b. D
(ii) Die Kurve v: R — R? definiert durch 27h |
(71(t),v2(t),v3(t)) :== (rcos(t), rsin(t), ht) fiir t € R g
mit » € Rt und h € R hat als Spur eine Heliz oder Schrau- > 1

benlinie im R3, die bei jeder Umdrehung die Ganghohe 27h
in z3-Richtung gewinnt.

Wir wollen nun die Lange einer parametrisierten Kur-
ve y: I — RY einfithren und definieren dazu fiir eine ge-
gebene Teilung Z = {tg, t1,...,tx} mit Teilungspunkten
to < t1 < ...<tg aus I die Linge des einbeschriebenen
Polygonzugs durch die Punkte (o), v(t1), ..., y(tx) als

k
Ly 2) =Y |n(t;) — v(ti-1)l.
j=1
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Definition 1.103 (Rektifizierbarkeit und Bogenlinge einer Kurve). Eine Kurve v: I — RN fiir ein
Intervall I C R und ein N € IN nennen wir rektifizierbar, falls die Linge aller einbeschriebenen
Polygonziige beschrinkt ist. In diesem Fall heif$t

L(v) =sup {L(7; Z): Z ist Teilung von I}
die Bogenlange oder Lange von ~.

Im Fall, dass man die Bogenlénge einer differenzierbaren Kurve bestimmen mdochte, kann man sie
mithilfe eines geeigneten Integrals berechnen.

Definition 1.104 (differenzierbare Kurve). Eine Kurve v: I — RN fiir ein Intervall I C R und ein
N € N nennen wir (stetig) differenzierbar, falls alle Komponentenfunktionen vy1,...,yn: I — R (stetig)
differenzierbar sind. In diesem Fall heifit der Vektor

V() = (1), ... (b)) € RY

der Tangential- oder Geschwindigkeitsvektor der Kurve an der Stelle t € I mit Geschwindigkeit |y'(¢)].

Satz 1.105. Es seia < b und v: [a,b] — RY fiir ein N € IN eine stetig differenzierbare Kurve. Dann
ist vy rektifizierbar und hat die Bogenlinge

b
Liy) = / /(1) dt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Rektifizierbarkeit von « und die Ungleichung

b
L(y) < / /(1)) . (1.15)

Es sei dazu Z = {tg,t1,...,tx} mit k € IN eine beliebige Teilung des Intervalls [a, b]. Mit der komponen-
tenweisen Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung kénnen wir in einem
ersten Schritt die Lénge des zugehorigen einbeschriebenen Polygonzugs schreiben als

/tj ' (t) dt‘. (1.16)

ti—1

k k
L(v; Z) = Z Iv(t5) —v(tj—1)| = Z

Mit der Dreiecksungleichung aus Lemma [1.100f sehen wir dann

k t; b
TS / ol < / /(1) dt.

Das Integral auf der rechten Seite stellt also eine obere Schranke an die Lénge der einbeschriebenen
Polygonziige dar, so dass die Rektifizierbarkeit von + gilt. Der Ubergang zum Supremum iiber alle
Teilungen Z von [a, b] zeigt zudem die behauptete Ungleichung .

Fiir die noch fehlende Ungleichung reicht es zu zeigen, dass zu jedem & > 0 eine Teilung Z von [a, b]
existiert mit

b
L(’y;Z)>/ ()| dt — e. (1.17)

Wegen der Stetigkeit von 4/ auf [a,b] finden wir mithilfe von (der komponentenweise Anwendung von)
Lemma eine RN -wertige Treppenfunktion ¢, also mit ¢1,...,¢on € T([a,b]), beziiglich einer ge-
meinsamen Zerlegung Z = {to, t1,...,t} fir ein k € IN mit

€

——— flrallet b].
50 —a) iir alle ¢ € [a, D]

Y (8) — p(t)] <
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Mit der umgedrehten und normalen Dreiecksungleichung sowie der Tatsache, dass ¢ auf jedem Inter-
vall [t;_1,t;] konstant ist, schitzen wir jeden einzelnen Summanden fiir j € {1,...,k} auf der rechten
Seite in der Darstellung (1.16) ab iiber

\li7ﬁﬂ4zﬁfiﬂﬂﬁ\\[ﬁtﬂwwmdq

z/'wmw—/ I (t) — (b)) dt.

tj,1 tj71

Somit erhalten wir insgesamt nach Wahl der Treppenfunktion ¢ die Ungleichung (|1.17):
b b
um2>z/N¢@w#f/’wv>fw@Nﬁ
b b b
z/rﬂMﬁ—2/wﬂw—MMﬁ>/+ﬂMﬁ—a 0

Beispiel 1.106.

(i) Den Funktionsgraphen einer stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R kann man iiber die
Kurve vy [a,b] — R? mit v;(t) = (¢, f(t)) fiir t € [a,b] parametrisieren und erhilt so als Léinge
des Graphen

Lwn=/\ﬂ+mmww

(ii) Die Helix aus Beispiel [1.102| (ii) mit Radius r € R™ und Ganghthe 27h € R hat pro Umdrehung
eine Bogenldnge von

27 1 .
L(¥]j0,2x)) = / (r? cos®(t) + r?sin®(t) + h?)* dt = 2n(r® + h?)2.
0

Ubung 1.107 (Zykloide). Wir betrachten eine Kugel, die auf einer Ebene rollt, und wollen die Be-
wegung eines auf der Kugeloberfliche fixierten Punktes beschreiben. Der Einfachheit halber nehmen
wir an, dass eine (zweidimensionale) Kugel mit Radius 1 mit konstanter Geschwindigkeit entlang der
x-Achse rollt und der auf der Kugeloberfliche fixierte Punkt durch (0, 0) verlduft.

(i) Uberlegen Sie sich anhand der Bewegung des fixierten Punktes auf der Oberfliiche der Kugel und
der Bewegung des Mittelpunktes der Kugel, dass

Y(t) = (71(t), y2(t)) == (t —sin(t), 1 — cos(t)) fiirt € R
die Kurve des fixierten Punktes in R? beschreibt.

(ii) Berechnen Sie die Lénge der Kurve «y auf [0, 27].
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Kapitel 2

Topologie

2.1 Metrische Riaume

Wir wollen spéter Funktionen auf allgemeineren Mengen als Teilmengen der reellen oder komplexen Zah-
len betrachten und legen hierfiir nun die Grundlagen. Von besonderem Interesse sind hierfiir metrische
Réume, die beliebige Mengen sind, die mit einer verallgemeinerten Distanzabbildung, der sogenannten
Metrik, ausgestattet sind, welche noch sinnvolle Eigenschaften einer Distanz erfiillt.

Definition 2.1 (Metrik und metrischer Raum). Es sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — R
heifst Metrik, falls die folgenden FEigenschaften gelten:

(M1) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) fir alle z,y,z € X (Dreiecksungleichung),
(M2) d(x,y) = d(y,z) fir alle z,y € X (Symmetrie),
(M3) d(z,y) =0 genau dann wenn x =y (Positivitit).

Das Paar (X, d) fir eine Menge X und eine Metrik d auf X heifit dann metrischer Raum (aber auf die
Angabe der Metrik wird typischerweise verzichtet, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Metrik
benutzt wird).

Beispiel 2.2.
(i) Ist X eine beliebige Menge, dann definiert man die diskrete Metrik durch die Vorschrift

1 falls z # v,

ddiskret (l‘, y) = { 0 fallsxz = Yy

(ii) Ist M eine Menge (etwa M = {0,1} oder ein Alphabet), so kann man auf der Menge M mit
N € IN (von Codes oder Wortern) die Hamming-Distanz definieren als

N

dw,y) =#{j € {1,.... Ny a; # g5} = Y daisieen (2, 95)

j=1

mit z = (1,...,2n8),y = (Y1,-..,yn) € MY, d.h. als die Anzahl von Fehlstinden. Die Hamming-
Distanz findet insbesondere in der Codierungstheorie Anwendung, beispielsweise zur Erkennung
und Korrektur von Fehlern.

(iii) Auf dem RY definiert man die euklidische Metrik durch die Vorschrift

Nl

deuktia (2, y) = |v —y| = ((331 )+ .+ (an - Z/N)Q)

mit x = (z1,...,25),y = (Y1,...,yn) € RV.
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(iv) Auf dem RY definiert man die Manhattan-Metrik (oder Mannheimer Metrik) durch die Vorschrift
d(z,y) = |z1 —pul+ ...+ |lzy —ynl.

Die Bezeichnung rithrt hierbei davon, dass in Manhattan, ebenso wie in Mannheim, viele Stralen
in Gitterstruktur, also in Richtung der Koordinatenachsen verlaufen. Will man von einem Ort der
Stadt zu einem anderen iiber ein solches Stralensystem gelangen, muss man die Entfernung in
jeder Koordinatenrichtung getrennt voneinander iiberwinden.

(v) Als Verallgemeinerung der letzten beiden Beispiele definiert man auf dem R” die p-Metrik durch

die Vorschrift
N 1
P
(Lles-wP)" furpe o),
=1

L fir b — oo,
1gb_a§XN|x] yjl ir p = 00

dp(xa y) =

(vi) Auf dem RY definiert man die franzdsische Eisenbahnmetrik
durch die Vorschrift

d(, ) |z —y| falls x = Ay fiir ein A € R,
T,y) =
Y |z| + |y| sonst.

Der Name “franzosische Eisenbahnmetrik” kommt daher, dass
insbesondere das franzosische Schienensystem sehr zentralis-
tisch ist und man h#ufig iber Paris fahren muss, wenn man
von einem Ort in Frankreich zu einem anderen fahren mochte
— es sei denn, der Start- und Zielort liegen auf derselben Seite
einer Geraden durch Paris.

(vii) Ist (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine beliebige Teilmenge, so definiert man eine Me-
trik d 4 auf A als Einschrinkung von d auf A, d.h. durch die Vorschrift d4(z,y) = d(x,y) fiir alle
z,y € A, und nennt d4 die auf A induzierte Metrik.

Anmerkung zu den Metrikeigenschaften. Symmetrie und Positivitéit ist bei allen angegebenen Abbil-
dungen klar, nur die Dreiecksungleichung muss z.T. noch nachgerechnet werden. Bei den meisten Bei-
spielen kann man das direkt machen, fiir die p-Metrik leiten wir dies spéter aus der entsprechenden
Dreiecksungleichung fiir die assoziierte p-Norm ab. O

Bemerkung 2.3 (weitere Definitionen zu Konzepten in metrischen Rdumen). Es sei (X, d) ein metri-
scher Raum.

(1) Wir definieren die (offene) Kugel B,.(z¢), die abgeschlossene Kugel B,.(zg) und die Sphére S,.(x)
mit Zentrum xg € X und Radius r > 0 mithilfe der Metrik als

B (zg) ={x € X:d(x,z9) <7}

By (xg) ={zr € X:d(x,x0) <r}
Sr(xo) ={z € X: d(x,x0) = r}.

Ist man im euklidischen Raum X = RN, so haben die Sphdiren y
(bzw. Kugeln) nicht mehr notwendigerweise eine runde Form, son-
dern dies hdangt von der zugrundeliegenden Metrik ab. Fir die euklidi-
sche Metrik, also die p-Metrik mit p = 2, ist S,.(xo) tatsdchlich rund,
verwendet man aber die p-Metrik mit p # 2, so wird die Form von

Sr(xo) fiir p > 2 immer “ausgebeulter” und ist fiir p = oo ein achsen- K /

paralleler Wiirfel mit (euklidischer) Seitenlinge 2r, wohingegen die
Form von S, (z¢) firp < 2 immer “eingebeulter” wird und firp =1
ein schrig liegender Wiirfel mit (euklidischer) Seitenlinge V2r ist.
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Fiir allgemeinere Metriken oder Mengen X kinnen Kugeln noch viel verformter aussehen. Hat man
etwa eine beliebige Menge X, die mit der diskreten Metrik ausgestattet ist, so gilt B,(xo) = {xo}
fiir jeden Radius r < 1, da einzig das Zentrum x = xo selbst die Eigenschaft d(zg,z) < 1 hat. Da
andererseits d(xo,x) =1 fir alle anderen Punkte x € X \ {zo} g¢ilt, hat man B, (z¢) = X fir alle
Radien r > 1.

(2) Den Abstand eines Punktes x € X von einer Teilmenge A C X definieren wir als
dist(x, A) = inf{d(x,a): a € A}.
(3) Allgemeiner definieren wir den Abstand zweier Teilmengen A, B C X als
dist(4, B) := inf{d(a,b): a € A,b € B},
was man auch umschreiben kann als
dist(A4, B) = inf{d(a, B): a € A} = inf{d(b, A): b € B}.

(Achtung: dies definiert im Allgemeinen keine Metrik auf der Menge aller Teilmengen von X . Bei-
spielsweise haben bei der euklidischen Metrik die offene und die abgeschlossene Kugel mit gleichem
Mittelpunkt und Radius den Mengenabstand 0.)

(4) Den Durchmesser einer Teilmenge A C X definieren wir als
diam (A) := sup{d(z,y): z,y € A},

und falls diam (A) < oo gilt, so nennen wir die Menge A beschrinkt.

2.2 Normierte Riaume

War eine Metrik noch als verallgemeinerte Distanz auf einer beliebigen Menge ohne jegliche algebraische
Struktur definiert, so definieren wir nun die Norm als eine verallgemeinerte Lange auf einem reellen oder
komplexen Vektorraum (was wir im Folgenden mit IX = R oder KK = C unterscheiden).

Definition 2.4 (Norm und normierter Raum). FEs sei X ein K- Vektorraum. Fine Abbildung ||-||x: X —
R{ heifit eine Norm, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

(N1) |lz+yllx < |lzllx + llyllx fir alle z,y € X (Dreiecksungleichung),
(N2) |[Mz||x = |A|llz|lx fir alle x € X und A € K (Homogenitét),
(N3) ||lz||x =0 genau dann wenn x = 0 (Positivitét).

Das Paar (X,| - ||x) eines Vektorraums X und einer Norm || - ||x auf X heifit normierter Raum (und
wiederum wird auf die Angabe der Norm verzichtet, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Norm
benutzt wird).

Bemerkung 2.5 (Relation zwischen metrischen und normierten Réumen). Es sei X ein K- Vektorraum.
(1) Jede Norm || - || x: X — RJ induziert eine Metrik d: X x X — R{ mittels
d(z,y) = ||z —y||lx fir alle z,y € X. (2.1)
Die Dreiecksungleichung (M1) ergibt sich dabei sofort aus der Dreiecksungleichung (N1)
dz,y) =z —yllx =llv—2+2—-ylx

<z = 2lx + Iz = ylix = d(z,2) + d(z,9)
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fiir alle x,y,z € X. Die Symmetrie (M2) folgt aus der Homogenitit (N2) dber

dz,y) =z —yllx =l = (y — 2)x = ly — zllx = d(y, )
fiir alle x,y € X. Die Positivitit (M3) ist schliefilich wegen der Positivitit (N3) offensichtlich.

Insofern kann jeder normierte Raum (X, ||-||x) auch als metrischer Raum (X, d) aufgefasst werden
(und damit gibt es insbesondere alle in Bemerkung eingefiihrten Konzepte auch fiir normierte
Réiume).

Umgekehrt ist nicht jede Metrik d: X x X — Ry auf X von einer Norm ||-||x: X — R{ induziert
(so dass die Relation (2.1)) erfillt ist). Man kann sich jedoch leicht iberlegen, dass dies genau dann
der Fall ist, wenn die Metrik die Figenschaften

d(Az, \y) = [Nd(z,y) und d(z+z,y+2)=d(z,y)

fiir alle x,y,z € X erfillt (und sich damit “verniinftig” unter Skalierungen und Translationen
verhdlt). In diesem Fall rekonstruiert man die Norm || - ||x oeuf X dann iber

llz||x =d(0,x) fir alle z € X.

Beispiel 2.6.

(i)
(i)

(iii)

Die Betragsfunktion stellt eine Norm auf R und auf C dar.

Auf RV definiert man fiir p € [1,00] die p-Norm durch (mit ¥ = N). Fiir den Nachweis
der Normeigenschaften bemerken wir, dass die Dreiecksungleichung (N1) gerade die Minkowski-
Ungleichung aus Satz (ii) ist, wohingegen die Eigenschaften (N2) der Homogenitit und (N3)
der Positivitédt aus der Definition schon offensichtlich sind.

Die 2-Norm ist, wenn nicht anders spezifiziert, die kanonische Wahl einer Metrik auf dem R" und
wird als die euklidische Norm bezeichnet. Die p-Norm induziert die p-Metrik aus Beispiel

Auf dem Raum {z: x = {2} }ren ist eine Folge in K} der Folgen in K definiert man

00 1
<Z|xk”) fiir p € [1, 00),
k=1

sup |z | fiir p = oc.
keN

2y =

Die Teilrdume
P(K) = {z: v = {2k }ren ist eine Folge in K mit [|z[|, < oo}

der p-summierbaren Folgen in K ausgestattet mit der #-Norm || - ||, bzw. der Teilraum
0>°(K) == {&: & = {x)}ren ist eine Folge in K mit [|z]s < oo}

der beschrinkten Folgen in K ausgestattet mit der £°-Norm || - || sind normierte Rdume. Sie
sind das (abzihlbar) unendlich-dimensionale Analogon zu den normierten Riumen (R, || - [|,),
die Eigenschaften (N2) der Homogenitdt und (N3) der Positivitit sind wieder sofort aus der
Definition klar, und die Dreiecksungleichung wird sichergestellt durch die entsprechende Variante
der Minkowski-Ungleichung fiir Folgen

|z + y”p < ”pr + ||y||p fiir alle z,y € ¢F(K).

Der Vektorraum B(D, KK) aller beschrinkten Funktionen f: D — K auf einer nicht-leeren Menge D
ausgestattet mit der Supremumsnorm

£l (D) = sup | f(z)|
zED

ist ein normierter Raum.
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(v) Fiir a < b ist der Vektorraum C'([a, b], K) aller stetigen Funktionen f: [a,b] — K ausgestattet mit
der p-Norm || - || 1» (4,5) aus Definition [1.77|fiir p € [1, 00) bzw. mit der Supremumsnorm || - || e (4,5

aus (iv) ein normierter Raum. Die Dreiecksungleichung wird hier gerade durch die Integralversion
der Minkowski-Ungleichung aus Satz gewahrleistet.

Ubung 2.7. Es sei a < b. Zeigen Sie, dass der Vektorraum C*([a,b],K) aller stetig differenzierbaren
Funktionen f: [a,b] — K ausgestattet mit der Norm

LA = 1 @)+ 1 2 o)

ein normierter Raum ist.

2.3 Skalarprodukt-Riume

Ein Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf einem reellen oder komplexen Vektorraum ist ein verall-
gemeinertes Produkt, das zwei Elementen des Vektorraums eine reelle oder komplexe Zahl zuordnet (je
nachdem, ob der Fall K = R oder K = C zutrifft).

Definition 2.8 (Skalarprodukt und Skalarprodukt-Raum). Es sei X ein K- Vektorraum. Eine Abbildung
(+,)x: X x X — K heifst ein Skalarprodukt, falls die folgenden Figenschaften gelten:

(S1) (z,y)x = (y,x)x fir alle z,y € X (Hermitizitéit)
(was sich im Fall K = R auf Symmetrie reduziert),

(S2) die Abbildung x — (x,y)x ist linear fir jedes y € X, d.h. ( e+ puZ,y)x = Mx,y)x +pu{Z,y)x
fir alle x,& € X und A, p € K (Linearitéit im ersten Argument),

(S3) (z,x)x >0 fiir allex € X und (z,z)x =0 genau dann wenn x = 0 (positive Definitheit).

Das Paar (X, (-, )x) eines Vektorraums X und eines Skalarprodukts (-, -)x auf X heifst Skalarprodukt-
oder Pra-Hilbert-Raum.

Bemerkung 2.9 (Semilinearitiit des Skalarprodukts im zweiten Argument). Uber die Hermitizitdt (S1)
und Linearitit (S2) des Skalarprodukts ergibt sich

<$a)\y+M§>X = (Ay—&—ug],x)x :X<y,$>x +ﬁ<gvx>X :5‘<x7y>X+ﬂ<x7g>X

fir alle x,y,y € X und \,u € K. Fir K = R bedeutet dies die Linearitit des Skalarprodukts auch
im zweiten Argument, wohingegen fir IX = C multiplikative Konstanten im zweiten Argument komplex
konjugiert aus dem Skalarprodukt gezogen werden miissen, so dass Semilinearitdt des Skalarprodukts im
zweiten Argument gilt.

Wir iiberlegen uns nun einige wichtige Rechenregeln und Hilfsmittel.

Lemma 2.10 (Rechenregeln fiir Skalarprodukte). Es sei X ein K-Vektorraum und (-,-)x ein Skalar-
produkt auf X. Dann gelten fir x,y € X die folgenden Aussagen:

(i) Cauchy—Schwarz-Ungleichung: Re({z,y)x) < [{z,y) x| < ||zl x|yl x,

(ii) Binomische Formeln: ||z + y||% = ||z||% £ 2Re({z,y)x) + [[vl%,
sowie (z+y,x —y)x = ]k — 2Im((z,y)x)i-[lyl%.

(iii) Parallelogrammgleichung: ||z +y[% + |z — yll% = 2([l=l% + llylI%).

(iv) Polarisationsformel fiir K = R: 4(x,y)x = ||z + y|% — |z — v|/%,
Polarisationsformel fiir K = C: 4(x,y)x = [z + y[|% — [z —y[% + (|lz +vil% iz — yil%),

(v) Dreiecksungleichung: ||z 4+ y||x < ||z|lx + ||lyllx,
wobei die Notation ||z|x = \/{z,z)x verwendet wurde.

65



Beweis.

(i)

(i)

(iii)

Die erste Ungleichung ist klar, da der Realteil (oder auch Imaginirteil) einer komplexen Zahl
immer hochstens so grof§ wie ihr Betrag ist. Die zweite Ungleichung ist trivialerweise fiir y = 0
erfiillt, und andernfalls berechnen wir zunéchst fiir beliebiges A € K mithilfe der Hermitizitét (S1)
und Linearitét (S2) des Skalarprodukts (vgl. auch Bemerkung sowie der Definition von || - || x

lz = Ayll% = (o = Ay, z = Ay)x
= (z,x)x =My, 2)x — Ma,y)x + ANy y)x
= llzllx = Ma,y)x = May)x + APyl (2.2)
Fiir die spezielle Wahl X := (z,y)x/||y[|% € K bedeutet das gerade

[(z,y)x|?
lyll%

(2, y)x/?
lyll%

|<.’E,y>x‘2
0< |z~ )\y||§( = Hxllﬁ( —2 I ”2
Ylix

+ Iyl = ll=ll% —

woraus nach Umstellung und Wurzelziehen die Behauptung folgt.

Mit A = £1 in der Identitét (2.2)) ergibt sich direkt
lz £ yl% = ll2ll% = (2.y)x £ (z,y)x + yl% = llz]% £ 2Re((2,y)x) + Iyl

und &dhnlich berechnet man

(z+yz—y)x =(z,2)+ (2, y)x — (z,9)x — (v, y) = [lzI%x —2Im((z,y)x)i—[lyl%-

Die Parallelogrammgleichung folgt direkt aus den Darstellungen der binomischen Formeln fiir
lz £+ y||% aus (ii), also
lz + 9l +llz = ylx = Izl +2Re((z,y)x) + [yl + Izl — 2Re((z,y)x) + yl%
= 2(||z[I% + llyl%)-
Aus den ersten beiden binomischen Formeln erhalten wir
2+2)Re({z,y)x) = (lz +yl% = =% = Iyll%) + (=% + lyl% — ll= = yl%)
= llz +yl% - llz - yll%,

so dass die Polarisationsformel fiir K = R direkt mithilfe von (z,y) = Re({z, y)x) folgt. Im Fall
K = C setzt man in die obige Rechnung yi anstelle von y ein und erhélt tiber Bemerkung [2.9
einen entsprechenden Ausdruck fiir den Imaginérteil als

2+2)Im((2,y)x) = 2+ 2)Re(—(z,y)x 1) = (2+ 2) Re((2,y1) x)
= (Il +yil%x = lzlx = lyl%) + (lelx + lyllx = = = yil%)

= lle+yilx - llz - yillk-

Aus (z,y) =Re({x,y)x) +Im((x,y ) x)i sowie den gerade hergeleiteten Darstellungen fiir Real-
und Imaginérteil von (z,y)x schlieBt man dann auf die Polarisationsformel auch im komplexen
Fall K = C.

Mithilfe der ersten binomischen Formel und der Cauchy—Schwarz-Ungleichung sieht man

lz +yl% = llzll% +2Re({2,y)x) + llyl%
2
<llzll% +2llzllxllyllx + lyl% = (lzllx + lyllx)”,

so dass die Dreiecksungleichung nach Ziehen der Wurzel folgt. O
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Bemerkung 2.11 (Relation zwischen normierten Réumen und Skalarprodukt-Réumen). Es sei X ein
K- Vektorraum.

(1) Jedes Skalarprodukt {-,-)x: X x X — K auf X induziert eine Norm || - ||x: X — ]Ra- auf X
mittels
lz|lx = {z,x)x fir alez € X.

Die Dreiecksungleichung (N1) haben wir in Lemma [2.10] (v) nachgewiesen, die Homogenitit (N2)
ergibt sich fir A € K aus der Hermitizitdt und Linearitdt

Azllx = v {dz, Ax)x = (/AN @, 2)x = VIAR(z,2)x = [N]]lz]|x,
und die Positivitit (N3) ist wegen der positiven Definitheit (S3) offensichilich.

(2) Umgekehrt ist nicht jede Norm ||-||x auf X von einem Skalarprodukt {-,-)x auf X induziert. Dies
ist jedoch genau dann der Full, wenn die Parallelogrammgleichung aus Lemma m (iil) fiir die
Norm erfillt ist. In diesem Fall rekonstruiert man das Skalarprodukt aus der Polarisationsformel
aus Lemma [2.10] (iv).

Beispiel 2.12.
(i) Auf K¥ ist das kanonische (oder euklidische) Skalarprodukt gegeben durch
N
xy = {(x,y)e~ = Z;@yﬁ- fiir o,y € KV.
j=1

Dieses Skalarprodukt induziert gerade die euklidische 2-Norm. Umgedreht sieht man, dass die
p-Norm fiir p # 2 (und N > 1) nicht von einem Skalarprodukt induziert sein kann, indem man
sich iiberlegt, dass die Parallelogrammgleichung fiir die Einheitsvektoren x = e; und y = e nicht
erfiillt ist.

Allgemeiner rechnet man leicht nach, dass fiir jede positiv definite, hermitesche Matrix A € CNxN
(d.h. mit z - (Az) > 0 fiir alle x € KV \ {0} und mit AT = A) die Abbildung

KN x KN 5 (2,y) = 2 - (Ay)
ein Skalarprodukt auf K% ist.

(ii) Auf dem Raum ¢?(K) der quadratisch summierbaren Folgen ist das ¢?-Skalarprodukt gegeben
durch

(z,9)eew) = Zxk “Yk = ZﬂkaTk fiir & = {z1 }kew, ¥ = {yrtren € C(K),
k=1 k=1

und dieses induziert die £2-Norm aus Beispiel (iii).

(iii) Auf dem Raum C([a, b], K) der stetigen Funktion auf [a, b] ist das L?-Skalarprodukt gegeben durch

b b
(f,9)12(a) ::/ f(z)-g(x)dx :/ f(x)g(x)dz fir f,g € C([a,b],K),

und dieses induziert die 2-Norm.

Mithilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung kann man fiir reelle Skalarprodukt-Rdume auch den Win-
kel zwischen zwei nicht-trivialen Vektoren definieren.
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Definition 2.13 (Winkel). Es sei (X, (-, )x) ein reeller Skalarprodukt-Raum. Fir zwei Vektoren x,y €
X \ {0} definiert man den Winkel a zwischen x und y als

a = arccos <W> € [0, 7).

]l lyllx

Das Verschwinden des Skalarprodukts zweier Vektoren in einem beliebigen, reellen Skalarprodukt-
Raum kann man auflerdem nutzen, um das Konzept der Orthogonalitit einzufithren.

Definition 2.14 (Orthogonalitit). Es sei (X, (-, )x) ein Skalarprodukt-Raum.

(i) Wir nennen zwei Vektoren x,y € X orthogonal (oder senkrecht), falls (z,y)x = 0 gilt, und
verwenden in diesem Fall auch die Notation x L y.

(ii) Wir nennen zwei Teilmengen A, B C X orthogonal, falls (x,y)x = 0 fir allex € A undy € B
gilt.

(i) Wir nennen eine Familie von Vektoren {x;};c; (mit einer beliebigen Indexmenge J) aus X or-
thogonal, falls je zwei Vektoren der Familie orthogonal sind, also (xj,xe) =0 fiir alle j, 0 € J mit

j # L gilt.

(iv) Zu einer Teilmenge A C X definieren wir das orthogonale Komplement von A als die Menge

At ={ye X: (z,y)x =0 fir alle z € A}.
Aus der binomischen Formel in Lemma [2.10] gewinnen wir schliefilich eine Verallgemeinerung des
Satzes von Pythagoras auf beliebige Skalarprodukt-Réume.

Satz 2.15 (von Pythagoras). Es sei (X, (-,-)x) ein Skalarprodukt-Raum. Fir orthogonale Vektoren
z,y € X gilt
lz +yll% = llel% + llyl%-

2.4 Topologische Grundbegriffe

In einem metrischen Raum (X, d) konnen nun topologische Konzepte eingefiihrt werden. Zu einer ge-
gebenen Teilmenge A C X teilen wir die Punkte aus X zunéchst in verschiedene Kategorien ein, und
zwar in Abhéngigkeit davon, “wie viele” Punkte aus A in einer kleinen Umgebung des Punktes (ndmlich
offenen Kugeln bzgl. der gegebenen Metrik d um diesen Punkt mit kleinem Radius) jeweils zu finden
sind.

Definition 2.16 (topologische Grundbegriffe I). Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Wir nennen einen Punkt x € X

e cinen inneren Punkt von A, wenn Be(x) C A fir ein e > 0 gilt,
e cinen dufleren Punkt von A, wenn B.(xz) C X \ A fir eine > 0 gilt,
e einen Beriihrpunkt von A, wenn B.(xz) N A # 0 fiir jedes € > 0 gilt,

e cinen Randpunkt von A, wenn sowohl B.(x)NA # 0 als auch B-(x)N (X \ A) # 0 fiir jedes e > 0
gelten,

e cinen isolierter Punkt von A, wenn B:(z) N A = {x} fir ein e > 0 gilt,
e cinen Hiaufungspunkt von A, falls unendliche viele Punkte in B.(x) N A fiir jedes € > 0 enthalten

sind.

68



(e innerer Punkt
=~ duerer Punkt
—— Beriithrpunkt
2T —— Randpunkt

isolierter Punkt

-

’

{ ) euklidische B.-Kugel

\\_—/

Bemerkung 2.17.

(1) Jeder Punkt aus X ist entweder ein innerer Punkt oder ein dufSerer Punkt oder ein Randpunkt
von A.

(2) Jeder innere Punkt von A ist in A selbst enthalten.

(3) Jeder Punkt aus A sowie jeder Randpunkt und Hiufungspunkt von A ist auch ein Berihrpunkt
von A.

(4) Jeder isolierte Punkt von A ist in A selbst enthalten.

(5) Randpunkte sowie Hiufungspunkte von A konnen jeweils zu A oder zum Komplement X \ A
gehdren.

(6) Aquivalent kann man Héiufungspunkte auch mit der Forderung definieren, dass (B.\ {z})NA # ()
fiir jedes € > 0 gilt, also dass jede punktierte Umgebung B \ {z} die Menge A trifft.

Die Menge alle inneren Punkte, Randpunkte bzw. Beriihrpunkte einer Menge bezeichnen wir nun
der Einfachheit halber immer mit ihrem Inneren, ihrem Rand bzw. ihrem Abschluss.

Definition 2.18 (topologische Grundbegriffe I1). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Wir definieren

e das Innere A° (oder Int(A)) von A als die Menge aller inneren Punkte von A,
e den Rand 0A von A als die Menge aller Randpunkte von A,
o den Abschluss A von A als die Menge aller Berihrpunkte von A.
Bemerkung 2.19. Nach Bemerkung 2.17] gelten fiir jede Menge A C X die Inklusionen
A° C AcC A

Mithilfe der Konzepte des Inneren und des Abschlusses kénnen wir nun definieren, was es fiir eine
Menge in einem allgemeinen metrischen Raum heiflen soll, dass sie offen, abgeschlossen, dicht, nirgends
dicht oder diskret ist.

Definition 2.20 (topologische Grundbegriffe III). Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir nennen eine
Teilmenge A C X

e offen, falls A = A°,
e abgeschlossen, falls A = A,

e dicht, falls A =X,
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e nirgends dicht, falls A keine inneren Punkte besitz,
o diskret, falls A nur aus isolierten Punkten besteht.

Wir kénnen nun leicht rechtfertigen, dass unsere Wortwahlen der “offenen” und “abgeschlossenen”
Kugeln auch im Sinne von Definition [2.20] gerechtfertigt waren.

Proposition 2.21. Es sei (X,d) ein metrischer Raum, xo € X und r > 0. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) die Mengen 0 sowie X sind offen und abgeschlossen zugleich,
(ii) By (zg) ist offen,
(iii) B, (z0) ist abgeschlossen.

Beweis.

(i) Diese Aussagen sind offensichtlich: wihrend () keine Beriihrpunkt und auch keine inneren Punkte
hat, ist jeder Punkt aus X innerer Punkt und Beriihrpunkt von X. Demzufolge sind () und X
offen und abgeschlossen zugleich.

(ii) Es sei € B,.(x¢) beliebig. Nach Definition von B,.(x¢) ist € := r — d(z,x9) > 0, und fiir jedes
y € Be(z) gilt wegen der Dreiecksungleichung

d(y7:]']0) S d(y,aj) + d(‘raxO) <e+ d(l’,l‘o) =r = (BS BT(xO)'

Also gilt B.(z) C B,(z0), d.h. x ist ein innerer Punkt von B,(x¢). Da € B,(xg) beliebig war,
folgt
BT(.’L‘()) C BT(.’EQ)O (C BT(SU())) = BT(mo) = Br(aﬁo)o

und damit die Offenheit von B, (z).

(iii) Es sei z € X ein Beriihrpunkt von B,(zg). Zu jedem ¢ > 0 gibt es daher z. € B.(z) N\ B,(zo) # 0,
so dass mit der Dreiecksungleichung

d(z,z0) < d(x, 2z:) + d(2e,20) < e+

gilt. Wegen der Beliebigkeit von & > 0 haben wir daher d(x,z0) <, also x € B,.(x). Somit folgt

(Er(xo) C)Er(xo) C PT(Z‘O) = Br(ﬂUo) = Er(x())
und damit die Abgeschlossenheit von B,.(1g). O

Bemerkung 2.22. Ist X = R ausgestattet mit dem Betrag als Metrik und ist A ein Intervall mit
Endpunkten —oo < a < b < oo, dann gelten

A° = (a,b), 0A={a,b}NR wund A=la,bNR.

Insbesondere gilt damit, dass das Intervall A genau dann offen bzw. abgeschlossen ist, wenn A (im Sinne
der Definition in Analysis I) ein offenes bzw. abgeschlossenes Intervall ist.

Fiir andere Mengen kénnen Begriffe wie offen, abgeschlossen, dicht, nirgends dicht und diskret wieder
ganz entscheidend von der Wahl der Metrik abhidngen. Im Wesentlichen muss man sich immer gut
iiberlegen, wie die “Basismengen” der offenen Kugeln B, (xg) aussehen.

Beispiel 2.23.

(i) Ist X = R ausgestattet mit dem Betrag als Metrik, so ist B,.(z¢) = (xo—r, zo+7) fiir alle r € (0,1)
und zg € R ein offenes Intervall, enthilt also sowohl rationale als auch irrationale Zahlen. Damit
sind die Mengen Q sowie R \ @ dicht in R, wohingegen die Menge Z diskret ist.
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(i)

Ist X = R ausgestattet mit der diskreten Metrik, so gilt B,.(z¢) = {zo} fiir alle » € (0,1) und
zo € R. Folglich sind die Mengen Q sowie R \ @ diskret in R.

Wir iiberlegen uns nun einige elementare Regeln, die die Offenheit oder Abgeschlossenheit von Men-
gen erhalten, und folgern anschliefend unterschiedliche Charakterisierungen fiir das Innere und den
Abschluss einer Menge.

Satz 2.24 (Vererbungseigenschaften). Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(1)
(i)

(iii)

(iv)
(v)

eine Menge A ist abgeschlossen genau dann, wenn X \ A offen ist,

beliebige Vereinigungen offener Mengen sind wieder offen, d.h. sind Mengen O; offen fir alle j
aus einer beliebigen Indexmenge J, so ist auch die Menge |J{O;: j € J} offen,

beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen, d.h. sind Mengen C;
abgeschlossen fir alle j aus einer beliebigen Indexmenge J, so ist auch die Menge ({C;: j € J}
abgeschlossen,

endliche Durchschnitte offener Mengen sind wieder offen,

endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen.

Beweis.

(1)

Es gilt nach Definition der Abgeschlossenheit von A
A=A & X\A=X\A,

und letztere Menge konnen wir mit der Definition des Abschlusses von A sowie der Definition des
Inneren von X \ A umschreiben als

X\A={zre€X:3e>0mit B-(z)NA =0}
={r € X:Je>0mit B-(z) C X\ A} = (X \ A)°. (2.3)

Also haben wir insgesamt die Behauptung mit

Aist abgeschlossen & A=A & X\A=(X\A)° <& X\ Aistoffen.

Es sei ¢ € (J{O;: j € J} beliebig. Dann existiert ein jo € J mit z € O;,. Wegen der Offenheit von
0, finden wir dann ein € > 0 mit B.(z) C O;, C [J{O;: j € J}. Also ist [ J{O;: j € J} offen.
Mithilfe der Regeln von De Morgan schreiben wir zunéchst die Menge ({C}: j € J} um als
Ne=x\(x\NG)=x\Jx\e)
jeg jeJ jeJ

Jede der Mengen X \ C; ist nach (i) offen, und daher ist die Vereinigung (J{X \C}: j € J} nach (ii)
offen. Also ist ({C;: j € J} als Komplement einer offenen Menge wie behauptet abgeschlossen.

Esseix € O N...N O fur ein £k € IN und offene Mengen Oq,...,O. Nach Definition von
Offenheit existiert fiir jedes j € {1,...,k} ein ¢; > 0 mit der Eigenschaft B., C Oj. Setzt man
nun ¢ :==min{e;: j € {1,...,k}} > 0, so folgt

k
Be(x) C Be,(x) CO; fiiralle j € {1,...,k} = B(x)C ()0,

j=1
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(v) Es seien C4,...,Cy fiir ein k € IN abgeschlossene Mengen. Mithilfe der Regeln von De Morgan
erhalten wir

Wegen (i) ist jede der Mengen X \ C; offen, und damit ist (\{X \ C;: j € {1,...,k}} nach (iv)
ebenfalls offen. Also kann man die Menge C; U ... U C} als Komplement einer offenen Menge
ausdriicken, so dass sie wie wegen (i) wie behauptet abgeschlossen ist. O

Warnung. Abzihlbare Durchschnitte von offenen Mengen miissen nicht wieder offen sein und abzdihlbare
Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen nicht wieder abgeschlossen, wie die folgenden beiden Bei-
spiele mit X = R und dem Betrag als Metrik zeigen:

0,11 = (—%,Hl_) und (0,1) = | J [%1—1}

JEN J JEN J

Satz 2.25. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) A° kann dquivalent beschrieben werden als

o A° = A\ DA,

o A° ist die Vereinigung aller offenen Mengen, die in A enthalten sind, also
A° = U {O CA:O ist oﬁen},

o A° ist die grofite offene Menge, die in A enthalten ist,
(ii) A kann dquivalent beschrieben werden als
o A= A°U0A,
o A ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten, also

A= ﬂ {C’ D A:C st abgeschlossen},

o A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthilt.
Insbesondere gilt damit, dass A und OA abgeschlossene Mengen sind und dass A° eine offene Mengen
15t.
Beweis.

(i) e Wir haben nach Definition von A° und 9A

A° ={x e A: Je > 0 mit B.(xz) C A}
={r€eA:Fe>0mit Bo(x)N(X\A) =0} ={x € A: x ¢ 0A} = A\ JA.

e Wir setzen V = [J{O C A: O ist offen}. Um die Inklusion V' C A° zu zeigen, nehmen wir
einen beliebigen Punkt « € V. Nach Definition von V' gibt es dann eine offene Mengen O, C A
mit € O,. Wegen der Offenheit von O, finden wir dann ein £ > 0 mit B.(z) C O, C A,
also ist x € A°. Fiir die umgekehrte Inklusion A° C V betrachten wir ein € A° und findet
damit € > 0 mit B.(z) C A. Da B.(x) insbesondere eine offene Menge ist, gilt B.(x) C V.
Insgesamt haben wir also A° =V wie behauptet gezeigt.
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e Wir wissen bereits, dass A° C A als Vereinigung offener Mengen eine offene Menge ist. Wir
miissen also nur noch zeigen, dass es die gréfite offene Menge in A ist. Es sei dazu O = O°
eine beliebige offene Menge mit O C A. Fiir jedes « € O existiert dann ein € > 0 mit
B.(z) C O C A, so dass auch z € A° gilt. Also gilt O C A°, und da O eine beliebige offene
Menge mit O C A war, folgt die Behauptung.

(ii) e Die Behauptung folgt direkt aus den Definitionen von A, A° und 9A:

A={zeX:Ve>0gilt B.(x) NA#0D}
={z € X: (Je>0mit B.(z) CA) vV (Ve >0gilt B-(x) NA#0# B.(x) N (X \ A4))}
= A°U0A.
Alternativ kénnte man dies auch iiber Komplementbildung beweisen, indem man (i) und die
Tatsache, dass 0A = 9(X \ A) gilt, ausnutzt.
e Mithilfe der Identitit X \ A = (X \ A)° aus dem Beweis von Satz siehe (2.3)), kann man
A iiber die De Morgan Regeln sowie (i) umschreiben als
A=X\(X\4)=X\(X\4)°
=X\ J{O c X\ 4: O ist offen}
=) (X \ {0 C X\ A: O ist offen})
= ﬂ{X \O D A: O ist offen} = ﬂ{C D A: C ist abgeschlossen}.

e Ahnlich wie bei der letzten Behauptung nutzt man X \ A = (X \ A)° und (i) fiir die Schluss-
folgerung, dass X \ A die grofite offene Menge ist, die in X \ A enthalten ist. Durch Ubergang
auf das Komplement folgt dann die Behauptung.

Wie wir schon bemerkt haben, ist A° als Vereinigung offener Mengen selbst offen und A als Schnitt
abgeschlossenen Mengen selbst abgeschlossen. Indem wir mithilfe von (i) den Rand A ausdriicken als

0A=A\A°=AN(X\ A°),
ist er als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen selbst abgeschossen. O

Héiufig arbeitet man auf kartesischen Produkten von zwei (oder mehr) Mengen. Sind auf diesen Men-
gen jeweils Metriken gegeben, so gibt es eine kanonische Konstruktion einer Metrik auf diesem Produkt-
raum, nidmlich die Produktmetrik, und diese erlaubt zusétzlich, dass Offenheit bzw. Abgeschlossenheit
von Mengen auf das Produkt iibertragen wird.

Satz 2.26 (Produktmetrik). Es seien (X1,d1), (X2, d2) metrische Rdume. Dann wird durch die Abbil-
dung

d((x1,22), (y1,y2)) = max{di(z1,y1),d2(x2,y2)}

fir x1,y1 € X1, z2,y2 € Xo eine Metrik auf dem Produktraum X; X X definiert, die sogenannte
Produktmetrik. Ferner gelten:

(i) offene bzw. abgeschlossene Kugeln in (X1 x X, d) haben die Darstellung

B,((z1,72)) = Br(z1) X Br(x2) und B.((71,22)) = B.(z1) X B.(2)
mit (x1,x2) € X1 X Xo und r > 0,

(ii) sind O; offene Teilmengen und C; abgeschlossene Mengen in (X, d;) fir j € {1,2}, so ist O1 x Oq
offen und Cy x Cy abgeschlossen in (X1 x Xo,d).
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass es sich bei der angegebenen Abbildung d um eine Metrik auf X; x Xs
handelt. Dazu iiberlegen wir uns zunéchst mithilfe der Dreiecksungleichungen fiir die Metriken d; auf X;
und do auf X5, dass
d((z1,72), (y1,92)) = max{dy(z1,y1), d2(z2,y2) }
< max{dy(z1,21) + di(z1,y1), d2(2, 22) + d2(22,%2) }
< max{d; (21, 21), d2(22, 22) } + max{di(z1,y1), d2(22, y2)}
= d((z1,72), (21, 22)) + d((21, 22), (Y1, Y2))
fiir alle Punkte (21, 22), (y1,¥2), (21, 22) € X1 X X5 gilt, also die Dreiecksungleichung fiir d exﬁillt ist. Die
Symmetrie von d ist nach Definition klar, und die Positivitéit von d folgt schliellich aus den Aquivalenzen
d((21,72), (y1,92)) =0 & max{di(1,1),d2(22,y2)} =0
& di(x1,y1) = 0 und da(z2,92) =0
& xp =y und T3 = yo.
Damit sind alle Metrikeigenschaften fiir d gezeigt, und wir beweisen nun noch die beiden Eigenschaften

zu der Darstellung von offenen bzw. abgeschlossenen Kugeln in (X; x X»,d) und dem kartesischen
Produkt offener bzw. abgeschlossener Mengen:

(i) Nach Definition von d und B,.((x1,x2)) gilt
B.((z1,72)) = {(y1,92) € X1 x Xo: d((z1,22), (y1,92)) <71}
={(y1,92) € X1 x Xo: di(x1,y1) <7 und da(x2,y2) < r}
={(y1,y2) € X1 X X2: y1 € B.(71) und y3 € B,(w2)} = By(x1) X B(z2).
Die zweite Behauptung B, ((z1,22)) = B,(x1) x B,(z2) folgt analog, mit < anstelle von <.

(ii) Es sei zunéchst O; eine offene Menge in X; und O; eine offene Menge in X5. Wir miissen nun
zeigen, dass jeder Punkt aus O; x Oy ein innerer Punkt von O x O ist. Dazu sei (21, x2) € O1 X Oy
beliebig. Dann wéhlen wir € > 0 mit B.(z1) C O1 und B.(x2) C O. Wegen (i) gilt dann

(.’El,xg) S BE((wl,xg)) = Be(ml) X Bg(xg) C Ol X 02 = ($1,$2) € (01 X 02)0.
Also ist O1 x Oy wie behauptet offen.

Sind C eine abgeschlossene Menge in X; und C5 eine abgeschlossene Menge in X5, so ist das
Komplement von C; x Cy gerade

(X1 X X2) \ (Cl X Cg) = ((Xl \Cl) X X2) U (Xl X (X2 \ Cg))

Wegen Satz sind beide Mengen auf der rechten Seite als kartesisches Produkt offener Mengen
offen in X7 x Xo, daher ihre Vereinigung ebenfalls offen. Also ist C; x C5 als Komplement einer
offenen Menge abgeschlossen in X7 x Xs. O

Abschlieflend fiihren wir noch den Begriff einer Umgebung ein und zeigen, dass zwei disjunkte Punkte
in einem metrischen Raum immer durch zwei disjunkte Umgebungen getrennt werden kénnen.

Definition 2.27 (Umgebung). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und x € X. Wir nennen eine Menge
U C X eine Umgebung von z, falls € > 0 existiert mit

B.(x) C U.
Ist U offen, so nennen wir U eine offene Umgebung von .

Satz 2.28 (Hausdorff-Eigenschaft). Jeder metrische Raum (X,d) hat die Hausdorfl-Eigenschaft, d.h.
dass fir alle z,y € X mit x # y disjunkte, offene Umgebungen U, von x und U, von y existieren.

Beweis. Nach Voraussetzung ist € := d(z,y)/3 > 0. Die Mengen U, = B.(z) und U, = B.(y) sind
nach Definition offen und haben leeren Schnitt, denn fiir jedes z € U, gilt mit der umgekehrten Drei-
ecksungleichung sowie der Definition von &

d(y,z) > d(y,z) —d(z,2) >3e —e=2¢ = 2z¢U,. O

74



2.5 Konvergenz in metrischen Rdumen

In metrischen Réumen (und daher auch in normierten Riumen und in Skalarprodukt-Rdumen, mit
der dann induzierten Metrik) gibt es einen Abstandsbegriff. Daher kann man auch verallgemeinerte
Konzepte von Konvergenz, Haufungswerten, Cauchy-Eigenschaft und Beschrianktheit fiir Folgen mit
Werten in metrischen Rdumen einfithren. Wir werden sehen, dass viele Aussagen, die wir fiir Folgen
auf R kennengelernt habt, auch in metrischen Rdumen erhalten bleiben, da sie nur von einem solchen
Abstandsbegriff abhéingen, aber nicht der speziellen euklidischen Struktur.

Definition 2.29. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und {xy}ren eine Folge in X.

(i) Die Folge {xy}ren heifit konvergent gegen = € X, falls zu jedem ¢ > 0 ein Folgenindex ko € IN
existiert mait
d(zg,z) <e fir alle k > ko.

In diesem Fall nennen wir © den Limes oder Grenzwert der Folge {xj}rew und schreiben

lim xp, =x oder x, — x bei k — oo.
k—o0

(ii) Die Folge {xk}ren heifit divergent, falls sie nicht konvergiert.

(iii) Ein Punkty € X heifst Hiufungswert der Folge {xy}ren, falls es eine Teilfolge {xy(o)}eew von
{zk}ken gibt, die gegen y konvergiert.

(iv) Die Folge {xy}rew heifft Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein Index kg € IN existiert, so dass

d(xg,x0) < e fir alle k,£ > ko gilt.

(v) Die Folge {xk}ren heifit beschriankt, falls sup{d(xz,y): k € N} < oo fiir ein y € X gilt.

Wir iiberlegen uns zunéchst einige dquivalente Formulierungen fiir Konvergenz, Haufungswerte und
Beschranktheit von Folgen in einem metrischen Raum. Hierbei zeigen wir insbesondere auch, dass die
Beschrénktheit einer Folge nicht von der Wahl von y € X in Definition (v) abhingt.

Lemma 2.30 (iiquivalente Formulierungen). FEs sei (X, d) ein metrischer Raum. Es gelten die folgenden
Aussagen:

o Aquivalent zur Konvergenz einer Folge {x}}ren in X gegen x € X sind

(") zu jedem € > 0 gibt es einen Folgenindex kg € N mit x € Be(x) fir alle k > ko,
(i) zu jeder Umgebung U von x gibt es einen Folgenindex kg € N mit x, € U fiir alle k > k.

e Aquivalent fiir Hiufungswert y € X einer Folge {xy}rew in X sind

(iil’) zu jedem € > 0 gibt es unendlich viele Folgenindizes k € N mit d(zy,y) < €,
(iii") zu jeder Umgebung U von y gibt es unendlich viele Folgenindizes k € N mit xp, € U.

e Aquivalent zur Beschrinktheit einer Folge {xy}ren in X sind

(V') fiir jedes y € X gilt sup{d(zp,y): k € N} < oo,
(V") fiir jedes y € X gibt es R > 0 mit x, € Br(y) fiir alle k € IN,
(V") die Menge A = {x): k € N} ist beschrinkt in (X, d).
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Beweis.

e Die Aquivalenz (i) < (i) ist offensichtlich nach Definition der offenen Kugel B (x). Die Implikation

(i") = (i") folgt direkt aus der Tatsache, dass jede Umgebung von x nach Definition eine offene
Kugel B.(x) fiir geeignetes € > 0 enthilt. Die Implikation (i) = (i’) ist trivial, da B.(x) eine
Umgebung von x ist.

Die Aquivalenzen fiir Hiufungswerte einer Folge folgen direkt aus denen fiir Konvergenz, durch
Betrachtung der konvergenten Teilfolge.

Fiir die Implikation (v) = (v') iiberlegt man sich fiir y € X wie in (v) und beliebiges § € X
mithilfe der Dreiecksungleichung die Abschétzung

d(xka g) < d(xka y) + d(y7 g) < sup d(xka y) + d(y7 g) fir alle £ € IN.
kEN
Die Implikation (v') = (v”) ist offensichtlich fir R = sup{d(zx,y): k € N} +1. Fiir die Implikation
(v"") = (v'") sehen wir wieder mithilfe der Dreiecksungleichung
d(zg, xe) < d(zg,y) +d(y,z) < 2R fir alle k, £ € IN

und daher diam (A) < 2R. Die letzte Implikation (v"”") = (v) ist schlieflich trivial, mit der Wahl
y = x, fiir ein beliebiges k € IN. O

Warnung. Man beachte wieder die unterschiedliche Nomenklatur fir Haufungspunkte von Mengen
und fir Hiufungswerte von Folgen (oder spiter allgemeiner von Funktionen). Man kann sich leicht
iberlegen, dass y genau dann ein Hiufungswert der Folge {xy}ren ist, falls y ein Hiufungspunkt der
Menge {xy.: k € IN} ist oder falls x), = y fir unendlich viele Indizes k € IN gilt. Insbesondere miissen
also Hiufungswerte einer Folge {xy}ren keine Hiufungspunkte der Menge {xy: k € N} sein (2.B. fir
konstante Folgen).

Bemerkung 2.31.

(1)

Ist (X,| - |llx) ein normierter Raum, so bedeutet Konvergenz einer Folge {x}ren gegen x € X
gerade, dass zu jedem € > 0 ein kg € IN existiert mit ||xy — z||x < € fir alle k > ko, also

lim ||l‘k - I‘HX =0.

k—o0
Fiir den speziellen Fall X = R ausgestattet mit dem Betrag als Norm sieht man so leicht, dass

alle in Definition [2.29] eingefiihrten Konzepte mit denen aus der Analysis I fiir Folgen in R
tibereinstimmen.

Sind (X1,d1), (Xo,ds) zwei beliebige metrische Riume und X = X; x Xy der Produktraum
ausgestattet mit der Produktmetrik d, so konvergiert eine Folge {x}rew mit x, = (21,5, T2k) €
X1 x Xy fiir alle k € N genau dann in (X,d), falls die komponentenweisen Konvergenzen von
{z1 ktken in X1 und von {zatren in Xo gelten.

Konvergiert eine Folge {x}ren aus dem Raum (P(IK) der p-summierbaren Folgen fir ein p €
[1,00], also gilt ||z — x|y — 0 bei k — oo fiir ein x € (P(IK), so gilt die komponentenweise
Konvergenz von (xk)ken fir jedes £ € N. Die Umkehrung gilt fiir p = co nach Definition, jedoch
im Allgemeinen nicht fir p € [1,00): die Folge {zy}renw in £P(K) definiert iber
xp = (k7Y kY9.0,0,...) € P(K)
—_—————
k-mal

fiir alle k € N und ein q € [1,00) konvergiert komponentenweise gegen 0 und erfillt

0 firqg<p,
1 1
im [[zglleegy) = lim k»77 = ¢ 1 firp=gq,
k—o0 k—o00
oo fir q > p.

Insbesondere gilt in diesem Beispiel fiir ¢ > p also keine Konvergenz {zy}rew im Raum (7 (K).
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Die Konvergenz einer Folge hingt im Allgemeinen also wieder ganz entscheidend von der Metrik
auf der Menge ab. Wir sammeln nun einige allgemeine Eigenschaften von konvergenten Folgen und von
Cauchy-Folgen.

Satz 2.32 (Eigenschaften konvergenter Folgen). FEs sei (X,d) ein metrischer Raum.

(i) Ist eine Folge {x}ren gegen ein x € X konvergent, dann auch jede Teilfolge {x} (o) }eew, und x ist
der einzige Hiufungswert von {xytren. Insbesondere ist damit der Grenzwert einer konvergenten
Folge eindeutig bestimmit.

(ii) Jede konvergente Folge {xk}ren ist eine Cauchy-Folge.
(i) Jede Cauchy-Folge {xk}ren ist beschrinkt.

Beweis.

(i) Die erste Folgerung gilt offensichtlich nach Definition einer konvergenten Folge, und damit folgt
die zweite Aussage, nach Definition eines Haufungswertes.

(ii) Bezeichnen wir mit € X den Grenzwert von {zj}rew und wihlen zu gegebenem e > 0 einen
Folgenindex kg € IN mit d(xzk,x) < e/2 fiir alle k > ko, so folgt mit der Dreiecksungleichung und
der Symmetrie der Metrik

d(zg, z0) < d(zk,z) + d(ze,x) <e fir alle k, £ > k.
Daher ist {zj}renw wie behauptet eine Cauchy-Folge.
(iil) Ist {zx}ren eine Cauchy-Folge, so finden wir zu € = 1 einen Folgenindex ko € IN mit d(x, z¢) < 1
fiir alle k, ¢ > ko. Damit erhalten wir die behauptete Beschriinktheit von {zj }ren aus

sup d(zg, Tr,) < sup d(zg, T,) + 1 < 0. O
kEN k<ko

Beispiel 2.33. Wir iiberlegen uns nun anhand der Folge {1/k}rcw, dass Konvergenz oder Divergenz
im Allgemeinen von der Metrik abhéngt und dass nicht jede Cauchy-Folge in einem metrischen Raum
auch konvergent ist:

e auf dem metrischen Raum (R, doyiia) ist {1/k}renw eine Cauchy-Folge und konvergent,
e auf dem metrischen Raum (R, dgiskret) it {1/k}ren keine Cauchy-Folge und damit divergent,

o auf dem metrischen Raum (R \ {0}, deukiia) ist {1/k}ren eine Cauchy-Folge, aber divergent.

Abschlielend tiberlegen wir uns noch eine niitzliche Charakterisierung abgeschlossener Mengen iiber
die Grenzwerte von konvergenten Folgen auf der Menge.

Lemma 2.34. FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Es gelten:
(i) Es gilt € A genau dann, wenn es eine Folge {x}.}rew in A gibt, die gegen x konvergiert.

(ii) A ist genau dann abgeschlossen, falls jede konvergente Folge {xy}rew aus A ihren Grenzwert in A
hat.

Beweis.

(i) Ist 2 € A ein Beriihrpunkt, so gibt es nach Definition zu jedem k € IN ein aj, € By i(x) N A, also
ein z € A mit d(x,x) < 1/k. Die so gewonnene Folge {zj}ren liegt also in A und konvergiert
gegen z. Ist umgekehrt {xy }rew eine Folge in A mit z;, — = beil k — oo, so gibt es zu jedem £ > 0
ein kg € IN mit d(zg,x) < € fiir alle k > ko, also folgt x € B:(z) N A # ( fiir alle k¥ > ko und es
gilt x € A.

(ii) Ist A abgeschlossen und {zj}ren eine konvergente Folge in A mit limy_,o 2 = z, so folgt z € A
wegen (i). Wére die umgekehrte Implikation falsch, so hiitte jede konvergente Folge {z }ren aus A
ihren Grenzwert in A, aber A wire nicht abgeschlossen, d.h. es giibe ein x € A\ A. Fiir diesen
finde man mittels (i) eine Folge {z% }rew in A mit limg_,o 7, = 2z € A\ A. Dies widerspricht der
Annahme, dass der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus A ihren Grenzwert in A hat. O
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2.6 Vollstindige metrische Riume

Wie wir in Beispiel gesehen haben, ist nicht jede Cauchy-Folge in einem metrischen Raum kon-
vergent. In Analogie zum Vollstéindigkeitsaxiom fiir die reellen Zahlen, fiir die eine dquivalente Cha-
rakterisierung war, dass jede Cauchy-Folge auf R konvergiert (sowie das Archimedische Axiom gilt),
bezeichnen wir einen metrischen Raum als vollsténdig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Definition 2.35 (Vollstindigkeit). Fin metrischer Raum (X,d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-
Folge {x}rew einen Grenzwert in X hat. Einen vollstindigen normierten Raum bezeichnet man auch
als Banachraum wund einen vollstandigen Skalarprodukt-Raum als Hilbertraum.

Beispiel 2.36.
(i) R oder € mit dem Betrag als Norm ist vollstédndig, also ein Banachraum.
(ii) Q mit dem Betrag als Norm ist nicht vollstéindig.

(iii) Jede beliebige Menge X ausgestattet mit der diskreten Metrik dgiskret ist vollstiindig (da jede
Cauchy-Folge ab einem endlichen Folgenindex konstant und damit trivialerweise konvergent ist).

(iv) Sind (Xi,dy), (X2,d2) zwei vollstindige metrische Réume, so ist auch der Produktraum X :=
X1 x X5 ausgestattet mit der Produktmetrik d vollsténdig.

Ubung 2.37. Es sei (X, d) ein vollstéindiger metrischer Raum und A C X eine Menge. Zeigen Sie, dass
(A,d|axa) genau dann ein vollstéindiger metrischer Raum ist, wenn die Menge A abgeschlossen ist.

Fiir den Spezialfall des KV ausgestattet mit der Maximumsnorm halten wir fest:

Satz 2.38. Der normierte Raum (KN || - ||oo) ist ein Banachraum.

Beweis. Der Raum (KY, || - ||o) ist gerade ein endlicher Produktraum ausgestattet mit der Produktme-
trik, und zwar von N mal dem normierten Raum (K, |-|). Daher folgt die Vollstéindigkeit von (K, ||-||s)
aus der Vollstandigkeit von (I, | - |) und Beispiel (iv). O

Eine typische Strategie fiir den Beweis der Vollsténdigkeit eines metrischen Raumes ist es, zu versu-
chen, sie auf die Vollstandigkeit eines anderen bekannten Raumes zuriickzufiihren. Dies ist insbesondere
dann der Fall, wenn man Funktionen betrachtet, die nach R oder C abbilden (oder in einen vollstdndigen
Raum, wie wir spéiter sehen werden).

Satz 2.39. Es sei D ein nicht-leere Menge. Der Raum (B(D,IK), || - ||z~ (py) aller beschrinkten Funk-
tionen f: D — K ausgestattet mit der Supremumsnorm ist ein Banachraum.

Beweis. Da wir uns in Beispiel (iv) bereits iiberlegt haben, dass (B(D,K), |||/~ (p)) ein normierter
Raum ist, ist nur noch die Vollstéandigkeit von (B(D,K), || - ||~ (p)) zu zeigen. Es sei dazu { fi }rew eine
Cauchy-Folge in (B(D,K), || - ||~ (p)). Wegen

sup |fx(z) — fe(x)] = 0 bei k,£ — oo
zeD

ist { fx(z) }ren fiir jedes x € D eine Cauchy-Folge in K, konvergiert also wegen der Vollstindigkeit von K
jeweils gegen einen Grenzwert f(x). Wir miissen nun verifizieren, dass dieser punktweise definierte Limes
f: D — K unser gesuchter Grenzwert ist, also eine beschrankte Funktion ist und die Konvergenz f, — f
bei k — oo in (B(D,K), || - [ (D)) gilt.

Zur Beschrinktheit von f auf D: da {f}rew als Cauchy-Folge in (B(D,K), || - ||z (p)) beschrénkt
ist und punktweise Konvergenz vorliegt, gilt

sup sup |fr(z)| < C = sup|f(x)| < C.
keN zeD zeD
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Zur Konvergenz fr — f in (B(D,K),| - ||z (p)): zu einem beliebigen ¢ > 0 finden wir aufgrund
der Tatsache, dass {f}ren eine Cauchy-Folge in (B(D,K),| - ||L~(p)) ist, zunéchst einen Folgenindex
ko € IN mit

| = fallow < 5 fiir alle k, £ > ko.

Zu jedem z € D finden wir auBerdem aufgrund der Konvergenz fi(z) — f(z) bei k& — oo einen
(moglicherweise von z abhéngigen) Folgenindex k1 (z) € IN mit ky(x) > ko und

[fe(z) — flx)] < g fiir alle £ > kq(z).
Aus diesen beiden Abschitzungen folgt

|fr(x) = f(2)] < | fr(x) = fe(z)| + |fe(x) — f(x)] <e fiir alle k > k.

Indem wir nun zum Supremum iiber alle z € D iibergehen und dabei die Unabhéngigkeit des Index kg
von x beriicksichtigen, folgt

sug |fe(z) = f(@)] = 1fx — flloo < e fiir alle k > ko,
xre

und damit wegen der Beliebigkeit von € > 0 die Konvergenz fi, — f in (B(D,K),| - ||z (p))- O

Satz 2.40. Es sei a < b. Der Raum (C([a,b],K), | - ||z (a,p)) aller stetigen Funktionen f: [a,b] — K
ausgestattet mit der Supremumsnorm ist ein Banachraum.

Beweis. Aus Beispiel (v) wissen wir, dass (C([a, b], K), || - || Lo (4,5)) €in normierter Raum ist, es bleibt
also auch hier nur die Vollstédndigkeit zu zeigen.

Eine Moglichkeit ist es, wie im Beweis von Satz vorzugehen und eine Cauchy-Folge { fx}ren in
(C([a,b],IX), || - | zo=(a,p)) zu betrachten. Diese ist auch eine Cauchy-Folge in (B([a,b],K), || - || (a,p))
und konvergiert wegen Satz [2.39] gleichm#8ig gegen eine Funktion f € B([a, ], K). Da der gleichméBige
Limes stetiger Funktionen wieder stetig ist, gilt also f € C([a, b], K). Damit ist die Vollstindigkeit von
(C([aa b]7 ]K)a ” ’ HLOO(a,b)) bewiesen.

Eine verwandte Moglichkeit ist es, C([a,b],K) als Teilmenge von B([a,b],KK) zu sehen. Diese ist
abgeschlossen im Banachraum (B([a,b], K), || - ||z (a,5)) (da der gleichméfige Limes stetiger Funktionen
wieder stetig ist), also ist (C([a,b],K), || - |[r(a,)) ebenfalls ein Banachraum nach Ubung O

Bemerkung 2.41. Die Volistindigkeit eines metrischen Raums (X, d) hingt (ebenso wie die Konver-
genz einer Folge) sowohl von der Grundmenge X als auch von der Wahl der Metrik d ab. Fiir die
Abhdngigkeit von der Metrik tberlegen wir uns, dass der normierte Raum (C([a,b],K), || - ||zr(a,p)) fiir
kein p € [1, 00) vollstindig ist. Dazu betrachten wir die Folge von stetigen Funktionen {f}ren auf[—1,1]
definiert durch

fr(x) = max{min{1, kz}, -1} fir alle x € [-1,1] und k € IN. f

Diese konvergiert wegen fn

1 1/k
/ | fi(x) — sign(z)|P dax = 2/ |kz — 1|7 dx
—1 0

2 1

im p-Mittel (und auch punktweise) gegen die Signumsfunktion sign(z) auf [—1,1], die jedoch unstetig
in 0 ist und damit nicht zum Raum C([—1,1]) gehort.

Ubung 2.42. Auf der Menge IN der natiirlichen Zahlen sei eine Abbildung diy: IN x IN — Rd gegeben
durch d(n,m) = |1 — L| fiir alle n,m € IN.
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(i) Zeigen Sie, dass diy eine Metrik auf IN darstellt.
(ii) Zeigen Sie, dass {n},cn eine Cauchy-Folge in (IN, dy) ist.
(iii) Handelt es sich bei (IN, dy) um einen vollsténdigen metrischen Raum?

Um Vollstandigkeit eines metrischen Raumes zu zeigen, ist es bereits ausreichend nachzuweisen, dass
jede Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Lemma 2.43. Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Besitzt eine Cauchy-Folge in (X, d) eine konvergente
Teilfolge, so konvergiert bereits die ganze Folge.

Beweis. Es sei {xx}ren eine Cauchy-Folge in (X, d) und {x ) }ren eine Teilfolge, die gegen ein x € X
konvergiert. Zu vorgegebenem ¢ > 0 finden wir wegen der Cauchy-Eigenschaft einen Folgenindex ky € IN
mit

d(xg, xp) < g fiir alle k, ¢ > k.

Wegen der angenommenen Konvergenz der Teilfolge konnen wir weiterhin einen ¢y € IN wahlen mit
k(fo) > ko und d(z, Ty (s,)) < €/2. Damit folgt aus der Dreiecksungleichung

d(x, ) < d(Tr, Trey)) + d(@heg), ) < g + % =¢ fiir alle k > ko,

also die behauptete Konvergenz der gesamten Folge {zy }rew gegen z € X. O

Eine dquivalente Charakterisierung der Vollsténdigkeit der reellen Zahlen war das Intervallschachte-
lungsprinzip (zusammen mit dem Archimedischen Axiom), das besagt, dass fiir eine Folge abgeschlos-
sener Intervalle {[ay, bx] }rew, die ineinander geschachtelt sind und deren Lingen gegen 0 konvergieren,
also mit

[a1,b1] D [a2,b2] D [az,b3] D ... und lim (by —ay) =0,

k—o0
genau eine reelle Zahl € R existiert mit = € [ag, by] fiir alle k € IN. Fiir allgemeine metrische Rédume
gilt eine analoge Charakterisierung von Vollsténdigkeit iiber allgemeinere Schachtelungsprinzipien.

Satz 2.44 (Aquivalenz von Vollstéindigkeit und Schachtelungsprinzip). Es sei (X,d) ein metrischer
Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) (X,d) ist vollstindig,
(ii) Fliir jede Folge {Ax}ren von nicht-leeren, abgeschlossenen Mengen mit

Ay DA DA3D ... und lim diam(Ag) =0

k—o0

existiert genau ein Punkt x € X mit x € Ay, fir alle k € IN,

(iii) Fiir jede Folge {B,, (zk)}ren von abgeschlossenen Kugeln (mit x, € X und ry, > 0 fiir alle k € IN)
mit

By, (1) D Bry(x2) D Bry(z3) D ... wund lim rp, =0

k—o0

ezistiert genau ein Punkt x € X mit x € B, (zy) fir alle k € IN.

Beweis. Implikation (i) = (ii): Um die Existenz eines solchen Punktes z € X zu zeigen, withlen wir zu
jedem k € IN einen beliebigen Punkt xp € Ag. Zu vorgegebenem ¢ > 0 bestimmen wir nun ky € IN mit
diam (Ayg,) < €. Wegen xy, x¢ € Ay, fiir alle k, £ > ko (wegen der Monotonie der Mengen), folgt

d(zg, z¢) < diam (Ag,) < e fir alle k, £ > k.

Also ist die Folge {z\ }rew eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollstéandigkeit von (X, d) einen Grenzwert
x € X besitzt. Fiir jedes fixiertes n € IN gilt (wieder wegen der Monotonie) aulerdem, dass die Teilfolge
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{7k }rens, in A, liegt, also wegen der Abgeschlossenheit von A, und Lemma auch x € A, gilt.

Damit ist also
T € m Ay
keIN

wie behauptet. Die Eindeutigkeit eines solchen Punktes x ist wegen limg_, o diam (Ax) = 0 und der
Hausdorff-Eigenschaft von (X, d) klar (sieche Satz [2.28)).

Implikation (i) = (iii): Trivial, mit der Wahl Ay = B, () fiir alle £ € IN.

Implikation (iii) = (i): Es sei {zj}renw eine beliebige Cauchy-Folge in (X, d). Wegen der Cauchy-
FEigenschaft wird insbesondere der Abstand zweier aufeinander folgender Folgenglieder beliebig klein,
also kénnen wir zu einer Teilfolge {z () }sen iibergehen mit

d(:l?k(g),ﬁck(g+1)) < 271 fiir alle ¢ € IN.
Wegen dieser Wahl erhalten wir (aus der Dreiecksungleichung) die Inklusion
§2—e (.Tk(g)) D §2_<e+1)(xk(g+1)) fiir alle ¢ € IN.
Aus (iii) folgern wir (mit Radien r, := 27¢ — 0 bei £ — oc), dass ein eindeutiges x € X existiert mit
{a} = QNEW(%(@) = zlggo Tpe) = .

Also haben wir eine Teilfolge von {z }ren gefunden, die konvergiert. Da {zj}ren jedoch eine Cauchy-
Folge ist, konvergiert nach Lemma tatsachlich die ganze Folge schon und wir haben die Vollsténdig-
keit von (X, d) gezeigt. O

2.7 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen metrischen Rdumen und wollen dafiir die Konzepte von
Grenzwerten und Stetigkeit definieren.

Definition 2.45 (Grenzwert und Haufungswert). Es seien (X,dx), (Y,dy) zwei metrische Riume,
D C X eine Teilmenge, x ein Haufungspunkt von D und f: D — 'Y eine Abbildung.

(i) Wir nennen y € Y den Grenzwert von f bei & — x, falls zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert mit
dy (f(2),y) <e fir allez € D\ {z} mit dx(Z,z) < 0.
In diesem Fall schreiben wir auch

lim f(Z) =y oder f(Z)—y beid — x.

T—x
(ii) Wir nennen y € Y einen Haufungswert von f bei & — x, falls zu jedem & > 0 ein § > 0 existiert,
so dass dy (f(Z),y) < e fir ein & € D\ {z} mit dx(Z,z) < ¢ gilt.
Bemerkung 2.46.

(1) Uneigentliche Grenziiberginge (im Ausgangs- oder Zielraum) kann man analog zur Analysis T
definieren. Daher sieht man sofort, dass x € X genau dann der Grenzwert bzw. Hdufungswert
einer Folge {x}ren in (X, d) ist, falls der Grenzwert oder Hiufungswert der Abbildung f: N — X
mit f(k) = xy fir den uneigentlichen Grenzibergang k — oo ist.

(2) Wegen der Trennungseigenschaft metrischer Riume sind Grenzwerte eindeutig (falls existent).

Wie fiir die Konvergenz und Haufungswerte von Folgen auf einem metrischem Raum in Lemma [2.30
kann man sich wieder leicht einige d4quivalente Formulierungen fiir Grenzwerte und Hiufungswerte von
Funktionen iiberlegen.
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Lemma 2.47 (dquivalente Formulierungen). Es seien (X, dx), (Y,dy) zwei metrische Riume, D C X
eine Teilmenge, x ein Hiufungspunkt von D und f: D — Y eine Abbildung. Es gelten:

e Aquivalent zum Grenzwert y € Y von f bei & — x (in der e-d-Formulierung oben) sind

(i) Umgebungsformulierung: fiir jede Umgebung V- C Y won y gibt es eine Umgebung U C X
von x mit f(U\ {z})ND)CV,

(i”) Folgenformulierung: fiir jede Folge {xy}ren in D\ {x} mit zp — = in X bei k — oo gilt
flzg) =y inY bei k — oo.

o Aquivalent zum Hiufungswert y € Y von f bei & — x (in der e-6-Formulierung oben) sind

(ii") Umgebungsformulierung: fiir alle Umgebungen V. CY wvon y und U C X von x gibt es ein
ze (U\{z})ND mit f(z) eV,

(ii"”) Folgenformulierung: es gibt eine Folge {xy}ren in D\ {a} mit xx — x in X bei k — oo und
flzg) >y inY bei k — oo.

Beweis. Wir beweisen hier nur die dquivalenten Formulierungen fiir den Grenzwert, fiir Hiufungswerte
kann man &hnlich argumentieren.

Fiir die Implikation (i) = (i’) sei V C Y eine beliebige Umgebung von y. Gemifl der Umgebungs-
definition finden wir ein € > 0 mit der Eigenschaft, dass B.(y) C V gilt. Wéhlen wir § > 0 nun wie
in (i), so gilt dy (f(Z),y) < € und damit f(Z) € B.(y) C V fiir alle & € (Bs(x) \ {z}) N D, also erfiillt
U = Bs(x) die behauptete Inklusion f((U \ {z})ND) C V.

Um die Implikation (i) = (i”) zu zeigen, sei {x}ren eine beliebige Folge in D \ {z} mit z; — «
in X bei k - oo und V C Y eine beliebige Umgebung von y. Wahlen wir die Umgebung U C X
von z wie in (i'), dann finden wir wegen der Konvergenz z;, — x (in der Umgebungsformulierung) einen
Folgenindex ko € IN mit z, € U fiir alle & > ko. Wegen (') gilt dann aber auch f(zx) € V fiir alle
k > ko, also wegen der Beliebigkeit von V' die Konvergenz f(z) — y bei k — oco.

Fiir die Implikation (i”) = (i) nehmen wir schlielich in einem Widerspruchsargument an, dass (i)
gilt, aber y € Y nicht der Grenzwert von f bei £ — = wére. Dann gibt es € > 0, so dass zu jedem k € IN
ein z € D\ {z} existiert mit dx(xg,x) < 1/k, aber dy (f(zy),y) > e. Damit haben wir eine Folge
{zr}reny in D\ {z} mit zx — x in X bei k — oo gefunden, fiir die f(xg) bei k& — oo nicht gegen y
konvergiert, im Widerspruch zur Annahme (i”). O

Beispiel 2.48.
(i) Die Funktion f: R? — R (jeweils ausgestattet mit der euklidischen Metrik) definiert durch

1 falls 2o = 27,

f($1,$2) = {

0 sonst,

hat keinen Grenzwert, aber Hiufungswerte 0 und 1 bei & — (0,0). In der e-6-Formulierung ist dies
sofort klar, da Bs(0) \ {0} fiir jedes 6 > 0 sowohl Punkte enthilt, die auf 0 abgebildet werden, als
auch Punkte, die auf 1 abgebildet werden. In der Folgenformulierung kann man f einerseits auf
einer beliebigen Geraden G. = {te € R?: t € R} (fiir ein e € R? mit |e| = 1) durch den Ursprung
und andererseits auf der Normalparabel P := {(t,t?) € R?: t € R} betrachten, und dabei gelten
li 7) =0 d li 7) = 1.
6.t S0g D=0 mmd I /)

Dieses Beispiel zeigt auch, dass es insbesondere nicht ausreichend ist, sich die Funktion nur entlang
von Geraden anzuschauen, um auf die Existenz eines Grenzwertes zu schlieflen.

(ii) Ist f: X — Y7 x Y5 eine Abbildung von einem metrischen Raum (X,dx) in den Produktraum
zweler metrischer Riume (Y1,dy), (Yg,dg)_ ausgestattet mit der Produktmetrik, so gilt fiir den
Grenzwert von f = (f1, f2) bei & — x die Aquivalenz

lim f(Z) =y = (y1,92) < lim fi(Z) =y und lim fo(Z) = yo.
T—x T—x T—x

82



Als néchstes verallgemeinern wir die uns bekannte Definition von Stetigkeit von Funktionen auf R auf
Abbildungen zwischen metrischen Riumen. Dafiir fordern wir, dass die Anderung der Funktionswerte
(gemessen in der Metrik des Zielraumes) beliebig klein wird, wenn die Anderung der Variable (gemessen
in der Metrik des Ausgangsraumes) hinreichend klein ist.

Definition 2.49 (Stetigkeit fiir Abbildungen zwischen metrischen Rédumen). Es seien (X,dx), (Y, dy)
zwei metrische Raume, D C X eine nicht-leere Teilmenge und f: D — Y eine Abbildung. Wir nennen f
stetig in einem Punkt = € X, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

dy (f(2), f(x)) <e firalle Z € D mit dx(%,z) < 0.

Ferner heifst f stetig auf Dy C D, falls f stetig in jedem Punkt x € Dq ist. Den Raum aller stetigen
Funktionen auf D kiirzen wir mit

C(D,Y)={f: D —=Y: f ist stetig auf D}
ab, und den Teilraum aller beschrinkten stetigen Funktionen auf D mit
Co(D,)Y)={f: D—=Y: [ ist stetig und beschrinkt auf D}.

Auch fiir Abbildungen zwischen metrischen Raumen gibt es mehrere dquivalente Formulierungen fiir
Stetigkeit.

Lemma 2.50 (iquivalente Formulierungen von Stetigkeit). Es seien (X,dx), (Y,dy) zwei metrische
Raume, D C X eine nicht-leere Teilmenge mit x € D und f: D — Y eine Abbildung. Dann sind
dquivalent:

(i) e-6-Formulierung: f ist stetig an der Stelle x (gemdj$ Definition [2.49)),
(ii) Grenzwertformulierung: ist x ein Hiufungspunkt von D, so gilt limz_,, f(Z) = f(x),

(iii) Umgebungsformulierung: fiir jede Umgebung V- C'Y won f(x) gibt es eine Umgebung U C X von x
mit f(UND)CV,

(iv) Folgenformulierung: fiir jede Folge {xy}ren in D mit xp — x in X bei k — oo gilt f(xg) — f(x)
inY bei k — oo.

Beweis. Ist z € D ein Haufungspunkt von D, so besagt die Stetigkeitsbedingung in (i) nichts anderes,
als dass f(x) der Grenzwert von f bei & — z ist, und die Aquivalenz der anderen Formulierungen ergibt
sich dann unmittelbar aus den dquivalenten Formulierungen des Grenzwertes aus Lemma [2.47

Ist x € D kein Héufungspunkt von D, so ist z ein isolierter Punkt von D und alle Bedingungen
in (i)—(iv) sind trivialerweise erfiillt. O

Bemerkung 2.51. Die Folgenformulierung der Stetigkeit besagt gerade, dass man fiir eine konvergente
Folge {zk}ken in D mit limy_,oo ¢, € D den Grenziibergang und die Funktionsvorschrift vertauschen
kann, also

fllim xg) = lm f(xg).
k—oco k—oc0
Wichtige Klassen von stetigen Funktionen sind die der gleichméfig stetigen und der Lipschitz-stetigen

Funktionen.

Definition 2.52 (gleichmiiiige Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit fiir Abbildungen zwischen metrischen
Réumen). Es seien (X,dx), (Y,dy) zwei metrische Riume, D C X eine nicht-leere Teilmenge und
f: D —Y eine Abbildung.

(i) Wir nennen f gleichmifig stetig auf D, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

dy (f(2), f(z)) <e fir alle z, € D mit dx(&,x) <.
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(ii) Wir nennen f Lipschitz-stetig auf D, falls eine Konstante L > 0 (eine sogenannte Lipschitz-
Konstante) existiert, mit

dy (f(z), f(z)) < Ldx(z,%) fiir alle x,% € D.

Bemerkung 2.53. Offensichtlich ist jede gleichmdfig stetige Abbildung auch stetig und jede Lipschitz-
stetige Abbildung auch gleichmdifig stetig (z.B. mit der Wahl § = ¢/(L + 1)).

Beispiel 2.54.

(i) Ist (X,dx) ein metrischer Raum, so ist die Abbildung der Metrik dx : X x X — R eine Lipschitz-
stetige Abbildung von X x X (ausgestattet mit der Produktmetrik d) nach R (ausgestattet mit
der euklidischen Metrik). Fiir den Nachweis betrachten wir beliebige (z1,x2), (Z1,%2) € X x X
und sehen mithilfe der zweimaligen Anwendung der Dreiecksungleichung

dx(Z1,%2) — dx (21, 22) < dx(&1,21) + dx (21, T2) — d(x1, 2)
<dx(Z1,z1) + dx(z1,22) + dx (z2,%2) — dx(x1, 2)
S 2maX{dx(J~31,$1),dx(.i‘g,JZQ)}

und daher nach Vertauschung der Rollen von (x1,z2) und (21, Z2)
ldx (Z1,Z2) — dx (z1,22)| < 2max{dx (Z1,21),dx (T2, 72)}
was gerade die Lipschitz-Stetigkeit der Metrik mit Lipschitz-Konstante 2 bedeutet.

(ii) Ist (X, ||l x) ein normierter Raum, so ist die Abbildung der Norm |[|-||x: X — R eine Lipschitz-
stetige Abbildung. Dass die Lipschitz-Konstante hier sogar 1 gew#hlt werden kann, folgt direkt
aus der Dreiecksungleichung, wegen der

NZlx = llzllx]| < |12 —z||x fir alle £,z € X gilt.

(iii) Die Abbildungen der

e Addition add: C x C — C, definiert iiber (z1,z2) — 1 + 2,

e Subtraktion sub: C x C — C, definiert iiber (x1,x2) — 1 — T2,
e Multiplikation mult: C x C — C, definiert iiber (z1,z2) — z129,
e Division div: C x (C\ {0}) — C, definiert iiber (x1,x2) — z125",

sind stetig (wobei € mit der Betragsmetrik und der Produktraum € x C bzw. C x (C\ {0}) mit
der Produktmetrik ausgestattet wird). Dies sieht man sofort aus der Folgencharakterisierung der
Stetigkeit und den Grenzwertséitzen fiir Folgen in C aus der Analysis [.

(iv) Ist f: X — Y7 x Y3 eine Abbildung von einem metrischen Raum (X, dx) in den Produktraum
zweier metrischer Rdume (Y7, dy), (Ya,ds) ausgestattet mit der Produktmetrik, so sieht man aus
der Grenzwertformulierung der Stetigkeit und Beispiel (i), dass f = (f1, fo) genau dann
stetig in einem Punkt z € X ist, falls die beiden Komponentenabbildungen f;: X — Y; und
fo: X — Y, stetig sind.

Wir iiberlegen uns im Folgenden, dass einige elementare Operationen die Stetigkeit von Funktio-
nen erhalten. Dies ist insofern hilfreich, als dass man Stetigkeit einer gegebenen Funktion manchmal
sehr leicht nachweisen kann, indem man sie geeignet mithilfe von bekanntermaflen stetigen Funktionen
umschreibt. Zunéchst zeigen wir, dass Stetigkeit von Funktionen unter Verkettung erhalten bleibt:

Satz 2.55 (Verkettung stetiger Abbildungen). Fs seien (X,dx), (Y,dy), (Z,dz) metrische Riume
und f: X =Y, h: Y — Z Abbildungen. Ist f stetig in © € X und h stetig in f(x) € Y, so ist die
Verkettung ho f: X — Z stetig in x.
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Beweis. Argumentation iber Folgencharakterisierung: Wir withlen eine beliebige Folge {zj ren in X
mit z; — x bei k — oco. Aus der Stetigkeit von f in z folgern wir, dass {f(zx)}ren eine Folge in Y ist,
die f(zg) — f(z) bei k — oo erfiillt. Wegen der Stetigkeit von h bei f(z), nun angewandt auf die Folge
{f(2k)}ren, haben wir schliellich die behauptete Stetigkeit in :

lim Ao f(ay) = lim h(f(r)) = h(f(x)) = ho f(x).

k—o0 k—o0

Argumentation iber e-§-Formulierung: zu beliebigem € > 0 bestimmen wir wegen der Stetigkeit
von h in f(z) ein n > 0 mit der Eigenschaft

dz(h(9),h(f(x))) <e firalle g €Y mit dy (g, f(z)) <n.
Zu diesem 1 > 0 finden wir dann wegen der Stetigkeit von f in x ein § > 0 mit der Eigenschaft
dy (f(z), f(z)) <n fiir alle z € X mit dx(Z,z) < 4.

Dies zeigt, dass wir die obige Eigenschaft auch fiir die Wahl § = f(Z) haben, und zusammen haben wir
somit
dz(ho f(Z),ho f(z)) <e firalleZ € X mit dx(Z,x) < 4§

gezeigt. Wegen der Beliebigkeit von € > 0 beweist das die Stetigkeit von ho f in z. U

Im Spezialfall von K-wertigen Funktionen bleibt Stetigkeit auflerdem unter punktweiser Addition,
Subtraktion, Multiplikation sowie Quotientenbildung (fiir nicht-verschwindenden Divisor) erhalten.

Lemma 2.56. Es sei (X,dx) ein metrischer Raum. Sind f,g: X — C Funktionen, die stetig in v € X
sind, so sind auch die punktweise definierten Funktionen

o f+g: X = C, definiert durch f + g(z) = f(z) + g(x) fir z € X,

o f—g: X = C, definiert durch f — g(x) = f(z) — g(z) fir v € X,

o f-g: X = C, definiert durch f - g(z) == f(x)g(z) fir = € X,

o und, falls 0 ¢ g(X), auch f/g: X — C, definiert durch f/g(z) == f(z)/g(x) fir v € X,
stetig in .

Beweis. Aus der Stetigkeit von f,g: X — C in x folgern wir aus Beispiel (iv) zunéchst, dass die
Abbildung (f,g): X — C x C stetig in x ist. Schreiben wir f + ¢ = add o (f,g), f — g = subo (f, g),
frg=multo(f,g) und f/g = divo(f,g), so folgt die Stetigkeit dieser punktweise definierten Funktionen
in 2 unmittelbar aus Satz[2.55 iiber die Verkettung stetiger Abbildungen, wegen der globalen Stetigkeit
von Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division aus Beispiel (iii) sowie der Stetigkeit von

(f,g) in x. O

Wir kommen nun zu wichtigen Aussagen fiir Funktionen, die auf der ganzen Definitionsmenge stetig
sind. Eine wichtige Charakterisierung von globaler Stetigkeit einer Abbildung auf einer Menge wird
mithilfe von Urbildern offener (oder abgeschlossener) Mengen formuliert. Dazu fithren wir die Konzepte
von relativ offenen und relativ abgeschlossenen Mengen in einer Teilmenge ein.

Definition 2.57 (Relativtopologie). Es sei (X,d) ein metrischer Raum und D C X eine Teilmenge.
Wir nennen eine Menge A C D relativ offen (abgeschlossen) in D, falls A = AN D fiir eine offene
(abgeschlossene) Menge A in X gilt.

Bemerkung 2.58. Relativ offene Mengen in D sind offensichtlich gerade die offenen Menge im me-
trischen Raum (D,dp), der durch Finschrinkung der Metrik d auf D entsteht. Daher gelten fiir relativ
offene (abgeschlossene) Mengen in D die gleichen Eigenschaften wie fiir offene (abgeschlossene) Mengen
in X, insbesondere:
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e cine Menge A ist relativ abgeschlossen in D genau dann, wenn D\ A relativ offen in D ist,
o beliebige Vereinigungen relativ offener Mengen in D sind relativ offen in D,
e beliebige Durchschnitte relativ abgeschlossener Mengen in D sind relativ abgeschlossen in D,
e endliche Durchschnitte relativ offener Mengen in D sind relativ offen in D,
o endliche Vereinigungen relativ abgeschlossener Mengen in D sind relativ abgeschlossen in D.

Satz 2.59 (Charakterisierung globaler Stetigkeit iiber Urbilder). Es seien (X,dx), (Y,dy) zwei metri-
sche Raume, D C X eine nicht-leere Menge und f: D — Y eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) f ist stetig auf D,
(ii) das Urbild f=*(V') jeder offenen Menge V CY ist relativ offen in D,
(iii) das Urbild f=1(C) jeder abgeschlossenen Menge C' C 'Y ist relativ abgeschlossen in D.

Beweis. Implikation (i) = (ii): Wir betrachten eine beliebige offene Menge V' C Y. Um zu zeigen, dass
die Menge U := f~1(V) relativ offen ist, betrachten wir einen beliebigen Punkt x € U. Nach Definition
von U gilt f(x) € V, und da V nach Annahme offen ist, finden wir ein e(z) > 0 mit der Eigenschaft
By (f(x)) C V. Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu diesem e(z) ein () > 0 mit

f(Bg(m)(I) ND)cC Be(w)(f(x)) CV  und damit Bé(m) (x)ND C fﬁl(V) =U.
Da x € U beliebig war, folgern wir

U= |]J (Bs@w)(zx)ND) =0ND mit O:= | | Bsy)(2).
zcU zeU

Da O als Vereinigung offener Mengen aus X offen in X ist, haben wir somit gezeigt, dass U relativ offen
in D ist.

Implikation (ii) = (i): Wir betrachten ein beliebiges z € D und € > 0. Das Urbild f~!(B.(f(z)))
der offenen Menge B.(f(z)) ist nach Annahme relativ offen in D, d.h. es existiert eine offene Menge O
in X mit f~1(B:(f(z))) = OND. Mit x € O und der Offenheit von O finden wir dann ein § > 0 mit
Bs(z) C O, also gilt

Bs(x)ND c OND = f~(B:(f(x))) unddamit f(Bs(x) N D) C B(f(x)),

was wegen der Beliebigkeit von € > 0 gerade Stetigkeit von f in z impliziert. Wegen der Beliebigkeit
von z € D folgt somit die Stetigkeit von f auf D.

Aquivalenz (ii) < (iii): Dies folgt sofort aus dem Ubergang auf Komplemente und die Identitéit
f~Y(B)=D\ f~}(Y \ B) fiir alle Teilmengen B C Y. O

Bemerkung 2.60.

(1) Umgedreht muss eine stetige Abbildung offene Mengen nicht auf offene Mengen und abgeschlossene
Mengen nicht auf abgeschlossene Mengen abbilden. Dies passiert bereits fiir Funktionen f: R — R
(mit euklidischer Metrik), beispielsweise:

o bildet die stetige Funktion f = sin die offene Menge (0,27) auf die abgeschlossene Menge
[—1,1] ab,

o bildet die stetige Funktion f = max{1,2}~! die abgeschlossene Menge N in die nicht abge-
schlossene Menge {k~': k € N} ab.
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(2) Ist (X,dx) ein metrischer Raum und f: X — R eine stetige Abbildung, so sind nach obigem Satz
Mengen der Form

Ue={z e X: flz) <c}=f'((~00,¢)) offen
Ac={z € X: f(z) <c} = f((~o0,c]) abgeschlossen
in (X,dx), fir jede Konstante ¢ € R.
Im Fall, dass man eine stetige, bijektive Abbildung zwischen metrischen

Raumen betrachtet, ist die Umkehrfunktion immer wohldefiniert. Diese iR
kann im Allgemeinen unstetig sein. ‘

1] exp(ti)
Beispiel 2.61. Die Funktion f: [0,27) — S1(0) C C definiert durch f(t) =
exp(ti) fiir ¢t € [0,27) ist stetig und bijektiv, aber die Umkehrfunktion
f71: S1(0) — [0,27) ist unstetig bei 1+ 01i. ) R
Ist die Umkehrfunktion einer stetigen, bijektiven Abbildung stetig (wofiir k
wir spéter noch Kriterien kennenlernen werden), so bezeichnen wir diese

Abbildung als einen Homéomorphismus.

Definition 2.62. Es seien (X,dx), (Y,dy) zwei metrische Raume. Wir nennen eine stetige, bijektive
Abbildung f: X — Y einen Homdomorphismus von X auf Y, falls die Umkehrabbildung f~': Y — X
stetig ist. Entsprechend bezeichnen wir die Mengen X und Y als homéomorph zueinander, falls ein
Homdomorphismus zwischen ihnen existiert.

Bemerkung 2.63. Fir einen Homdéomorphismus f: X — Y sind wegen der Stetigkeit von f die
Urbilder offener Mengen aus Y offen in X, jedoch sind nun wegen der Stetigkeit von f~1 auch die
Bilder offener Mengen aus X (wegen (f~1)"Y(A) = f(A) fir alle A C X) offen in Y. Tatsichlich sieht
man aus Satz auch einfach, dass diese Eigenschaft fiir eine stetige, bijektive Abbildung f: X =Y
schon dquivalent zur Stetigkeit der Umkehrfunktion ist.

Sind die metrischen Rdume (X,dx) und (Y, dy) homomorph zueinander, so bedeutet dies, dass
sie topologisch nicht zu unterscheiden sind (d.h. dass eine Menge genau dann offen in (X, dx) ist, falls
sie offen in (Y,dy) ist), auch wenn die zugrundeliegenden Mengen X und Y geometrisch von ganz
verschiedener Form sein konnen.

Beispiel 2.64. Die folgenden Teilmengen von RY (jeweils ausgestattet mit der euklidischen Metrik
eingeschriinkt auf die Menge) sind homéomorph zueinander:

(i) die offene Kugel B;(0) C RY und RY,
(ii) die punktierte Sphire S1(0)\ {(0,...,0,1)} und {x € RV : 2y =0} ~ RV L.
Beweis. Man braucht jeweils nur einen Homéomorphismus zwischen den beiden Mengen anzugeben.

(i) Man verifiziert leicht, dass die Abbildung f: B;(0) — RY definiert durch

flz) = —~

= —— fii B1(0
1] tir z € B1(0)

stetig und bijektiv ist, und dass die Umkehrfunktion f=': RY — B;(0) gegeben ist durch die
stetige Funktion

f_l(y) =1 f‘m fir y € RY.

(ii) Die Idee zur Angabe eines Homomorphismus ist die stereographische Projektion. Dazu méchte
man einen Punkt 2 € S1(0)\{exn} auf der Sphére ohne den Punkt ey = (0,...,0,1) (den Nordpol)
dem eindeutigen Punkt y zuordnen, der yy = 0 erfiillt und auf der Gerade durch ey und z liegt.
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€3 — (0q 0., 1)

Fiir die Umkehrfunktion gilt dann entsprechend, dass ein Punkt y € RY mit yy = 0 auf den
eindeutigen Punkt auf der Sphére abgebildet wird, der auf der Gerade durch e und y liegt. Durch
dieses Vorgehen werden Punkte aus {z € S;(0): zy = 0} (dem Aquator) auf sich selbst abgebildet,
und Punkte aus {x € S1(0): zy > 0 bzw. xy < 0} (der oberen bzw. unteren Halbkugel) auf
Punkte y € RY mit |y| > 1 bzw. |y| < 1 (und yy = 0). Man kann leicht nachrechnen, dass dies
auf die Abbildungen

1
f:81000\{(0,...,0,1)} = {y e RN : yy =0}, x> en— I_IN(eN—m),
2
F iy e RV yy =0} = S1(0)\ {(0,...,0,1)}, yHew—m(GN—y%
fiihrt, die stetig und bijektiv sind. O

Analog zur Analysis I kann man auch zeigen, dass der gleichméfiige Limes stetiger Funktionen
zwischen metrischen Rdumen wieder stetig ist. Dazu definieren wir zunéchst als natiirliche Verallgemei-
nerung der punktweisen und gleichméfligen Konvergenz fiir Folgen von Funktionen nach R aus Defini-
tion die punktweise und gleichméfiige Konvergenz fiir Folgen von Funktionen zwischen metrischen
Réaumen.

Definition 2.65. Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, D C X eine nicht-leere Menge und
{fr}ren eine Folge von Funktionen fr: D —Y fir alle k € IN.

(i) Wir sagen, dass die Folge {fi}ren punktweise (auf D) konvergiert, falls fiir jedes x € D der
Grenzwert f(x) == limg_ oo fr(x) inY existiert, also

Jim dy (fi(x), f(2)) =0

gilt. In diesem Fall nennen wir die so definierte Funktion f: D — Y den punktweisen Limes von
{fx}ren und schreiben

klim fe=[f oder fg ki)ff punktweise auf D.
— 00

(ii) Wir sagen, dass die Folge {fi}ren gleichmiflig (auf D) gegen eine Funktion f: X — Y konver-
giert, falls

klim (sup dy (fi(x), f(x))) =0

gilt. In diesem Fall nennen wir f den gleichméfiigen Limes von {f;}trew und schreiben

klim fe=/f oder fg ki)ff gleichmdfig auf D.
— 00
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Satz 2.66 (gleichmifiiger Limes stetiger Funktionen). Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume,
D C X eine nicht-leere Teilmenge und {fr}ren eine Folge von stetigen Funktion in C(D,Y), die
gleichmafig gegen eine Funktion f: D — 'Y konvergiert. Dann ist f stetig auf D.

Beweis. Esseizg € X und € > 0 beliebig. Wir wollen zeigen, dass ein § > 0 existiert mit der Eigenschaft,
dass dy (f(&), f(z0)) < € fiir alle £ € D mit dx (&, zo) < ¢ gilt. Dazu kénnen wir zunéichst wegen der
Annahme der gleichméBigen Konvergenz der Folge {fx}ren ein kg € IN auswiihlen mit

sup dy (fi, (x), f(2)) <

xzeD

wW| ™

Wegen der Stetigkeit von fy, in z¢ bestimmen wir nun § > 0 mit der Eigenschaft

dY(fko (i‘),fko(zo)) < fiir alle £ € D mit dx(jj,xo) < 0.

W ™

Aus der Dreiecksungleichung folgt nun

dy (f(2), f(w0)) < dy (f(Z), fro(T)) + dy (fio(Z), fro(20)) + dy (fro (w0), f(70))

<£+§+§—5
3 3 3 7

Damit ist wegen der Beliebigkeit von e die Stetigkeit von f fiir jede Wahl von zy gezeigt und der Satz
bewiesen. O

Damit haben wir als Verallgemeinerung von Satz [2.40}

Satz 2.67. Es sei (X,dx) ein metrischer Raum mit nicht-leerer Teilmenge D C X und (Y,dy) ein
vollstindiger metrischer Raum. Dann ist der Raum (Cy(D,Y),sup,cp dy (-,-)) aller beschrinkten, ste-
tigen Funktionen f: D — Y ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Der Beweis folgt der Strategie des Beweises von Satz Wir betrachten eine beliebige Cauchy-
Folge {fx}ren von Funktionen in (Cy(D,Y),sup,ep dy (-, -)), also mit

sup dy (fx(x), fe(z)) = 0 bei k, £ — oo.
€D

Insbesondere ist fiir jedes fixierte x € D die Folge {fi(z)}ren eine Cauchy-Folge in (Y, dy ), konvergiert
also wegen der Vollstindigkeit von (Y,dy) gegen einen Grenzwert f(z). Exakt wie im Beweis von
Satz [2.39] iiberlegt man sich, dass die so definierte Funktion f: D — Y der gleichméBig Limes der
stetigen Funktionenfolge {fx}ren ist, und f daher wegen Satz selbst stetig ist. Also besitzt jede
Cauchy-Folge in (Cy(D,Y),sup,ep dy (-, -)) einen Grenzwert in diesem Raum, so dass die Vollstandigkeit
von (Cy(D,Y),sup,ep dy (-, -)) gezeigt ist. O

Abschlieflend beschiiftigen wir uns mit linearen Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen
und dquivalenten Charakterisierungen ihrer Stetigkeit.

Satz 2.68 (Stetigkeit linearer Abbildungen). Es seien (X, || x), (Y| -|ly) normierte K- Vektorriume
und L: X =Y eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) L ist stetig auf X,
(ii) L ist stetig in 0,
(i) L ist beschrinkt, d.h. es existiert eine Konstante C > 0 mit ||L(z)||y < C||lz|lx fir alle x € X.

Beweis. Implikation (i) = (ii): Offensichtlich.
Implikation (ii) = (iil): Wegen der Stetigkeit von L im Ursprung (man beachte L(0) = 0 wegen der
Linearitét von L) gibt es zu € = 1 ein § > 0 mit der Eigenschaft

IL@Z)|ly <1 fir alle & € X mit [|#]x < .
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Ist x € X \ {0} nun beliebig, so folgt aus obiger Ungleichung sowie der Linearitéit von L

gm0 llx =2 <6 i
T 2xx *

= ——||L(zx =||L(x < 1.

Nach Umstellung der letzten Ungleichung und unter Beriicksichtigung von L(0) = 0 haben wir also

2
IL(z)]ly < g||x||x fiir alle x € X,

so dass die behauptete Beschrinktheit in (iii) mit Konstante C' = 2/§ gezeigt ist.
Implikation (ili) = (i): Es sei © € X beliebig und {zj}ren eine beliebige konvergente Folge in X
mit z := limg_, o 2. Mit der Linearitét von L sowie der Beschrénktheitsbedingung an L in (iii) gilt

IL(zk) — L(2)|ly = | L(zx — 2)|ly < C|lzr —z||lx = 0 bei k — o0

und damit auch die Konvergenz der Folge {L(zj)}renw in Y gegen L(z). Damit ist L stetig zunéchst
in z, und wegen der Beliebigkeit von & € X sogar auf ganz X wie in (i) behauptet. O

Bemerkung 2.69. Aus der Beschrinktheitsbedingung (iii) liest man sofort ab, dass jede stetige lineare
Abbildungen auch Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante C ist. Bezeichnet man auferdem mit L(X,Y)
den Raum aller stetigen lineare Abbildungen L: X — Y, so kann man auf diesem als natiirliche Norm
die sogenannte Operator-Norm einfiihren, die definiert ist als

[|L|lop :=inf {C > 0: || L(z)|ly < C|z||x fir allex € X}

L
=sup {[|L(z)|ly: x € X mit |lz||x <1} =sup {””gﬁ)”Y re X\ {O}}
b's
Die Norm-Eigenschaft lassen sich leicht anhand der Normeigenschaften von || - ||y dberprifen.

Beispiel 2.70.

(i) Auf dem Raum (C([a,b]), || - ||z (a,p)) betrachten wir die Abbildung I,: C([a,b]) — R der Inte-
gration gegen eine fixierte Funktion g € C([a, b)), also

b
gwwsz@mqufoemMM»

Die Abbildung I, ist offensichtlich linear. AuBerdem ist sie stetig, da man die Beschrénktheitsbe-
dingung einfach mittels der Rechnung

b
()] < / [f(@)g(x)[ dz < (b—a)llgllL>(ap)llfll L (a.)

fiir die Konstante C' := (b — a)||g|| o (a,») Vverifiziert.

(ii) Auf dem Raum (C*([—1,1]), ]| - [[rec(=1,1)) betrachten wir die Abbildung diffo: C*([-1,1]) — R
der Auswertung der Ableitung im Ursprung, also

diffo(f) = f/(0) fiir f € C*([~1,1]).

Die Abbildung diff, ist offensichtlich linear, jedoch ist sie unstetig, da fiir die Funktionenfolge
{frx}ren gegeben durch fy(z) = sin(k?x)/k fir k € N und z € [—1,1] wegen

1
Ife(0)| =k — o0, aber | fillre(—1,1) < P 0 beik— oo

die Beschréanktheitsbedingung verletzt ist.
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Warnung. Ist X ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so ist jede lineare Abbildung stetig. Ist X aber
unendlich-dimensional, so gibt es wie im letzten Beispiel sogar immer unstetige lineare Abbildungen
L: X — R, wie man sich wie folgt iiberlegen kann. Wihit man zundchst eine Folge {ex}ren linear
unabhdingige Einheitsvektoren in X, so ist die lineare Abbildung L mit L(ey) = k* fiir k € N und L =0
auf dem Komplement von Span{ey, ea, ...} unstetig im Ursprung: fir die Folge {xy}rew mit x = e /k
fir k € IN gilt namlich

L(zy) =k — oo, aber |zk||x =|lexllx/k=1/k—0 beik — co.

Ubung 2.71 (Stetigkeit bilinearer Abbildungen). Es seien (X1, |||/ x,), (X2, ||-lx,), (Y5 ]||y') normierte
K-Vektorrdume und B: X7 x Xo — Y eine bilineare Abbildung, d.h. die Abbildung X; 3 1 — B(z1, z2)
ist fiir jedes feste xo € X5 und die Abbildung X5 3 9 +— B(z1, z2) fir jedes feste ;1 € X; linear. Dann
sind dquivalent:

(i) B ist stetig auf X7 x Xo,
(ii) B ist stetig in (0,0),

(iii) B ist beschrénkt, d.h. es existiert eine Konstante C' > 0 mit ||B(z1,z2)|y < C|lz1||x, ||z2]|x, fur
alle (x1,z2) € X7 x Xs.

2.8 Zusammenhingende Mengen

Die Rolle, die Intervalle auf R spielen, wird in allgemeinen metrischen Rdumen in gewisser Weise von
zusammenhéngenden Teilmengen {ibernommen.

Definition 2.72 (zusammenhiingende und wegzusammenhingende Menge). Es sei (X,d) ein metri-
scher Raum und A C X eine Teilmenge.

(i) A heifit zusammenhingend, falls A nicht in zwei nicht-leere, disjunkte, relativ offene Mengen in A
zerlegt werden kann, d.h. falls fir je zwei relativ offene Mengen Uy,Usy in A gilt:

A:UlngmitUl#Q);éUg = UlﬂUg#(Z).

(ii) A heifft wegzusammenhingend, falls zu je zwei Punkten x,& € A eine stetige Kurve «: [a,b] = A
mit a < b ezistiert, die y(a) = x und y(b) = & erfillt, die also x und & in A verbindet.

AcC R?

nicht zusammenhéngende Menge

wegzusammenhéngende Menge

Beispiel 2.73. Ist X eine beliebige Menge ausgestattet mit der diskreten Metrik dgiskret, SO iSt eine
Abbildung v: [a,b] — X nur dann stetig, wenn sie konstant ist, und jede beliebige Teilmenge von X
ist offen. Folglich ist jede Teilmenge A C X mit mindestens zwei Punkten weder wegzusammenhéngend
noch zusammenhéngend.

Auf R sind zusammenhéingende Mengen tatséichlich genau die Intervalle.
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Satz 2.74. FEine nicht-leere Teilmenge A von R (ausgestattet mit der euklidischen Metrik) ist genau
dann zusammenhdngend, wenn A ein Intervall ist.

Beweis. Es sei zundchst A C R ein Intervall in R mit mehr als einem Punkt (sonst ist die Aussage
trivial). In einem Widerspruchsargument nehmen wir an, dass A nicht zusammenhingend ist. Dann
finden wir zwei nicht-leere, disjunkte, relativ offene Mengen Uy, Us in A mit A = Uy U Us. Wir diirfen
nun ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass es zwei Punkte 1 < x5 gibt mit 27 € Uy
und x5 € U (sonst vertauschen wir die Rollen von U; und Us). Da A ein Intervall ist, gilt automatisch
[z1,22] C A, und wir setzen nun

$ = sup ([xl,azg] n Ul)

(man beachte, dass s als Supremum einer beschrinkten Menge in R existiert). Wir zeigen nun, dass
s = x9 € Uy gilt. Dazu bemerken wir zuerst, dass U; = A\ Uz als relatives Komplement einer relativ
offenen Mengen in A relativ abgeschlossen in A ist. Daher ist die Menge [x1, 2] N U; abgeschlossen und
somit gilt s € U;. Dies ist jedoch nur moglich fiir s = 25 (denn fiir s < zo finde man wegen [x1, 2] C A
und der relativen Offenheit von Uy in A ein € > 0 mit [s,s + ) C Uy). Wegen unserer anfinglichen
Annahme zo € Us steht s = x5 € Uy im Widerspruch zur Annahme U; NUs = 0, also ist das Intervall A
wie behauptet eine zusammenhédngende Menge in R.

Ist umgekehrt A C R eine zusammenhéngende Menge, aber kein Intervall, so gibt es Punkte 1 <
§ < xg mit 21,22 € A und s ¢ A. Die Mengen

Uy =AN(-00,8) und U :=AN(s,00)

sind dann aber disjunkt, relativ offen in A und nicht-leer mit A = U; U Us, so dass A keine zusam-
menhéngende Menge in R ist. O

Satz 2.75. Es seien (X,dx), (Y, dy) zwei metrische Riume, A C X eine zusammenhdingende Teilmenge
und f: A —Y eine stetige Abbildung. Dann ist das Bild f(A) zusammenhingend in Y.

Beweis. Fiir ein Widerspruchsargument nehmen wir an, dass die Aussage falsch wire. Dann gibt es zwei
nicht-leere, disjunkte, relativ offene Mengen Vi, V5 in f(A) mit

fA=ViuV, = A=f1W)uf (),

so dass mittels Satz [2.59] eine Zerlegung von A in die zwei nicht-leeren, disjunkten, relativ offenen
Mengen f~1(V1), f~'(V2) in A vorliegt (man beachte dazu, dass f~1(0;) = f~1(U;) fiir jede offene
Menge O; mit U; = O; N f(A) und j € {1,2} gilt). Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass A
zusammenhéingend ist, also muss f(A) wie behauptet zusammenhéingend sein. O

Eine sehr wichtige Eigenschaft beziiglich zusammenhéngender Mengen ist die, dass stetige Funktio-
nen auf ihnen die Zwischenwerteigenschaft besitzen.

Satz 2.76 (verallgemeinerter Zwischenwertsatz). FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Menge A ist zusammenhdingend,

)
(ii) Jede stetige Funktion f: A — R hat die Zwischenwerteigenschaft, d.h. f(A) ist ein Intervall in R,
(iii) Keine stetige Funktion f: A — R hat als Bild genau die Menge {0,1},

)

Jede lokal konstante Funktion g: A — R (d.h. fiir jedes x € A existiert ein 6 > 0, so dass g auf
Bs(x) N A konstant ist) ist konstant auf A.

(iv

Beweis. Implikation (i) = (ii): Ist A zusammenhéngend, so ist nach Satz die Menge f(A) zusam-
menhéngend in R, also nach Satz ein Intervall.

Implikation (ii) = (iii): Die Menge {0, 1} ist in R nicht zusammenhingend, daher kann sie also nicht
das Bild f(A) fiir eine stetige Funktion f sein.
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Implikation (iii) = (iv): Gibe es eine lokal konstante Funktion g: A — R, die mindestens zwei
unterschiedliche Werte y1, y2 annimmt, so héitte man mit f: A — R definiert durch

_J 1 falls g(x) = y1,
fle) = { 0 falls g(x) # y1,

fiir z € A, wieder eine lokale konstante Funktion, die genau die Menge {0, 1} als Bild hat. Da jede auf A
lokal konstante Funktion nach Definition insbesondere stetig auf ihrem Definitionsbereich A ist, steht
dies im Widerspruch zu (iii).

Implikation (iv) = (i): Wére A nicht zusammenhéngend, so finde man zwei nicht-leere, disjunkte,
relativ offene Mengen Uy, Us in A mit A = U; U Us. Setzt man nun

1 falls x € Uy,
g(z) =
0 falls x € Us,

so wire g nach Konstruktion lokal konstant, aber nicht konstant, im Widerspruch zu (iv). O

Ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass eine Menge zusammenhéngend ist, ist es, dass sie wegzu-
sammenhingend ist, also dass man je zwei Punkte in der Menge durch einen Weg innerhalb der Menge
verbinden kann.

Lemma 2.77. Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Jede wegzusammenhingende Teilmenge von X ist
auch zusammenhdngend.

Beweis. Es sei A eine wegzusammenhiéingende Menge in X und f: A — {0,1} eine stetige Funktion.
Wir wéhlen nun zwei beliebige Punkte x,Z € A sowie eine stetige Kurve v: [a,b] — A fiir a < b mit
~v(a) = x und y(b) = Z. Dann ist die Verkettung fo~: [a,b] — {0, 1} als Verkettung stetiger Funktionen
stetig, und da [a, b] als Intervall zusammenhéngend ist, kann das Bild von f o+ nach Satz nicht die
ganze Menge {0, 1} sein. Also muss

f(x) = fon(a) = for(b) = f(7)

gelten, woraus wir wegen der Beliebigkeit von x,Z € A folgern, dass f konstant auf ganz A ist. Aus
Satz schlieBen wir daher, dass A zusammenhsingend ist. O

Die Umkehrung (also dass zusammenhiingende Mengen auch weg-
zusammenhiingend sind) gilt zwar fiir offene Teilmengen von normier-
ten Rdumen, jedoch nicht fiir allgemeine Mengen in metrischen (oder
auch normierten) Rdumen:

Beispiel 2.78. Die Menge

3+

= X |— z,sin(l/x)): x 2
A= ({0} x [-1,1]) U{(z,sin(1/z)): 2 > 0} C R 2 sin(d)

ist abgeschlossen und zusammenhéngend, jedoch nicht wegzusammen-
héngend.

Beweis. A ist abgeschlossen: Es sei {(xk, yx) }ren eine Folge in A, die gegen ein (z,y) € R? konvergiert.
Insbesondere gilt damit, dass die Folge {z) }ren in Ry gegen = konvergiert.

e Im Fall z > 0 diirfen wir (nach Ubergang zu einer Teilfolge) annehmen, dass {z}}ren eine Folge
in R ist. Wegen (z,yx) € A gilt damit y, = sin(1/zy) fiir alle & € IN. Aus der Stetigkeit von
x — sin(1/z) auf RT schliefen wir daher

y= lim y, = lim sin(1/zy) = sin(1/z),
k—o0 k—o0

so dass wir fiir den Grenzwert (x,y) € A nachgewiesen haben.
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e Im Fall 2 = 0 ist {yx }ren eine konvergente Folge, die wegen sin(R) = [—1, 1] in der abgeschlossenen
Menge [—1, 1] liegt, also gilt auch hier fiir den Grenzwert (x,y) € {0} x [-1,1] C A.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus A wieder in A liegt,
so dass gemiB Lemma die Abgeschlossenheit von A gezeigt ist.
A ist zusammenhdingend: Wir bemerken zunéchst, dass die Mengen

Ay ={0} x [-1,1] und As:= {(z,sin(1/x)): z > 0}

als Bilder zusammenhéngender Mengen unter stetigen Abbildungen nach Satz selbst zusammen-
hiingend sind. Also ist jede stetige Funktion f: A = A; U As — {0, 1} nach Satz auf A; und auf A,
konstant. Da jeder Punkt aus A; aber ein Haufungspunkt von As ist, muss f damit schon insgesamt
konstant sein, so dass wir aus Satz schliefen, dass A wie behauptet zusammenhéngend ist.

A ist nicht wegzusammenhdngend: Wir nehmen in einem Widerspruchsargument an, dass man die
Punkte (0,0) € A und (771,0) = (7~1,sin(7)) € A durch einen stetigen Weg v = (y1,72): [a,b] — A
mit y(a) = (0,0) und ~(b) = (7~ 1,0) verbinden kann. Definieren wir

t* == inf{t € [a,b]: 71 (t) > 0},

so haben wir t* € [a,b) und v(#*) = 0 wegen 7;(a) = 0 und der Stetigkeit von 7; : [a,b] — R{ . Mithilfe
des Zwischenwertsatzes finden wir auflerdem Folgen { sy }rew und {¢x }rew in (¢, 0] mit s N\ t* und ¢ \,
t* bei k — oo und den Eigenschaften 1 (sx) = (2rk—m/2)"! > 0 und v (tx) = (2rk+7/2)~1 > 0. Wegen
der speziellen Form von AN (R' x R) als Funktionsgraph folgern wir aus v(sx) = (v1(sk),v2(sx)) € A
und y(tx) = (v1(tk), 2(tr)) € A nun

va(sk) =sin(2rk — w/2) = =1 und e(ty) =sin(2rk +7/2) =1

fiir alle £ € IN, so dass 2 bei ¢t \, t* keinen Grenzwert besitzt. Dies widerspricht der Stetigkeit von -5
auf [a, b, also kann man (0,0) und (7=, 0) nicht durch eine stetige Kurve in A verbinden. Damit ist A
ist wie behauptet nicht zusammenhéngend. O

Ubung 2.79. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und {4;};c eine Familie zusammenhingender Teil-
mengen von X mit beliebiger Indexmenge J. Zeigen Sie, dass die Menge Uje s A; zusammenhéngend ist,
falls mjeJAj #+ 0 gilt.

Eine wichtige Rolle in der Analysis spielen spezielle Klassen von zusammenhingenden Mengen,
némlich die Klasse der konvexen oder allgemeiner der sternférmigen Mengen in einem Vektorraum.

Definition 2.80 (konvexe und sternférmige Menge). Es sei X ein K-Vektorraum und A C X eine
Teilmenge.

(i) A heifit konvex, falls mit je zwei Punkten x,Z € A auch die Verbindungslinie [x,Z] zwischen x
und T, definiert als
[x,Z] = {te+ (1 —t)z: t € [0,1]}
wieder in A liegt, also falls [x,&] C A fiir jede Wahl der Punkte x,& € A gilt.

(ii) A heifit sternformig, falls ein Punkt zg € A existiert (das Sternzentrum), so dass fir jedes x € A
die Verbindungslinie [z, zo] zwischen x und zo in A liegt, also falls [z, z9] C A fiir jede Wahl des
Punktes x € A gilt.

sternférmige, sternférmige, nicht-sternformige,
konvexe Menge nicht-konvexe Menge nicht-konvexe Menge
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Bemerkung 2.81. Es sei X ein K- Vektorraum.

(1) Die Iteration der Konverititsbedingung zeigt, dass jede Konvexkombination endlich vieler Punkte
einer konvexen Mengen A C X wieder in A liegt, d.h. fir jedes k € IN gilt

k k
T,k €A, bty €[00 mit Y ti=1 = Y tz; €A
j=1

j=1

(2) Beliebige Durchschnitte konvexer Mengen in X sind wieder konvex. Im Allgemeinen sind aber
weder Vereinigungen konvezer Mengen wieder konver noch Durchschnitte sternférmiger Mengen
wieder sternformag.

(3) Jede konvexe Menge ist auch sternformig (und dabei kann man jeden beliebigen Punkt der konvezen
Menge als Sternzentrum nehmen), aber im Allgemeinen ist nicht jede sternférmige Menge auch
konvez (so beispielsweise die Menge [—1,1]e; U [—~1,1]ea C R? in Form eines Pluszeichens oder
die mittlere Menge im obigen Bild).

Es sei X nun aufferdem mit einer Norm || - ||x: X — R ausgestattet.

(4) Offene und abgeschlossene Kugeln in X sind konvex. Betrachten wir ndmlich beliebige Punkte
x, & € B,(z0) fir einr >0 und xg € X, so gilt mit der Dreiecksungleichung

[tz + (1 = )& — zo| x = [[t(x — x0) + (1 — 1)(Z — 20)|| x
<tllx—xollx + (A=) —xol|x <tr+(1—t)r=r

und damit tx 4+ (1 — t)Z € B,(xq) fiir alle t € [0,1]. Ahnlich argumentiert man fiir offene Kugeln
B, (zg) (mit der echten Ungleichung anstelle der Kleiner-gleich-Relation).

(5) Jede konvexe Menge A C X ist wegzusammenhdngend, denn fir zwei beliebige Punkte z,Z € A
verliuft die Funktion v:[0,1] — X definiert durch v(t) = tx + (1 — ¢)Z fir t € [0,1] wegen
der Konvezitit komplett in A und ist als lineare Abbildung vom Intervall [0,1] C R in einen
normierten Raum auch stetig. Mit einer dhnlichen Argumentation tiber Verbindungslinien tiber ein
Sternzentrum siteht man, dass auch jede sternformige Menge wegzusammenhdngend ist. Folglich
sind alle konvexen und sternformigen Mengen nach Lemma [2.77 auch zusammenhdingend.

2.9 Kompakte Mengen

Aus der Analysis I erinnern wir an eine Konsequenz der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen, dass be-
schriankte Folgen stets eine konvergente Teilfolge oder dquivalent dazu einen Hiufungswert besitzen.

Satz 2.82 (Bolzano—Weierstra8). Jede beschrinkte Folge in R besitzt eine konvergente Teilfolge.

Aus dieser Eigenschaft folgern wir, dass Folgen in abgeschlossenen und beschrinkten Mengen in R
stets auch eine Teilfolge besitzen, die in dieser Menge konvergiert. Die Rolle von abgeschlossenen und
beschréankten Mengen in R wird in allgemeinen metrischen Rollen von kompakten Mengen iibernommen,
wobei man Kompaktheit konzeptionell nicht nur {iber Folgen, sondern auch iiber eine Uberdeckungs-
eigenschaft mit offenen Mengen einfithren kann.

Definition 2.83 ((offene) Uberdeckung und Kompaktheit). Es sei (X,d) ein metrischer Raum und
A C X eine Teilmenge.

(i) Eine Familie {U;}jes von Teilmengen U; C X fir alle j aus einer beliebiger Indexmenge J heifst
eine Uberdeckung von A, falls

AC UU]

jeJ

gilt. Sind alle Mengen U; fiir j € J offen, so nennen wir sie eine offene Uberdeckung von A.
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(ii) Wir nennen A Uberdeckungs-kompakt oder kompakt, falls jede offene Uberdeckung {U;} ;e von A
eine endliche Teiliberdeckung besitzt, d.h. es gibt eine endliche Teilmenge I C J, so dass {Uj}jer
immer noch eine Uberdeckung von A darstellt.

(iii) Wir nennen A Folgen-kompakt, falls fir jede Folge {xk}ren in A eine Teilfolge existiert, die in A
konvergiert.

Beispiel 2.84.

(i) Ist X eine beliebige Menge ausgestattet mit der diskreten Metrik dgiskres, s ist jede Teilmenge
(insbesondere Punktmengen) von X offen und damit auch eine Folge in X nur dann konver-
gent, falls sie ab einem bestimmten Folgen-Index konstant ist. Folglich ist ein Menge genau dann
Uberdeckungs-kompakt und Folgen-kompakt, wenn sie nur endlich viele Punkte enthélt.

(ii) In R (ausgestattet mit der euklidischen Metrik) gelten:

e das offene Intervall (0,1) ist weder Uberdeckungs-kompakt noch Folgen-kompakt, denn die
offene Uberdeckung {U;}jen von (0,1) mit U; = (1/4,1 — 1/4) fiir alle j € IN enthélt keine
endliche Teiliiberdeckung von (0,1), und die Folge {1/j};en., in (0,1) konvergiert gegen den
Grenzwert 0 ¢ (0,1), -

e das abgeschlossene Intervall [1,00) ist weder Uberdeckungs-kompakt noch Folgen-kompakt,
denn die offene Uberdeckung {U;} ;e von [1,00) mit U; = (j— 1,5 +1) fiir alle j € IN enthilt
keine endliche Teiliberdeckung von [1,00), und die Folge {j};cn in [1, 00) divergiert.

Wir sehen spiter in Satz dass kompakte Mengen in R gerade die Mengen sind, die sowohl
abgeschlossen als auch beschrankt sind (und die erste Menge (0, 1) ist nicht abgeschlossen und die
zweite Menge [1,00) ist nicht beschrinkt).

(iii) Sind (X1,d1), (Xa,ds) zwei beliebige metrische Réume und X = X; X X5 der Produktraum
ausgestattet mit der Produktmetrik d, so gilt fiir Mengen A; C X5, As C X, dass A7 X Ay genau
dann Folgen-kompakt in (X, d) ist, falls A1 C X; und Ay C Xs Folgen-kompakt sind (die analoge
Aussage gilt fiir Uberdeckungs-kompakte Mengen, ist aber nicht so unmittelbar offensichtlich).

Ubung 2.85. Es sei A = {%: n € IN}. Geben Sie eine offene Uberdeckung von A an, die keine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

_ Durch Ubergang auf Komplemente iiberlegen wir uns zuniichst eine einfache Umformulierung der
Uberdeckungs-Kompaktheit:

Satz 2.86 (Cantorscher Durchschnittssatz). FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Dann sind dquivalent:

(i) A ist Uberdeckungs-kompakt,

(i) Ist {C;};cs eine Familie abgeschlossener Mengen C; C X fir alle j aus einer beliebigen Index-
menge J, so dass jede endliche Auswahl von {C;}jcs nicht-leeren Schnitt mit A hat, also mit
N{C;: jeI}nNA#D0D fir jede endliche Teilmenge I C J, dann gilt:

ﬂ C;NA st nicht-leer.
jeJ

Beweis. Implikation (i) = (ii): Angenommen, die Aussage in (ii) wére falsch. Dann gébe es eine Familie
von abgeschlossenen Mengen {C}};c s, so dass jede endliche Auswahl von {C}};c nicht-leeren Schnitt
mit A hat, aber

ﬂCjﬁAz(Z) & ACX\ﬂCj:U(X\Cj)

JjeJ jeJ jeJ
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gilt. Da Komplemente abgeschlossener Mengen offen sind, haben wir in diesem Fall also eine offene
Uberdeckung {X \ C;};es von A, fiir die wegen der Uberdeckungs-Kompaktheit von A eine endliche
Teiliiberdeckung {X \ C;} e mit I C J endlich existiert, also

AcJx\c)=x\[C = ((CnA=0.

jerI jer jeI

Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass jede endliche Auswahl von {C;} e nicht-leeren Schnitt
mit A hat.

Implikation (i) = (i) bzw. dquivalent dazu —(i) = =(ii): Sei A nicht Uberdeckungs-kompakt. Dann
existiert eine offene Uberdeckung {U;};cs von A, also mit

AclJu, e (x\JU)nA=[X\U)nA=0,

JjeJ JjeJ jedJ

fiir die keine endliche Teiliiberdeckung existiert, d.h. so dass fiir jede endliche Teilmenge I C J

A¢ U, o X\YU)nA=(X\U)NA#D

JeI JeI JjeJ

gilt. Setzen wir nun C; := X \U; fur j € J, so sind diese als Komplemente offener Mengen abgeschlossen,
und bei den beiden obigen Eigenschaften hat zwar jeder endliche Auswahl nicht-leeren Schnitt mit A,
jedoch gilt N{C;: j € J} N A =0, so dass also (ii) wie behauptet nicht erfiillt ist. O

Wir zeigen nun, dass beide Definitionen von Kompaktheit iiber Uberdeckungen bzw. iiber Folgen in
metrischen Rdumen tatsichlich dquivalent sind:

Satz 2.87 (Aquivalenz von Uberdeckungs-Kompaktheit und Folgen-Kompaktheit). Es sei (X,d) ein
metrischer Raum. Fine Teilmenge K C X ist genau dann Uberdeckungs-kompakt, wenn sie Folgen-
kompakt ist.

Beweis. Uberdeckungs-Kompaktheit = Folgen-Kompaktheit: Fiir ein Widerspruchsargument nehmen wir
an, dass K kompakt, aber nicht Folgen-kompakt ist, also dass es eine Folge {z }rew in K gibt, die keine
in K konvergente Teilfolge bzw. dquivalent dazu keinen Hiufungswert in K besitzt. Dann existiert zu
jedem y € K ein £(y) > 0 mit der Eigenschaft, dass B.(,)(y) nur endlich viele Folgenglieder {x }ren
enthéilt. Die Mengen {B.(,)(y)}ycx bilden nun eine offene Uberdeckung von K. Daher existiert wegen
der Kompaktheit von K eine endliche Teiliiberdeckung von K, d.h. es existieren endlich viele Punkt
Y1,...,yn in K mit einem N € IN und

N
K c | Begy,) ().

j=1

Da K die Folge {x}, }ren enthélt, muss Be(, )(y;) fiir mindestens ein j € {1,..., N} unendlich viele Fol-
genglieder aus {zy }ren enthalten, im Widerspruch zur Wahl von e(y;) > 0. Also enthélt wie behauptet
jede Folge {zj }ren in K eine in K konvergente Teilfolge.

Folgen-Kompaktheit = Uberdeckungs-Kompaktheit: Fiir eine Folgen-kompakte Menge K sei eine
offene Uberdeckung {U;}jes von K gegeben. Um die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung zu
zeigen, stellen wir zwei Uberlegungen an:

Behauptung 1: Es existiert ein r > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir jedes x € K ein j € J existiert,
so dass die offene Kugel B,(zx) komplett in der Menge U; enthalten ist, also so dass B,(x) C U; gilt
(dies entspricht einer Transformation einer beliebigen offenen Uberdeckung {U;}jeq von K auf eine
Uberdeckung mit den offenen Kugeln {Br(2)}sek, die jeweils komplett in einer der urspringlichen
Mengen liegen). Falls diese Behauptung falsch wire, so gébe es fiir jedes k € IN einen Punkt z, € K
mit By (xx) ¢ Uj fiir alle j € J. Die so gewonnene Folge {z}}ren muss dann wegen der Folgen-
Kompaktheit von K eine Teilfolge {2 ) }rcw besitzen, die gegen ein x € K konvergiert. Zu diesem x
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finden wir dann wegen der Uberdeckungseigenschaft sowie der Offenheit der Familie {U;};c ein j, € J
sowie ein § > 0 mit x € Bs(x) C Uj,. Ist {5 € IN nun so groB, dass

1 1
— < 3 und  d(zp (), ) <

(0)

gelten, so folgen fiir diese ¢ > ¢ die Inklusionen

fir alle £ > ¢

o~
[NCRIS)

Bk (r(ey) C Bsja(r(ey) C Bs(x) C Uj, .

Dies steht im Widerspruch zu By 3¢ (!Ek(g)) ¢ U; fiir alle j € J, und somit ist Behauptung 1 bewiesen.

Behauptung 2: Zu jedem r > 0 existiert eine Zahl N € IN und Punkte z1,...,xx € K mit der
Eigenschaft, dass K C U{B,(x;): i € {1,...,N}} gilt (dies bedeutet, dass wir zur offenen Uberdeckung
{By(2)}zex von K eine endliche Teiliiberdeckung von K finden kinnen). Falls die Behauptung falsch
wére, kénnen wir einen beliebigen Punkt ; € K nehmen und dann rekursiv eine Folge {z } renw wihlen
mit

k
zpt1 € K\ U B, (z;) fur ke NN.

Jj=1

Die so gewonnene Folge erfullt d(zy,x¢) > r fiir alle & # £ und hat damit insbesondere keinen
Héufungswert in K. Dies widerspricht der Folgen-Kompaktheit von K, so dass auch Behauptung 2
gezeigt ist.

Schlussfolgerung: Mit r > 0 aus Behauptung 1 sowie den entsprechend gewahlten Punkten z1,...,zx
aus Behauptung 2 haben wir insgesamt

N
K C U Br(l‘i) C U Uj(i)a

=1 =1

wobei j(i) € J mit i € {1,..., N} fiir einen Index steht, so dass wir die Inklusion B, (x;) C Uj(;) gema8
Behauptung 1 haben. Mit {Uj(i)}ie{ly__” N} ist also eine endliche Teiliiberdeckung von K gefunden und
somit der Beweis der Uberdeckungs-Kompaktheit von K abgeschlossen. O

Bemerkung 2.88. Da die Definitionen von Kompaktheit mittels Uberdeckungen mit offenen Mengen
und mittels Folgen in metrischen Riumen dquivalent sind, wird Uberdeckungs- und Folgen-Kompaktheit
hier oft einfach nur als Kompaktheit bezeichnet. Je nach Situation ist die eine oder andere Auffassung
niitzlicher, daher werden wir typischerweise in Beweisen bei der Anwendung von Kompaktheit spezifi-
zieren, ob die Argumentation Kompaktheit im Sinne von Uberdeckungen oder von Folgen ausnutzt.

Wir sammeln nun einige wichtige allgemeine Aussagen und Vererbungseigenschaften fiir kompakte
Mengen in einem metrischen Raum:

Satz 2.89. Fs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) Endliche Vereinigungen kompakter Mengen sind wieder kompakt.
(i)
(iii) Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.
(iv) Ist X kompakt, so ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum.

Jede kompakte Menge ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis.

(i) Jede offene Uberdeckung einer endlichen Vereinigung von kompakten Mengen ist auch eine Uber-
deckung jeder einzelnen kompakten Mengen, daher folgt die Aussage sofort, indem man die end-
lichen Teiliiberdeckungen dieser einzelnen Mengen zusammen nimmt.
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(ii) Um die Abgeschlossenheit einer kompakten Menge K C X zu beweisen, betrachten wir eine
beliebige Folge {zy}ren in K, die gegen ein € X konvergiert. Da z der einzige Haufungswert
der Folge und K Folgen-kompakt ist, muss also x € K gelten, womit wir gemifi Lemma [2.34]
schlieflen, dass K abgeschlossen ist. Um die Beschrinktheit von K zu zeigen, nehmen wir fiir ein
Widerspruchsargument an, dass dies nicht der Fall wére. Fiir ein fixiertes zg € K und jedes k € IN
finden wir dann ein z; € K \ Bg(xg), also ein z; € K mit d(zk,zo) > k. Die so gebildete Folge
{z} }ren kann jedoch keinen Haufungswert = € K, denn es gilt wegen der Dreiecksungleichung

d(zg,z) > d(zg, x9) — d(z0,7) > k —d(x0,2) > 1 fiir alle k > d(xo,z) + 1.
Dies widerspricht der Folgen-Kompaktheit von K, so dass K wie behauptet beschriankt ist.

(ii) Essei K C X kompakt und C C K abgeschlossen. Ist {x) }ren eine Folge in C, so ist sie auch eine
Folge in K und besitzt damit wegen der Folgen-Kompaktheit von K einen Haufungswert in K.
Da C abgeschlossen ist, muss dieser Hiufungswert nach Lemma [2.34] sogar in C' liegen. Dies zeigt
die Folgen-Kompaktheit von C.

(iv) Es sei {zy }rew eine beliebige Cauchy-Folge in X. Wegen der Folgen-Kompaktheit von X besitzt
die Folge eine in X konvergente Teilfolge. Nach Lemma[2.:43| konvergiert dann aber schon die ganze
Folge, und somit ist die Vollstindigkeit von (X, d) gezeigt. O

Die Umkehrung der zweiten Aussage, ndmlich dass beschriankte, abgeschlossene Mengen auch kom-
pakt sind, gilt zwar nicht fiir allgemeine metrische Rdume (man betrachte etwa R ausgestattet mit der
diskreten Metrik: hier ist jede abzéhlbare Teilmenge beschrénkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt),
aber zumindest im RY (oder allgemeiner sogar in jedem endlich-dimensionalen normierten Raum).

Satz 2.90 (Heine Borel). Eine Teilmenge des R (ausgestattet mit der euklidischen Metrik) ist genau
dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Die Implikation, dass jede kompakte Menge im R”Y beschrinkt und abgeschlossen ist, haben
wir bereits in Satz m (i) gesehen. Fiir den Beweis der Umkehrung seien A C R eine beschriinkte,
abgeschlossene Menge und {zy }ren eine beliebige Folge in A. Wegen der Beschrianktheit von A ist die
Folge der Komponenten {z; }ren fiir jedes j € {1,..., N} eine beschrénkte Folge in R. Mithilfe der
sukzessiven Anwendung von Satz konnen wir eine Teilfolge {2y (/) }rew auswihlen, die

Tk — ; bei £ — oo fiir alle j € {1,..., N}
mit einem z € RV erfiillt. Wegen der Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt Tpe) — T in (IRN s douklid ) s

und aus der Abgeschlossenheit von A und Lemma dann x € A. Damit ist die Folgen-Kompaktheit
von A bewiesen. O

2.10 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Stetige Funktionen auf kompakten Mengen haben einige schone Eigenschaften, die wir in &hnlicher Form
bereits fiir stetige Funktionen auf kompakten Intervallen in R kennengelernt haben.

Kompaktheit des Bildes. Zunichst vererbt sich Kompaktheit der Definitionsmenge auf das Bild
einer stetigen Funktion.

Satz 2.91 (Bilder stetiger Abbildungen sind kompakt). Es seien (X,dx), (Y, dy) zwei metrische Riume
und K C X eine kompakte Teilmenge. Dann ist fir jede stetige Abbildung f: K — Y das Bild f(K)
kompakt in'Y .
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Beweis. Argumentation mit Uberdeckungen: Es sei {V;},c eine beliebige offene Uberdeckung von f(K).
Wegen der Stetigkeit von f ist die Menge U; == f~!(V;) nach Satz fiir jedes j € J relativ offen
in K, d.h. es gibt eine offene Menge U; C X mit U; = U; N K. Damit hat man wegen

K=f'(fK)=Jr'vcUu

jed jeJ

mit {Uj }je eine offene Uberdeckung von K. Wegen der Uberdeckungs-Kompaktheit von K gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung {U,};cr von K mit endlicher Indexmenge I C J. Es folgt

) =y c v

Jjel jel

so dass {V;}jer eine endliche Teiliiberdeckung von f(K) darstellt. Folglich ist f(/X) Uberdeckung-
kompakt.

Argumentation mit Folgen: Es sei {yr}ren eine beliebige Folge in f(K). Zu jedem k € IN wéhlen
wir nun ein x, € K mit f(x) = yg. Zur Folge {xk}ren finden wir wegen der Folgen-Kompaktheit
von K eine Teilfolge {x (/) }ecn, die gegen ein x € K konvergiert. Mit der Folgencharakterisierung der
Stetigkeit schlieen wir dann auf die Konvergenz vy = f(2re)) — f(z) € f(K) bei £ — oo. Also
ist f(K) Folgen-kompakt. O

Im Spezialfall, dass die Bildmenge in R liegt, kann man aus dem letzten Satz insbesondere schieflen,
dass das Maximum und Minimum einer stetigen Funktion auf einer kompakten Menge immer angenom-
men wird.

Satz 2.92 (Maximum und Minimum stetiger Funktionen). FEs sei (X,dx) ein metrischer Raum und
K C X eine kompakte, nicht-leere Teilmenge. Dann nimmt jede stetige Abbildung f: K — R ihr
Minimum und Mazimum auf K an.

Beweis. Nach Satzist das Bild f(K) C R eine kompakte Menge, also beschriinkt und abgeschlossen.
Wir folgern nun aus der Beschrinktheit von f(K), dass das Infimum m = inf f(K) und das Supremum
M = sup f(K) von f auf K existieren, und aus der Abgeschlossenheit von f(K), dass m, M € f(K)
gelten. Somit werden Minimum und Maximum von f in K wie behauptet angenommen. O

Stetigkeit der Umkehrfunktion. Eine weitere Folgerung aus Satz ist die Tatsache, dass die
Umkehrfunktion einer injektiven, stetigen Funktion auf einer kompakten Menge wieder stetig ist (und
die Kompaktheit der Definitionsmenge ist dabei notwendig, wie wir anhand von Beispiel gesehen
haben).

Satz 2.93 (Stetigkeit der Umkehrabbildung). Es seien (X,dx), (Y, dy) zwei metrische Riume und K C
X eine kompakte Teilmenge. Ist eine Abbildung f: K — Y stetig und injektiv, so ist die Umkehrabbildung
1 f(K) — X stetig.

Beweis. Wegen der Injektivitit von f ist die Umkehrabbildung f~! wohldefiniert. Um noch die Stetigkeit
von f~! zu zeigen, betrachten wir eine abgeschlossene Menge C' C X und miissen gemifi Satz m
nachweisen, dass das Urbild (f~!)71(C) von C unter der Funktion f~1 (relativ) abgeschlossen in f(K)
ist. Wegen f~!(f(K)) = K konnen wir uns auf die Betrachtung der Menge C' N K beschriinken, und
folgern so zunéchst

(fTHTHO) = () THCNEK) = f(CNK).

Da die Menge C' N K als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge K nach Satz wieder
kompakt ist, bekommen wir aus Satz dass f(C N K) als Bild einer kompakten Menge wieder
kompakt und damit nach Satz insbesondere abgeschlossen in Y ist. Damit ist die Stetigkeit von f~!
auf f(K) bewiesen. O
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Gleichmiflige Stetigkeit. Mithilfe von Kompaktheit kann man auch aus lokalen Eigenschaften auf
globale Eigenschaften schlieflen, wie etwa aus der Stetigkeit einer Funktion auf einer kompakten Menge
auf ihre gleichméflige Stetigkeit.

Satz 2.94 (gleichmiiflige Stetigkeit stetiger Abbildungen). Es seien (X,dx),(Y,dy) zwei metrische
Réume und K C X eine kompakte Teilmenge. Dann ist jede stetige Abbildung f: K — Y gleichmdfSig
stetig auf K.

Beweis. Angenommen, f wire nicht gleichméfig stetig im Sinne von Definition Dann gibt es
ein € > 0, so dass zu jedem k € IN zwei Punkte zj, T € K existieren mit

dx (zg, T1) < % und  dy (f(zk), f(Zr)) > e.

Wegen der Folgen-Kompaktheit von K existiert zur Folge {x) }rew eine Teilfolge {4 }eew mit 2y —
r € K bei £ — co. Wegen dx (xy,Zr) — 0 bei k — oo gilt auBerdem fiir dieselbe Teilfolge Z,) — x bei
{ — o0. Aus der Dreiecksungleichung sowie der Folgencharakterisierung der Stetigkeit fiir f schlieflen
wir dann auf

dy (f(zrw)), f(@re)) < dy (f(Tree), f(2) +dy (f(2), f(Zrey)) = 0 bei £ — oo,

was im Widerspruch zur Annahme dy (f(zx), f(Zr)) > € fiir alle k € IN steht. Also ist f wie behauptet
gleichméBig stetig. O

Bemerkung 2.95. Ein dhnlicher Schluss von lokalen auf globale Eigenschaften betrifft Beschrdinktheit:
sind (X,dx),(Y,dy) zwei metrische Riume, K C X eine kompakte Teilmenge und f: K — Y eine
lokal beschrankt Funktion (d.h. fir jedes v € K ezistiert ein 6 > 0 so dass die Menge f(Bs(z) N K)
beschrinkt in'Y ist), so ist f auf ganz K beschrinkt (d.h. die Menge f(K) ist beschrdankt in'Y).

Beweis. Zu jedem x € K wihlen wir ein §(x) > 0 mit der Eigenschaft, dass f(Bj(,)(z) N K) beschrinkt
ist. Dann ist die Familie { Bs(y) () }zcx eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K, also existiert

eine endliche Teiliiberdeckung
N

K C U Bg(mi)(xi)

i=1

mit einer endlichen Zahl N € IN und geeigneten Punkten x,...,zy € K. Dann ist aber

N N
F8) = 1 (U Bse (@) N K) = S (Bsa (i) N K,
i=1 i=1

und die Beschrénktheit von f(K) in Y folgt aus der lokalen Beschrinktheit von f sowie der Tatsache,
dass die Vereinigung endlich vieler beschrinkter Mengen wieder beschréinkt ist. O

Eine weitere wichtige Aussage zu stetigen Funktionen auf einer kompakten Menge betrifft ein Kri-
terium (tatséchlich sogar eine Charakterisierung) fiir die relative Kompaktheit von Familien stetiger
Funktionen im Raum (C(K,R),|| - ||z~ (k))- Dieser Satz ist ein sehr wichtiges technisches Hilfsmittel,
beispielsweise ldsst sich mithilfe dieses Satzes die Existenz von Losungen fiir eine grofle Klasse von
gewoOhnlichen Differentialgleichungen beweisen.

Satz 2.96 (Arzela-Ascoli). Es sei (X,d) ein metrischer Raum, K C X eine kompakte Menge und
{fr}ren eine Folge von Funktionen in C'(K,R) mit den Eigenschaften, dass

(i) {fr}tren gleichméBig beschrénks ist, d.h.

sup sup |fx ()] < oo,
keNzeK
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(ii) {fx}ren (gleichméBig) gleichgradig stetig ist, d.h. zu jedem & > 0 existiert ein 6 > 0, so dass

Dann gibt es eine Teilfolge von { fr }ren, die gleichmdfig gegen eine (stetige) Grenzfunktion f € C(K,R)

|fr(z) — fiu(@)] < e
fiir alle x,& € K mit d(x,Z) < ¢ und fiir alle k € N gilt.

konvergiert.

Bemerkung 2.97. Man kann sich schon fir den Fall (R, dewkia) leicht Funktionenfolgen iiberlegen,
die zeigen, dass die Voraussetzungen der Kompaktheit des Definitionsgebietes sowie der gleichmdfigen
Beschrinktheit und gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenfolge tatsichlich notwendig sind, um die

Aussage des Satzes von Arzela—Ascoli folgern zu kénnen:

(1) Notwendigkeit der Kompaktheit des Definitionsgebietes: Es sei h € C(R) eine beliebige stetige,
nicht-verschwindende Funktion mit h = 0 in R\ [0,1]. Dann definieren wir die Folge { fi}ren von

Funktionen in C(R) dber Translationen im Argument als

fr(x) =h(k+x) firzeR undk € .

Diese Folge von Funktionen ist offensichtlich gleichmdfSig beschrinkt durch max,epo1y|h(x)|, und
auch die gleichgradige Stetigkeit vererbt sich direkt von der (gleichmdfigen) Stetigkeit von h. Hier
gilt punktweise Konvergenz der Folge {fi}renw gegen f = 0, jedoch ist die Konvergenz nicht
gleichmdfig, da sup,cg |fx(2) — 0] = maxgep,17|h(x)| > 0 fir alle k € IN gilt.

asAVAVAVAWAWA
%V #\/ #\/ %v %\/ %\/ } f

Notwendigkeit der gleichméfigen Beschrinktheit der Funktionenfol-
ge: Es sei K = [—1,1]. Wir definieren eine Folge { fx}rew von Funk-
tionen in C([—1,1)) dber

fe(x) =k firxze[-1,1] und k € N.

Diese Funktionen sind offensichtlich auf einem kompakten Intervall
definiert und gleichgradig stetig (da konstant), aber nicht gleichmdfiig
beschrinkt, und es gilt fi(x) — oo bei k — oco.

Notwendigkeit der gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenfolge: Es
sei K = [—1,1]. Wir definieren eine Folge {fr}rew von Funktionen
in C([-1,1]) diber

fi(z) = max{min{1, kx}, -1} firzec[-1,1] und k € N

(vgl. das Beispiel in Bemerkung . Diese Funktionen sind auf
einem kompakten Intervall definiert und betragsmdjig durch 1 gleich-
mdajsig beschrinkt, jedoch sind sie nicht gleichgradig stetig, da in der
e-0-Definition von Stetigkeit das § in einer Umgebung vom Ursprung
immer kleiner gewdhlt werden muss, je grofier k wird (die Funktionen
haben im Ursprung gerade die Steigung k). Fiir die Folge { fx}rew gilt
punktweise Konvergenz gegen f(x) = sign(x) ¢ C([-1,1]), jedoch
keine gleichmdpige Konvergenz, da sup,cp |fix(z) — sign(z)| =1 fir
alle k € IN gilt.
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Beweis. Der Beweis des Satzes erfolgt in drei Schritten, deren wesentliche Ideen es sind,

e zunichst die Kompaktheit von K auszunutzen, um eine abzdhlbare dichte Teilmenge @ von K
zu finden (also die man zum einen mit IN durchnummerieren kann und mithilfe derer man zum
anderen jeden Punkt aus K beliebig gut approximieren kann, also Q = K),

e dann aus der gleichméfBigen Beschrinktheit der Funktionenfolge die Konvergenz einer Teilfolge
auf @ mithilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafl zu sichern,

e und schliefllich aus der gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenfolge eine Verbesserung zu gleich-
maéfBiger Konvergenz zu erreichen.

Schritt 1: Auswahl einer abzihlbaren dichten Teilmenge @ = {q;: j € IN} von K. Zu gegebenen
m € IN wihlen wir aus der offenen Uberdeckung { B, /m(T) }zer von K mithilfe der Kompaktheit von K
eine endliche Teiliiberdeckung {B1/m (%)} je{1,...N(m)} von K und bezeichnen mit @, die (endliche)
Menge der Kugelmittelpunkte. Nach Definition von Q,, gibt es zu jedem z € K ein q € Q,, mit
d(x,q) < 1/m. Setzen wir nun

Q = U Qma
meN
so ist ) als abzihlbare Vereinigung jeweils endlich vieler Punkte hochstens abzahlbar und nach Kon-
struktion dicht in K.

Schritt 2: Auswahl einer Teilfolge, die auf allen Punkten aus Q konvergiert. Wir betrachten zun#chst
die Folge von reellen Zahlen {f(q1) }rew. Mit dem Satz von Bolzano—Weierstra$} finden wir wegen
der Annahme (i) der gleichméfiigen Beschrianktheit eine konvergente Teilfolge, die wir mit {f1 x}ren
bezeichnen. Nun verfahren wir induktiv. Ist {f;x}ren eine Teilfolge, die in den Punkten {q1,...,¢;}
konvergiert, so wihlen wir eine Teilfolge {f;11 1 }rew daraus aus, so dass auch {fj+1,5(gj+1)}ken in R
konvergiert. Die Diagonalfolge {fi r}ren leistet nun die gewiinschte punktweise Konvergenz in allen
Punkten @ C K: betrachtet man nédmlich einen beliebigen Punkt ¢; € @, so ist {f x}r>; nach Kon-
struktion eine Teilfolge von {f; 1 txen, und damit konvergiert ihre Auswertung im Punkt ¢; nach Kon-
struktion.

Schritt 3: Verbesserung zu gleichmdfiger Konvergenz auf K. Wir bemerken, dass jede Funktion aus
dem Raum C(K,R) der stetigen Funktionen auf der kompakten Menge K nach Satz beschrénkt
ist und somit C(K,R) wegen nach Satz vollstandig bzgl. der Supremumsnorm vollstindig ist.
Daher miissen wir nur noch zeigen, dass die eben konstruierte Teilfolge, ohne Einschriankung ab hier
die Folge selbst, eine Cauchy-Folge bzgl. der Supremumsnorm ist. Sei dazu € > 0 beliebig. Wegen der
Eigenschaft (ii) der gleichgradigen Stetigkeit finden wir ein § > 0 (in Abhéingigkeit von €), so dass

|fu(z) — fr(@)] < g fiir alle z,Z € K mit d(z,%) < § und fiir alle k € N (2.4)

gilt. Zu diesem § > 0 wihlen wir nun ein m > 0 mit m > 1/4, so dass die endliche Menge @,, von
Punkten aus K aus Schritt 1 die Eigenschaft hat, dass

fiir jedes © € K ein q € @, existiert mit d(x,q) < 1/m <. (2.5)

Da die Folge {fx}rew nach Schritt 2 in allen Punkten aus @ konvergiert und wir nun lediglich die
endliche Menge @, betrachten, kénnen wir nun noch ky € IN fixieren, so dass

\fulq) — fe(q) < g fiir alle ¢ € Q,, und k, £ > ko (2.6)

erfiillt ist. Mithilfe von (2.4) und (2.6) erhalten wir somit fiir beliebiges © € K (und ¢ wie in ([2.5)
gewiihlt) und alle k, ¢ > ko die Abschitzung

[fe(@) = fo(@)] < [fr(@) = Fr(D)] + [fr(@) = fel@)| + [felq) — fe(z)] <e.

Damit haben wir gezeigt, dass { f }xew eine Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm ist und folglich
wie behauptet gleichméBig auf K gegen eine Funktion f € C(K,R) konvergiert. O

103



Mit den Aussagen, die wir aus diesem Abschnitt nun zur Verfiigung haben, ist es einfach, die
Vollstéindigkeit von (RY,|| - ||e) aus Satz auf beliebige endlich-dimensionale normierte Réume
zu verallgemeinern. Dazu fithren wir das Konzept der Aquivalenz von Normen ein:

Definition 2.98 (dquivalente Normen). Es sei X ein K-Vektorraum. Zwei Normen || - || und || - ||«
auf X heiflen dquivalent, kurz || - || ~ || - ||+, falls es zwei positive Konstanten 0 < ¢ < C' gibt, so dass

cllzl| < llz|l« < C|lz||  fir alle z € X gilt.

Bemerkung 2.99. Flir einen K-Vektorraum X mit zwei dquivalente Normen || - || und || - ||« ouf X
gelten:

o die Inklusionen
{zeX:|lz—z|<Clr}c{zeX: |z -zl <7} C{zeX: ||z -z <c i}

fiir jedes xy € X und r > 0, d.h. jede offene Kugel in (X | - ||) um xo enthilt eine offene Kugel
in (X, |- ||+«) um xo und umgekehrt,

e cine Menge A C X ist genau dann beschrinkt, offen, abgeschlossen bzw. kompakt in (X, | - ||),

wenn sie beschrankt, offen, abgeschlossen bzw. kompakt in (X, | - ||«) ist,
e cine Folge in X ist genau dann konvergent, eine Cauchy-Folge bzw. beschrinkt in (X, | - ||), falls
sie konvergent, eine Cauchy-Folge bzw. beschrinkt in (X, || - ||«) ist.

Auf dem R™ haben wir mit den p-Normen bereits einige unterschiedliche Normen kennengelernt,
jedoch sind diese und alle anderen Normen, die man auf dem RY betrachten kénnte, im obigen Sinne
dquivalent. Dementsprechend hiingen also alle zuvor eingefiihrten topologischen Konzepte auf dem RY
nicht von der verwendeten Norm ab.

Satz 2.100. Auf RN sind alle Normen dquivalent.

Beweis. Es ist ausreichend zu zeigen, dass eine beliebige Norm || - ||, auf RY dquivalent zur euklidischen
Norm || - ||2 ist. Um dies zu beweisen, bemerken wir fiir beliebiges # € RY mithilfe der Dreiecksun-
gleichung und der Homogenitdt der Norm | - ||« sowie der Cauchy—Schwarz-Ungleichung zunéchst die

Abschitzung
N N N 1, N
fell = | S eses], < S hesllebest < (S hesl) (S hes?)
j=1 R j=1 j=1

mit eq,...,ex € RY der Standardbasis des RV. Also haben wir

1
2

N 3
2]« < Cillz||2 fiir alle 2 € RY mit Konstante C, = <Z ||ej||z> :

j=1
Damit koénnen wir verifizieren, dass die Funktion || - [l«: (R™,] - |l2) = (R, deukiia) stetig ist: fiir jede
Folge {zk }ren mit zx — x in (RN, ] - ||2) bei k — oo gilt nimlich wegen der Dreiecksungleichung der

Norm || - || sowie der gerade gezeigten Abschétzung

el = llell| < llzx - 2l < Cullar — alls =0 et k - oo.

Betrachten wir die Menge
S1(0) == {z € RN : ||z|] = 1} c RV,

so ist diese in (R™, || - ||2) als Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen sowie per Definition
beschrinkt, also nach Satz kompakt. Nach Satz nimmt die Funktion | - |l auf S;(0) ihr
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Minimum m und ihr Maximum M an, und wegen ||z||. > 0 fiir alle z € S1(0) gilt 0 < m < M. Damit
erhalten wir aus der Homogenitéit der Norm || - ||«

X x
mllels < Wella | |, = lelle = e[|, < Ml

fiir beliebige z € RN \ {0} (beachte z/||z|2 € S1(0)), was gerade die Aquivalenz der Norm || - ||, zur
euklidischen Norm || - || beweist. O

Korollar 2.101. Auf einem endlich-dimensionalen IK-Vektorraum sind alle Normen dquivalent.

Beweis. Wegen C ~ R? diirfen wir ohne Einschriinkung K = R annehmen. Es sei also X ein R-
Vektorraum, und || - ||, || - ||« seien zwei verschiedene Normen auf X. Da X endlich-dimensional ist, finden
wir ein N € IN und eine lineare, bijektive Abbildung L: X — R, etwa die Abbildung, die eine Basis
di,...,dn von X auf eine Basis eq,...,ey von RY abbildet mittels L(d;) = e; fiir j € {1,..., N} und
damit

N N
L(xz) =Y _Ne; firz=> \d; € X.
j=1 j=1

Mit Hilfe dieser Abbildung L kénnen wir nun die gegebenen Normen auf X in Normen auf RY trans-
formieren. Dazu setzen wir

Iyl = IL7 @)l und lyllez = L7 @)ll  fiir alle y € RY,

was wegen der Bijektivitit von L wohldefiniert ist. Wegen der Linearitit von L und damit auch von L1
ist klar, dass |||z, || - ||«.z zwei Normen auf R" und damit nach Satz[2.100| iquivalent sind. Demzufolge
existieren Konstanten 0 < ¢ < C' mit

clylle < lyllvr < Cllyllr  fiir alle y € RY,

woraus wir wegen der Definition der Normen mit der Wahl y = L(z) die behauptete Aquivalenz der
Normen || - ||, - ||« folgern:
cllz|| < |z« < Cllz|| fiir alle z € X. O

Warnung. Auf unendlich-dimensionalen Riumen sind zwei Normen im Allgemeinen nicht dquivalent!
In Funktionenrdumen oder auch Folgenrdumen hdingt daher die Konvergenz einer Folge oder die to-
pologischen Eigenschaften einer Menge typischerweise ganz entscheidend von der Wahl der Norm ab
(vgl. etwa das Beispiel (3) in Bemerkung [2.31)).

Korollar 2.102. Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist ein Banachraum.

Beweis. Seien X ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit Norm || - || und {2y }ren eine beliebige
Cauchy-Folge in (X, ||-||). Ist N die Dimension von X und L: X — R” die lineare, bijektive Abbildung
aus dem Beweis von Korollar so ist diese offensichtlich stetig, wenn man beide Réume jeweils
mit der Supremumsnorm ausstattet (zu den fixierten Basen di,...,dy von X bzw. eq,...,ey von RY),
mit ||L(2)|lec = ||2|leo fiir alle z € X. Da nach Korollar alle Normen auf X #quivalent sind, ist
{2k }ren auch eine Cauchy-Folge in (X, || - |loo) und wird mithilfe der Abbildung L in die Cauchy-Folge
{L(z1)}ken in (RN, || - ||loo) iiberfiihrt. Da der Raum (RY, || - ||oo) gemiB Satz Vollstémdig ist, gilt

N
L(zx) »y = yje; € RV in (RY, ]| [|oo) bei k — o0
j=1

fiir ein geeignetes y € RY. Damit erhalten wir dann
N N
Ty = ij7kdj — Zyjdj €X in(X,|-|leo) bei k — o0
=1 =1

und auch in (X, || - ||). Damit ist die Vollstéindigkeit von (X, || - ||) bewiesen. O
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2.11 Der Banachsche Fixpunktsatz

Ein wichtiges Werkzeug in der Analysis sind Fixpunktsiitze, die die Existenz (und manchmal auch die
Eindeutigkeit) von Fixpunkten fiir Selbstabbildungen aussagen.

Definition 2.103 (Fixpunkt). Es sei X eine beliebige Menge und f: X — X eine Abbildung. Erfillt
x € X die Identitit f(x) = x, so nennen wir x einen Fixpunkt.

Die Bedeutung von Fixpunktséitzen liegt insbesondere darin begriindet, dass sich einige Probleme
als Fixpunktprobleme umschreiben lassen kann.

Beispiel 2.104.

(i) Finden einer Nullstelle: wir suchen eine Nullstelle einer Funktion g: RN — RY, etwa im Fall
N =2 von

g(a1,x9) = (g1 (21, 22), ga (w1, w0)) = (2] + w122 — 9,25 + 21 — 5).
Offensichtlich gilt die Aquivalenz
g(z)=0 < gx)+z=u.

Statt nach einer Nullstelle von g zu suchen, kénnen wir also auch nach einem Fixpunkt der
Funktion f: RN — RY, definiert iiber f(z) := g(z) +z fiir € R", suchen. Durch Multiplikation
der einzelnen Komponentenfunktionen von g mit nicht-verschwindenden Konstanten bleiben die
Nullstellen die gleichen, und so sieht man sofort, dass es unendliche viele Moglichkeiten gibt, dieses
Problem in ein Fixpunktproblem umzuschreiben.

(ii) Lésen eines Anfangswertproblems fiir eine gewéhnliche Differentialgleichung: wir suchen eine stetig
differenzierbare Funktion u € C*((—4,6), RY), die zumindest fiir hinreichend kleines § > 0

W) = f(tu(t)) fir alle t € (=3, 0)
U(O) =X

fiir eine stetige Funktion f: RxRY — R erfiillt, etwa im Fall N = 1 fiir f(¢,z) = ta? fiir t,z € R.
Durch Integration kann man dquivalent (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
nach einer Funktion u € C((—4,0), R") suchen mit

u(t) =xo + /Ot f(s,u(s))ds fiir alle t € (=9, ),

was als ein Fixpunktproblem auf dem Raum C((—d,4), RY) interpretiert werden kann.

Die Existenz von Fixpunkten héingt sowohl von Eigenschaften der Grundmenge X als auch der
Funktion f an. Der Banachsche Fixpunkt besagt gerade, dass die Existenz eines Fixpunktes garantiert
ist, wenn Vollsténdigkeit von X beziiglich einer Metrik d vorliegt und die Abbildung f eine Kontraktion
in folgendem Sinn ist.

Definition 2.105 (Kontraktion). Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir nennen eine Abbildung
f: X — X eine (strikte) Kontraktion, falls f Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitz-Konstante L < 1,
d.h. wenn fiir ein solches L

d(f(x), f(&)) < Ld(z, %) fiir alle z,& € X gilt.

Satz 2.106 (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei (X, d) ein nicht-leerer, vollstindiger metrischer Raum
und f: X — X eine strikte Kontraktion mit Konstante L < 1. Dann gelten:
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(i) f besitzt genau einen Fixpunkt Z € X.

(ii) Ist o € X beliebig, so konvergiert die Folge {xy}ren der sogenannten Fixpunkt-Iterierten, defi-
niert als xpy1 = f(xr) fir k € No, gegen T, und fir k € IN gilt die a priori Fehlerabschiitzung

d(zx, ) < ——d( )< L
o, ®) < g d@e me) < 77

d(xo,x1).

Beweis. Der Beweis ist konstruktiv und startet mit einem beliebigen g € X sowie der Folge {z } ke,
definiert iiber xxy1 == f(xy) fiir k¥ € Ng. Nach Definition dieser Folge und der Lipschitz-Stetigkeit von f
mit Lipschitz-Konstante L gilt fiir den Abstand zweier Folgenglieder

d(wg, Trg1) = d(f(wx-1), f(z)) < Ld(wg—1, 1)

Induktiv folgt daher ‘
d(zj,x511) < L d(wy, ap4a)

fiir j > k. Mit der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe erhalten wir

1 Lk

£—1 £—
k
d(xkaxé) < Z $37$g+1 Z;LJ d $k7$k+1) < ﬁd(ﬂck,mlﬁ-l) < 1- L

d(.’L‘o, Il)
j=k

fiir alle ¢ > k. Damit ist {zy }rew eine Cauchy-Folge in (X, d) und konvergiert wegen der Vollstindigkeit
von (X, d) gegen ein € X. Betrachtet man auflerdem den Limes ¢ — oo in der letzten Ungleichungs-
kette und beriicksichtigt dabei die Identitét

hm d(xk,l‘g) - d(xk7 )

£—00

aus der Folgen-Charakterisierung der Stetigkeit der Metrik (vgl. Beispiel (1)), so folgt die behauptete
Fehlerabschitzung in (ii). Mit der Stetigkeit von f folgert man schliefllich

Z= lim zpy1 = lim f(xg) = f(T),
k— o0 k—o0

so dass es sich bei T tatséchlich um einen Fixpunkt der Abbildung f handelt. Dieser ist auflerdem
eindeutig: betrachtet man némlich einen beliebigen Fixpunkt x € X, also mit f(z) = z, so folgt wegen

und L < 1 bereits d(z,Z) = 0, also x = Z. O
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Kapitel 3

Mehrdimensionale Differentialrechnung

3.1 Partielle und totale Ableitung

Wir beschiftigen uns in diesem Abschnitt damit, das Konzept der Differenzierbarkeit von Funktionen in
einer reellen Variablen auf Funktionen in mehreren reellen Variablen zu verallgemeinern. Dazu erinnern
wir zunichst an die aus der Analysis I bekannten, dquivalenten Definitionen von Differenzierbarkeit
einer Funktion in einer Variable.

Lemma 3.1 (dquivalente Formulierungen von Differenzierbarkeit in einer Dimension). FEs sei a < b,
f:(a,b) = R und z¢ € (a,b). Die Funktion f ist differenzierbar im Punkt xo (mit Ableitung f'(xo)),
wenn eine der folgenden dquivalenten Aussagen gilt:

(i) Grenzwertformulierung: der Grenzwert

i 1@ = fa0)

ezistiert in R (und ist gleich f'(x)),
T—To Xr — X

(ii) h-Grenzwertformulierung: der Grenzwert

lim flxo + h})L — f(wo)

h—0

existiert in R (und ist gleich f'(xo)),

(iii) stetige Fortsetzbarkeit des Differenzenquotienten: es existiert eine im Punkt xq stetige Funktion
Yz, (a,b) = R mit der Figenschaft

f(@) = f(z0) = puy (2) (2 = 20)  fiir alle x € (a,b) (und es gilt f'(x0) = ¢u,(0)),

(iv) Approximierbarkeit durch eine affine Funktion: es existiert ein a € R, so dass fir die affine
Funktion £: D — R mit l(x) == f(xo) + a(z — xo) fir x € D gilt:

lim fa) =) _ 0 (und f'(x9) = a).

T—To Tr — X

Bemerkung 3.2. Aus diesen Charakterisierungen von Differenzierbarkeit liest man insbesondere ab,
dass Differenzierbarkeit von f im Punkt xo bereits die Stetigkeit von f in xg impliziert. Umgekehrt gibt
es jedoch Funktionen, die stetig, aber nicht tberall differenzierbar sind, wie etwa die Betragsfunktion
x> |z|, die auf R zwar stetig, aber im Ursprung nicht differenzierbar ist. Mithilfe der Zackenfunktion
x> |x—|z|| und einer Iteration der Zacken auf kleineren Skalen kann man sogar eine stetige Funktion
konstruieren, die in keinem einzigen Punkt in R differenzierbar ist!
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Basierend auf den ersten beiden dquivalenten Charakterisierungen der Differenzierbarkeit kann man
fiir eine Funktion f in mehreren reellen Variablen das Konzept der Differenzierbarkeit in einer Richtung v
in einem Punkt xy definieren, indem man die Funktion

t— f(IE() + tv)

auf (einer Teilmenge von) R betrachtet und deren Differenzierbarkeit fordert. Fiir die spezielle Wahl
v = e; der Richtung eines kanonischen Einheitsvektors betrachtet man gerade die Funktion, bei der
alle Komponenten bis auf die e;-Komponente fixiert sind und begriindet so den Begriff der partiellen
Differenzierbarkeit.

y (x1,22) = f(1,22) t— f(xo+ tv)

T2

/,

T

Definition 3.3 (Richtungsableitung und partielle Ableitung). Es sei U C R" eine offene Menge und
f:U = R eine Funktion.

(i)

(i)

Sind xo € U und v € R™, so heifit f in xp in Richtung v differenzierbar, falls der Grenzwert

9y f(z0) = Dy f(w0) = lim flwo + i“;b) — f(zo)

existiert. In diesem Fall nennen wir 0, f(xo) die Ableitung von f in z¢ in Richtung v. Ist 9, f (xo)
fir alle xg € U erklirt, so nennen wir f auf U in Richtung v differenzierbar und bezeichnen in
diesem Fall die Abbildung O,f: U — R als die Ableitung von f in Richtung v.

Die Ableitungen von f in Richtung der FEinheitsvektoren eq,...,e, € R"™ nennen wir auch die
partiellen Ableitungen von f, und f heifst dementsprechend partiell differenzierbar in xg € U,
falls alle partiellen Ableitungen Oe, f(x0), ..., 0, f(xo) existieren. Anstelle von Oe, f(xo) verwen-
det man hiufig auch die Kurzschreibweise O;f(xo) oder D;f(xzo), mit i € {1,...,n}. Sind die
partiellen Ableitungen Oy f(xo), ..., Onf(x0) fir alle xog € U erklirt, so nennen wir f auf U parti-
ell differenzierbar.

Bemerkung 3.4.

(1)

Ist U C R™ offen, zop € U und v € R", so gibt es wegen der Offenheit von U ein ¢ > 0 mit
B.y|(z0) C U, und damit verliuft die Kurve

Yo: (—e,e) = R™  definiert durch v,(t) == xg + tv fiirt € (—¢,¢)

komplett in U. Fine Funktion f: U — R ist genau dann in xq in Richtung v differenzierbar, wenn
die Abbildung f o~,: (—e,e) = R in t = 0 differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt

(f ©7)'(0) = O f(x0).

Insbesondere ist also auch die Funktion f oy, in 0 stetig, was gleichbedeutend damit ist, dass
limy o f(wo + tv) = f(z0) gilt.
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(2) Fiir U C R™ offen und eine vektor-wertige (oder auch komplex-wertige) Funktion f: U — RN
kann man obige Definition komponentenweise anwenden. Somit ist f in xg in Richtung v ge-
nau dann differenzierbar, falls fiir jedes k € {1,...,N} die Komponentenfunktion fr in x¢ in
Richtung v differenzierbar ist, und in diesem Fall setzt man

37,]0(170) = va(zO) = (avfl(xO)v s 761)fN(:EO))T-

(3) Sind allgemeiner (X,| - llx), (V5| - |ly) zwei normierte Riume, U C X eine offene Teilmenge,
xg € U und v € X, so nennt man in Analogie zu obiger Definition eine Funktion f: U — Y in xg
in Richtung v differenzierbar, falls

f(xo + hv) — f(xo)
h

avf(x()) = Dq;f(fﬂo) = }llli%

als Grenzwert in'Y existiert, und man nennt in diesem Fall O, f (xo) ebenfalls die Ableitung von f
in z¢ in Richtung v.

Definition 3.5 (Jacobi-Matrix und Gradient). Es sei U C R™ eine offene Menge und f: U — RY eine
Funktion, die an einer Stelle xog € U partiell differenzierbar ist. Dann definieren wir die Jacobi-Matrix
oder Funktionalmatrix von f an der Stelle zq als

O1fi(zo) -+ Onfi(zo)
=] .|
ofn(xo) -+ Onfn(x0)
also als die Matriz mit den Eintrigen (Jr(x0))ke = Oefr(xo) fir allek € {1,... , N} und £ € {1,...,n}.

Im Fall N = 1, also fiir skalarwertige Funktionen f: U — R, definieren wir auch den Gradienten
von f an der Stelle xg als den Spaltenvektor

Vf(xo) = grad f(xo) = (1f(20), - -, Onf(x0))T.
Beispiel 3.6.

(i) Die Funktion f: R™ — R definiert als f(z) = |z|? = x -z fiir z € R"™ ist auf ganz R™ in jede
Richtung v € R™ differenzierbar mit

h 2 _ 2 2 2ht - h2 2 _ 2
00 (@) — tim 2RO =12l P 20 2P ol

h—0 h h—0 h

2x - v.

In diesem Fall gelten also J¢(x) = 227 und Vf(x) = 2.
(ii) Die Funktion f: R? — R definiert als
f(z1,22) = x1 exp(3zq) fiir 1,202 € R

ist auf ganz R? in jede Richtung v € R? differenzierbar und hat insbesondere die partiellen
Ableitungen
O f(x1,22) = exp(3z2) und Oaf(x1,22) = 31 exp(3z2).

(iii) Die Funktion f: R? — R definiert als

20219
[y, 20) = e falls (z1,22) # (0,0)
0 falls (371,3;‘2) = (070)

ist ebenfalls auf ganz R? in jede Richtung v € R? differenzierbar. Im Ursprung gilt hierbei

0y f(0,0) = f(v1,v2) und insbesondere &, f(0,0) =0 = 05f(0,0).
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(iv) Die Funktion f: R? — R definiert als

2z129
Fxy,a0) =4 *i+as falls (z1,22) # (0,0)
0 falls (,’L‘l,l‘2) = (070)

ist auf ganz R? partiell differenzierbar mit

xr 132_112
{ W falls (21, x2) # (0,0)

O f(w1,22) =
Lf (21, 22) 0 falls (21, 22) = (0,0)

und

2, (a7 —a3)
Oof(on,an) = 4 @irepr  falls (21,22) £(0,0)
0 falls (1, 22) = (0,0)

Warnung. Anders als im Eindimensionalen kénnen partielle Ableitungen auch dann existieren, wenn
die Funktion nicht einmal stetig ist! Dies kommt gerade davon, dass man sich fiir das Konzept der Rich-
tungsableitung nur die Funktion entlang eines Vektors v anschaut, jedoch nicht entlang einer beliebigen
Kurve. Im Beispiel (iv) oben etwa gilt auf der Geraden x — (z,x) € R?

22

flz,z) = P 1 fir x #0, aber f(0,0) =0,

so dass f im Ursprung unstetig ist. Es gibt tatsichlich unstetige Funktionen, die sogar iiberall in jede
Richtung differenzierbar sind.

Da Richtungsableitungen nichts anderes sind als gew6hnliche Ableitungen einer auf einer Teilmenge
von R definierten Funktion, iibertragen sich die Rechenregeln fiir Ableitungen aus der Analysis I direkt
auf Richtungsableitungen, und wir erhalten auch eine erste (sehr einfache) Variante der Kettenregel fiir
Richtungsableitungen.

Lemma 3.7 (Rechenregeln fiir Richtungsableitungen). Es sei U C R™ eine offene Menge, f,g: U — R
Funktionen, die in einer Stelle xg € U in Richtung v € R™ differenzierbar sind, und A\, € R. Dann
gelten:

(i) Linearitét: die Funktion A\f + pg: U — R ist in 2o in Richtung v differenzierbar mit
Ou(Af + pg)(zo) = Ay f(x0) + pOug (o),
(ii) Produktregel: die Funktion fg: U — R ist in xg in Richtung v differenzierbar mit
0y (f9)(wo) = g(20)0u f(z0) + f(20)9wg(x0),

(iii) Quotientenregel: ¢ilt 0 ¢ g(U), so ist die Funktion f/g: U — R in xg in Richtung v differenzierbar

mit 9(0)y £ (o) = f(10)dug(0)

av(f/g)(.’ll'o) = g(l,o)g

)

(iv) Homogenitét der Ableitung in der Richtung: f ist in z¢ in Richtung v differenzierbar mit
3,\vf(330) = /\3vf($0),

(v) Kettenregel fiir Richtungsableitungen: Ist V. C R eine offene Menge mit f(U) C V und ist
h: V = R eine Funktion, die in f(xg) differenzierbar ist, so ist ho f: U — R in xy in Richtung v
differenzierbar mit

Oy(ho f)(wo) = h/(f(mO))avf(xO)
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Beweis. Die Eigenschaften (i)—(iii) sowie (v) folgen direkt aus den Rechenregeln fiir Ableitungen von
Funktionen in einer Variable, und die Homogenitéit in der Richtung in (iv) sieht man anhand der
Umformung

Ao f(20) = }ILIL% flxo+ h/\:) — f(w0) _ )\}E}% flxo+ hi\;;\) — f(=xo)

Mithilfe der Einschréinkung einer Funktion in mehreren Verénderlichen auf eine einzelne Richtung
und somit die Riickfithrung auf eine Situation mit einer Funktion in einer Verénderlichen kénnen wir
auch Versionen des Mittelwert- und Schrankensatzes herleiten.

Satz 3.8 (Mittelwert- und Schrankensatz). Es sei U C R™ eine offene Menge, xg,x1 € U zwei ver-
schiedene Punkte mit [zg,z1] C U und v = (1 — x0)/|x1 — xo| € R™. Fiir eine Funktion f: U — R,
die in jedem x € [z, 1] in Richtung v differenzierbar ist, gelten dann:

(i) Mittelwertsatz: es gibt einen Punkt & € [xg, 1] mit der Eigenschaft
f(@1) = fzo) = 0o f(§)]w1 — wol,
(ii) Schrankensatz: es gilt die Abschitzung
(1) = f(=o)| < sup {|0uf(2)]: @ € [0, 1]} |21 — ol-

Beweis. Wir betrachten die Funktion g: [0, |z1 — 2p|] — R definiert durch g(t) = f(xg + tv), mit
9(0) = f(xo) und g(Jz1 —x0|) = f(x1). Nach Annahme ist g auf [0, |x1 — xo|] stetig und auf (0, |z1 — x0|)
differenzierbar, also existiert nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir Funktionen in einer
Variable eine Zwischenstelle 7 € (0, |x1 — xg|) mit

9(lz1 — xol) — 9(0)
|.131 — .130| -0

=g'(7).
Wegen ¢'(7) = 9, f(xo + Tv) folgern wir darauthin
fla1) = f(wo) = g(|z1 — 20]) — 9(0) = g/ (7) |21 — 20|
= 0y f (20 + TV)|21 — 20,

was fiir £ := xg + T7v € [0, 21] gerade die Behauptung in (i) ist. Die Aussage in (ii) ergibt sich nun
direkt, indem wir zuerst zu den Betrigen und dann zum Supremum der Richtungsableitung auf der
Verbindungslinie [xg, z1] iibergehen. O

Bemerkung 3.9.

(1) Die Aussage des Mittelwertsatzes ist fiir vektorwertige Funktionen f: U — RN mit N > 1 im
Allgemeinen falsch, da man zwar fiir jede einzelne Komponentenfunktion f1,..., fn eine geeignete
Zwischenstelle finden kann, diese jedoch nicht notwendigerweise iibereinstimmen. Die Funktion
f: R — R? mit f(z) = (cos(x),sin(x)) fir = € R erfillt etwa f(2r) — f(0) = 0, jedoch gilt
1 (x) = (—sin(z), cos(x)) # 0 fiir jedes z € R.

(2) Die Aussage des Schrankensatzes hingegen gilt auch fiir vektorwertige Funktionen f: U — RN mit
N > 1, da in der Abschitzung nur das Supremum des Betrags der Richtungsableitungen eingeht.

Beweis von (2). Zu e > 0 definieren wir L = sup{|9, f(z)|: = € [zo,x1]} und setzen
T :=sup {t € [0,]z1 — xo|]: | f(zo + tv) — f(wo)| < (L +e)t}.

Nun bemerken wir, dass das Supremum wohldefiniert ist mit 7 € [0,|z1 — x¢|] (da die Ungleichung
fiir ¢ = 0 offensichtlich erfiillt ist) und es sogar ein Maximum ist (da beide Seiten der definierenden
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Ungleichung stetig von ¢ abhiingen). Wir wollen nun T' = |z — x| zeigen. Dazu nehmen wir fiir ein
Widerspruchsargument T’ < |z — xg| an. Da f bei 2o + T'v in Richtung v differenzierbar ist, finden wir
ein 0 € (0, |x1 — zo| —T') mit der Eigenschaft

|f (@0 + (T + h)v) — f(wo + Tv) — Oy f(xo + Tw)h| < eh fiir alle h € (0,0).

Daraus schlieflen wir nach Definition von L dann |f(zo + (T + h)v) — f(zo + Tv)| < (L + €)h, und aus
der Dreiecksungleichung folgt dann mithilfe der Definition von T'

|f(xo + (T + h)v) — f(zo)| < |f(xo + (T + h)v) — f(xo +Tv)| + [ f(xo + Tv) — f(0)]
<(L+e)h+(L+e)T=(L+e)(T+h).

Wegen h > 0 widerspricht dies der Maximimalitét von T, also folgt T = |z1 — xo| und damit

|f(x1) = f(z0)| < (L +€)|z1 — 20]-

Aus der Beliebigkeit von ¢ > 0 folgt nun die Behauptung des Schrankensatzes auch fiir RY-wertige
Funktionen. O

Bisher haben wir fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen mit der Richtungsableitung einen Ab-
leitungsbegriff eingefiihrt, der Informationen iiber Anderungsverhalten der Funktion in eine einzelne
Richtung widerspiegelt. Nun wollen wir zu einem Ableitungsbegriff kommen, der Informationen iiber
das Anderungsverhalten in seiner Gesamtheit beinhaltet und orientieren uns dabei an der Idee der Ap-
proximierbarkeit durch eine affine Funktion aus Lemma [3.1] die sich direkt auf Funktionen in mehreren
Variablen iibertragen lésst.

Definition 3.10 (totale Ableitung). Es sei U C R" eine offene Menge und f: U — RY eine Funktion.
Ist zg € U, so heifit f in zo (total) differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung A € L(R™, RYN) gibt

mat
lim f(z) = f(zo) — Alz — m0)

T—To |1‘ — Jjo|

=0.

In diesem Fall nennen wir die Abbildung A die (totale) Ableitung von f in xy und bezeichnet sie
mit Df(xo). Ist Df(xo) fiir alle xg € U erklirt, so nennen wir f auf U (total) differenzierbar und
bezeichnen in diesem Fall die Abbildung Df: U — L(R™,RY) als die (totale) Ableitung von f.

Bemerkung 3.11.

(1) Da die totale Differenzierbarkeit einer Funktion f: U — RN diber die Existenz des Grenzwerts
in RN definiert ist, sehen wir sofort, dass f genau dann in xo total differenzierbar ist, falls jede
der Komponentenfunktionen f1,...,fn: U — R in xg total differenzierbar ist.

(2) Die totale Differenzierbarkeitsbedingung von f in xog kann man mit der Ersetzung x = xo+v auch
dquivalent ausdriicken als

=0.

flzo +v) = f(xo) + Av+ @(v)  fiir eine geeignete Funktion o mit limO L'0|(1|))
v— v

Kiirzer kann man dies mithilfe der Landau-Notation schreiben als

fzo +v) = flxg) + Av+o(|v]) beiv — 0.
(3) Die lineare Abbildung A € L(R"™,RN) ist stets eindeutig (falls existent): ist A € L(R"™ RY)
eine weitere lineare Abbildung mit der geforderten Eigenschaft, so folgt aus der Linearitit von

A, A e L(R™, RY) und mit Funktionen @, $ wie in (2)

t—0 |tv] t—0 [tv|

=0 fir jedesv € R"\ {0}

und damit A = A.
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(4) Ist f differenzierbar in xo, dann sieht man aus der Umformung in (2) sofort f(xg + v) — f(xo)
bei v — 0 und somit ist f insbesondere auch stetig in xg.

(5) Die Abbildung x — f(x¢) + A(x — x0) ist die beste affine Approximation von f in xg.

(6) Sind allgemeiner (X, || - |x), (Y,| - lly) zwei normierte Riume, U C X eine offene Teilmenge
und xg € U, so nennt man eine Funktion f: U — Y in z¢ (Fréchet-)differenzierbar, falls es eine
stetige lineare Abbildung A € L(X,Y) gibt mit

lim | f(x) — f(x0) — Az — 20)ly

=0.
=y [l = ol x

In diesem Fall nennt man D f(xg) == A die (Fréchet-)Ableitung von f in zg.
Beispiel 3.12.

(i) Die affine Abbildung f: R" — RY mit f(z) :== Az +b fiir alle z € R, eine feste Matrix A € RV*"?
und einen festen Vektor b € RY erfiillt f(xo +v) = f(zg) + Av fiir alle z9,v € R”, also ist die
totale Ableitung von f konstant mit Df = A (und entsprechend ¢ = 0).

(i) Die quadratische Funktion f: R™ — R mit f(z) = |z|? fiir alle x € R™ erfiillt
fleo+v)=(xo+v) (xo+v) =20 -20+2x0-v+v-v
= f(xo) + 220 -v+v-v

fir alle zg,v € R™ Mit ¢(v) = v - v und der Beobachtung lim, o ¢(v)/|v] = lim,_g|v] = 0
ergibt sich, dass die lineare Abbildung = +— 2x¢ - x die totale Ableitung von f in zy darstellt, also
Df(xg) = 2zl gilt.

Fiir die totale Ableitung kénnen wir sofort die algebraischen Rechenregeln fiir Linearkombinationen
und Produkte von Funktionen ablesen.

Lemma 3.13 (Rechenregeln fiir totale Ableitungen). Es sei U C R™ eine offene Menge, f,g: U — R
Funktionen, die in einer Stelle xg € U total differenzierbar sind, und A\, u € R. Dann gelten:

(i) Linearitét: die Funktion A\f + pg: U — R ist in xo total differenzierbar mit
D(Af + pg)(wo) = AD f(x0) + pDg(zo),
(ii) Produktregel: die Funktion fg: U — R ist in x¢ total differenzierbar mit

D(fg)(wo) = g(x0)Df(x0) + f(x0)Dg(x0).

Der folgende wichtige Satz stellt den Zusammenhang zwischen totaler Ableitung und den partiellen
Ableitungen einer Funktion her.

Satz 3.14 (Darstellung der totalen Ableitung durch partielle Ableitungen). Es sei U C R™ eine offene
Menge und f: U — RN eine Funktion.

(i) Ist f in einem Punkt xo € U total differenzierbar, so wird die totale Ableitung von f durch
die Jacobi-Matriz dargestellt, d.h. Df(zo) = J¢(xo), und f ist in xo in jede Richtung v € R™
differenzierbar mit

0y f(wo) = Df (o).

Insbesondere gilt damit in Koordinatenschreibweise die Beziehung Oy f(xo) = Z;—;l 0; f(xo)v;.

(ii) Ist f auf U partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen O1f,...,0nf in einem
Punkt xg € U stetig, so ist f in xg total differenzierbar mit D f(xo) = J¢(xo).
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Beweis.

(i)

Aus der totalen Differenzierbarkeit von f in x¢ mit Df(zo) € L(R™, RY) folgt fiir jede Richtung
veR”

f(zo + hv) — f(z0)

Oy f(zp) = lim

h—0 h
i L0 ) S0 Z DI g,
_ i d @0+ hv) = fwo) = Df(wo)(hv) [ho _
= lim o] - T Df(wo)v = Df(zo)v.

Insbesondere gilt damit fiir die partiellen Ableitungen 0;f(xo) = Df(xo)e; fir j € {1,...,n},
woraus sich unmittelbar ergibt, dass D f(zo) durch die Jacobi-Matrix J¢(x) dargestellt wird.

Da f partiell differenzierbar ist, ist die Jabobi-Matrix J¢(x) € L(R", R") wohldefiniert, und wir
werden nun verifizieren, dass

A = Js(z0)

die totale Ableitung von f in z( ist. Dazu fixieren wir wegen der Offenheit von U zunéchst § > 0
mit Bs(zp) C U und wihlen dann ein beliebiges v € R™ mit |[v| < §, d.h. mit 29 + v € Bs(z).
Zu v definieren wir Punkte z(*) 2 ... 2" € Bs(z) mittels

k
z®) = po + Zvjej fir k € {0,1,...,n},
j=1

was gerade die Punkte eines Streckenzuges definiert, der zy = () mit 2 +v = (") verbindet
und fiir die sich die Punkte z(*~1) und z*) wegen z*) — z(*=1) = ye;, jeweils nur in der k-ten Ko-
ordinate unterscheiden. Indem wir die Definition von A als Jacobi-Matrix J¢(x¢) beriicksichtigen
und eine Teleskopsumme bilden, kénnen wir die Differenz f(xo 4+ v) — f(xg) — Av ausdriicken als

f(mo+v) — Zn: a®)) — a1 Zakf 2o)v

k=1

Wir betrachten nun eine beliebige Komponentenfunktion f; mit i € {1 ,N}. Mithilfe der
partiellen Differenzierbarkeit von f; auf U und des Mittelwertsatzes [3 ﬁnden wir zu jedem k €
{1,...,n} eine Stelle ¢ € [z(*=1) (K] mit

Fi@®) = fi(257) = O fu( € o
Aus den letzten beiden Identitdten und der Holder-Ungleichung folgt nun die Abschitzung

[fi(@®)) = fi(z*V Zakfz Z0)Vk

NE

|fi(xo +v) — fi(xo) — (Av)z.| — ‘
|

v - (EF) — O [l 2\ 2

< |(;yakf(5 )= oufianll)

Beachten wir % € Bj(xg) wegen ¢ € [z*~1) (0] und 2= 2(*) € Bs(z() sowie die Stetigkeit
der partiellen Ableitungen in zg, so folgt ]akfl(gzk) - 8kfi(ac0)‘ — 0 bei v — 0 und damit wegen
der Beliebigkeit von i € {1,..., N}

f(zo +v) — f(wo) — Av

~
Il
—

M=

[0 fi(£7F) — 6kfi($0)}vk‘

~
Il
_

lim = Oa
v—0 Ivl
was die behauptete totale Differenzierbarkeit von f in o mit Ableitung A = Jy(xo) zeigt. O
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Bemerkung 3.15.

(1) Mit Satz wissen wir iiber partielle und totale Differenzierbarkeit einer Funktion f: U — RN
insbesondere die beiden Implikationen

f ist partiell stetig differenzierbar = f ist total differenzierbar,
f ust total differenzierbar = f ist partiell differenzierbar.

(2) Damit gibt es nun eine klare Strategie, wie man eine Funktion auf totale Differenzierbarkeit unter-
suchen kann: man uberprift zundchst die partielle Differenzierbarkeit. Ist diese gegeben, so ist die
Jacobi-Matriz der einzige mogliche Kandidat fiir die totale Ableitung. Sind die partiellen Ablei-
tungen stetig, so ist die totale Differenzierbarkeit bereits gewdhrleistet, und andernfalls muss man
gesondert iberprifen, ob die Jacobi-Matrix die Bedingung der totalen Ableitung erfiillt.

Warnung. Die Rickrichtungen der obigen Implikationen gelten im Allgemeinen nicht. Insbesondere
muss eine Funktion f: U — RN nicht total differenzierbar sein, auch wenn alle partiellen Ableitungen
existieren! Dies ist etwa fiir die Funktion aus Beispiel (iii) der Fall: hier hingt die partielle Ableitung
im Ursprung nicht linear von der Richtung v ab, also kann f dort nicht total differenzierbar sein, da
man sonst O, f(0) = Df(0)v und damit Linearitit der partiellen Ableitung in v hitte.

Mithilfe des letzten Satzes erhalten wir nun auch eine
erste geometrische Interpretation des Gradienten. (@1, 22) = f(x1,22) g

Korollar 3.16 (Gradient als Richtung des steilsten
Anstiegs). Es sei U C R™ eine offene Menge und
f: U = R eine skakarwertige Funktion. Ist f in einem
Punkt xg € U total differenzierbar, so gibt der Gradi-
ent V f(xg) die Richtung und den Betrag des steilsten
Anstiegs von [ bei xg an.

Beweis. Aufgrund von Satz gilt fiir die Ableitung von f in eine Richtung v € R"™ mit |[v| =1

- F(wo + hv) = f(zo)
h—0 h

=0y f(x0) = Df(x0)v = V f(z0) - v.

Im Fall Vf(zg) # 0 ist diese genau dann maximal, wenn v und V f(z¢) parallel und gleichgerichtet sind,
also fiir v = V f(x9)/|V f(x0)|, und dann ist der Betrag des Anstiegs gerade V f(x¢) -v = |V f(zo)]. O

Wir halten aulerdem noch eine einfache Konsequenz des Schrankensatzes fest.

Korollar 3.17 (Konstanzsatz). Es sei U C R™ eine offene, zusammenhingende Menge. Ist f: U — R
eine Funktion, die auf ganz U total differenzierbar ist mit Df =0, so ist f konstant auf U.

Beweis. Wir folgern aus Satz zuniichst, dass 9, f(z) = Df(x)v = 0 fiir jedes z € U und v € R"
gilt. Zu beliebigem zy € U existiert wegen der Offenheit von U ein ¢ > 0 mit Bs(zg) C U. Fiir jedes
x1 € Bs(xo) folgt nun aus dem Schrankensatz f(zo) = f(=z1), also ist f auf Bs(zg) konstant. Da
xg € U beliebig war, ist f somit lokal konstant auf U. Da U eine zusammenhéngende Menge ist, folgt
schlieBlich mit dem verallgemeinerten Zwischenwertsatz [2.76] dass f konstant auf ganz U ist. O

Als néchstes zeigen wir als weitere Rechenregel fiir totale Ableitungen die allgemeine Kettenregel.

Satz 3.18 (Kettenregel). Es seien U C R™, V C RY offene Mengen, f: U — V eine Funktion, die
differenzierbar in einem Punkt xo € U ist und h: V — RM eine Funktion, die differenzierbar im Punkt
f(zo) € V ist. Dann ist die Funktion ho f: U — RM differenzierbar in x¢ mit

D(ho f)(xo) = Dh(f(x0))Df(z0).
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Beweis. Nach Voraussetzung der totalen Differenzierbarkeit von f in z¢ und h in f(zo) haben wir

f(xo +u) = f(xo) + Df(zo)u+ ¢g(u) fiir alle w € R"™ mit zo +u € U,
h(f(zo) +v) = h(f(x0)) + Dh(f(x0))v + @r(v) fiir alle v € RY mit f(xzg) +v eV,

mit geeigneten Funktionen ¢, ¢ mit

lim QDf( ) =0 und lim n(v) =

u—0  |ul v=0 |y

Betrachten wir nun v € R™ mit zg + v € U wie in der ersten Identitét, so kénnen wir die Wahl
v=Df(xzo)u+ ps(u)(= f(zo +u) — f(zo)) in der zweiten Identitét treffen und erhalten

h(f(zo +u)) = h(f(z0) + D f(zo)u + ¢r(u))
(f(z0)) + Dh(f(20))D f(wo)u + Dh(f(z0))pr(u) + on(Df(zo)u+ ¢r(u))
(f(w0)) + Dh(f(0))Df(x0)u + ¥(u)

mit 1 (u) == Dh(f(z0))es(u) + @n(Df(xo)u+ ¢f(u)). Fiir die so definiert Funktion ) haben wir

h
h

I Dh(f(zo)) lim pi(w) | en(Df(xo)u+ () |Df(zo)u + ¢y (u)l _o,

11m
u=0 ful u=0 fuf ws0 [Df(zo)u+ @ (u) |ul

denn nach Annahme an ¢y verschwindet der zweite Faktor im ersten Term und zudem gilt auch
Df(zo)u + ¢r(u) — 0 im Limes v — 0, und beim zweiten Term verschwindet damit der erste Fak-
tor im Limes u — 0 nach Annahme an ¢y, wihrend der zweite Faktor beschrénkt bleibt. O

Warnung. Die Kettenregel gilt im Allgemeinen nicht, wenn die verketteten Funktionen nur partiell
differenzierbar sind.

Korollar 3.19 (Kettenregel fiir Richtungsableitungen). Es seien U C R™, V. .C RN offene Mengen,
f: U =V eine Funktion, die differenzierbar in einem Punkt xo € U ist und h: V — RM eine Funktion,
die differenzierbar im Punkt f(x¢) € V ist. Fir die Ableitung von ho f in xg in Richtung v € R™ gilt
dann

Oy(ho f)(zo) = Owh(f(z0)) mit w:=0yf(xo) = Df(xo)v.
Insbesondere gilt fir die partiellen Ableitungen mit k € {1,...,n}

O( Zﬁh (20))0k fj(z0).

Beweis. Mit Satz der Kettenregel in Satz sowie der Definition w = D f(x¢)v erhalten wir fiir
die Richtungsableitung 9, (h o f)(x¢) die gewiinschte Darstellung:

Oy(ho f)(xo) = D(ho f)(wo)v = Dh(f(x0))D f(x0)v = Dh(f(x0))w = Ouwh(f(x0)).

Fiir die Darstellung der partiellen Ableitung wéhlen wir v = e und erhalten somit w = 9 f(xo). Die
angegebene Formel folgt nun aus der Durchfithrung der Matrizenmultiplikation mit

O(h o f)(xzo) = Dh(f(20))0kf (x0) Zah (20))k £ (o). O

Beispiel 3.20 (Ableitung in Polarkoordinaten). Die Abbildung f: R? — R? definiert durch

(z1,22) = f(r; ¢) = (rcos(p), rsin(p))
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stellt die Transformation von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten dar, wobei r = \/x% + 23 der
euklidischen Abstand von (z1, z2) zum Ursprung und ¢ der (in mathematisch positiven Sinn orientierte)
Winkel zur x1-Achse ist. Fiir diese Abbildung existieren die partiellen Ableitungen, die Jacobi-Matrix

Ji(re) (COS(@ - Sin(<p)) ‘

sin(p)  rcos(p)

ist stetig, und damit ist f total differenzierbar mit Ableitung D f(r, ) = Jf(r, ¢).
Ist nun eine total differenzierbare Funktion h: R? — R” in kartesischen Koordinaten (x1, ) gege-
ben, so entspricht die Abbildung

(ho f)(r; @) = h(rcos(p), rsin(p))

gerade ihrer Darstellung in Polarkoordinaten. Uber die Kettenregel gewinnt man nun die totale Ablei-
tung von ho f als

D(ho f)(r,¢) = Dh(f(r,))Df(r,¢)
und die partiellen Ableitungen als

Or(ho f)(r,p) = Oz, h(f(r,9))0r f1(r, 0) + Oy h(f (1, )0y f2(r, )
Oy h(f (1, ) cos(p) + Oz, h(f (r, ¢)) sin(ep),
® 89:1 h(f(T (P))atpfl (’I“, 90) + a'mh(f(r’ (p))a<ﬂf2 (’I“, 90)

= —8zlh(f(r, 50))70 Sin(@) + 8$2h(f(707 @))TCOS(@)'

850(h o f)(r, )

Aus der Kettenregel konnen wir auflerdem noch eine Darstellung fiir die totale Ableitung der Umkehr-
funktion f~! einer in einem Punkt z differenzierbaren Funktion f folgern, falls die Differenzierbarkeit
von f~1in f(x¢) vorausgesetzt wird (als hinreichendes Kriterium fiir die lokale Existenz und Differen-
zierbarkeit der Umkehrfunktion werden wir spéter in Satz die Invertierbarkeit der Matrix D f(x¢)
kennenlernen).

Korollar 3.21 (Darstellungsformel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion). Es seien U,V C R™ offene
Mengen und f: U — V eine bijektive Abbildung. Ist f an einer Stelle xqg € U differenzierbar und ist
ihre Umkehrfunktion f=% an der Stelle f(xo) € V, so gilt

D(f~H)(f(x0)) = (Df(x0)) ™",
wobei (D f(x0))~1 die zu Df(xg) inverse lineare Abbildung bezeichnet.

Beweis. Nach Voraussetzung gelten f~!o f = Idy (und auch fo f~! = Idy ), und damit haben wir, dass
D(f~ 1o f) auf U gerade die Einheitsmatrix 1,,x,, ist. Aus der Kettenregel aus Satz angewandt auf
f~1o f folgern wir wegen der angenommenen Differenzierbarkeit von f in 2o und von f=1 in f(zg)

Toxn = D(fil)(f(xO))Df(xOL

was die Invertierbarkeit von D f(zo) sowie die angegebene Formel fiir die Ableitung D(f~1) in f(xq)
impliziert. O

AbschlieBend iiberlegen wir uns noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes aus Satz[3.8] wobei
nun nicht mehr entlang einer Gerade differenziert wird, sondern entlang einer stetig differenzierbaren
Kurve.

Lemma 3.22 (Mittelwertsatz II). Es sei U C R" eine offene Menge, f: U — R eine differenzierbare
Funktion mit stetiger Ableitung, a < b und ~y: [a,b] — U eine stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt

b
f(y(0) = f(r(a)) = / Df(v(t))y'(t) dt.
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Beweis. Aus Kettenregel aus Satz folgern wir zunichst, dass die Abbildung fo~: [a,b] — R diffe-
renzierbar ist mit stetiger Ableitung (fov)'(¢) = Df(v(¢))7/(t). Daher folgt die Behauptung unmittelbar
aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b b
o) - fo@) = [ Lra@d= [ DiaoN 0

3.2 Ableitungen hoherer Ordnung

Auch fiir Funktionen in mehreren unabhéngigen Variablen kann man Differenzierbarkeitskonzepte iterie-
ren und so Ableitungen hcherer Ordnung einfithren. Wir iiberlegen uns dies zunéichst im Fall partieller
Ableitungen.

Definition 3.23 (hohere partielle Ableitungen). Es sei U C R™ eine offene Menge, f: U — RN eine
Funktion und k € IN.

(i) Wir bezeichnen die Abbildung f als zweimal partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitun-
gen O;f firi € {1,...,n} auf U existieren und selbst partiell differenzierbar sind, also falls die
partiellen Ableitungen

Gjalf = 83(81]") U— IRN

fiir alle i,5 € {1,...,n} existieren. Rekursiv bezeichnen wir f als (k4 1)-mal partiell differenzier-
bar, falls alle partiellen Ableitungen 0y, ...0; f fir i1,...,ix € {1,...,n} auf U existieren und
selbst partiell differenzierbar sind.

(ii) Wir bezeichnen die Abbildung f als k-mal stetig partiell differenzierbar, falls sie k-fach partiell
differenzierbar ist und alle Ableitungen 0, f,...,0;,f der Ordnung ¢ < k stetig sind. Den Raum
aller k-mal stetig partiell differenzierbarer Funktionen notieren wir mit

C*(U,RY) = {f: U — RN : f ist k-mal stetig partiell diﬁerenzierbar}.
Ferner setzen wir

CO(URN):=C(URY) und C®(U,RY):= () C"URM).

keN

Funktionen in O (U,RYN) nennen wir auch unendlich oft differenzierbar oder glatt. Im skalaren
Fall N = 1 schreiben wir typischerweise C°(U), C*(U), C>(U) anstelle von C°(U,R), C*(U,R),
C*(U,R).

Grundsiitzlich kénnen zweite (oder auch hohere) partielle Ableitungen von der Reihenfolge der par-
tiellen Ableitungen abhéngen. Sind diese jedoch stetig, so kommutieren die partiellen Differentialopera-
toren und ihre Reihenfolge spielt keine Rolle.

Satz 3.24 (Schwarz). Es sei U C R"™ eine offene Menge, i,5 € {1,...,n} und f: U — R eine
Funktion, deren erste partielle Ableitungen 0; f, 0; f und zweite partielle Ableitungen 0;0;f, 0;0; f auf U
existieren. Sind 0;0;f und 0;0; f in einem Punkt xo € U stetig, so gilt

9;0: f (o) = 0:0; f (x0).

Beweis. Wir iiberlegen uns zunéchst, dass wir uns auf eine einfachere Situation beschrdnken kénnen:
indem wir die einzelnen Komponentenfunktionen betrachten, diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass f eine skalarwertige Funktion ist, also NV = 1 gilt, und durch eine Verschiebung im Argument kénnen
wir g = 0 erreichen. Da der Fall ¢ = j trivial ist und fiir ¢ # j alle Differenzenquotienten in der von e;
und e; aufgespannten Ebene gebildet werden, diirfen wir uns auflerdem auf den zweidimensionalen Fall
n = 2 beschrénken und ¢ = 1, j = 2 annehmen.
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Um in dieser Situation 020 f(0,0) = 9192f(0,0) zu zeigen, betrachten wir im Folgenden ein hinrei-
chend kleines § > 0 mit Bs(0) C U in (R?,] - ||oo) (also Bs(0) = (—6,8)?) und einen beliebigen Punkt
(x1,22) € B5(0). Wir betrachten nun die Funktion g, : (—6,9) — R definiert durch

9y (t) = f(z1,t) — f(0,8) fiir t € (=4,9).

Mithilfe des (eindimensionalen) Mittelwertsatzes der Differentialrechnung finden wir fiir g,,, einen Punkt
& € R zwischen 0 und x5, so dass

9o, (72) = g, (0) = 29, (€2)

gilt, was nach Definition von g,, sowie mit g, (t) = 02f(x1,t) — 02f(0,t) gerade

f(x1,22) = f(0,22) — f(x1,0) + f(0,0) = 22 [Da f (21,&2) — B2 (0,&2)] (3.1)

bedeutet. Nun wenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung erneut an, und zwar auf die
Funktion he,: (—6,0) — R definiert durch

he, () = 02f(t,&2) firt e (—46,9).
Dies liefert uns einen Punkt 7; € R zwischen 0 und x; mit
he,(w1) = he, (0) = 1hg, (m) & Oaf(x1,82) — 02 f(0,&2) = 210102 f (11, E2),

wobei wir fiir die Aquivalenzumformung he, (t) = 0102 f(t, §2) ausgenutzt haben. Setzen wir diese Iden-
titét in (3.1) ein, erhalten wir schliefflich

f(x1,22) — f(0,22) — f(1,0) + f(0,0) = 22210102 f (1, §2)-

Nun vertauschen wir die Rolle von z; und x5 und finden so einen Punkt & € R zwischen 0 und x; und
einen Punkt 75 € R zwischen 0 und x5 mit

f(z1,22) — f(21,0) — f(0,22) + £(0,0) = 21220201 f (£1,m2)-

Vergleichen wir die letzten beiden Formeln, bekommen wir

0102 f(11,&2) = 0201 f (&1, m2)

fiir 1,22 # 0. Betrachten wir nun den Limes (R \ {0})? 3 (x1,22) — 0, so folgt &1, &, 11,72 — 0, und
mit der (Folgen-Charakterisierung der) Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen in (0,0) gilt dann
wie behauptet

9102 1(0,0) = 0201 £(0,0). O

Bemerkung 3.25.

(1) Tatsdchlich gilt sogar die etwas stirkere Aussage, dass aus der Ezistenz der partiellen Ableitungen
Oif, 0;f, 0:0;f auf U sowie der Stetigkeit von 0;0;f in einem Punkt xo € U die Existenz der
partiellen Ableitung 0;0;f in xo mit 0;0; f(xo) = 0;0; f(x0) folgt.

(2) Existieren zwar die zweiten partiellen Ableitungen, sind jedoch nicht stetig, so vertauschen die
Ableitungen nicht notwendigerweise, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.26 (von Peano (1884) zur Nichtvertauschbarkeit zweiter partieller Ableitungen). Fiir die
Funktion f: R? — R, definiert als

xz—xz
f(!.Cl,(EQ) = 12 m%—i—mé falls (xth) # (0,0)7
0 Balls (1,22) = (0,0,
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berechnet man zunéchst die ersten partiellen Ableitungen als

z2—x2 4122
01 flar,as) =4 et TGy falls (21,22) #(0,0),
0 falls (331,.%2) = (0,0),

z2—a2 42z
Oof(ar,ms) = | DiFet TOTGrGgy  falls (@1,22) £ (0,0),
0 falls (.Tl,xg) = (0,0)

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen im Ursprung zeigt man dann

2201 £(0,0) = lim 970, ) ;51f(070) .

82f(ha 0) B an(O?O) =1

h )
also vertauschen diese zweiten partiellen Ableitungen nicht. Es lisst sich auch leicht nachrechnen, dass
die zweiten partiellen Ableitungen unstetig im Ursprung sind, also ist die Stetigkeit der zweiten parti-

ellen Ableitungen eine notwendige Voraussetzung fiir die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen im
Satz 324l von Schwarz.

Bei skalarwertigen, zweimal partiell differenzierbaren Funktionen kann man alle zweiten partiellen
Ableitungen in einer Matrix, der Hesse-Matrix, notieren.

9192£(0,0) = lim

Definition 3.27. Es set U C R™ eine offene Menge, o € U und f: U — R eine zweimal partiell
differenzierbare Funktion. Dann bezeichnen wir die (n x n)-Matriz
01 f(xo) -+ OnO1f(w0)
Hy(zg) = o
OOnf(xo) -+ OnOnf(wo)
als die Hesse-Matrix von f in xzq.
Bemerkung 3.28.
(1) Sind die zweiten partiellen Ableitungen in xg sogar stetig, so konnen wir aus Satz von Schwarz

folgern, dass die Hesse-Matriz Hy(xo) symmetrisch ist.

(2) Die Hesse-Matriz ist ein mehrdimensionales Analogon der zweiten Ableitung einer Funktion auf R
und hat etwa fir die Kurvendiskussion auch eine geometrische Bedeutung (insbesondere fiir die
Untersuchung einer Funktion auf Vorliegen und Art lokaler Extrema, vgl. Kapitel oder auf
Konvezitit).

Induktiv erhalten wir aus dem Satz[3.24] von Schwarz, dass fiir jede k-mal stetig partiell differenzier-
bare Funktion alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k vertauscht werden konnen und es damit
nicht auf die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ankommt.

Korollar 3.29 (Vertauschbarkeit hoherer partieller Ableitungen). Es sei U C R™ eine offene Menge
und f € CH(U,RYN) fir ein k > 2. Sind i1,...,ix € {1,...,n}, so kommt es bei der Berechnung von
Oiy - .. 0, f nicht auf die Reihenfolge der Differentialoperatoren an, d.h. es gilt

81-1 ...&-kf:aig(l) ...8¢U(k)f anU
fiir jede Permutation o der Zahlen {1,... k}.

Insbesondere kénnen wir fiir jede Funktion aus C*(U, R") die partiellen Ableitungen nach Richtun-
gen sortieren und fiir £ < k und j € {1,...,n}

¢-mal

schreiben. Mithilfe von Multiindizes kann man so eine praktische Schreibweise fiir allgemeine partielle
Ableitungen hoherer Ordnung einfiithren.
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Definition 3.30 (Multiindex-Schreibweise fiir Polynome und Differentialoperatoren). Es sein € IN.

(i) Wir bezeichnen ein n-Tupel o = (aq, ..., ap) € N als Multiindex und definieren seine Ordnung
|a] € Ng und sein Fakultédt o! € IN als

o =1 +...+a, und ol =ai!l ... a,l

Ist B € Ny ein weiterer Multiindex, so schreiben wir o < 8, falls aij < 5 fir alle j € {1,...,n}
gilt.

(ii) Fir einen Vektor x € R™ und einen Multiindex o € INf setzen wir

[0

=t ann

n

und bezeichnen die Funktion x — x® auch als Monom. Allgemeiner nennen wir fiir k € Ny eine
Funktion p: R™ — R der Form
p(z) = Z anx

lal<k

mit Koeffizienten aq € R fiir o € Nj mit |a] <k, so dass ao # 0 fir ein o € N} mit |o| = k gilt,
ein Polynom vom Grad k.

(iii) Fir eine offene Menge U C R™ und einen Multiindex o € N definieren wir auf C1*V(U,RYN) den
Differentialoperator 0% mittels

OOf =9 ... 0% f fir f € CloN(U,RN).

Bemerkung 3.31. Mit der Multiindexschreibweise kann man Ableitungsregel zum Teil sehr kurz und
als direkte Verallgemeinerung der Differentiation in nur einer Verdnderlichen schreiben. Beispielsweise
gilt fiir Monome x die Regel

gont | @’ fallsa< B,
0 sonst.

Nachdem wir hohere partielle Ableitungen kennengelernt haben, wollen wir noch kurz ohne Beweise
skizzieren, wie man auch hohere totale Ableitungen einfithren kann und in welchem Zusammenhang
diese mit hoheren partiellen Ableitungen stehen. Hohere totale Ableitungen werden wie hohere partielle
Ableitungen ebenfalls iterativ definiert, jedoch benétigt man hierzu den Begriff der multilinearen Abbil-
dung. Schon im Fall der zweiten totalen Ableitung einer Funktion f: U € R”* — RY muss man némlich
Differenzierbarkeit der totalen Ableitung Df: U — L(R"™,R") verlangen, und dementsprechend ist die
zweite totale Ableitung D?f = D(Df) eine Abbildung in L(R™, L(R"™, RY)), die bei Evaluation in zwei
Vektoren vy, vy € R™ einen Vektor in RN zuriickliefert. Fiir k-te totale Differenzierbarkeit sollte entspre-
chend D¥f eine Abbildung in L(R", L(R",..., L(R™®,RY)--.)) sein, die bei Evaluation in k¥ Vektoren
v1,...,vx € R™ einen Vektor in RN zuriickliefert. Die Abhingigkeit in diesen Vektoren ist jeweils linear
und daher méchte man DFf als eine k-multilineare Abbildung in folgendem Sinn auffassen:

Definition 3.32 (multilineare Abbildung). Es sei k € IN.

(i) Eine Abbildung ¢: (R™)* — RN mit der Eigenschaft, dass vj — ¢(v1,...,v5) eine lineare Ab-
bildung von R"™ nach RN fiir jedes j € {1,...,k} und alle vy,...,v; € R™ ist, nennen wir eine
k-(multi)lineare Abbildung von R™ nach RY. Die Menge aller k-linearen Abbildungen von R"
nach RN notiert man auch mit L*(R™, RY).

(ii) Eine k-lineare Abbildung p € L*(R"™,RYN) nennen wir

e symmetrisch, falls
O(V1,- 5 Vk) = P(Vo(1), - -+ > Vo(k))
fir alle Vektoren vy, ... v € R™ und jede Permutation o der Zahlen {1,...,k} gilt,
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o alternierend, falls ¢(v1,...,vx) = 0 fir alle Vektoren v1,...,vp € R™ gilt, die v; = v; fiir
zwei geeignete Indizes i # j € {1,...,k} erfillen.

Bemerkung 3.33.

(1) Fir k € N kénnen wir den Raum L(R™, L*(R™ RY)) mit LKTY(R",RY) identifizieren. Diese
Identifikation erfolgt induktiv, und fir den Induktionsanfang k = 1 dberlegt man sich hierzu: ist
A€ L(R™, L(R™,RN)) gegeben, so wird durch pa: R™ x R — RN mit ¢4 (vi,ve) == (A(v1))(v2)
fiir alle vi,ve € R™ eine Abbildung in L*(R",RY) definiert; ist umgekehrt ¢ € L*(R",RY)
gegeben, so wird durch A, mit (Ay(v1))(ve) = @(v1,v2) fir alle vi,vo € R™ eine Abbildung in
L(R™, L(R™, RN)) definiert.

(2) Den Raum LF(R™,RY) kann man mit der Operator-Norm ausstatten, definiert als
ol prmnmvy = inf {C > 0: |@(vy,...,06)] < Clog| ...~ |og| fiir alle ve,... v € R"}

fiir ¢ € LF(R™ RY), vgl. Bemerkung [2.69 Folglich kann man L*(R™ RY) als einen normierten
Raum auffassen.

Definition 3.34 (Hohere totale Ableitungen). Es sei U C R™ eine offene Menge, f: U — RYN eine
Funktion und k € IN. Wir bezeichnen die Abbildung f als zweimal (total) differenzierbar, falls f diffe-
renzierbar auf U ist und die Ableitung Df: U — L(R™,RY) selbst differenzierbar ist. In diesem Fall
definieren wir D*f = D(Df): U — L?*(R",RY). Rekursiv bezeichnen wir f als (k + 1)-mal (total)
differenzierbar, falls f k-mal differenzierbar auf U ist und D* f: U — L¥(R"™, RN selbst differenzierbar
ist. In diesem Fall definieren wir D*T'f .= D(D*f): U — LF*1(R™, RY).

Induktiv und mithilfe von Korollar kann man sich den folgenden wichtigen Zusammenhang zwi-
schen hoheren totalen und partiellen Ableitungen iiberlegen, der eine Verallgemeinerung von Satz
darstellt.

Lemma 3.35. Es sei U C R" eine offene Menge, f: U — RN eine Funktion und k € IN.
(i) Ist f k-mal total differenzierbar, so ist f auch k-mal partiell differenzierbar und D* f wird durch
D¥f(x0)(eiys. .. ei) =04 ...0i flxo) fiir alle zg € U
und jede Wahl von iy,...,ix € {1,...,n} vollstindig bestimmt.

(i) Ist f € C*(U,RYN), so ist f k-mal total differenzierbar und D* f(x¢) € L*(R™, RN) ist fiir jedes
xog € U symmetrisch.

Bemerkung 3.36. Ist f € C*(U,RY), 2o € U und sind vy, ...,vx € R® Vektoren mit Koordinaten-
darstellung v; = (v1j,...,0,)7 fiir j € {1,...,k}, so folgt aus Lemma wegen der Multilinearitit
von DF f(xq) die Identitit

Dkf(ajo)(vl,...,vk) = Z 8i1 ...8ikf($0)’0i171 -~'Uik,k-

3.3 Taylor-Approximation

Wir beschiftigen uns nun mit der lokalen Approximation von allgemeinen (hinreichend reguléiren) Funk-
tionen durch Polynome (die man sehr leicht auswerten kann).
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Taylor-Approximation im Eindimensionalen. Wir betrachten zunéchst den Fall von Funktionen
im Eindimensionalen und erinnern hier an den Begriff des Taylorpolynoms aus der Analysis I:

Definition 3.37 (Taylorpolynom und Taylorreihe fiir Funktionen in einer Variable). Fs sei I C R ein
Intervall und x¢ € I. Fiir k € No und eine Funktion f € C*(I) nennen wir das Polynom Ty[f,zo]: R —
R definiert durch

k
Telf, zo](x) ::Z%f(j)(a:o)(m—xo)j firx e R
j=o 7

das Taylorpolynom der Ordnung & von f mit Entwicklungspunkt xg und die Funktion Ry11[f,xo]: I —
R definiert durch

Riiaf, zo)(z) = f(z) — Tu[f, zo)(z) firxzel

das Restglied der Ordnung k von f in zg. Ist f € C*°(I), so definieren wir die Taylorreihe von f in
als die (formale) Reihe

<1 . .
T(f,xo)(x) =) ﬁfm(fﬂo)(l“ — o)) firz €R.
j=0""
Bemerkung 3.38.

(1) Das Taylorpolynom der Ordnung 0 ist konstant mit dem Wert von f im Entwicklungspunkt xg,
und das Taylorpolynom der Ordnung 1 ist die Tangente an den Graphen von f an xg.

(2) Alle Ableitungen einer Funktion f € C*(I) und seines Taylorpolynoms Ty|f, xo] mit Entwicklungs-
punkt xo € I stimmen bis zur Ordnung k in xq tberein, d.h.

F9 (wo) = T f,wo)(wo)  fiir j € {0,1,..., k}.

(3) Die Taylorreihe einer Funktion f € C(I) ist erst einmal nur formal als Potenzreihe definiert,
deren Konvergenzbereich sowie Zusammenhang mit f a priori nicht klar sind. Tatsdchlich gibt es

Funktionen f € C*°(R), so dass

o die Taylorreihe T[f,zo](x) mit Entwicklungspunkt xo fir alle x # x¢ divergiert: dies ist
beispielsweise bei der Funktion

f(x) = i 277 cos(j?x) firz e R
=1

und der Wahl zqg = 0 der Fall,

o die Taylorreihe T|[f,xol(x) fir x # xo 2war konvergiert, aber nicht mit f(x) dbereinstimmd:
dies passiert etwa bei der Funktion

flx) = ]l]R\{O}(x)eXp(—l/xQ) firxz e R
(beachte f9)(0) = 0 fiir alle j € No und damit T[f,0] = 0, obwohl f > 0 fiir x # 0 gilt).

Falls f dagegen bereits als Potenzreihe f(z) =Y 7 ar(z — 20)F mit Entwicklungspunkt xo € R
und Konvergenzradius R > 0 gegeben ist, so ist die Situation einfacher. Da man jede Potenzreihe
im Inneren des Konvergenzbereiches gliedweise differenzieren kann, sieht man hier, dass Potenz-
reihe und ihre Taylorreihe iibereinstimmen, also f = T[f,x0] auf (xo — R,xo + R) gilt.

Beispiel 3.39. Fiir die Exponentialfunktion und den Entwicklungspunkt 0 ist das Taylorpolynom der
Ordnung k € INg von f gerade

k
1 .
Ty [exp, 0](x) = Z j—'x] firz e R
— J!
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und die Taylorreihe
Texp, 0](x) = exp(x) = Z o/ firz € R.
=07

Wir iiberlegen uns nun, wie gut sich eine gegebene (hinreichend regulire) Funktion sich durch ihre
Taylorpolynome approximieren liasst. Daher interessieren wir uns nun fiir Abschétzungen des Restglieds.

Satz 3.40 (Taylor; quantitative Version fiir Funktionen in einer Variable). Es sei I C R ein Intervall,
xg €I, k € N und f € Ck(I). Dann gelten fiir x € I:

(i) Integralform des Restglieds:
1 x
_ (k) _ p\k—1

(ii) Lagrangeform des Restglieds: es gibt einen Punkt & zwischen xo und x mit

1

= jx) (k) () (z — 330)k~

Ri[f, xo](z)

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Integraldarstellung des Restglieds. Dazu gehen wir mit vollstdndiger
Induktion nach k vor. Fiir k = 1 folgt hier direkt aus der Definition von R1[f, zo] und dem Hauptsatz[1.39]
der Differential- und Integralrechnung

Ralf.aol(e) = @) = T 0l(0) = £0) — £ (o) = [ ") dr.

Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir k — 1 bereits gezeigt ist. Mithilfe dieser Induktionsvorausset-
zung sowie partieller Integration aus Satz ergibt sich

1

- mﬂkil)(mg)(m @) (& _1 1)! /1: B @) (@ — )kt at.

Mit
1
(k— 1)

folgt mit der Definition von Ry[f, z¢] nach Umstellung der obigen Gleichung die behauptete Darstellung.

Um die Lagrangedarstellung des Restglieds zu beweisen, bemerken wir zunéchst, dass die Funktion
t — (x—t)*1 fiir alle t zwischen z und x ein einheitliches Vorzeichen hat. Damit kénnen wir die verall-
gemeinerte Version des Mittelwertsatzes der Integralrechnung aus Satz auf die Integraldarstellung
des Restglieds in (i) anwenden und finden so ein & zwischen zp und x mit

Ti-1[f, zol(x) = Ti—2[f, zo)(x) + FE D (@o) (w — o)

) v
(k—1)!
1
k- 1)

Ry [f, zo](z) = FE () (@ — )L dt

Zo

19O [ o=t = L - ) =

0

Bemerkung 3.41. Ist f € C*(I) wie oben und gilt f*) =0 in I, so haben wir Ry[f,xo] = 0. Also ist
in diesem Fall f ein Polynom von héchstens Grad k — 1.

Als Folgerung des letzten Satzes kénnen wir nun eine qualitative Aussage iiber die Approximation
einer Funktion durch ihr Taylor-Polynom nahe des Entwicklungspunktes herleiten. Wir zeigen, dass jede
k-fach stetig differenzierbare Funktion mit ihrem Taylorpolynom der Ordnung k nahe des Entwicklungs-
punktes x( bis auf einen Fehler, der kleiner als |z — 2¢|" ist, iibereinstimmt.
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Satz 3.42 (Taylor; qualitative Version fiir Funktionen in einer Variable). Es sei I C R ein Intervall,
xvo €1, k € N und f € Ck(I). Dann gibt es eine stetige Funktion r € C(I) mit r(zo) = 0 und

(@) = Te[f, zo)(2) + 7(2) (2 — 20)*.
Beweis. Aus der Lagrangedarstellung des Restglieds aus Satz bekommen wir fiir z € T

f(@) = Thea[f, w0l (2) + Rilf, wo](x)

= Tlf, mol(z) — 2 F O (o) (@ — 70) + 22 FO(E) @ — 70)*

fiir ein geeignetes ¢ zwischen xg und x (in Abhiingigkeit von ), was

(@) = 2 (7€) — £ (a0))

impliziert. Letzteres stimmt auch fiir £ = 0 mit £ = . Wegen £ — x( bei z — xg sowie der Stetigkeit
von f) folgt dann die Stetigkeit von 7 mit 7(zo) = 0. O

Bemerkung 3.43.

(1) Mit der Landau-Notation kann man die Aussagen der letzten beiden Sitze und (wobei der
Satz mit k+1 anstelle von k angewandt wird) iber die Grifle des Restglieds Ry41[f, xo](x) =
f(@) = T[f, zo](z) f(x) auch kiirzer schreiben als

feC (I = Rpnlf,zol(x) = O((x — xo)**1) bei x = xo € I,
fec*I) = Riulf zol(x) = ol(x — x0)") bei . — xg € 1.

(2) Der Satz von Taylor gibt eine asymptotische Aussage, d.h. man weiss fiir eine gegebene (hin-
reichend regulire) Funktion f, dass der Fehler Ryy1[f,zo](z) = f(x) — Tk[f, xo](x) bei z — xq
schneller gegen 0 geht als das Polynom (x — x0)*. Ein Taylor-Polynom hoherer Ordnung appro-
zimiert im Allgemeinen nur in dem Sinne besser, dass der Fehler auf einem hinreichend kleinen
Intervall um den Entwicklungspunkt xo ein kleineres Restglied aufweist. Dies liegt letztendlich
daran, dass in die Konstruktion des Taylor-Polynoms nur das lokale Verhalten von f eingeht. Auf
einem konkret vorgegebenen Intervall kann der Fehler in der Approximation sogar grofier werden,
wie man sich auch leicht an Beispielen tiberlegen kann (vgl. auch den Satz von Taylor in der
quantitativen Version, bei dem fiir den Fehler Ry[f,xo] die Werte der Ableitung f*) auf diesem
Intervall eingehen).

Ty[f, o) |
Rolf, o]
f
To [/ v’f(J}
LN :
To
Ry [f, o]
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Taylor- Approximation im Mehrdimensionalen. Wir wollen nun die Approximation von Funktio-
nen durch ihr Taylorpolynom auf Funktionen in mehreren Variablen verallgemeinern. Die Idee hierbei ist
es, fiir eine auf einer offenen Menge U C R™ definierte Funktion f und Punkte z,z¢ € U mit [z, z9] C U
(was man wegen der Offenheit von U immer annehmen kann, wenn z nahe genug bei z ist) die Funktion

[0,1] 2t — f(zo + t(z — x0))

zu betrachten und auf diese die zuvor kennengelernten Konzepte und Aussage anzuwenden. Fiir die
Ableitungen dieser auf [0,1] C R definierten Funktion gilt:

Lemma 3.44. Es sei U C R"™ eine offene Menge, vo,x € U mit [z,20] C U, k € N und f € C*(U).
Dann gilt fir t € [0,1]

k
j?f(xo +t(z — 20)) = Z Diy - Oi f(o +t(x — 20))( — T0)4, - - - (T — T0)iy

11,0 =1

> gaaf(xo +t(x — 20))(x — x0)®.

loe|=k

Beweis. Mithilfe der Kettenregel aus Satz sehen wir sofort, dass die Funktion t — f(zo+t(x— o))
in C*(]0,1]) liegt. Fiir die erste Ableitung ergibt sich so auch direkt

%f(xo +t(x — o)) = Df(xo+ t(x — xo)(x — 20) = Z@if(xo +t(z — xo))(x — x0)i,

i=1

und die Ableitungen héherer Ordnung ergeben sich dann iterativ. Fiir die Umformung auf die zweite
Identitédt gilt zu beachten, dass wir nach dem Satz von Schwarz die partiellen Ableitungen um-
sortieren diirfen. Ist @ € INj ein Multiindex der Linge || = k, so gibt es fiir einen solchen gerade
k!/a! Anordnungsméglichkeiten, da wir insgesamt k Indizes haben und von diesen «; mal der Index 4
vorkommen muss, fiir ¢ € {1,...,n}. Damit sind dann beide Darstellungen der k-ten Ableitung der
Funktion t — f(zo + t(x — zp)) bewiesen. O

Uber die Auswertung der Ableitungen der Funktion ¢ — f(zo-+t(z—1)) bei t = 0, also entsprechend
der Auswertung der partiellen Ableitungen von f bei xg, kénnen wir in Analogie zu Definition das
Taylorpolynom auch fiir Funktionen in mehreren Variablen einfiihren.

Definition 3.45 (Taylorpolynom fiir Funktionen in mehreren Variablen). Es sei U C R™ eine offene
Menge und zo € U. Fiir k € Wy und f € C*(U) nennen wir das Polynom Ty[f,xo]: R* — R definiert
durch

Tlfwol(@) = 32 0" flro) (@ — z0)°

la| <k

das Taylorpolynom der Ordnung & von f mit Entwicklungspunkt x¢ und die Funktion Ri11[f,z0]: U —
R definiert durch

Rii1lf,zol(x) = f(z) — Ti[f, wo) ()
das Restglied der Ordnung k von f in xg.

Bemerkung 3.46 (andere Darstellungen des Taylorpolynoms).

(1) Darstellung mit partiellen Ableitungen: Wie in Aussage und Beweis des letzten Lemmas konnen
wir das Taylorpolynom auch mit partiellen Ableitungen anstelle von Ableitungen in Multiindex-
Schreibweise angeben und haben dann die Darstellung

k n
Telf, xo](x ZO;' Z 8“ 0 f(xo)(x — 20)iy -+ - (2 — 20)4; -

U1yt =
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Fiir die in Anwendungen am hdufigsten auftretenden Fille k = 1,2 schreiben wir die Taylorpo-
lynome explizit aus und formen sie dann mithilfe des Gradienten und der Hesse-Matriz (siche

Definitionen und um:
o fiir k =1 haben wir fir f € CY(U)

T[f, xo](x) = f(xo) + Y _ 0if(wo)(x — wo);

i=1

= f(zo) + Vf(20) - (x — w0)

e und fiir k = 2 haben wir fir f € C*(U)

To[f,xol(@) = f(x0) + Y if(wo)(w — w0)i + % > 0,05 (@o)(w — xo);(w — wo);
i=1

= (o) + Vf(z0) - (2~ 0) + 5z — o) Hy (o) & — 0).

(2) Koordinatenfreie Darstellung: Mithilfe von Bemerkung konnen wir das Taylorpolynom auch
iber héhere totale Ableitungen ausdriicken als

k
Tylf wo)(@) = 3 %Djf(xo)(:c 2o, @ — ).

=0

Durch die Anwendung der eindimensionalen Taylor-Formel auf die Funktion ¢ — f(zo+¢(x—x¢)) er-
gibt sich nun eine entsprechende Abschitzung des Restglieds auch fiir Funktionen im mehrdimensionalen
Fall.

Satz 3.47 (von Taylor fiir Funktionen in mehreren Variablen). Es sei U C R™ eine offene Menge und
xg €U.

(i) Quantitative Version: Ist k € N und f € C*(U), so existiert fiir jedes x € U mit [x,20] C U ein
& € [z, zo] mit

Relf,wol(x) = 30 0% F(€)( — o)

|| =k

(ii) Qualitative Version: Ist k € Ny und f € C*(U), so gibt es eine stetige Funktion r € C(U) mit
r(zo) =0 und
| Ricalf, wol(@)| = r()|z — wol".

Beweis. Wir beweisen zuniichst die Aussage in (i). Dazu definieren wir eine Funktion g € C*([0,1])
durch g(t) == f(xo + t(xr — o)) fiir t € [0, 1] und bemerken anhand der Definition des Taylorpolynoms
sowie Lemma

k—1
Tl 0 = 3 50900 = 30 0 (ao)(w = a0)® = Tocalfaul(o)
j=0" lo|<k—1

also gilt wegen ¢(1) = f(x) auch
Ri[g,0](1) = Ry[f, wo](x).

Aus der Lagrangedarstellung des Restglieds in Satz[3.40] und der erneuten Anwendung von Lemma [3.44]
schliefen wir daraus

Relf, o) (@) = Relg, 01(1) = 0™ (t0)1 = 3 0% (o + to(a — 7o)z — w0)”
|| =k
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fiir ein to € [0,1]. Dies ist mit & := g + to(z — zo) € [z, xo] gerade die Behauptung aus (i).

Die Aussage in (ii) folgt mit einer dhnlichen Argumentation wie im Beweis von Satz Da U offen
ist, finden wir ein 6 > 0 mit Bs(xo) C U. Zu jedem x € Bs(zp) und k& € IN finden wir mithilfe von (i)
ein £ € [z, o] C Bs(xp) mit

Ria1lf,@0l(2) = Rilf, 20](2) + Teealf, 20)(@) = Tl f, 0] ()
= Y OO w0) — Y L0 (o)~ w0)",
o=k o=k

und im Fall £ = 0 gilt nach Definition des Restglieds

Ri[f, zo](z) = f(2) — f(zo).
Mit der Stetigkeit von 0%f mit |a| = k folgt schlieflich aus diesen beiden Identitéten die Behauptung
in (if). O

Bemerkung 3.48. Ahnlich wie fir Funktionen in einer Variable haben wir nun fir Funktionen auf
einer offenen Menge U C R™ die Implikationen

fec™™U) = Rialf,zol(z) = Oz — zoF) bei v — xg € U,
feC*U) = Rpuilf,zol(z) = o(lx — x0|") bei x — xg € U.

3.4 Lokale Extrema

Wir wollen nun skalarwertige Funktionen auf Extrema untersuchen und fiir das Vorliegen eines lokalen
Extremums insbesondere notwendige und hinreichende Kriterien erster und zweiter Ordnung herleiten,
in Analogie zu Funktionen in einer Variable.

Definition 3.49 (Extremum und Extremstelle). Es sei (X,d) ein metrischer Raum und f: X — R
eine Funktion. Wir sagen, dass f in einem Punkt x¢g € X ein lokales Minimum bzw. lokales Maximum
hat, falls eine Umgebung V- C X von x¢ existiert mit

f(zo) < f(z) baw. f(xo) > f(x) firallex e V.

In diesem Fall nennen wir xog auch einen lokalen Minimierer bzw. lokalen Maximierer von f. Kann die
Umgebung V' sogar so gewdhlt werden, dass

flzo) < f(x) bzw. f(xo) > f(x) fir allex € V\{zo}

gilt, so sprechen wir von einem isolierten oder strikten lokalen Minimum bzw. Maximum.
Bei einem (strikten) lokalen Minimum oder Mazimum sprechen wir auch von einem (strikten) loka-
len Extremum und bei einem lokalen Minimierer oder Mazimierer auch von einer lokalen Extremstelle.

Notwendige Kriterien fiir lokale Extrema. Fiir differenzierbare Funktionen in einer Variable ist
ein einfaches notwendiges Kriterium erster Ordnung fiir das Vorliegen einer inneren lokalen Extremstelle
das Verschwinden der ersten Ableitung, d.h. fiir eine differenzierbare Funktion ¢g: I — R auf einem
offenen Intervall I C R gilt

e hat g bei 2o € I ein lokales inneres Extremum, so gilt ¢'(x¢) = 0.

Dieses verallgemeinert sich fiir Funktionen in mehreren Variablen auf das notwendige Kriterium, dass
der Gradient in einem inneren lokalen Extremum verschwinden muss.

Satz 3.50 (notwendiges Kriterium erster Ordnung fiir ein (inneres) lokales Extremum). Es sei U C R™
eine offene Menge und f: U — R eine Funktion. Falls f in einem Punkt xo € U ein lokales Extremum
hat und dort differenzierbar ist, so gilt

Vf(zo) =0.
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Beweis. Fiir ein fixiertes j € {1,...,n} finden wir wegen der Offenheit von U zunichst ein § > 0 mit
zo+te; € U fiir alle t € (—4,6). Definiert man nun eine Funktion g: (—9d,d) — R durch g(t) :== f(zo+te;)
fir t € (—4,0), so hat diese nach Voraussetzung in ¢ = 0 ein lokales Extremum. Da g wegen der
Kettenregel auflerdem differenzierbar ist, folgt aus dem ersten Ordnungskriterium fiir innere lokale
Extrema fiir Funktionen in einer Variable

0=g'(0) = 0; f (o).
Da j € {1,...,n} beliebig war, folgt wie behauptet

Vf(xo) = (O1f(@0), - .., Onf(x0))" =0. O

Fiir eine Funktion, die auf einer offenen Menge definiert ist, hat man als natiirliche Kandidaten
fiir lokale Extremstellen neben Nicht-Differenzierbarkeitsstellen also die Nullstellen des Gradienten und
bezeichnet diese daher als kritische Punkte:

Definition 3.51 (kritischer Punkt und Sattelpunkt). Es sei U C R" eine offene Menge und f: U — R
eine Funktion. Falls f in einem Punkt xo € U partiell differenzierbar ist und V f(xo) = 0 erfillt, so
nennen wir xo einen kritischen Punkt von f. Ferner bezeichnen wir einen kritischen Punkt von f, der
keine lokale Extremstelle ist, als Sattelpunkt von f.

Sucht man auf einer abgeschlossenen Menge nach lokalen Extremstellen, so muss man wie fiir Funk-
tionen in einer Variable auch noch zusétzlich den Rand auf lokale Extremstellen untersuchen. Hierzu
halten wir das folgende notwendige Kriterium fest (auf ein verwandtes Kriterium fiir lokale Extrema
unter allgemeineren Nebenbedingungen kommen wir auch spéter in Kapitel noch einmal zuriick).

Satz 3.52 (notwendiges Kriterium erster Ordnung fiir lokale Extremstellen auf einem implizit beschrie-
benen Rand). Es sei U C R™ eine offene Menge, A C U eine abgeschlossene Menge und b: U — R eine
differenzierbare Funktion, die den Rand von A implizit beschreibt mittels

0A ={z € U:b(z) =0},
A° ={z € U: b(z) > 0},
U\NA={zeU:b(x)<0}.
Fiir eine differenzierbare Funktion f: U — R gelten:

e Hat die auf A eingeschrinkte Funktion fla: A — R in xo € JA ein lokales Minimum, dann
sind die Gradienten V f(xo) und Vb(xzg) positiv linear abhdngig, d.h. es existiert ein X > 0 mit
Vf(l’o) = )\Vb(xo),

e hat die auf A eingeschrinkte Funktion fla: A — R in xg € 0A ein lokales Mazimum, dann
sind die Gradienten V f(zo) und Vb(xo) negativ linear abhdingig, d.h. es existiert ein A < 0 mit

(Il, IQ) — b(Il, .IQ)

Q”Q. N
' ,'l " \‘\\\\\\

) uow\

(w1, 22) = f(21,22)
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Beweis. Wir untersuchen zuniichst den Fall, dass f| 4 in einem Randpunkt 2y € 9A ein lokales Minimum
hat. Angenommen, V f(z¢) und Vb(zg) sind nicht positiv linear abhéngig, dann gibt es einen Vektor
v € R™, so dass

Vb(zg)-v>0 und Vf(zg) -v<0

gelten. Da g ein innerer Punkt von U ist, finden wir wegen der letzten beiden Ungleichungen in
Kombination mit der Definition der Ableitung in Richtung v ein hg > 0, so dass xg + hv € U fiir alle
0 < h < hg gilt, zusammen mit den Ungleichungen

b(xo + hv) —b(zg) >0 und f(xo+ hv) — f(xg) <O0.

Die erste Ungleichung besagt wegen der angenommenen impliziten Beschreibung des Randes 0 A gerade,
dass zg + hv € A° fiir alle 0 < h < hg gilt. Damit steht die zweiten Ungleichung f(zo + hv) < f(xo) im
Widerspruch dazu, dass f|4 in 2 ein lokales Minimum annimmt. Also miissen V f(zg) und Vb(zo) wie
behauptet positiv linear abhéngig sein.

Die zweite Aussage, dass V f(xg) und Vb(xo) negativ linear abhéngig sind, falls f|4 im Randpunkt
xo € DA ein lokales Maximum hat, folgt nun aus dem ersten Fall durch Ubergang von f auf —f. O

Kriterien zweiter Ordnung fiir lokale Extrema. Fiir zweimal differenzierbare Funktionen in einer
Variable gibt es auch einfache notwendige und hinreichende Kriterien zweiter Ordnung fiir das Vorliegen
eines lokalen Minimums oder Maximums in einem kritischen Punkt, {iber Positivitdt oder Negativitéat
der zweiten Ableitung. Genauer gilt fiir eine zweifach differenzierbare Funktion g: I — R auf einem
offenen Intervall I C R

e hat g ein lokales Minimum bei zq € I, so gilt ¢’ (z9) > 0,
e hat g ein lokales Maximum bei z( € I, so gilt g"(z¢) <0,
e ist xg € I ein kritischer Punkt und gilt ¢’ (z¢) > 0, so hat g bei ¢ ein lokales Minimum,
e ist xy € I ein kritischer Punkt und gilt ¢’ (zo) < 0, so hat g bei z( ein lokales Maximum.

Fiir Funktionen in mehreren Variablen werden wir nun entsprechende Kriterien mittels Definitheit der
Hesse-Matrix kennenlernen.

Definition 3.53 ((semi-)definite Matrizen). Wir nennen eine symmetrische Matriz A € R™*"
e positiv definit, falls vT Av > 0 fiir alle v € R™ \ {0} gilt,
e positiv semidefinit, falls vT Av > 0 fiir alle v € R™ gilt,
e negativ definit, falls —A positiv definit ist, also falls vI Av < 0 fiir alle v € R™\ {0} gilt,

e negativ semidefinit, falls —A positiv semidefinit ist, also falls v Av < 0 fiir alle v € R™ gilt,

indefinit, falls A weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist.

Aus der linearen Algebra erinnern wir an die beiden Moglichkeiten, fiir symmetrische Matrizen
(Semi-)Definitheit anhand von Eigenwerten und Definitheit anhand einer Vorzeichenbedingung an die
Hauptminoren zu verifizieren.

Satz 3.54 (Eigenwertkriterium fiir Definitheit). Ist A € R"*™ eine symmetrische Matriz, so gelten die
folgenden Aussagen:

o A ist genau dann positiv definit, falls alle Figenwerte von A positiv sind,
o A ist genau dann positiv semidefinit, falls alle Eigenwerte von A nicht-negativ sind,

e A ist genau dann megativ definit, falls alle Figenwerte von A negativ sind,
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o A ist genau dann negativ semidefinit, falls alle Figenwerte von A nichit-positiv sind,
e A ist genau dann indefinit, falls A sowohl positive als auch negative Eigenwerte besitzt.

Satz 3.55 (Hauptminorenkriterium von Hurwitz-Sylvester fiir Definitheit). Es sei A = (ai;); jeq1
R"™*™ eine symmetrische Matriz. Definiert man fir k € {1,...,n} die Matrizen

Ar = (aij)ijeqr,.. .k} € RF*F,
so gelten:
o A ist genau dann positiv definit, falls det(Ay) > 0 fiir alle k € {1,...,n} gilt,

e A ist genau dann negativ definit, falls (—1)* det(Ay) > 0 fiir alle k € {1,...,n} gilt.

yeeyn} €

Damit kénnen wir nun die notwendigen und hinreichenden Kriterien zweiter Ordnung fiir das Vor-

liegen von inneren lokalen Extremstellen formulieren.

Satz 3.56 (Kriterien zweiter Ordnung fiir innere lokale Extremstellen). Fs sei U C R™ eine offene

Menge und f € C?*(U). Dann gelten:
(1) Notwendige Kriterien:

e Hat f beixg € U ein lokales Minimum, dann ist Hy¢(xzo) positiv semidefinit,

o hat f bei zg € U ein lokales Mazimum, dann ist Hy(x¢) negativ semidefinit.
(ii) Hinreichende Kriterien: Es sei xg € U ein kritischer Punkt von f.

o Ist Hy(xo) positiv definit, dann hat f bei xq ein isoliertes lokales Minimum,

o ist Hf(xo) negativ definit, dann hat f bei xo ein isoliertes lokales Mazimum,

o ist H¢(xo) indefinit, dann ist xo ein Sattelpunkt von f und es gibt Geraden Gi1 und Ga
durch xg, so dass die auf U NG eingeschrinkte Funktion f|lung, in xo ein isoliertes lokales
Minimum und die auf U N Ga eingeschrinkte Funktion flung, in xo ein isoliertes lokales

Maximum hat.

Beweis.

(i) Wir betrachten bei den notwendigen Kriterien zunichst den Fall, dass f bei zp € U ein lokales

Minimum annimmt. Ist v € R™ beliebig, so finden wir wegen der Offenheit von U ein § > 0
mit der Eigenschaft, dass z¢ + tv € U fiir alle t € (=4, ) gilt. Definiert man nun eine Funktion
g: (=0,9) — R #hnlich wie im Beweis von Satz durch ¢(t) == f(xzo + tv) fir t € (—0,0),
so hat diese nach Voraussetzung in ¢ = 0 ein lokales Extremum. Da g wegen der Kettenregel
auerdem zweimal differenzierbar ist, folgt aus dem notwendigen Kriterium zweiter Ordnung fiir
das Vorliegen von lokalen Extremstellen fiir Funktionen in einer Variable

0 < ¢"(0) = 9,0, f(z0) = v" Hy(zo)v.

Wegen der Beliebigkeit von v € R™ folgt damit positive Semidefinitheit der Hesse-Matrix Hs(x).
Das andere notwendige Kriterium, dass Hy(zo) negativ semidefinit ist, falls f in 7o € U ein lokales
Maximum hat, folgt dann wieder aus dem ersten Fall durch den Ubergang von f auf —f.

(ii) Wir betrachten bei den hinreichenden Kriterien zunéichst den Fall, dass zg € U ein kritischer
Punkt ist, also V f(xg) = 0 gilt, und die Hesse-Matrix Hy(zo) positiv definit ist. Mithilfe des Tay-
lorpolynoms zweiter Ordnung (beachte die Darstellung von T»[f, xo] in Bemerkung kénnen
wir dann f(x) fiir £ € U umschreiben als

(&) = J(wo) + 5 = 20) (o) (& — o) + Rolf,0](2) (32)
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und folgern dann fiir das Restglied aus Satz (ii) von Taylor angewandt fiir k = 2
RS [fa xO} (:C)

Ralf,zo)(z) = oflz — zof?), also ===

=0 belz — . (3.3)

Aus diesem asymptotischen Verhalten sowie der positiven Definitheit von Hy(xo) wollen wir nun
folgern, dass die Summe der letzten beiden Terme in der Darstellung fiir x € U hinreichend
nahe bei z( echt positiv ist und damit f(z) > f(zo) gilt. Um dies einzusehen, stellen wir zwei
Uberlegungen an. Zum einen ist die Funktion R™ 3 v — vTHf (zo)v stetig und wegen der positiven
Definitheit von Hy(xo) auf der kompakten Menge der Einheitssphire S*~! := {v € R": |v| = 1}
echt positiv, weswegen sie dort nach Satz ihr Minimum annimmt mit

m == min{v? Hy(xo)v: v € S} > 0.
Dies impliziert nach Skalierung
(x — x0)Hp(z0)(x — 0) > m|x — 20|® fiir alle z € U.

Zum anderen kénnen wir aus dem Grenzwert (3.3) zu diesem m > 0 ein ¢ > 0 bestimmen mit

M< ™ fiir alle 2 € U mit |z — zo| < 4.
|x — xo|? 4

Eingesetzt in die Identitéit (3.2) folgt aus den letzten beiden Ungleichungen
f(z) = f(zo) + %|x —x0? fiir alle x € U mit |z — x| < 4,

was wegen m > 0 beweist, dass f in x( tatséchlich ein isoliertes lokales Minimum besitzt.

Das zweite hinreichende Kriterium, dass f in zg € U ein striktes lokales Maximum hat, falls zg
ein kritischer Punkt ist, so dass die Hesse-Matrix Hy (o) negativ definit ist, folgt wieder aus dem
ersten Fall durch den Ubergang von f auf —f.

Falls schlielich ¢y € U ein kritischer Punkt von f ist, so dass Hy(zo) indefinit ist, kann weder ein
lokales Minimum noch ein lokales Maximum vorliegen, weil dies andernfalls dem ersten bzw. dem
zweiten notwendigen Kriterium in (i) widersprechen wiirde. Also ist o in diesem Fall wie behauptet
ein Sattelpunkt von f. Um den Zusatz zu beweisen, bemerken wir, dass wir wegen der Indefinitheit
von Hy(xzo) Vektoren vi,vo € R™ finden kénnen, so dass

vl Hy(wo)vy >0 und  v3 Hp(zg)va <0

gelten. Wihlen wir nun § > 0 klein genug, so dass zg +tv; € U fiir alle t € (—9,0) und j € {1,2}
gelten, so kann man Funktionen g1, g2: (—9,0) — R durch g;(t) == g(zo + tv;) fur t € (=4, ) und
J € {1,2} definieren. Nach Voraussetzung gelten mit der Kettenregel dann

d1(0) = Vf(zg)-v1 =0 und g¢{(0) =vf Hy(zo)vy >0,

95(0) = Vf(zg) v =0 und g¢5(0) = vd Hy(zp)va <0,
so dass aus den hinreichenden Kriterien zweiter Ordnung fiir das Vorliegen von lokalen Extrem-
stellen fiir Funktionen in einer Variable folgt, dass g; in 0 ein isoliertes lokales Minimum und g

in 0 ein isoliertes lokales Maximum hat. Dies beweist die letzte Behauptung mit den Wahlen
Gj = {xo +tv;: t € R} fiir j € {1,2}. O

Warnung. Ist die Hesse-Matrixz in einem kritischen Punkt nur semidefinit, so kann — wie schon fir
Funktionen in einer Variable — keine Aussage iber das Vorliegen einer lokalen Extremstelle gemacht
werden. So haben etwa die Funktionen fi1, fo: R? = R definiert durch

fi(z,20) =22 + a3 und  fo(wy,20) = 2% + a5  fir (z1,22) € R?
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beide lediglich den Ursprung (0,0) als kritischen Punkt mit Funktionswert 0, und die Hesse-Matriz ist
dort jeweils von der Form

Hy, (0,0) = Hy,(0,0) = ((2) 8)

Die Funktion xo — f1(0,22) hat in xo = 0 weder Minimum noch Mazimum, so dass fir die Funktion f;
in (0,0) kein lokales Extremum vorliegt. Die Funktion f hingegen ist auf R?\ 0 strikt positiv, so dass fo
in (0,0) ein striktes lokales und sogar globales Minimum besitzt.

Beispiel 3.57.

(i)

(i)

Zu k € N gegebenen Punkten ay,...,a; € R™ (beispielsweise Messungen) wollen wir ein zy € R”
finden, das die Summe der quadratischen Abstédnde zu ay,...,a; minimiert, d.h. wir wollen die
Funktion f: R™ — R gegeben durch

k
) :Z|xfaj\2 fir x € R"
j=1
auf R™ minimieren. Als Gradient berechnet man fiir diese Funktion
k k
= ZV|x—aj|2 = 22 T —aj) = 2(kx—2aj),
Jj=1 Jj=1 Jj=1

und somit gibt es nur einen einzigen kritischen Punkt, ndmlich

1t

=3 Z
das arithmetisches Mittel der aq,...,ax. Als Hesse-Matrix hat man ferner Hy = 2k1,,,,, so dass
bei xg wegen Satz (ii) ein lokales Minimum vorliegt. Wegen f(x) — oo bei || — oo handelt
es sich sogar um ein globales Minimum und das arithmetisches Mittel der aq, ..., ax ist daher der

gesuchte Minimierer von f auf R"™.
Wir wollen die Funktion f: R? — R definiert durch
fx1,20) = (1 — 3)22 + 22(x1 +3) fiir (z1,25) € R
auf Extrema untersuchen. Diese Funktion ist auf ganz R? beliebig oft differenzierbar, und als
Gradient berechnen wir zunéchst
o (121 5).

Daher sind die einzigen Kandidaten fiir lokale Extremstellen die beiden kritischen Punkte (0, 0)
und (—2,0). Die Hesse-Matrix von f bestimmt man dann als

61‘1 +6 2%2
Hy (1, w2) = < 2x9 2z — 6) ’

so dass wir fiir die kritischen Punkte folgern:

H(0,0) = (g 06) ist indefinit = (0,0) ist ein Sattelpunkt von f,

H¢(—2,0) = <_06 _010> ist negativ definit = (—2,0) ist ein lokaler Maximierer von f.

Damit ist der Punkt (—2,0) die einzige Extremstelle von f, und wegen des asymptotischen Ver-
haltens f(z1,0) — oo im Limes 1 — oo liegt dort ein lokales, aber kein globales Maximum von f
vor.
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Bemerkung 3.58 (neue Phinomene fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen). Auch wenn fir die
Herleitung der notwendigen und hinreichenden Kriterien fiir innere lokale Extremstellen die entspre-
chenden Kriterien fiir Funktionen in einer Variable ausgenutzt wurden, gibt es einige Phdanomene, die
fiir Funktionen in mehreren Variablen auftreten kénnen, aber nicht fiir Funktionen in einer Variable,
und die das globale Verhalten der Funktion und ihrer lokalen Extrema betreffen. Dies liegt nicht an einer
komplizierteren Struktur des Definitionsbereichs oder maoglichen Undifferenzierbarkeitsstellen, sondern
dies passiert bereits fir glatte Funktion in zwei Variablen.

(1) Fiir Funktionen in einer Variable gibt es kein hinreichendes zweites Ordnungskriterium fir das
Vorliegen eines Sattelpunktes, fiir Funktionen in mindestens zwei Variablen stellt die Indefinitheit
der Hesse-Matrixz ein solches dar.

(2) Hat eine stetige Funktion g: R — R genau ein (striktes) lokales Extremum, so muss dieses bereits
global sein (wdre das nicht der Fall, so miisste es wegen der Stetigkeit von g eine Stelle x1 # xg
mit g(xo) = g(x1) geben, und nach dem Satz vom Mazimum und Minimum wiirde dann ein
weiteres Extremum echt zwischen xg und x1 angenommen werden).

Hat dagegen eine stetige Funktion f: R™ — R mit n > 2 genau ein lokales Extremum, so muss
dieses nicht global sein. Dies ist insbesondere fiir die Funktion f: R?> — R definiert durch

flar,m2) = a7 + (1 — 21)%23

fiir (z1,22) € R? der Fuall. Hier gelten

Y f(z1,2) <2x12(— 3(1 —x1)%x g)

(Z’l,fﬂQ) = f(xlax2)

1-— .’11‘1)3.’11‘2

und \

*~~~~‘e§-‘~*‘&‘o‘i

Hyi(z1,22) = 2+6(1 —a1)rd —6(1 —21)%22 s‘s‘.’eu“s‘ é\‘
f 1,42) — —6(1—7)1)2372 2(1_7)1)3 s ~

N
¢,~s

fir (vy,22) € RZ2  Man wverifiziert leicht, dass
(0,0) der einzige kritische Punkt von f ist und die
Hesse-Matriz dort positiv definit ist, also dort ein
isoliertes lokales Minimum wvorliegt. Fs ist jedoch
kein globales Minimum, wie man etwa anhand von
limg, o0 f(2,22) = —0c0 sieht.

(3) Hat eine stetige Funktion g: R — R zwei verschiedene lokale Minimalstellen xo,Zo € R, so muss
zwischen diesen beiden Punkten eine lokale Mazimalstelle liegen (denn nach dem Satz vom
Mazimum und Minimum wird das Mazimum von g auf [x1, 2] angenommen, und das sogar in
(x1,22), so dass dort ein lokales Mazimum vorliegt).

Fiir eine stetige Funktion f: R — R mit n > 2
dagegen kann es vorkommen, dass sie mehrere (sogar
unendlich wviele) lokale Extrema hat und diese alle

vom gleichen Typ sind. Dies passiert insbesondere fiir
die Funktion f: R? — R definiert durch

(z1,22) = f(z1,72)

far, @) = (2} = 1% + (s + 20+ 1)

fiir (z1,22) € R2. Diese Funktion ist offensichtlich
nicht-negativ, und man kann verifizieren, dass die
beiden Nullstellen (—1,0),(1,—2) der Funktion die
einzigen kritischen Punkte sind und beide globale Mi-
nimalstellen von f sind.

136



3.5 Der Umkehrsatz

Wir beschéftigen uns nun mit Kriterien, die sicherstellen, dass eine Funktion f: U — R™ auf einer
offenen Menge U C R™ entweder lokal um einen Bildpunkt f(z() mit 2o € U oder global auf ganz f(U)
eine Umkehrfunktion besitzt. Konkret untersuchen wir hier also die fiir viele Anwendungen fundamentale
Frage, ob das nichtlineare Gleichungssystem

flx)=y,

in dem n Gleichungen in n Unbekannten vorkommen, fiir gegebene y € R™ l6sbar ist und wie in diesem
Fall die Losung = des Gleichungssystems von dem Bildpunkt y abhéngt.

Fiir topologische Konzepte spielen Homéomorphismen eine wichtige Rolle, also stetige Abbildungen,
deren Umkehrabbildung existiert und stetig ist (vgl. Definition [2.62)). Fiir analytische Konzepte dagegen
benotigt man typischerweise Diffeomorphismen, die auch Differenzierbarkeit sowohl der Abbildung als
auch ihrer Umkehrabbildung verlangen.

Definition 3.59 (Diffeomorphismus). Es seien U,V C R™ offene Mengen. Wir nennen eine bijektive
Abbildung f: U — V einen C'-Diffeomorphismus von U auf V, falls sowohl f als auch die Umkehrabbil-
dung f~1 stetig differenzierbar sind. Sind f und f~' sogar k-mal stetig differenzierbar fiir ein k € IN, so
bezeichnen wir f als einen C*-Diffeomorphismus, und sind f und f~1 beliebig oft stetig differenzierbar,
dann als einen C'°°-Diffeomorphismus.

Beispiel 3.60. Die Abbildung f: R x (—m,7) — R?\ (Ry % {0}) von Polarkoordinaten auf kartesische
Koordinaten definiert durch

f(r, @) = (rcos(p),rsin(p)) fiir (r,¢) € R x (=7, 7)

aus Beispiel ist ein C°°-Diffeomorphismus von der offenen Menge R™ x (—m, ) auf die offene Menge
der geschlitzte Ebene R?\ (R, x {0}). Die Umkehrfunktion f~! ist auf der rechten Halbebene gegeben
durch

@, 22) = (23 + x%)%,arctan(xg/xl)) fiir (v1,22) € RT x R.

Die Frage der lokalen und globalen Umkehrbarkeit einer Funktion in einer Variable wurde bereits in
der Analysis I untersucht. Hier gelten fiir (stetig) differenzierbare, injektive Funktionen f: I — R auf
einem Intervall I C R die folgende lokale und (daraus resultierende) globale Variante des Umkehrsatzes:

o Ist xp € T mit f/'(zg) # 0, so gibt es eine Umgebung Iy C I von zg, so dass die Einschrinkung
flro: Io — f(Ip) invertierbar und die Umkehrfunktion (f|7,)~*: f(Io) — Iy (stetig) differenzierbar
ist.

o Gilt f'(zg) # 0 fiir jedes zo € I, so ist f: I — f(I) invertierbar und die Umkehrfunktion
ft: f(I) — I (stetig) differenzierbar.

In beiden Situationen gewinnt man iiber den Zusammenhang f~! o f(z) = x fiir * € Iy bzw. x € |
und die Anwendung der Kettenregel aulerdem eine einfache Berechnungsformel fiir die Ableitung der

Umkehrfunktion
(FH (f(@) = (f' ().

Wir koénnen also die Ableitung der Umkehrfunktion aus der Ableitung der Funktion selbst bestimmen,
ohne die Umkehrfunktion konkret zu berechnen. Wir wollen nun eine Verallgemeinerung dieser Resultate
fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen beweisen. Betrachten wir zunéchst den Spezialfall einer
affinen Abbildung f: R" — R"™ gegeben durch f(z) := Az + b mit A € R"™"™ und b € R", so ist
lokale Invertierbarkeit von f genau dann moglich, wenn die Matrix A invertierbar ist. In diesem Fall
hat man sogar die explizite Darstellung der Umkehrfunktion mittels f~!(y) = A=(y — b), und somit
gilt D(f~Y(y) = A= = (Df(f~'(y)))~'. Ist f eine nicht-lineare Funktion, die stetig differenzierbar
und damit von erster Ordnung approximierbar ist, so konnte man lokale Umkehrbarkeit von f unter der
analogen Bedingung erwarten, dass D f(xg) invertierbar ist. Dass dies tatsédchlich der Fall ist, werden
wir gleich beweisen, erinnern aber fiir spétere Zwecke erst an einige Eigenschaften zur Rechnung mit
Matrizen aus der linearen Algebra.
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Lemma 3.61.
(i) Die Abbildung det: R™*™ — R der Determinantenbildung, also

det(A) = Z Sign(a)ald(l) Ceest Qpo(n) de A= (aij)i,jG{l,...,n}
oeX,

wobei ¥, die Menge aller Permutationen der Zahlen {1,...,n} bezeichnet, ist beliebig oft stetig
differenzierbar.

(ii) Die Menge GL(n) :={A € R"*™: det(A) # 0} der invertierbaren Matrizen ist eine offene Menge
in R™*™.

(iii) Die Abbildung Inv: GL(n) — GL(n) der Matrizinvertierung, definiert als Inv(A) = A~ fir
A € GL(n), ist beliebig oft stetig differenzierbar.

Beweis.

(i) Die Determinante ist ein Polynom in den Matrixelementen und daher ist die Determinantenbildung
als Funktion von R™*" nach R insbesondere beliebig oft differenzierbar.

(ii) Die Menge GL(n) ist das Urbild der offenen Menge R \ {0} unter der Determinantenabbildung.
Da die Determinante nach (i) stetig ist, folgt aus Satz [2.59] dass GL(n) als Urbild unter einer
stetigen Abbildung eine offene Menge in R™*™ ist.

(iii) Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass man die Inverse einer invertierbaren Matrix A € GL(n)
darstellen kann mittels der Formel

A™! = (det(A)) "1 (Cof(A))T,
wobei Cof(A) € R"*" die Kofaktormatrix von A bezeichnet, deren Eintrige gegeben sind durch
(Cof(A))ij = (1) det(A(3, 7)) fiir4,5 € {1,...,n}

und hierbei A(i,j) die Matrix in R™=D*(™=1) darstellt, die bei Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte von A entsteht. Aus dieser Darstellung sieht man, dass A~! als rationale Funktion
von Polynomen in den Matrixelementen (mit nicht-verschwindendem Nenner) geschrieben werden
kann, also die Invertierung einer Matrix ebenfalls eine beliebig oft differenzierbare Abbildung
darstellt. O

Nun kommen wir zum angekiindigten Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit einer stetig differenzierba-
ren Funktion f: U — R™ fiir eine offene Menge U C R™. Dieser besagt, dass die lokale Invertierbarkeit
der Jacobi-Matrix D f(zo) in einem Punkt xy € U garantiert, dass f als Abbildung auf einer hinreichend
kleinen Umgebung von z in eine geeignete Umgebung von f(z() invertierbar ist und dass diese Umkehr-
funktion ebenfalls differenzierbar ist. Analog zur Situation einer Funktion in einer Veranderlichen folgt
aus der Kettenregel die Formel D(f~1)(f(zo)) = (Df(xo))~! fiir die Ableitung der Umkehrfunktion,
wie wir bereits in Korollar [3.21] gesehen haben. Die Quintessenz dieser Aussage ist wie zuvor, dass wir
das grundsétzlich schwierige Problem der lokalen Invertierbarkeit einer Funktion auf das wesentlich ein-
fachere Problem der Invertierbarkeit der quadratischen Matrix der Ableitung zuriickgefiihrt haben, und
dass wir wiederum die Ableitung der Umkehrfunktion in einem Bildpunkt bestimmen kénnen, indem
wir die Ableitung der Funktion im Urbild bestimmen und eine Martrixinvertierung vornehmen.

Satz 3.62 (lokaler Umkehrsatz). Es sei U C R™ eine offene Menge und f € CH(U,R™). Ist zg € U ein
Punkt, so dass
Df(xg) € R™™™ invertierbar ist,

so gibt es eine offene Umgebung Uy C U von g, so dass Vo := f(Uy) eine offene Umgebung von f(xo)
ist und so dass die auf Uy eingeschrinkte Abbildung flu,: Uy — Vo ein C*-Diffeomorphismus ist mit

D(flg)(f(x)) = (Df(x))™"  fir alle x € Uy
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Beweis. Schritt 1: Reduktion auf eine Modellsituation. Wir iiberlegen uns zunéchst, dass wir ohne Ein-
schrinkung annehmen kénnen, dass x9 = f(zo) = 0 sowie D f(z0) = 1,xn gelten. Andernfalls kénnen
wir auf die Funktion f € C*(U — x, R™) definiert als

F(@) = (Df(0)) "' [f (& + m0) — f(wo)] fir 7 €U — a0

iibergehen, und fiir diese verifiziert man wegen o € U sofort 0 € U — o sowie nach Definition von f
auch

F(0) = (Df(x0) ' [f(w0) = f(x0)] =0 und  DF(0) = (Df(w0)) ' Df(x0) = Lnsn-
Schritt 2: Bestimmung von Vy und Uy tber eine Umformulierung als Fixpunktproblem. Um die Um-
kehrfunktion lokal in der Nahe des Ursprungs zu konstruieren, definieren wir uns zu einem beliebigen
y € R™ eine Abbildung T},: U — R™ mittels

Ty(x) =y+a— f(x) firzel.

Damit haben wir die Aquivalenz
Iy(z)=z < [f(@)=y,

so dass wir die Bestimmung der Losungen f~1(y) auf ein Fixpunktproblem fiir die Abbildung T,
iiberfithrt haben. Dessen eindeutige Losbarkeit wollen wir nun mittels des Banachschen Fixpunktsat-
zes [2.106] beweisen, zumindest fiir alle y in einer kleinen Umgebung des Ursprungs. Wegen der Offenheit
von U und der Stetigkeit der Ableitung Df fixieren wir zuniichst einen Radius » > 0 mit B,.(0) C U
und

IDF(x) = Lnsnllop = [ DF(@) = DFO)]|op < % fiir alle = € B, (0), (3.4)

wobei wir hier die Operator-Norm auf R"*" ~ L(R"™, R") verwenden. Fiir beliebige Punkte x, 2z’ € B,.(0)
erhalten wir dann mithilfe der komponentenweisen Anwendung des Mittelwertsatzes IT aus Lemma [3.22]
auf die Abbildung T}, mit DT, = 1,x, — Df und einen Pfad v: [0,1] — R"™ gegeben durch ~(t) =
tx + (1 —t)a’ fir t € [0,1] die Abschétzung

1 1
@) - T, = | [ DTowr e < [ D760l @l < gle-al. 65

Dies bedeutet gerade, dass T, auf BT(O) Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante 1/2, also eine strikte
Kontraktion ist. Speziell fiir ' = 0 sehen wir anhand der letzten Ungleichung auflerdem

Ty ()| < |Ty(2) = T, (0)] + |7, (0)] < %Iﬂf\ + [y,
so dass Ty, (z) € B,(0) fiir y € B,/2(0) und z € B,(0) gilt. Fiir solche y ist die Funktion T),: B,(0) —
B,(0) C B,(0) also eine Selbstabbildung. Da schlielich B, (0) als abgeschlossene Menge eines vollstén-
digen Raums selbst vollstindig ist, konnen wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden und finden so
fiir jedes y € B,/»(0) ein eindeutiges z € B, (0) mit T, (Z) = Z (beachte, dass wegen Ty (B,(0)) C B,(0)
der Fixpunkt tatséchlich in der offenen Kugel B,.(0) liegt). Zuriickiibertragen auf die Abbildung f
bedeutet das gerade, dass wir fiir jedes y € B,./5(0) ein eindeutiges # € B,(0) mit f(z) = y finden.
Dementsprechend wéhlen wir nun

Vo == B,2(0) und U= f~'(Vo) N B,(0).

Nach Definition ist Vg also eine offene Umgebung von 0, f~1(V;) als Urbild einer offenen Menge offen
und enthélt 0, und somit Uy als Schnitt zweiter offener Mengen offen und damit ebenfalls eine offene
Umgebung von 0. Zudem gilt nach Definition, dass f: Uy — V} eine bijektive Abbildung ist, wobei die
Umkehrfunktion (f|y,) "t gerade durch die oben konstruierte Abbildung y +— Z gegeben ist.
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Schritt 3: Lokale Lipschitz-Stetigkeit von (fly,)™t auf Vo. Zu beliebigen Punkten y # ¢ € V,
bezeichnen wir mit z, 2’ € Uy die Punkte mit f(z) = y und f(z’) = 3. Nach obiger Definition von Tj
sowie der Abschitzung (3.5) gilt dann

|z — 2’| = [To(x) + f(z) — To(a') — f(2)]
< |To(z) = To(@)] + [ f () — f(2)] < %Ix — '+ |f (@) = ()],

also wegen
o —a'| <2f(z) = f=)] & [(fluo) " (W) — (floo) T @) < 2y — |
die Lipschitz-Stetigkeit von (f|r,)~! auf Vo mit Lipschitz-Konstante 2.
Schritt 4: Invertierbarkeit von D f(x) fir alle x € Uy. Wére D f(z) fiir ein o € Uy nicht invertierbar,
dann finden wir einen Vektor v € R™ mit |v| = 1 und Df(z)v = 0. Somit hétten wir aber einen
Widerspruch wegen

1
((Df(@) = Lnxn)v] = o] = 1> 5 2 [Df(2) = Lnxallop,

wobei die letzte Ungleichung nach Wahl von Uy C B,.(0) und wegen gilt.

Schritt 5: Stetige Differenzierbarkeit von (f|y,) ™! auf Vo. Es seien y # ¢’ € Vp und z, 2’ € Uy wieder
wie in Schritt 3 mit f(z) = y und f(z') = 3. Wir wollen im Folgenden nun zunichst die Definition
der Differenzierbarkeit von (f|y,)~! bei y nachweisen, mit Ableitung (D f(x))~!. Dazu schreiben wir
sie erst um und schétzen dann ab:

(o) @') = (flog) () = (DF@) W —y)l _ |2 — 2 — (Df (@)~ (f(@') — f(2))]

|y’ _y‘ |y/ _y‘
< H(Df(x))71|‘0p [ Df(z)(x —|Z/)_—yfl(x )+ f(x)]
(DA (@) o LS <ﬁ>$/—_Dxf<z><w’ — )| |(fluw)~ (ZQ/ - ;{w ()|

Wir betrachten nun den Grenzwert iy’ — y. Wegen der Stetigkeit von (f|y,) ! auf Vo impliziert dies ge-
rade ' — z. Der erste Term auf der rechten Seite ist eine Konstante, der zweite Term konvergiert wegen
der Differenzierbarkeit von f bei x gegen 0, und der dritte Term ist wegen der in Schritt 3 bewiesenen
Lipschitz-Stetigkeit von (f|y,)~! beschrinkt durch 2. Daraus folgern wir nun die Differenzierbarkeit
von (f|y,)~! in jedem beliebigen Punkt y € Vp. Die Ableitung ist dabei von der Form

D((flu,)™") =TnvoDfo f~

und somit wegen Lemma [3.61] als Verkettung stetiger Abbildungen wieder stetig. Damit ist die stetige
Differenzierbarkeit von (f|y,)~! auf Vy bewiesen und der Beweis des Satzes abgeschlossen. O

Bemerkung 3.63.

(1) Auf die Voraussetzung der Invertierbarkeit der Ableitung kann bereits fir Funktionen in einer
Variable nicht verzichtet werden: die Funktion f: R — R definiert durch f(x) = 23 fiir v € R ldsst
sich diberall lokal umkehren, und die Umkehrfunktion ist gegeben durch f='(y) = y'/3 fir y € R.
In diesem Beispiel verschwindet die Ableitung von f im Ursprung, ist also micht invertierbar,
und der lokale Umkehrsatz gilt hier tatsdichlich nicht, da die Umkehrfunktion im Ursprung nicht
differenzierbar ist.

(2) Beim Umkehrsatz handelt es sich um eine lokale Aussage, und anders als im Fall von Funktionen
in einer Variable kann man nicht direkt eine globale Version ableiten, selbst wenn die Ableitungen
Df(x) fiir alle x € U invertierbar sind. Beispielsweise ist die Funktion f: R? — R? definiert
durch

exp(xy) cos(z .
f(z1,22) :z( p(z1) . ( 2)) fiir (z1,15) € R

exp(x1) sin(xs)
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auf R? beliebig oft stetig differenzierbar und die Ableitung

_ [exp(x1) cos(z2) —exp(zq)sin(za)
Df(w1,32) = (exp(xl) sin(xg)  exp(x1) cos(zz) )

wegen det(D f(z1,22)) = exp(2z1) # 0 fiir alle (z1,z2) € R? invertierbar. Es existiert jedoch keine
globale Umkehrfunktion, da f in der Variable xo periodisch und somit nicht injektiv ist. Unter der
zusdtzlichen Annahme der Injektivitit kann man aus der lokalen Umkehrbarkeit jedoch die globale
Umkehrbarkeit folgern, siehe Korollar [3.64]

(3) Induktiv lidsst sich aus der Darstellung der Ableitung von f~ leicht sehen, dass sich die Regularitit
von f unmittelbar auf f~1 iibertrigt und insbesondere im Fall f € C*(U,RN) fiir ein k € N auch
f~t e CF(Vo, Uy) gilt, also in diesem Fall f|y, ein C*-Diffeomorphismus von Uy auf Vy ist.

Korollar 3.64. Es sei U C R" eine offene Menge und f € C*(U,R™), so dass D f(xo) fir alle zog € U
invertierbar ist. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Offenheitssatz: die Menge f(U) ist offen,
(i) Globaler Umkehrsatz: ist f zusditzlich injektiv, so ist f: U — f(U) ein Ct-Diffeomorphismus.
Beweis.

(i) Als Konsequenz des Umkehrsatzes wissen wir, dass zu jedem x € U eine offene Umge-
bung U, C U von x existiert, so dass f|y,: U, — f(U,) ein C!-Diffeomorphismus ist. Wegen
der Stetigkeit der Umkehrfunktion und Satz haben wir damit insbesondere, dass f(U,) =
(f |(}i)_1(UE) eine offene Menge ist. Schreiben wir nun

) = £,

zeU
so ist ersichtlich, dass f(U) als Vereinigung offener Mengen selbst offen ist.

(ii) Da f: U — f(U) injektiv ist, existiert die Umkehrfunktion f=!: f(U) — U, und diese ist stetig, da
nach (i) fiir jede offene Menge Uy C U das Urbild (f~1)~1(Uy) = f(Up) offen ist. Daraus schliefen
wir, dass f: U — f(U) ein Homdomorphismus ist. Da weiter Differenzierbarkeit von f~! eine lokale
Eigenschaft ist, folgt die Behauptung direkt aus Satz iiber die lokale Differenzierbarkeit der
Umkehrfunktion. O

3.6 Der Satz iiber implizite Funktionen

Wir diskutieren nun ein dhnliches Problem wie im letzten Abschnitt, und zwar das Losen von nichtlinea-
ren Gleichungssystemen, bei denen es weniger Gleichungen als Unbekannte gibt. Konkret untersuchen
wir fiir eine Funktion f: U — RY auf einer offenen Menge U C R"™ und mit n > N die Frage, wie
Urbilder eines Punktes aus RY unter der Abbildung f strukturell aussehen, und hierbei kénnen wir uns
nach Translation auf die Untersuchung der Nullstellenmenge, also des Urbildes f~1(0) vom Ursprung,
beschrinken, entweder lokal um eine gegebene Nullstelle von f oder global auf ganz U.

Beispiel 3.65. Es sei f: R? — R gegeben durch
flz,y) =2* +9y* -1 fiir (z,y) € R

Die Nullstellenmenge von f ist offensichtlich der Einheitskreis S* := {(z,y) € R?: 22 + ¢y = 1}.
Ist eine Nullstelle (29, o) € S mit yo # 0 gegeben, so kénnen wir die Nullstellenmenge von f lokal
um die gegebene Nullstelle (xg,yo) iiber den Graph einer Funktion g: (—1,1) — R definiert als
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g(x) == sign(yp)(1 — xQ)% fir x € (—=1,1)

beschreiben als

FH0) N ((=1,1) x (sign(yo) — 1,sign(yo) + 1))
={(z,g(z)): z € (-1,1)}.
Lokal um die beiden Nullstellen (+1, 0) ist eine solche Darstellung als

Graph einer Funktion in z nicht méglich (denn hier miissten jedem
Punkt = die beiden Werte +(1 — 22)'/2? zugewiesen werden).

Eine explizite Bestimmung der Nullstellenmenge einer Funktion oder allgemeiner ihrer Urbilder ist —
wie auch die Bestimmung der Umkehrfunktion — hiufig schwierig, und daher versucht man, ein &hnlich
einfaches Kriterium fiir die Darstellbarkeit als Graph zu finden wie fiir die lokale Umkehrbarkeit einer
Funktion in Satz [3.62] Da man die Losung eines Gleichungssystems sucht, in dem mehr Unbekannte
als Gleichungen vorkommen, handelt es wie im Beispiel [3.65] des Einheitskreises hiufig um eine gan-
ze Losungsmenge. Fiir eine dhnliche lokale Darstellung der Nullstellenmenge als Graph einer Funktion
spaltet man typischerweise die unabhingigen Variablen aus U in (x,y) € R*~Y x RN auf, fixiert dann
die Komponente z € R"~" und betrachtet schlieBlich die Funktion y ++ f(z,y) in der unabhzingigen Va-
riable y € RY. Damit ist man wieder in einer Situation, in der gleich viele Unbekannte wie Gleichungen
vorliegen. Unter geeigneten Voraussetzungen kann man nun eine eindeutige Losung y(x) finden. Da man
die z-Komponente fixiert hat, erscheint es angesichts des Umkehrsatzes sinnvoll, dass die Ableitung
der Abbildung y — f(z,y) (die eine Teilmenge von R nach R” abbildet) invertierbar sein muss. Dazu
fiithren wir eine geeignete Notation ein: wir schreiben D, f(x,y) € L(R"™ N, RY) ~ R¥*X(=N) fiir die
Ableitung nach z definiert als D, f(z,y) :== D(z — f(z,y)) und entsprechend D, f(z,y) € L(RN,RY) ~
RNV fiir die Ableitung nach y definiert als D, f(x,y) :== D(y + f(z,y)). Fiir f € C1(U,RY) haben
wir dann die einfachen Darstellungen als

Ifi(z,y) - On-nfilz,y)
Dof(w,y) = : : € RMX(n1,
ofn(zy) - On—nfn(zy)
und
On-n+1fi(zy) - Onfi(z,y)
Dyf(z,y) = : : e RN,
On—n+1fn(T0) - Onfn(z,y)

so dass wir die totale Ableitung von f dann schreiben kénnen als

Satz 3.66 (iiber implizite Funktionen). Es sein > N € N, U ¢ R" N x RN ~ R" eine offene Menge,
f € CHU,RN) eine Funktion und (xq,yo) € U mit f(xo,y0) = 0. Falls

D, f(z0,y0) € RN*N invertierbar ist,

dann ezistieren offene Umgebungen U} C RN wvon zo, U € RN wvon yo sowie eine Funktion g €
CH UL, UY) mit der Eigenschaft, dass die Niveaulinie f~1(0)N (U} x U{/) gerade der Graph von g auf U}
ist, also so dass fiir alle (z,y) € U x UY

flz,y) =0 & y=g(x)

gilt. Fiir die Ableitung von g gilt aufSerdem

Dy(x) = —(Dyf(x,g(x))) " Duf(x,g(x)) fiir alle z € Uy,
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($,y)’—)f($7y) {(x,y) f(lvy):(]}

Uy x Ul
L7 g(z)

Beweis. Die Idee des Beweises ist es, die Funktion f durch das Hinzufiigen von n — N geeigneten
weiteren Komponentenfunktionen zu einer Funktion F': U — R™ zu erweitern, so dass einerseits eine
“Graphenstruktur” in der z-Variable vorliegt und andererseits der Umkehrsatz anwendbar ist. Dazu
setzen wir

F(z,y) = (z, f(z,y)) fir (z,y) €U
und bemerken, dass die Ableitung DF': U — L(R™,R™) von der Form

ist. In (2o, yo) gilt aufgrund der Blockstruktur von DF'(x,y) nach Voraussetzung

det(DF (zo,y0)) = det(Dy f(z0,%0)) # 0,

also ist DF(xg,y0) € R™*™ invertierbar und der lokale Umkehrsatz auf F bei (zg,yo) anwendbar.
Damit finden wir offene Umgebungen Uy C U von (zo,y0), Vo € R™ von F(xg,y0) = (x0,0), so dass
die auf Uy eingeschrinkte Abbildung F|y, : Uy — Vp ein C'-Diffeomorphismus ist. Nach gegebenenfalls
einer Verkleinerung von V) kénnen wir hierbei annehmen, dass Vy = U} x V{’ fiir offene Umgebungen
U, ¢ RN von x¢ und Vy’ € RY von 0 gilt. Wegen der Tatsache, dass F bijektiv ist und in den
ersten n — N Komponenten gerade als Identitdtsabbildung, in den restlichen N Komponenten als die
stetige Funktion f definiert ist, gilt entsprechend Uy = U} x U}/, mit einer offenen Menge U} C RY, die
nach Voraussetzung yo enthilt. Wegen der Struktur mit der Identitdtsabbildung in den ersten n — N
Komponenten von F muss die Umkehrfunktion (F|y;xuy) ™" : Uy x Vy' = Uy x Ug zudem von der Form

(Flugwvg) (@,2) = (2. h(z,2)) fiir (2,2) € Up x Vg € RN x RV

sein, mit einer Funktion h € CY(U, x V{', UY'). Wegen der Injektivitiit von Fly;xuy haben wir schlieBlich
fiir (z,y) € Uj x U die Aquivalenzen

f@y)=0 < F(z,y) =(z,0)
g (z,y) = Fﬁl(‘rao) = (:L‘,h(l‘,())) < Y= h(I,O)

Definieren wir nun g € C1 (U}, Ug) mittels
g(z) = h(z,0) fiir z € U],

so haben wir damit die behauptete Aquivalenz f(x,y) = 0 < y = g(x) fiir (x,y) € U} x U} bewiesen.
Um noch die Formel fiir die Ableitung einzusehen, bemerken wir, dass nach Konstruktion von g die
Identitét
flz,g(z)) =0 fiir alle z € U}
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gilt, so dass aus der Kettenregel aus Satz [3.1§]
d

0= ——(f(z,9(x))) = Do f(z,9(x)) + Dy f(x, 9(x)) Dg(x) fiir alle z € Ug
folgt. Wegen der Invertierbarkeit von DF(z,g(x)) und damit auch von D, f(x,g(z)) fir z € U gilt
nach Umstellung der obigen Identitéit also auch die letzte Behauptung. O

Bemerkung 3.67.

(1) Wie Satz von der lokalen Umbkehrbarkeit ist der Satz iber implizite Funktionen eine
lokale Aussage und sichert die Existenz von Nullstellen einer Funktion in impliziter Beschreibung
nur in der Nihe der gegebenen Nullstelle (zq,yo).

(2) Ist g € CYH(UL,UY) eine implizite Darstellung der Nullstellen von f in Uy x U{/, also mit
flz,y) =0 & y=g(),

so kann man sich die Formel fiir die Ableitung Dg einfach iber die Kettenregel herleiten (vgl. das
Ende des Beweises) und so merken: wegen der Konstanz von x — f(x, g(x)) gilt

%f(xag(iﬂ)) =0 < D,f(z,9(x))+ Dyf(x,g(z))Dg(x) =0 firz e Uy.

(3) Induktiv lisst sich aus der Darstellung der ersten Ableitung von g leicht sehen, dass sich Regularitiit
von f unmittelbar auf g tibertrigt und insbesondere im Fall f € C*(U,RYN) fiir ein k € N auch
g € CkUL,UYY gilt.

Beispiel 3.68. Wir betrachten die Funktion f: R x R? — R? gegeben durch

3+ 12+ v
y1—y2) + (y1 +y2)* +2

fiir (z,91,92) € R x R% In der Nihe der Nullstelle (—1,2, —1) soll die Gleichung f(x,y1,y2) = 0 nun
nach y; und yo aufgelost werden, d.h. diese Variablen als Funktionen in x ausgedriickt werden. Dazu
berechnen wir zunéchst die Ableitung D, f(x,y1,y2) in der Nullstelle als

f(@,y1,92) = (x(

_ 21 3y3 B (43

Die Matrix D, f(—1,2,—1) € R?*? ist invertierbar und daher finden wir nach Satz eine offene
Umgebungen U} von = —1 und U} von (y1,y2) = (2, —1) sowie eine stetige Funktion g: U} — U}/ mit
g(—1) = (2,-1), so dass f(z,g(z)) = 0 fiir alle z € U] gilt und alle Nullstellen von f in U} x U} gegeben
sind durch die Menge {(z,g(x)): € U}}. Wir berechnen nun noch D, f(x,y1,y2) = (3,51 — y2)* und
erhalten damit fiir die Ableitung von g in x = —1

g(—1) = —(Dy f(~1,2,-1))) "' D, f(~1,2,-1)

(4 3\T'/3\ 13 -3\ (3 [0
B 1 3 3/ 9\-1 4 3/ \-1)°
Im Satz iiber implizite Funktionen wurde die Nullstellenmenge lokal durch den Graph einer
Funktion ¢ in der ersten Variable ausgedriickt. Fiir manche Nullstellen ist dies jedoch nicht méglich,

wie wir bereits in Beispiel fiir die Nullstellen (xg,yo) = (£1,0) gesehen haben. Dort wire es jedoch
moglich gewesen, die Nullstellenmenge durch eine Funktion g in der zweiten Variable auszudriicken als

F7H0) N ((sign(zo) — 1,sign(xo) + 1) x (=1,1)) = {(9(y),y): y € (-1,1)},

mit g € C'((—1,1)) definiert durch g(y) := sign(z)(1—2)/? fiiry € (-1, 1). Ein allgemeines Kriterium,
dass man die Nullstellenmenge einer Funktion nach RY in n > N Variablen lokal (gegebenenfalls nach
Umsortierung der Variablen) als Graph in irgendwelchen N Komponenten ausdriicken kann, erhéilt man
iiber den Rang der Ableitung:
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Korollar 3.69 (iiber implizite Funktionen mit Rangbedingung). Fs sein > N € N, U C R"™ eine
offene Menge, f € CY(U,RYN) eine Funktion und xo € U mit f(x¢) = 0. Falls

Df(zo) € RN*™ den mazimalen Rang N hat,

dann existieren eine Zerlegqung R™ = E' X E" in eine direkte Summe von Unterriumen E',E" der
Dimensionen n — N und N (und © = z’' + 2" mit 2’ € E' und 2" € E" fir alle x € R™), offene
Umgebungen Uy C E' von g, Uy C E” von xy, sowie eine Funktion g € C*(Uy, Uy') mit der Eigenschaft,
dass fir alle (z',2") € Uy x Uy die Aquivalenz

f(xl’x//) — 0 o= x/l — g(m/)

gilt. Dabei kann E" als der von ej,, ..., e;, erzeugte Unterraum des R™ gewdhit werden, so dass die N
Vektoren Dj, f(xo),...,Djy f(zo) linear unabhingig sind.

Beweis. Wegen der Rangbedingung findet man zuniichst N Spalten ji,...,j5 € {1,...,n} der Ma-
trix Df(z¢), die linear unabhiingig sind. Dann sortiert man die Komponenten des R™ so um, dass
Dj, f(x0),...,Djy f(zo) die letzten N Spalten von D f(x¢) werden und wendet dann Satz an. O

3.7 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Wir untersuchen noch einmal eine differenzierbare Funktion f: U — R fiir eine offene Menge U C R"™
auf lokale Extrema, stellen im Gegensatz zu Kapitel nun jedoch zusétzliche Nebenbedingungen,
ndmlich das f nur auf einer geeigneten niederdimensionalen Menge betrachtet wird. Solche Nebenbe-
dingungen sind insbesondere fiir Optimierungsprobleme relevant, bei denen man sich gewissermafien nur
fiir die Optimierung unter “relevanten” Zusténden interessiert. So ist etwa die Temperatur auf der Welt
grundsitzlich eine Funktion, die auf (einer Teilmenge des) R? definiert ist, jedoch interessiert man sich
im Allgemeinen nur fiir lokale extremale Temperaturen auf der Erdoberfliche, was man néherungsweise
als eine zweidimensionale Sphére auffassen kann, oder entlang einer Route, die man als eindimensionale
Kurve interpretieren kann. Eine solche Nebenbedingung ldsst sich tiber die Nullstellenmenge einer Funk-
tion beschreiben, so dass wir (lokale) Extrema unter einer Nebendingung wie folgt einfiihren kénnen:

Definition 3.70 (Extremum und Extremstelle unter einer Nebenbedingung). FEs sei (X,d) ein metri-
scher Raum und f: X — R, b: X — R™ Funktionen mit m € IN. Wir sagen, dass f in einem Punkt
xg € X ein lokales Minimum bzw. lokales Maximum unter der Nebenbedingung b hat, falls b(z¢) = 0
gilt und eine Umgebung V- C X wvon x¢ existiert mit

fzo) < f(z) bazw. f(xo) > f(x) fir allex € V mit b(z) = 0.

In diesem Fall nennen wir xo auch einen lokalen Minimierer bzw. lokalen Maximierer von f unter der
Nebenbedingung b. Bei einem lokalen Minimum oder Mazimum unter der Nebenbedingung b sprechen wir
auch von einem lokalen Extremum unter der Nebenbedingung b und bei einem lokalen Minimierer oder
Mazimierer unter der Nebenbedingung b von einer lokalen Extremstelle unter der Nebenbedingung b.

In einem Punkt xg € U liegt also genau dann ein lokales Minimum oder Maximum der Funktion f
unter der Nebenbedingung b vor, falls die auf die Urbildmenge M := b~!(0) C U eingeschrinkte Funk-
tion f|pr: M — U ein lokales Minimum oder Maximum in z( hat. Die notwendigen und hinreichenden
Kriterien fiir lokale Extremstellen aus Kapitel sind auf solche Probleme im Allgemeinen nicht mehr
anwendbar. Bei differenzierbaren Funktionen auf (Teilmengen des) R™ erhalten wir nun das folgende
notwendige Kriterium fiir lokale Extremstellen unter einer Nebenbedingung:

Satz 3.71 (notwendiges Kriterium erster Ordnung fiir ein (lokales) Extremum unter einer Nebenbe-
dingung). Es sei U C R™ eine offene Menge, f € CH(U) und b € C*(U,R™) fiir ein m < n. Falls f
in einem Punkt xo € U ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung b und Db(xg) den mazimalen
Rang m hat, so sind die Vektoren

Vf(xzo), Vbi(xo), ..., Vbn(xo) linear abhdingig,
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d.h. es existieren eindeutig bestimmte Zahlen A1, ..., A\, € R mit der Eigenschaft
Vf(zo) = Z AeVbe(z). (3.6)
=1
Beweis. Im Folgenden schreiben wir fiir die unabhiingige Variable z = (2/,2”) € R*™™ x R™. Gegebe-
nenfalls nach Umnummerierung des Koordinaten diirfen wir annehmen, dass die Matrix
Dyib(xg) = Dyrb(zg, x5) € R™*™ invertierbar ist. (3.7)

Wir betrachten nun zunichst die letzten m Eintridge von V f(zg) (also die Anleitung von f nach der
x’-Variable). In diesen letzten m Eintrigen ldsst sich die Forderung (3.6) umschreiben zu

Z )\gajbg(lﬂo) = @f(xo) fiir alle ] S {Tl —m+ 17 .e ,TL} = ()\1, ey Am)Dm//b(Io) = Dzl/f(xo),
(=1

was wegen der Invertierbarkeit von D,»b(xg) auf

()\1, ey >\m) = Dx//f(xo)(DI//b(on))il

als einzig mogliche Wahl fiir die Zahlen Ay, ..., )\, fithrt. Wir miissen noch zeigen, dass damit automa-
tisch auch die Identitat (3.6)) in den ersten n — m Eintrégen gilt. Wegen (3.7)) existieren nach Satz
offene Umgebungen Uy C R™™™ von x4, Uy C R™ von z sowie eine Funktion g € C*(Up, Uy') mit der
Eigenschaft, dass fiir alle (z/,2") € Uj x Uj die Aquivalenz
b(z',2") =0 & 2" =g(a)
gilt. Zudem erfiillen die Ableitungen die Gleichung
Dg(z') = —(D$r1b(m’,g(az’)))_lDzrb(m’,g(:ﬁ’)) fiir alle 2" € U}

Da x¢ = (z(, () nach Voraussetzung eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung b ist,
hat die Funktion Uj 3 2’ — f(a, g(2')) bei x{ ein lokales Extremum. Folglich gilt nach Satz und
unter Beriicksichtung von g(z}) = x{, sowie der Formel fiir die Ableitung Dg(z()

= %f(a?fp 9(x0)) = Dy f(x0, 9(x0)) + Dar f (20, 9(20)) Dg(p)
= Dy f(0) — D f (20) (Dab(20)) ™ Darb(o).

Mit der Definition von (A, ..., \;,) fithrt dies auf

0

Dx/f(l‘o) = (Al,.-.,Am)Dx/b(xO) =4 8Jf(.1‘0) = Z)\@@jbg(l‘o) fiir allej S {1,...,n—m},
=1

womit der Beweis des Satzes abgeschlossen ist. O
Bemerkung 3.72.

(1) Die Zahlen A1,..., A\ € R nennt man Lagrange-Multiplikatoren und die Aussage des Satz be-
zeichnet man auch als die Multiplikatorenregel von Lagrange.

(2) Ein Spezialfall des obigen Satzes mit einer skalarwertigen Funktion als Nebenbedingung (also mit
m = 1) stellt Satz tber das notwendige Kriterium erster Ordnung fir lokale Extremstellen
auf einem implizit beschriebenen Rand dar.
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(3) Will man die lokalen Extremstellen einer Funktion f € CY(U) unter einer Nebenbedingung b €
CY(U,R™) bestimmen, so gibt Satz eine allgemeine Anleitung fiir das Vorgehen: zundchst
stellt man das System von n + m Gleichungen

81f(l‘) = /\1811)1(%') + ...+ /\mﬁibm(x) fir alle i € {1, L. ,’I’L}
und
bj(x) =0 firalleje{1,...,m}

in den n+m unbekannten Variablen x1,..., T, und \1, ..., Ay auf und bestimmt dessen Ldésungen.
Formal erhdilt man dieses System an Gleichungen auch, wenn man die Lagrange-Hilfsfunktion

L(zy, ... @n, My dm) = fx1, 00 @) — Z)\gbg(xl,...,xm)
(=1

in den n + m Variablen x1,..., 2, und A1,..., Ay betrachtet und nach kritischen Punkten (also
Nullstellen der Ableitung in diesen Variablen) sucht. Fiir die Lisungen dieser Gleichungen sowie
fiir alle weiteren Punkte xo € M, fir die Rang(Db(xo)) < m gilt, muss nun einzeln iberpriift
werden, ob ein lokales Fxtremum unter der Nebenbedingung b vorliegt.

Beispiel 3.73. Gegeben sei eine Funktion f € C*°(R?) mit
fxy, w0, 03) = 4oy +4ag — 5 fiir alle (z1, 22, 23) € R
Wir wollen f nun auf lokale Extremstellen unter der Nebenbedingung b € C°°(RR3, R?) definiert als

2 2 2
_ Ty + Ty + 333 —1 .. 3
b(x1, e, x3) = (I1 ot 1 fir alle (z1, 22,23) € R

untersuchen, d.h. wir suchen nach lokalen Extremstellen von f auf der eindimensionalen Untermannig-
faltigkeit M, die gerade die Schnitt der Einheitssphiire S? = {(x1,22,23): 2% + 23 + 23 = 1} mit der
Ebene E = {(z1,x2,23): ©1 + x2 + 23 = 1} ist. Dazu berechnen wir zunéchst die Ableitungen

Df(w1,w2,5) = (4,0,4) und  Db(irr, 2, 73) = (2”1“ e 2”1”3)
fiir (21,22, 73) € R? und iiberlegen uns dann, dass Rang(Db) = 2 auf M gilt. Die einzigen Kandidaten
fiir lokale Extremstellen unter der Nebenbedingung b erhalten wir also anhand der Multiplikatorenregel
von Lagrange aus Satz Dazu stellen wir die 5 Gleichungen

4 =2\1x1 + A2
0=2A129 + A
4 = 2)\11’3 + )\2

2 2 2
$1+1‘2—|—3}3:1

T1+axs+x3=1

in den Unbekannten 1, 22, 23, A1, Ay auf. Zunichst bemerken wir, dass A; # 0 gelten muss (denn sonst
hiitten wir wegen der zweiten Gleichung auch Ay = 0, was dann zu einem Widerspruch in der ersten
und dritten Gleichung fiihrt). Aus der ersten und dritten Gleichung erhalten wir daher

2Mx1 +F A =2 Mzs+ X = 1 =3,

Setzen wir x3 = z1 in die fiinfte Gleichung ein, bekommen wir o = 1 — 221, und wiederum eingesetzt
in die vierte Gleichung haben wir schliefilich

2
63@%—4371:0 = a:1:00derx1:§.
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Damit kénnen wir xo, x3 berechnen und erhalten dann als Kandidaten fiir die Extremstellen unter der
Nebenbedingung b die beiden Punkte (0,1,0) und (%, f%, %) mit Funktionswerten
f(OalaO):75 und f(%77%7%):%

Da M als beschriinkte und abgeschlossene Menge kompakt ist, muss f auf M nach dem Satz [2.92] sein
Minimum und Maximum annehmen. Folglich ist (0,1,0) der absolute Minimierer und (3, -1, 2) der
absolute Maximierer von f unter der Nebenbedingung b.

Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten. Sucht man nach einem lokalen Extremum einer Funk-
tion f: U — R unter einer Nebenbedingung b, so braucht man f eigentlich nur auf der Nullstellenmenge
von b niher zu untersuchen. Diese Teilmengen des R™ bezeichnet man im Fall, dass b differenzierbar ist,
als eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit. Diese kann man tatséichlich auf mehrere verschiedene
Arten charakterisieren oder beschreiben.

Satz 3.74 (dquivalente Definitionen von differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten). Es sein € N, d €
{1,...,n} und k € NU{oo}. Eine Teilmenge M C R™ heifit eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltig-
keit des R™, falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:

(i) lokale regulir implizite Darstellung als Nullstellenmenge: zu jedem Punkt xo € M existieren eine
offene Umgebung U in R™ und eine Funktion b € C*(U,R"~) mit den Eigenschaften, dass

MNU =b"10)

gilt und die Jacobi-Matriz Db auf U den mazimal Rang n — d auf U hat.

A
U M /_\
Rn Rnfd b(U)

—o0—e—0—»
0

(ii) lokale explizite Darstellung als Graph nach Koordinatenpermutation: zu jedem xo € M existieren
eine offene Umgebung U von x¢ in R™, eine offene Umgebung V' von 0 in R?, eine Funktion
g € CF(V',R" %) und eine Bewegung T des R™ (d.h. es gibt eine orthogonale Matriz O € R™*"
und ein Vektor b € R™ mit Tx = Ox + b fir alle x € R™) mit den Eigenschaften T(0,g(0)) = xo
und

MU =TH{W,9/)):y €V'}),

RTL

Vl
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(iii) lokale regulir parametrisierte Darstellung: zu jedem xo € M existieren eine offene Umgebung U
von x¢ in R™, eine offene Umgebung V' von 0 in RY und eine Funktion ¢ € C*(V',R™) mit den
FEigenschaften, dass p(0) =z gilt,

p: V= MnNU ein Homdomorphismus ist

und die Jacobi-Matriz Do auf V' den mazximalen Rang d hat,

V/ ]RTL
—o—oo—o—> RY — >

(iv) lokales Geradebiegen: zu jedem xg € M existieren offene Umgebungen U von xg, V von 0 in R™
und ein C*-Diffeomorphismus W: U — V mit den Eigenschaften ¥(xq) = 0 und

Rn—d
A A
" M /\p_\ .
Rd
Rn
— >

Beweis. Implikation (i) = (ii): folgt direkt aus dem Korollar zum Satz {iber implizite Funktionen

mit Rangbedingung, wobei die C*-Regularitit von g nach Bemerkung [3.67| (2) aus der von b folgt.
Implikation (ii) = (iii): Mit den offenen Umgebungen U von zo in R™, V'’ von 0 in R?, der Funktion

g € C*(V' R"?) und der Bewegung T wie in (ii) definieren wir die Abbildung ¢ € C*(V’, R™) mittels

o) =T g(y)) firy eV’

Nach Definition von ¢ und mit (ii) gilt ¢(0) = T(0,g(0)) = xo, nach Konstruktion ist ¢: V' — M NU
eine bijektive Abbildung und bildet zudem jede offene Teilmenge V' C V wegen

o(V)=MnUNT(V x R*%)

in eine relativ offene Menge in M ab. Daher ist nicht nur ¢ nach Definition, sondern auch die Um-
kehrfunktion ¢ ~! stetig, was zeigt, dass ¢: V' — M N U ein Homdomorphismus ist. Da die Abbildung
RYD V' '3y — (v,9(y')) in den ersten d Komponenten die Identititsabbildung ist, hat ihre Jacobi-
matrix offensichtlich auf V' den maximalen Rang d. Unter der Bewegung T bleibt der Rang erhalten,
also haben wir letztendlich auch Rang(Dy) = d auf V' und (iii) ist damit bewiesen.

Implikation (iii) = (iv): Sind U1 ¢ R, V/ ¢ R? und ¢ € C*(V/,R") wie in (iii), so kénnen wir
wegen der Bedingung Rang(Dp(0)) = d zunichst ji,...,5q € {1,...,n} geeignet auswihlen, so dass
die Vektoren Dy, (0),..., Dy;,(0) linear unabhéngig ist. Ohne Einschrinkung gelte hierbei j; = ¢ fiir
i € {1,...,d} und wir verwenden im Folgenden die Abkiirzung ¢ = (p1,...,%q): V' — R9. Mithilfe
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von Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit finden wir nun eine offene Umgebung Vj C V/ von 0 in R¢,
eine offene Umgebung U}, von z{, := (20 1, . ..,%0,q) in R%, so dass

¢: Vg — U} ein C*-Diffeomorphismus ist.
Als néchstes definieren wir eine Funktion ®: Vj x R"~¢ — U} x R"~%, indem wir
ey y") = () +(0,y") fiir alle (y/,y") € Vg x R*™1
setzen. Fiir ® beobachten wir:
o & cCF(Vy x R4 R"),

e die Jacobi-Matrix D® ist auf Vj x R™ ¢ invertierbar, denn D® hat dort eine Blockstruktur, so
dass aus der Tatsache, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist, det(D®) = det(Dg) # 0 folgt,

e @ ist injektiv, denn sind (v',y"), (7', 9") € Vg x R"~¢ mit ®(y',y") = ®(7,7") gegeben, so folgt
aus der Gleichheit der ersten d Komponenten von ® sowie der Injektivitit von ¢ zunichst ' = 7/,
daraus dann ¢(y’") = ¢(§') und schliellich y” = ",

e @ ist surjektiv, denn ist ein beliebiges (2/,2") € U} x R"~¢ gegeben, so bestimmen wir anhand
der Surjektivitéit von @: Vj — Ujj zunéchst ' € V§ mit ¢(y') = 2’ und sehen dann mit fiir die
Wahl 2" = y" — (¢ar1(y), . ea(y)) € R4

2y, y") = p(y') +(0,9") = (', 2").

Aus Korollar schlieBen wir also, dass ®: VJ x R~ — U} x R"~¢ ein C*-Diffeomorphismus ist. Wir
zeigen nun noch, dass die auf eine geeignete Menge eingeschriinkte Umkehrfunktion ®~! der gesuchte
C*k-Diffeomorphismus ist. Wegen der Voraussetzung ((0) = ¢ gilt

P(0)=p(0)=29 < @ '(z9)=0,
und auBerdem gilt
OV x {0}) = p(V) = U™ A M & o U 0 M) =V x {0}

fiir eine offene Umgebung UMW) ¢ (U} x R"=4) nU) von o in R", da ¢: V/ — M N U ein Homoo-
morphismus ist und wegen der Stetigkeit der Umkehrfunktion die offene Umgebung Vj C V' von 0
in eine relativ offene Teilmenge von M N UG abbildet, die o enthilt. Mit obigen Identitéiten und
Definitionen gelten also fiir die Abbildung ¥ = (®|yav) "t U™ — VE¥) und V) = ¥(UV) alle
in (iv) geforderten Eigenschaften.

Implikation (iv) = (i): Seien U die offene Umgebung von zo in R, V von 0 in R4 und ¥: U — V
der C*-Diffeomorphismus wie in (iv). Wir bezeichnen mit 7o : R? x R*¢ — R" % nun die Projektion
auf die zweite Komponente, d.h. m3(y',y") == y" fiir alle (y/,3") € R x R"~¢. Wir weisen nun fiir die
Funktion b: U — R"~? definiert durch b := 75 o ¥ die Bedingungen aus (i) nach. Da die Projektion
eine glatte Funktion und ¥ eine C*-Funktion ist, gilt nach der Kettenregel b € C*(U, R"~4). Fiir v € U
haben wir nach Definition von b mittels der Projektion sowie nach Voraussetzung an ¥ die Aquivalenzen

bz)=0 < V@) eRiIx{0} & zecMnU,

also b=1(0) = M NU. Da ¥: U — V als Diffeomorphismus auf U die Bedingung Rang(DW¥) = n erfiillt
und die Projektion m5: R™ — R™ % in den letzten n — d Komponenten die Identititsabbildung ist, folgt
schlieBlich auch Rang(Db) = n — d auf U und (i) ist damit bewiesen. O

Bemerkung 3.75. Das Tupel (M NU, o~ 1) aus (ii) nennt man typischerweise Karte, und als Atlas
bezeichnet man dann eine Familie (M N U;, p; ')ier mit Indezmenge I, so dass J{M NU;:i € I} = M
gilt. Mit einem solchen Atlas kann man also lokal Teilmengen einer d-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit beschreiben und insbesondere jedem Punkt der Untermannigfaltigkeit eine Umgebung zuordnen,
die dieselben topologischen Eigenschaften wie Kugeln in RY hat. Auch Differenzierbarkeit kann man so
einfiihren und alle wesentlichen Konzepte dafiir aus dem R® mittels der Karten tibertragen.
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Uber die Kartenabbildung kann man insbesondere auch strukturelle Aussagen einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit zeigen und nachweisen, dass manche niederdimensionalen Mengen keine differenzierba-
ren Untermannigfaltigkeiten sind (wie etwa der Doppelkegel K = {x € R": 22 + ...+ 22 | = 22}, der
keine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist). Mit den unterschiedlichen Charakterisie-
rungen aus Satz kann man sich jedoch einfache Beispiele differenzierbarer Untermannigfaltigkeiten
des R™ iiberlegen:

Beispiel 3.76.

(i) Eine Menge M C R™ ist genau dann eine n-dimensionale C'*°-Untermannigfaltigkeit des R", falls
sie offen ist.

(ii) Die Einheitssphire S"~1 := {z € R™: |z| = 1} ist eine (n — 1)-dimensionale C'°°-Untermannig-
faltigkeit des R™ und lésst sich reguldr implizit als Nullstellenmenge der Funktion b € C>°(R™)
mit b(z) := |z|2 — 1 fiir z € R™ (mit Db(z) = 22T von Rang 1 fiir x # 0) beschreiben.

(iii) Ist g € C*(U,RY) fiir eine offene Menge U C R"™™ und N < n, so ist der Funktionsgraph
{(z,g(x)) € R": v € U} eine C*-Untermannigfaltigkeit des R™.

(iv) Sind M; C RY eine d;-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R und My C R™™% eine
dy-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R"~" mit N < n, so ist das kartesische Produkt
M, x My eine (d; + do)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™.

Nun kann man auch Kurven betrachten, die in eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit abbilden.
Uber die Ableitung solcher Kurven definiert man dann den Begriff des Tangentialraums in einem Punkt
der Untermannigfaltigkeit, der anschaulich gerade die Richtungen darstellt, in die man sich von diesem
Punkt aus entlang der Untermannigfaltigkeit bewegen kann.

Definition 3.77 (Tangentialvektor und Tangentialraum). Es sei M C
R™ eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™ und zo € M. A
Ein Vektor v € R™ heifst Tangentialvektor oder Geschwindigkeitsvek-
tor an M in xq, falls ein € > 0 und eine stetig differenzierbare Kurve
v: (—e,e) = M existieren mit

v(0) =x¢ und +'(0)=w.

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in xq bezeichnen wir als Tan-
gentialraum von M in xg und schreiben dafiir

TyoM = {v € R": v ist Tangentialvektor an M in xo}.

Mithilfe der lokalen Darstellungen der Untermannigfaltigkeit als Nullstellenmenge einer Funktion
bzw. iiber die Kartenabbildung kann man nun auch fiir den Tangentialraum eine entsprechende Dar-
stellung finden.

Satz 3.78 (Darstellungen des Tangentialraums). Es sei M C R™ eine d-dimensionale differenzierbare
Untermannigfaltigkeit des R™ und xo € M. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Tpo M ist ein d-dimensionaler Untervektorraum des R™.

(i) Sind U eine offene Umgebung von zo in R™ und b € C*(U, R"~4) eine Funktion wie in Satz m (i)
mit M NU = b=1(0) und Rang(Db) = n —d auf U, dann gilt

Too M = Kern(Db(xy)).

(iii) Sind U eine offene Umgebung von zo in R™, V' eine offene Umgebung von 0 in RY und ¢ €
Ck(V',R™) eine Funktion wie in Satz m (iil) mit ©(0) = xo und Rang(Dy) = d auf V', so dass
p: V' = MNU ein Homdomorphismus ist, dann gilt

T,, M = Bild(D¢(0)).
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Beweis. Inklusion Ty, M C Kern(Db(zp)): Wir nehmen einen beliebigen Tangentialvektor v € T,, M
und eine zugehdrige Kurve v: (—¢,e) — M mit v(0) = x und v/(0) = v. Wegen der Offenheit der
Menge U in (ii) konnen wir gegebenenfalls nach Verkleinerung von ¢ > 0 annehmen, dass v((—¢,¢)) C
M N U gilt. Wegen b=1(0) = M N U haben wir also bo«(t) = 0 fiir alle ¢t € (—¢,¢), und mit der
Kettenregel folgt dann

= £ (b57)(0) = D () (0) = Db(ao)e,

so dass die Behauptung v € Kern(Db(z)) gezeigt ist.

Inklusion Bild(D¢(0)) C T, M: Wir nehmen einen beliebigen Vektor v € R™ aus Bild(Dy(0)),
d.h. v = De(0)w fiir einen Vektor w € V’'. Wegen der Offenheit von V' mit 0 € V' kénnen wir
nun £ > 0 so klein wéhlen, dass tw € V' fiir alle ¢ € (—¢,¢) gilt. Dann definieren wir eine Kurve
v: (—e,e) = R™ mittels v(t) = ¢(tw) fir t € (—¢,¢). Da ¢ die Menge V' nach M abbildet, gilt also
sogar v: (—e,e) — M, mit v(0) = ¢(0) = x. Fiir die Ableitung von + gilt nach der Kettenregel

0

7'(0) = De(0)w = v

und nach Definition des Tangentialraums ist damit die Behauptung v € T, M gezeigt.

Abschluss des Beweises: Da M eine differenzierbare d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R”™
ist, existieren die Mengen und Abbildung aus (ii) und (iii) gem#$ Satz [3.74] Bisher haben wir die
Inklusionen

Bild(D¢(0)) C Ty, M C Kern(Db(x))

gezeigt. Da Dip(0): R? — R™ und Db(zg): R — R"~4 lineare Abbildungen sind, stehen auf der linken
und rechten Seite jeweils Untervektorrdume des R™. Anhand der Voraussetzungen an Dy(0) und Db(zo)
sieht man, dass beide von der Dimension d sind, denn nach dem Rangsatz aus der linearen Algebra gilt

dim (Bild(D¢(0))) = Rang(D¢(0)) = d = n — Rang(Db(z¢)) = dim ( Kern(Db(zo))).

Es folgen nun die Identitdten Bild(Dy(0)) = T,, M = Kern(Db(x)) und damit insbesondere auch, dass
Ty, M ein d-dimensionaler Untervektorraum des R™ ist. O

Den komplementéren Unterraum des Tangentialraums nennt man auch Normalraum, und anschau-
lich stellen das nun alle Richtungen dar, in die man von einem Punkt der Untermannigfaltigkeit aus
nicht laufen kann, wenn man sich entlang der Untermannigfaltigkeit bewegt.

Definition 3.79 (Normalvektor und Normalraum). Es sei M C R™ eine differenzierbare Unterman-
nigfaltigkeit des R™ und xg € M. Ein Vektor v € R™ heifst Normalvektor an M in xg, falls v orthogonal
auf dem Tangentialraum Ty, M an M in xq steht (beziiglich des Standardskalarprodukts auf dem R™).
Die Menge aller Normalvektoren an M in xq bezeichnen wir als Normalraum von M in xg und schreiben
dafiir

NyM ={veR": v L T,yM} = (T, M)*.

Als direkte Konsequenz von Satz erhalten wir fiir den Normalraum:

Korollar 3.80 (Darstellungen des Normalraums). Es sei M C R™ eine d-dimensionale differenzierbare
Untermannigfaltigkeit des R™ und xq € M. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ny M ist ein (n — d)-dimensionaler Untervektorraum des R™.

(ii) Sind U eine offene Umgebung von zo in R™ und b € C*(U, R"~4) eine Funktion wie in Satz (1)
mit M NU = b=1(0) und Rang(Db) =n — d auf U, dann gilt

NxoM = Spa’n{Vbl ($0)7 L) Vbn—d(‘ro)}'
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Beweis.

(i) Der Tangentialraum T, M ist nach Satz (i) ein d-dimensionaler Untervektorraum des R™.
Damit ist N, M als sein orthogonales Komplement ein (n — d)-dimensionaler Untervektorraum
des R™.

(ii) Nach Satz (ii) gilt Ty M = Kern(Db(xg)). Nach Definition des Kerns haben wir damit die
Aquivalenzen

v € Ty M = Kern(Db(zg)) <  Db(xg)v =20
54 Vbl(fl,'()) V=L = Vbn,d(x()) -v =0,

so dass jeder der Vektoren Vbi(zg),..., Vby_d(zg) € R™ senkrecht auf T, ,M steht und damit
zum Normalraum N, M gehort. Da Vb (zg), . .., Vby—_d(x0) auBerdem nach Voraussetzung linear
unabhéngig sind, folgt aus der Tatsache, dass N, M ein (n — d)-dimensionaler Untervektorraum
des R™ ist, bereits, dass Vb (xg), ..., Vby_dq(zo) eine Basis von Ny M bilden. O

Beispiel 3.81. Fiir die Einheitssphiire S"~! := {z € R": |z| = 1} haben wir in Beispiel eine
Beschreibung als Nullstellenmenge der Funktion b € C°°(R™) mit b(z) = |z|?> — 1 fiir 2 € R™ gesehen.
Wegen Db(x) = 227 erhalten wir als Tangential- und Normalraum an S"~! in einem Punkt 2y € S*~!
gerade

T,y S" = Kern(Db(z¢)) = {v € R": 29 - v = 0},
N, 8"t = span{Vb(zo)} = span{zo}.

Die Funktion b ist keineswegs eindeutig (wir hétten etwa auch die Funktion b € C°°(RR") definiert durch
b(z) == log((1 + |z[*?)/2) fiir z € R™ nehmen konnen), aber jede solche Funktion fiihrt auf die gleichen
(n — 1)- bzw. 1-dimensionalen Unterrdume, die den Tangential- und Normalraum bilden.

Die Nebenbedingung bei der Suche nach lokalen Extremstellen einer Funktion kann man nun als Ein-
schrinkung auf eine Untermannigfaltigkeit interpretieren und so einen alternativen Beweis von Satz
geben, bei dem die Struktur der Untermannigfaltigkeit ausgenutzt wird.

Alternativer Beweis von Satz B.71l Anhand der Voraussetzungen an die Funktion b der Nebenbedin-
gung bemerken wir mithilfe von Satz zunéchst, dass M = {zx € U: b(z) = 0} eine (n — m)-
dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™ darstellt. Wir zeigen nun, dass der Gradient
V f(zg) orthogonal auf dem Tangentialraum T,,M an M in x( steht, was nach Satz m gerade

Vf(zo) L Kern(Db(zg)) = Twy M (3.8)

bedeutet. Um diese Behauptung zu beweisen, wéhlen wir einen beliebigen Tangentialvektor v € T, M
und eine zugehorige Kurve v: (—¢,e) — M mit v(0) = 2o und 7/(0) = v. Die Funktion foy: (—,e) = R
hat dann nach Voraussetzung des Satzes ein lokales Extremum bei ¢ = 0. Demzufolge gilt (fov)’(0) = 0,
was nach der Kettenregel

0= (f07)(0) = Df(7(0))y'(0) = Df(xo)v

impliziert. Wegen der Beliebigkeit von v € T,,M ist damit die Behauptung (3.8]) gezeigt. Nach Defi-
nition des Normalraums N,, M haben wir mit (3.8) nun gezeigt, dass Vf(zg) € Ny, M gilt. Aus
Korollar [3.80] folgt nun

Vf(wo) € span{Vbi(x0), ..., Vb (w0)},

womit die lineare Abhingigkeit von V f(z0), Vbi(zg), ..., Vb (x0) gezeigt ist. Die eindeutige Existenz
der Zahlen Aq,..., )\, € R folgt nun aus der Tatsache, dass die Vektoren Vb;(zg), ..., Vb, (z) nach
Voraussetzung linear unabhéngig sind. O
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3.8 Parameter-abhingige Riemann-Integrale

Wir beschéftigen uns nun noch mit Parameter-abhéngigen Integralen, also Integralen, die von einem
zusétzlichen Parameter im folgenden Sinne abhingen:

Definition 3.82 (Parameter-abhiingiges Riemann-Integral). Es sei P eine Menge (von Parametern),
—o0o<a<b<oound f: (a,b) x P — R eine Funktion. Falls fiir jedes x € P die Funktion t — f(t,x)
(gegebenenfalls uneigentlich) Riemann-integrierbar auf (a,b) ist, so nennen wir

b
x »—>/ ft,z)dt

ein Parameter-abhéngiges (uneigentliches) Riemann-Integral.

Mit der Eulerschen Gamma-Funktion aus Beispiel (iii) haben wir bereits ein Parameter-abhén-
giges (uneigentliches) Riemann-Integral (mit Parameterbereich P = {z € C: Re(z) > 0}) kennengelernt.
Wir wollen nun die allgemeine Abhéngigkeit des Integrals vom Parameter beschreiben, und insbesondere,
wie sich Stetigkeit oder Differenzierbarkeit des Integranden im Parameter auf das Parameter-abhéngige
Integral iibertragen lassen. Ein #hnliches Prinzip (mit Parameterbereich der natiirlichen Zahlen N)
haben wir bereits in Satz kennengelernt. Fiir die Integration auf einem kompakten Intervall, also
dem Fall von Parameter-abhéngigen eigentlichen Riemann-Integralen, gelten die folgenden wichtigen
Aussagen.

Satz 3.83 (Vertauschungsprinzipien fiir Parameter-abhiéingige Riemann-Integrale).

(i) Stetigkeit des Parameter-abhéngigen Integrals: Es sei (X,d) ein metrischer Raum und f: [a,b] X
X — R eine stetige Funktion (beziglich der Produktmetrik). Dann ist das Parameter-abhingige
Riemann-Integral

b
T / f(t,x)dt wohldefiniert und stetig auf X.

(ii) Differentiation unter dem Integral: Es sei U eine offene Menge in R™, f: [a,b]xU — R eine stetige
Funktion, die fir jedes (t,z) € [a,b] x U partiell nach x; fir ein j € {1,...,n} differenzierbar
ist, mit stetiger partieller Ableitung O, f: [a,b] x U — R. Dann ist das Parameter-abhingige
Riemann-Integral partiell nach x; differenzierbar mit stetiger partieller Ableitung

8wj([lbf(t,x) dt) :/ab B, f(t, z) dt.

(iii) Vertauschung von Integralen: Es sei f: [a,b] X [c,d] — R eine stetige Funktion. Dann ist das
Parameter-abhingige Riemann-Integral auf [c,d] Riemann-integrierbar mit

/j(/:f(t,@dt) dxz/ab(/cdf(t,x)dx) dt.

(i) Wir beobachten zunéchst, dass die Abbildung t — f(¢,x) fiir jedes ¢ € X auf [a,b] stetig und
damit nach Satz auf [a,b] Riemann-integrierbar ist. Damit folgt die Wohldefiniertheit des
Parameter-abhéngigen Riemann-Integrals. Wir wollen nun die Folgenformulierung der Stetigkeit
nachweisen. Es seien dazu xy € X beliebig und {z\}ren eine Folge in X, die bei k — oo gegen xg
konvergiert. Betrachten wir nun die Menge K = {x: k € IN} U {z¢}, so ist diese kompakt in X,
also ist nach Beispiel auch das Produkt [a,b] x K kompakt in [a,b] x X und damit die auf
[a,b] x K eingeschrinkte Funktion f|i, x5 [a,b] x K — R nach Satz gleichméfig stetig.
Demzufolge finden wir § > 0 mit der Eigenschaft, dass

Beweis.

\f(t,2) — f(E,3)] < bL fiir alle ¢,7 € [a,b], 2,7 € K mit max{[t —{],d(z,7)} <0
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(iii)

gilt. Wiahlen wir nun kg € IN groff genug, so dass d(x, o) < 0 fiir alle k > kg erfiillt ist, so folgt
insbesondere

b b b
W/ﬂmmﬁ—/f@mﬂ4</U@m%ﬁ@mmww

fiir alle k& > ko. Wegen der Beliebigkeit von ¢ > 0 und zy € X zeigt dies die Stetigkeit von f
auf X.

Da bei der partiellen Differentiation nach z; alle Parameter x; mit ¢ # j fixiert sind, kénnen wir
uns hier auf den Fall U C R beschrinken. Wir wiihlen nun ein beliebiges 2o € U und h € R\ {0}
mit xo + [0, 1]A C U. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es zu jedem ¢ € [a, ]
eine Zwischenstelle £(t) zwischen z¢ und xy + h in Abhingigkeit von ¢ mit der Eigenschaft

f(tvx() + h) B f(t,(ﬂo)
h

b b b
‘fll(/ f(t,xo+h)dt—/ f(t,:co)dt) _/ ijf(t,x)dt‘
b B) — b
/a ft,xo + })L f(t, o) dtf/a 8xf(t,x)dt‘

b
g/ 10, (£, £(t) — Baf(,2)|dE — 0 bei b 0.

Damit folgern wir

Fiir die Konvergenz bei h — 0 haben wir dabei ausgenutzt, dass die partielle Ableitung 3, f
stetig und damit gleichméBig stetig auf der kompakten Menge [a,b] x (zo + [0, 1]h) ist. Somit
koénnen wir mit der gleichen Argumentation wie fiir (i) sowie der Tatsache £(t) € zo + [0, 1]h
sehen, dass der Integrand [0, f(t,&(t)) — O, f(t,x)| beliebig klein wird fiir || hinreichend klein.
Damit ist die Differenzierbarkeit des Parameter-abhéingigen Riemann-Integrals nach = € U mit
der entsprechenden Darstellung der Ableitung gezeigt, und deren Stetigkeit folgt schliellich aus
der Stetigkeit von 0, f in Kombination mit (i).

Wir definieren zwei Hilfsfunktionen F,G: [a,b] — R, indem wir in den beiden Doppelintegralen
anstelle von b eine variable obere Integrationsgrenze einfiihren, also

Ply) = /Cd (/ayf(t,x) dt) dr wnd G(y) = /y </Cdf(t,x)da;> dt

fiir alle y € [a, b] setzen. Das innere Integral in der Definition von F ist nach (i) wohldefiniert und
stetig in x, so dass F' wiederum nach (i) wohldefiniert ist, mit F'(a) = 0. Analog argumentiert
man, dass das innere Integral in der Definition von G wohldefiniert und stetig in ¢ ist, so dass G
wohldefiniert ist, mit G(a) = 0. Wir iiberlegen uns nun, dass sowohl F' als auch G auf (a,b)
differenzierbar sind mit F” = G’. Mit dem Hauptsatz[[.39] (i) der Differential- und Integralrechnung
sehen wir, dass das innere Integral in der Definition von F' stetig nach y differenzierbar ist mit
Ableitung f(y,x), also folgt nach (ii)

Fy) :/CdDy</ayf(t,a:)dt> dx:/cdf(y,x) da.

Fiir die Funktion G dagegen sieht man direkt mit dem Hauptsatz (i) der Differential- und
Integralrechnung

d
Gwszwmm

Da F und G damit Stammfunktionen der gleichen Funktion sind und im Punkt y = a {iberein-
stimmen, folgt aus Lemma bereits F(y) = G(y) fiir alle y € [a,b]. Fiir y = b ist dies gerade
die Behauptung. O
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Als Anwendung dieser Vertauschungsprinzipien iiberlegen wir uns die Integration der Funktion
s + exp(s?) auf (—oo,00). Diese Funktion ist nicht elementar unbestimmt integrierbar (vgl. Bemer-
kung [1.67)), jedoch sieht man leicht, dass sie auf (—oo, c0) uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

Lemma 3.84. Es gilt
/ exp(—s%)ds = /7.

—o0
Beweis. Wir fithren zunéchst eine Hilfsfunktion G: [0,00) — R ein, definiert durch
2

G(z) = </O exp(—s2)ds> fiir € [0, 00).

Mit der Kettenregel, dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und dann der Substi-
tution s = xt (mit ds = zdt) folgt

G'(x) = 2 exp(—x?) /OI exp(—s?) ds = /0 22 exp(—x?(1 4 %)) dt

fiir alle x € [0, 00). Definieren wir nun eine Funktion h € C°°(RR?) mittels
h(t,z) = —(1+t*) " Lexp(—2?(1 +t?)) fiir (t,z) € R?,

so gilt fiir die partielle Ableitung nach der zweiten Variable x gerade D, h(t, ) = 2z exp(—x2(1+t?)), was
gerade der Integrand in der rechten Integraldarstellung von G’(z) oben ist. Mithilfe der Differentiation
unter dem Integral nach Satz [3.83] (ii) erhalten wir dann

/Dhtm —/ (t,z)dt fiir alle 2 € [0, 00).

Aus Lemma [1.37] schlieflen wir nun, dass sich G und das Integral auf der rechten Seite nur um eine
Konstante unterscheiden, mit

Gx)=G /htxdt /htO

:/ h(t,m)dt+/ (1+1%)~ dt:/{)lh(tw)dHZ,

0 0

da arctan eine Stammfunktion von ¢ ~ (1 + ¢2)~! ist, mit arctan(0) = 0 und arctan(1) = 7/4. Um nun
den Limes x — oo zu betrachten, bemerken wir wegen |h(¢, z)| < exp(—2?) fiir (¢,x) € R? noch

1 1
’ / h(t,x) dt' <exp(—2?) - 0beiz - 00 = lim h(t,z)dt =0,
0

T—00 0

und enden damit wegen der Symmetrie von s — exp(—s?) und der Definition von G bei

/C>o exp(—s%)ds = 2/000 exp(—s?)ds = 2951220 VG(x) =2\/m/4 = /T,

—0o0

was gerade der behaupteten Integralwert ist. O

Bemerkung 3.85. Fine verwandte, elegantere Methode zur Bestimmung dieses Integralwerts mithilfe
einer Transformation auf Polarkoordinaten wird im Rahmen der Analysis 111 vorgestellt.
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3.9 Klassische Differentialoperatoren und Potentiale

Zum Abschluss beschéftigen wir uns noch mit Vektorfeldern, die in vielen Anwendungen beispielsweise
aus der Physik eine zentrale Rolle spielen.

Definition 3.86 (Vektorfeld). Es sei U C R™. Eine Funktion f: U — R"™, die jedem Punkt x € U
einen Vektor f(z) € R™ zuordnet, heifit ein Vektorfeld auf U. Ist U offen und f € CF(U,R™), so nennen
wir f ein CF-Vektorfeld.

Neben dem Gradienten, den wir bereits kennengelernt haben, gibt es noch einige andere klassische
Differentialoperatoren.

Definition 3.87 (klassische Differentialoperatoren). Es sei U C R™ offen.

(i) Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f: U — R™ definieren wir die Divergenz von f als die
Abbildung div f: U — R mit

div f = Z 8jfj,
j=1

und falls div f =0 in U gilt, so nennen wir f ein divergenzfreies Vektorfeld.

(ii) Fiir n = 3 und ein partiell differenzierbares Vektorfeld f: U — R3 definieren wir die Rotation
von f als die Abbildung rot f: U — R mit

02 f3 — 03 fa
rot f:= | 0sf1 —Oifs |,
O1fa — O2f1

und falls rot f =0 in U gilt, so nennen wir f ein rotationsfreies Vektorfeld.

(iii) Fir eine zweifach partiell differenzierbare Funktion f: U — R definieren wir den Laplace-Opera-
tor von f als die Abbildung Af: U — R mit

Af=divvf=> 0,
j=1
und falls Af =0 in U gilt, so nennen wir f eine harmonische Funktion.

Bemerkung 3.88 (Rechenregeln fiir Divergenz und Rotation). Mithilfe der Produktregel fiir partielle
Ableitungen folgert man fiir eine offene Menge U C R™, eine partiell differenzierbare Funktion g: U — R
und ein partiell differenzierbares Vektorfeld f: U — R™

div(gf) = gdivf+Vg- f

und im Falln =3
rot(gf) = grot f + Vg x f.
Ist f ein C%-Vektorfeld, so gelten nach dem Satz von Schwarz auflerdem

rotVf=0 wund divrotf=0.

Nun wollen wir ein gegebenes stetiges Vektorfeld entlang einer Kurve integrieren.

Definition 3.89 (Kurvenintegral). Es sei U C R™ offen, f: U — R™ ein stetiges Vektorfeld, a < b
und v: [a,b] — U eine stetig differenzierbare Kurve. Wir definieren das (orientierte) Kurven- oder
Wegintegral von f entlang ~ als

[Yf(@ - dx = /ab Fiv(@) -+ (t) dt.
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Ist f dabei ein Kraftfeld, so entspricht der Wert des Integrals gerade der Arbeit, die geleistet werden
muss, um einen Massepunkt im Kraftfeld entlang der Kurve v zu bewegen. Diese Arbeit hingt im
Allgemeinen sowohl vom Kraftfeld als auch von der Kurve ab, und besonders interessant sind Kriterien
an das Kraftfeld, unter denen das Kurvenintegral nur von den Endpunkten der Kurve, aber nicht vom
Verlauf der Kurve abhéngt, also wegunabhdngig ist.

Definition 3.90 (Gradientenfeld und konservatives Vektorfeld). Es sei U C R™ offen und f: U — R™
ein Vektorfeld.

(i) Wir nennen f ein Gradientenfeld, falls es eine skalarwertige Funktion g: U — R gibt mit
f=Vg aufU.
In diesem Fall nennen wir g ein Potential von f.

(ii) Wir nennen f ein konservatives Vektorfeld, falls f stetig ist und fiir jede stetig differenzierbare
Kurve v: [0,1] = U mit v(0) = (1)

/f(x) ~dr =0 gilt
N

Jedes stetiges Gradientenfeld ist konservativ und somit das Kurvenintegral entlang einer differen-
zierbaren Kurve wegunabhiingig (tatséichlich kann man sogar die Aquivalenz dieser Begriffe zeigen).

Lemma 3.91. Es sei U C R"™ offen. Ist f € C(U,R™) ein Gradientenfeld mit Potential g € C*(U), so
gilt fiir jede stetig differenzierbare Kurve v: [a,b] = U mit a <b

/f(x)~ dz = goy(b) — g o 1(a).

Insbesondere ist damit f ein konservatives Vektorfeld.

Beweis. Mit der Kettenregel aus Satz [3.18) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung haben wir nach Voraussetzung

b b
/ f(x) - da = / Va(y(t) - ' (t) dt = / (g07)(8)dt = goy(b) — goy(a) 0

Statt nach einem Kriterium an das Vektorfeld zu suchen, das die Wegunabhéingigkeit des Weginte-
grals liefert, konnen wir nun alternativ ein Kriterium dafiir suchen, dass es sich um ein Gradientenfeld
handelt. Als notwendiges Kriterium dafiir haben wir in Bemerkung bereits gesehen, dass fiir n = 3
die Rotation des Vektorfeldes verschwinden muss. Dies ist tatséichlich auf sternférmigen Gebieten (siehe
Definition bereits hinreichend, und in Dimensionen n # 3 muss man die Rotationsfreiheit nur
durch eine entsprechend angepasste Bedingung ersetzen.

Satz 3.92 (Lemma von Poincaré). Es sei U C R™ eine offene, sternférmige Menge und f € C*(U,R™)
ein Vektorfeld. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist ein Gradientenfeld, d.h. es existiert eine skalare Funktion g € C*(U) mit f = Vg,
(ii) es gilt 0 f; = 0 f; fir allei,j € {1,...,n}.

Beweis. Implikation (i) = (ii): Da g zweimal stetig differenzierbar und Potential von f ist, folgt die
Behauptung sofort aus dem Satz von Schwarz:

ijz(a:) = 836Lg(l‘) = 81639(1‘) = azf](l‘) fir alle z € U.
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Implikation (ii) = (1): Es sei zp € U ein Sternzentrum von U. Wir definieren nun eine Funktion
g: U — R als das Kurvenintegral von f entlang der Kurve ~: [0,1] — U mit v(¢) := tx + (1 — t)zo, also

g(x) = /0 fltz+ (1 —t)zo) - (x — o) dt

fir x € U. Wir bemerken, dass der Integrand f(tz + (1 — t)zo) - (x — x0) fiir jedes ¢ € [0,1] und
jedes i € {1,...,n} partiell nach z; differenzierbar ist, und die (stetige) partielle Ableitung erfiillt nach
Voraussetzung (ii) gerade

j=1
=D 0ifi(tz + (1= t)ao)t(x — m0); + filtw + (1 = t)ay)
J=1
=D 0 filtz + (1= t)ao)t(x — w0); + fultw + (1 — t)o)
j=1

- % [fi(to: +(1- t)xo)}t + filtz + (1 = t)xg) = % [fi(tx +(1— t)xo)t}

fiir jedes € U und t € [0, 1]. Mit der Differentiation unter dem Integral mithilfe von Satz sehen
wir daher mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir die Ableitung von g

Drg(w) = / O (f(tx + (1 =)o) - (z — o)) dt

t=1

. = fi(z)

t=

1
d
:/ —{fi(t:c-l—(l—t)xo)t} dt = [f,-(tx+(1—t)x0)t
o dt
Dai € {1,...,n} beliebig war, bedeutet dies Vg = f, und wegen f € C*(U,R™) haben wir so auerdem
g€ C?*(U). O
Bemerkung 3.93.

(1) Mit etwas mehr Aufwand kann man zeigen, dass die Aussage des Lemmas von Poincaré auch auf
sogenannten einfach zusammenhdngenden offenen Mengen gilt, auf denen man jede geschlossene
Kurve stetig auf einen einzelnen Punkt zusammenziehen kann.

(2) Dass eine solche Voraussetzung an das Gebiet nitig ist, kann man sich anhand des Vektorfeldes
f € C>®(R2\ {0}, R?) definiert durch

Fanee) = (g )

5 23 .3
T{+Ty T7+ 75

fiir (z1,22) € R?\ {0} diberlegen: einerseits erfiillt dieses auf der (nicht sternformigen und nicht
einfach zusammenhingenden) Menge R? \ {0} die Bedingung 01 f2 = O2f1 aus (ii). Andererseits
st f nicht konservativ und folglich nach Lemma [3.91 auch kein Gradientenfeld, wie man mit der
geschlossenen Kurve «y: [0,1] — St definiert durch ~(t) == (sin(27t), cos(2nt)) fiir t € [0,1] leicht
nachrechnet:

/f(x) s dx = 27r/0 f(sin(27t), cos(2nt)) - (cos(2nt), — sin(2nt)) dt

1
= 27r/ [ — cos®(2mt) — sin®(2nt)] dt = —27 # 0.
0
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Aquivalenz von Normen auf RV,
Uberdeckung,

Ableitung
Fréchet,
hohere partielle,
hohere totale, [124]
in eine Richtung,
partielle,
totale,

Banachraum,
Banachscher Fixpunktsatz, [106

Cauchy-Hauptwert,

Darbouxsche Obersumme, [40]
Darbouxsche Untersumme, [0]
Definitheit
Definition, [I32]
Eigenwertkriterium, [[32]
Hauptminorenkriterium,
Diffeomorphismus, [137]
Divergenz,

Eulersche Betafunktion, [55]
Eulersche Gammafunktion, 29 [53]
Extremstelle, [130]

unter Nebenbedingung, [I45]
Extremum, [I30]

unter Nebenbedingung, [I45]

Fixpunkt, [I06]

Folge
beschriinkte, [75]
Cauchy-Folge, [75]
divergente, [75]
Hiufungswert, [75]
konvergente, [75]

Funktion
gleichmiBig stetige, [83]
Grenzwert, [81]
Hiufungswert, [8]

harmonische,

Kontraktion, [106
Lipschitz-stetige,
stetige, [83]

gleichméflige Konvergenz,
Gradient,

Holder-Ungleichung, [47]

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
20)

Hausdorff-Eigenscharft, [74]

Hesse-Matrix,

Hilbertraum,

Homéomorphismus,

Integrabilitétskriterium,
Beschrianktheitskriterium,
Cauchykriterium,
Vergleichskriterium,

Integral
bestimmtes,
elementares, [7]
Oberintegral, 0]
Riemann-Integral,
unbestimmtes,
uneigentliches, [49]
Unterintegral, [0] (1]
vektorwertiger Funktionen, [57]

integrierbar
Riemann-integrierbar, [T4]
uneigentlich absolut, 9] 52|

Integrierbarkeit
monotoner Funktionen, 20]
stetiger Funktionen, [20]

Intervallzerlegung
dquidistante, [0]

Definition, [f]
Feinheit, [6]

Jacobi-Matrix, [T11]
Kettenregel, [117]

Kompaktheit,
Konstanzsatz,
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Konvergenz
Folge, [75]
gleichméBig,
gleichmiBige,
im p-Mittel,
punktweise,
kritischer Punkt,
Kurve
Bogenléange,
Definition,
differenzierbare, [59
rektifizierbare, [59]
Spur,
Kurvenintegral,

Lagrange-Multiplikator,
Laplace-Operator,
Lemma von Poincaré, [158

Menge

abgeschlossene, [69]

Abschluss, [69] [72]

beschrinkte,

dichte,

diskrete,

Durchmesser,

Innere, [69] [72]

kompakt,

konvexe,

nirgends dichte, [69]

offene, [69]

Rand, [69]

sternférmige,

wegzusammenhiingende,

zusammenhéingende,
Metrik

p-Metrik,

Definition,

diskrete,

euklidische,

Hamming, [6]]

induzierte, [62]

Produktmetrik, [73]
metrischer Raum

Definition,

vollsténdiger,
Minkowski-Ungleichung, [47]
Mittelwertsatz,
Mittelwertsatz der Integralrechnung,
Multiindex,
Multilineare Abbildung, [I23]

alternierende, [123]

symmetrische, [123]

Norm
p-Norm, [45] [46
Aquivalenz,
Definition,
euklidische,
Operator-Norm, [00]
Supremumsnorm, [64]
Normalraum, {152
Normalvektor, [152]
normierter Raum,

orthogonale Vektoren,

Parallelogrammgleichung, [65]

Parameter-abhéingiges Riemann-Integral, [154]

Differenzierbarkeit,

Stetigkeit,
Partialbruchzerlegung

auf C, [34]

auf R, 35

partielle Integration,
Polarisationsformel,
Polarkoordinaten, [118§]
Polstelle,
Polynomfunktion, [123]
Pra-Hilbert-Raum,
Punkt
suflerer,
Beriihrpunkt,
Hiufungspunkt, [6§]
innerer, [68|
isolierter,
Randpunkt,
punktweise Konvergenz,

Rechenregeln

fiir Richtungsableitungen, [T12]

fiir Skalarprodukte,

fiir totale Ableitungen, [115
Riemannsche Zwischensumme, [40]
Rotation,

Sattelpunkt,
Satz

iiber die globale Umkehrbarkeit,
iiber die lokale Umkehrbarkeit, [I38]
iiber implizite Funktionen,
vom Maximum und Minimum, [100
von Arzela—Ascoli, [T07]

von Bolzano—Weierstraf3,

von Heine-Borel,

von Pythagoras,

von Schwarz, [120)

von Taylor, [126] [127]
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Schachtelungsprinzip, |80} Youngsche Ungleichung, [46]
Schrankensatz, [113]
Schraubenlinie, Zwischenwertsatz,
Skalarprodukt
Cauchy—Schwarz-Ungleichung,
Definition, [65]
euklidisches, [67]
in £2,[67]
in L2, 67
Skalarprodukt-Raum,
Stammfunktion,
Stetigkeit
Charakterisierung iiber Urbilder,
Definition,
der Umkehrabbildung,
des gleichméfligen Limes, [101
Folgenformulierung, [83]
Grenzwertformulierung,
linearer Abbildungen,
Umgebungsformulierung,
Stirlingsche Formel,
Substitutionsregel,

Tangentialraum, [I51]
Tangentialvektor, [I5]]
Taylorpolynom,
Taylorreihe,
Trapezregel,
Treppenfunktion, [f]

Umgebung, [74]

Umkehrsatz,

Untermannigfaltigkeit
Atlas,
Charakterisierung,
Definition, [T4§]
Karte, [I50]
Normalraum,
Normalvektor,
Tangentialraum, [151
Tangentialvektor, [I5]]

Vektorfeld, [157]

divergenzfreies,

Gradientenfeld,

konservatives, [158

Potential,

rotationsfreies, [I57]
Vertauschungssatz

Grenzwert und Integration,
Vollsténdigkeit,

Wallissches Produkt,
Winkel, [63
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