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Kapitel 1

Das Riemann-Integral

Anschaulich geht es bei der ein-dimensionalen Riemann-Integration um die Ermittlung eines Flächen-

inhaltes. Ist der Integrand f : [a, b]→ [0,∞) nicht-negativ, so soll das Integral
∫ b
a
f(x) dx gerade für den

Flächeninhalt stehen, der vom Intervall [a, b] auf der x-Achse, dem Funktionsgraphen {(x, f(x)) : x ∈
[a, b]} sowie den beiden vertikalen Linien zwischen (a, 0) und (a, f(a)) sowie zwischen (b, 0) und (b, f(b))
berandet wird. Für einen allgemeinen Integranden f : [a, b]→ R dagegen soll das Integral eine Flächen-
bilanz darstellen, bei der die eingeschlossene Fläche oberhalb der x-Achse mit positivem Vorzeichen und
die eingeschlossene Fläche unterhalb der x-Achse mit negativem Vorzeichen eingeht.

a b

f

+

−

+

In diesem Kapitel lernen wir das ein-dimensionale Riemann-Integral und die wichtigsten Eigenschaf-
ten sowie Integrationsregeln kennen. Die wesentliche Idee bei der Einführung des Riemann-Integrals ist,
dass man sich zunächst den Integralbegriff für eine einfache Klasse von Funktionen überlegt, nämlich
die der Treppenfunktionen. In diesem Fall kann man das (elementare) Integral, also den zu berech-
nenden Flächeninhalt, über eine (vorzeichenbehaftete) Summe von Rechtecksflächen bestimmen. Hat
man das Integral für solche elementaren Funktionen eingeführt, so weitet man den Integrationsbegriff
durch Approximation auf eine größere Funktionenklasse aus: das Integral eines allgemeinen Integranden
kann man etwa so definieren, dass man den Integranden durch eine Folge immer feiner werdender Trep-
penfunktionen approximiert und dann den Wert des Integrals durch den Grenzwert der elementaren
Integrale dieser Treppenfunktionen definiert. Hierbei muss sichergestellt werden, dass der Grenzwert
nicht von der Wahl der Approximationsfolge abhängt. Zwei kanonische Approximationen erfolgen mit-
hilfe von Treppenfunktionen, die überall größer bzw. kleiner als der Integrand sind. Ist das Infimum
der elementaren Integrale der Treppenfunktionen, die überall größer als der Integrand sind, gleich dem
Supremum der elementaren Integrale der Treppenfunktionen, die überall kleiner als der Integrand sind,
so definiert man das Integral gerade als diesen Wert und nennt den Integranden Riemann-integrierbar.
Beispielsweise sind stetige Integranden immer Riemann-integierbar, doch wir werden sehen, dass die
Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen tatsächlich viel größer ist.

5



a b

+
− −

+
+

+

+

+
+

+
+

f

1.1 Treppenfunktionen und das elementare Integral

Wir führen zunächst Zerlegungen eines kompakten Intervalls [a, b] in R und dazugehörige Treppenfunk-
tionen ein.

Definition 1.1 (Intervallzerlegung). Es sei a < b. Eine Zerlegung Z des kompakten Intervalls [a, b]
in Teilintervalle {Ij}j=1,...,k ist eine Menge von reellen Punkten x0, x1, . . . , xk (den sogenannten Teil-
punkten von Z) mit

a = x0 < x1 < . . . < xk = b,

so dass Ij = [xj−1, xj ] für jedes j ∈ {1, . . . , k} gilt. Für eine solche Zerlegung definieren wir die Feinheit
als

ρ(Z) := max{xj − xj−1 : j ∈ {1, . . . , k}}.
Wir bezeichnen eine Zerlegung außerdem als äquidistant, falls xj − xj−1 = (b − a)/k für jedes j ∈
{1, . . . , k} gilt.

Wir nennen Z ′ eine Verfeinerung einer Zerlegung Z von [a, b], falls Z ⊆ Z ′ gilt, also falls jeder
Teilpunkt der Zerlegung von Z auch in der Zerlegung Z ′ enthalten ist. Ferner verstehen wir unter der
gröbsten gemeinsamen Verfeinerung zweier Zerlegungen Z,Z ′ von [a, b] diejenige Zerlegung von [a, b],
deren Teilpunkte gerade alle Teilpunkte von Z und Z ′ sind, und wir notieren diese mit Z ∪ Z ′.

Die Gesamtheit aller Zerlegungen von [a, b] bezeichnen wir schließlich mit Z([a, b]).

Definition 1.2 (Treppenfunktion). Es sei a < b. Eine Funktion ϕ : [a, b]→ R heißt Treppenfunktion,
falls es eine Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xk} von [a, b] (mit einem k ∈ N) gibt, so dass ϕ auf jedem
offenen Teilintervall (xj−1, xj) jeweils einen konstanten Wert cj ∈ R hat, für j ∈ {1, . . . , k}.

Die Gesamtheit aller Treppenfunktionen auf [a, b] bezeichnen wir schließlich mit T ([a, b]).

x
a x1 x2 x3 x4 x5 x6 b

c5

ϕ

Bemerkung 1.3. In der Definition einer Treppenfunktion wird keine Forderung an die Funktionswer-
te ϕ(xj) an den Teilpunkten xj gestellt.
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Lemma 1.4. Es sei a < b. Die Menge T ([a, b]) aller Treppenfunktionen stellt einen Untervektorraum
des Vektorraums aller Funktionen f : [a, b]→ R dar.

Beweis. Anhand der Körpereigenschaften von R ist klar, dass die Menge aller Funktionen f : [a, b]→ R

einen Vektorraum darstellt. Um zu verifizieren, dass es sich bei der Menge T ([a, b]) aller Treppen-
funktionen T ([a, b]) um einen Untervektorraum handelt, müssen wir die folgenden drei Eigenschaften
nachweisen:

(i) 0 ∈ T ([a, b]),

(ii) Abgeschlossenheit unter der Multiplikation mit Skalaren, d.h. mit λ ∈ R und ϕ ∈ T ([a, b]) gilt
auch λϕ ∈ T ([a, b]),

(iii) Abgeschlossenheit unter der Vektoraddition, d.h. mit ϕ,ψ ∈ T ([a, b]) gilt auch ϕ+ ψ ∈ T ([a, b]).

Die ersten beiden Eigenschaften sind leicht zu überprüfen: die konstante Funktion f ≡ 0 auf [a, b] ist
offensichtlich eine Treppenfunktion in T ([a, b]), zu jeder beliebigen Zerlegung des Intervalls [a, b], so
dass (i) erfüllt ist. Für den Nachweis von (ii) bemerken wir, dass mit einer Treppenfunktion ϕ bezüglich
einer Zerlegung auch die Funktion λϕ für jedes beliebige λ ∈ R eine Treppenfunktion bezüglich derselben
Zerlegung ist, somit also auch (ii) gilt. Schließlich müssen wir noch zeigen, dass mit ϕ,ψ ∈ T ([a, b]) auch
ϕ + ψ ∈ T ([a, b]) gilt. Dazu wählen wir zwei Zerlegungen Zϕ = {x0, x1, . . . , xk}, Zψ = {y0, y1, . . . , y`}
mit der Eigenschaft, dass ϕ auf jedem offenen Teilintervall (xj−1, xj) mit j ∈ {1, . . . , k} und ψ auf jedem
offenen Teilintervall (yj−1, yj) mit j ∈ {1, . . . , `} konstant ist. Wählt man nun Zϕ∪Zψ = {z0, z1, . . . , zm}
als gröbste gemeinsame Verfeinerung von Zϕ und Zψ, so sieht man sofort, dass sowohl ϕ als auch ψ
auf jedem offenen Teilintervall (zj−1, zj) mit j ∈ {1, . . . ,m} konstant ist, also auch λϕ + µψ für alle
beliebigen λ, µ ∈ R gilt. Damit ist wie behauptet auch die letzte Eigenschaft (iii) erfüllt und das Lemma
bewiesen.

Nachdem wir nun die Klasse der Treppenfunktionen eingeführt haben, können wir für diese Funktio-
nen einen einfachen Integralbegriff definieren, indem wir die Flächen der Rechtecke (vorzeichenbehaftet)
aufsummieren, die sich jeweils aus der Länge der einzelnen Intervalle und dem Funktionswert auf diesem
Intervall ergeben.

Definition 1.5 (elementares Integral). Es sei a < b, ϕ ∈ T ([a, b]) eine Treppenfunktion auf [a, b], und
Z = {x0, x1, . . . , xk} mit k ∈ N eine Zerlegung von [a, b] mit der Eigenschaft, dass ϕ ≡ cj auf jedem
offenen Teilintervall (xj−1, xj) mit j ∈ {1, . . . , k} gilt. Wir definieren das elementare Integral von ϕ
auf [a, b] als ∫ b

a

ϕdx :=

∫ b

a

ϕ(x) dx :=

k∑
j=1

cj(xj − xj−1).

Beweis der Wohldefiniertheit des elementaren Integrals. Wir müssen zeigen, dass die Definition unab-
hängig von der Wahl der Zerlegung ist. Seien also Z = {x0, x1, . . . , xk} und Z ′ = {y0, y1, . . . , y`} zwei
Zerlegungen von [a, b] mit der Eigenschaft, dass ϕ ≡ cj auf jedem offenen Teilintervall (xj−1, xj) mit
j ∈ {1, . . . , k} und ϕ ≡ dj auf jedem offenen Teilintervall (yj−1, yj) mit j ∈ {1, . . . , `} gelten. Bei der
gröbsten gemeinsamen Verfeinerung Z ∪Z ′ sind im Vergleich zu Z (bzw. Z ′) nur zusätzliche (und zwar
endliche viele) Teilpunkte eingefügt worden. Falls es sich nur um einen eingefügten Teilpunkt t handelt,
so gibt es ein j ∈ {1, . . . , k} mit t ∈ (xj−1, xj), und somit muss der Summand cj(xj − xj−1) durch
cj(xj− t)+cj(t−xj−1) ersetzt werden, was den Wert der Summe nicht ändert. Macht man dies nun mit
allen eingefügten Zwischenpunkten, so folgt, dass das Integral, das mithilfe der Zerlegung Z (bzw. Z ′)
definiert wurde, gleich dem Integral ist, das mithilfe der feineren Zerlegung Z ∪ Z ′ definiert wurde.
Insgesamt erhalten wir also

k∑
j=1

cj(xj − xj−1) =
∑̀
j=1

dj(yj − yj−1)

und damit die Wohldefiniertheit des elementaren Integrals.
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Abschließend überlegen wir uns noch einige fundamentale Eigenschaften des elementaren Integrals,
die man erwartet, wenn man das ein-dimensionale Integral als eine Flächenbilanz interpretiert.

Lemma 1.6 (Eigenschaften des elementaren Integrals). Es sei a < b, ϕ,ψ ∈ T ([a, b]) und λ, µ ∈ R.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Linearität:

∫ b

a

[λϕ+ µψ] dx = λ

∫ b

a

ϕdx+ µ

∫ b

a

ψ dx,

(ii) Monotonie: ϕ ≤ ψ auf [a, b] ⇒
∫ b

a

ϕdx ≤
∫ b

a

ψ dx,

(iii) Dreiecksungleichung:

∣∣∣∣ ∫ b

a

ϕdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|ϕ| dx,

(iv) Normiertheit:

∫ b

a

1 dx = b− a,

(v) Positivität: ϕ ≥ 0 auf [a, b] ⇒
∫ b

a

ϕdx ≥ 0,

(vi) Fundamentale Abschätzungen: (b− a) min
[a,b]

ϕ ≤
∫ b

a

ϕdx ≤ (b− a) max
[a,b]

ϕ,

(vii) Additivität des Integrationsbereichs: c ∈ (a, b) ⇒
∫ b

a

ϕdx =

∫ c

a

ϕdx+

∫ b

c

ϕdx.

Beweis. Alle diese Eigenschaften lassen sich als einfache Aussagen über endliche Summen formulieren
und beweisen.

(i) Wir wählen zunächst eine Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xk} von [a, b], so dass die Funktionen ϕ,ψ
und λϕ + µψ Treppenfunktionen bezüglich dieser Zerlegung sind, also ϕ ≡ cj , ψ ≡ dj und dem-
zufolge λϕ + µψ ≡ λcj + µdj auf dem Intervall (xj−1, xj) für geeignete Werte cj , dj für jedes
j ∈ {1, . . . , k} gelten. Dann folgt aus der Definition des elementaren Integrals∫ b

a

[λϕ+ µψ] dx =

k∑
j=1

(λcj + µdj)(xj − xj−1)

= λ
k∑
j=1

cj(xj − xj−1) + µ
k∑
j=1

dj(xj − xj−1) = λ

∫ b

a

ϕdx+ µ

∫ b

a

ψ dx.

(ii) Sei Z = {x0, x1, . . . , xk} wieder eine Zerlegung von [a, b], so dass die Funktionen ϕ und ψ Trep-
penfunktionen bezüglich dieser Zerlegung sind, mit ϕ ≡ cj und ψ ≡ dj auf (xj−1, xj) für geeignete
Werte cj , dj für jedes j ∈ {1, . . . , k}. Nach Voraussetzung gilt cj ≤ dj , und somit folgt∫ b

a

ϕdx =

k∑
j=1

cj(xj − xj−1) ≤
k∑
j=1

dj(xj − xj−1) =

∫ b

a

ψ dx.

(iii) Mit ϕ ist offensichtlich auch |ϕ| eine Treppenfunktion, und es gelten die Ungleichungen ϕ ≤ |ϕ|
sowie −ϕ ≤ |ϕ| auf [a, b]. Mit der Monotonie aus (ii) sowie der Linearität des elementaren Integrals
aus (i) folgt ∫ b

a

ϕdx ≤
∫ b

a

|ϕ| dx und −
∫ b

a

ϕdx =

∫ b

a

(−ϕ) dx ≤
∫ b

a

|ϕ| dx,

was gerade die Behauptung zeigt.
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(iv) Die Funktion ϕ ≡ 1 auf [a, b] ist eine Treppenfunktion bezüglich jeder beliebigen Zerlegung Z =
{x0, x1, . . . , xk} von [a, b] (insbesondere der trivialen Zerlegung {a, b}) mit Wert cj = 1 auf jedem
Intervall (xj−1, xj). Somit gilt mit der Teleskopsummeneigenschaft∫ b

a

1 dx =

k∑
j=1

1(xj − xj−1) = b− a.

(v) Mithilfe der Linearität aus (i) und der Monotonie des elementaren Integrals aus (ii) folgt sofort∫ b

a

ϕdx ≥
∫ b

a

0 dx = 0.

(vi) Wegen der Ungleichungen min[a,b] ϕ ≤ ϕ ≤ max[a,b] ϕ auf [a, b] folgt mithilfe der Monotonie aus (ii),
der Linearität aus (i) sowie der Normiertheit des elementaren Integrals aus (iv)

(b− a) min
[a,b]

ϕ =

∫ b

a

min
[a,b]

ϕdx ≤
∫ b

a

ϕdx ≤
∫ b

a

max
[a,b]

ϕdx = (b− a) max
[a,b]

ϕ.

(vii) Wir wählen eine Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xk} von [a, b], so dass der Zwischenpunkt c = xj0 (mit
einem j0 ∈ {1, . . . , k − 1}) ein Teilpunkt von Z ist und ϕ eine Treppenfunktion bezüglich Z mit
Wert ϕ ≡ cj auf (xj−1, xj) für j ∈ {1, . . . , k} darstellt. Folglich ist {x0, x1, . . . , xj0} eine Zerlegung
des Intervalls [a, c], {xj0 , xj0+1, . . . , xk} eine Zerlegung des Intervalls [c, b], und ϕ auch bezüglich
dieser beiden Zerlegungen eine Treppenfunktion auf [a, c] bzw. [c, b]. Damit gilt∫ b

a

ϕdx =

k∑
j=1

cj(xj − xj−1) =

j0∑
j=1

cj(xj − xj−1) +

k∑
j=j0+1

cj(xj − xj−1) =

∫ c

a

ϕdx+

∫ b

c

ϕdx.

1.2 Definition des Riemann-Integrals

Nachdem wir für Treppenfunktionen das elementare Integral eingeführt haben, nutzen wir dieses nun,
um für eine beschränkte Funktion zunächst die Begriffe des Unter- und Oberintegrals einzuführen.

Definition 1.7 (Unter- und Oberintegral). Es sei a < b und f : [a, b]→ R eine beschränkte Funktion.
Wir definieren das Unterintegral von f über [a, b] als∫ b

∗ a

f dx := sup

{∫ b

a

ϕdx : ϕ ∈ T ([a, b]) mit ϕ ≤ f auf [a, b]

}
(1.1)

und das Oberintegral von f über [a, b] als∫∗ b

a

f dx := inf

{∫ b

a

ϕdx : ϕ ∈ T ([a, b]) mit ϕ ≥ f auf [a, b]

}
.

Bemerkung 1.8. Falls die Funktion f nach unten unbeschränkt ist, so gibt es keine Treppenfunktion
ϕ ∈ T ([a, b]) mit ϕ ≤ f . Mit der Konvention, dass das Supremum über die leere Menge gleich −∞ ist,
kann man in diesem Fall das Unterintegral von f auf [a, b] als −∞ definieren. Falls f nach oben unbe-
schränkt ist, so kann man analog das Oberintegral von f auf [a, b] als +∞ definieren. Hier beschränken
wir uns jedoch auf den Fall beschränkter Funktionen und kommen auf unbeschränkte Funktionen erst
später im Kapitel 1.8 zurück.

Wir müssen zunächst rechtfertigen, dass die Definitionen des Unter- und Oberintegrals sinnvoll sind,
also dass das entsprechende Supremum bzw. Infimum über die elementaren Integrale von Treppenfunk-
tionen, die überall kleiner bzw. größer als der Integrand sind, auch tatsächlich in R existiert.
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Lemma 1.9. Es sei a < b und f : [a, b]→ R eine beschränkte Funktion.

(i) Es gelten ∫ b

∗ a

f dx ∈ R und

∫∗ b

a

f dx ∈ R.

(ii) Es gelten die Beziehungen∫ b

∗ a

f dx ≤
∫∗ b

a

f dx und

∫ b

∗ a

f dx = −
∫∗ b

a

(−f) dx.

(iii) Ist f ∈ T ([a, b]) schon selbst eine Treppenfunktion, so stimmen Unter- und Oberintegral von f mit
dem elementaren Integral überein, d.h. es gilt∫ b

∗ a

f dx =

∫∗ b

a

f dx =

∫ b

a

f dx.

Beweis.

(i) Um die erste Aussage zu beweisen, weisen wir nach, dass die Menge in (1.1) eine nicht-leere, nach
oben beschränkt Teilmenge von R ist. Da f nach Annahme eine beschränkte Funktion ist, finden
wir M ≥ 0 mit |f | ≤ M auf [a, b]. Die konstante Funktion ϕM ≡ −M auf [a, b] ist daher eine
Treppenfunktion mit ϕM ≤ f und elementarem Integral −(b − a)M , so dass die Menge in (1.1)
nicht-leer ist. Um zu sehen, dass die Menge der elemenaren Integrale in (1.1) nach oben beschränkt
ist, betrachten wir die konstante Funktion ψM ≡M auf [a, b]. Für jede beliebige Treppenfunktion
ϕ mit ϕ ≤ f ≤ ψM gilt dann wegen der Monotonieeigenschaft des elementaren Integrals∫ b

a

ϕdx ≤
∫ b

a

ψM dx = (b− a)M,

so dass die Menge in (1.1) durch (b − a)M beschränkt ist. Damit existiert das Unterintegral
von f als Supremum einer nicht-leeren, nach oben beschränkten Menge in R. Analog existiert das
Unterintegral von f als Infimum einer nicht-leeren, nach unten beschränkten Menge in R.

(ii) Ist ϕ ∈ T ([a, b]) eine beliebige Treppenfunktion mit ϕ ≤ f auf [a, b] und ψ ∈ T ([a, b]) eine
beliebige Treppenfunktion mit ψ ≥ f auf [a, b], so gilt auch ϕ ≤ ψ auf [a, b]. Wegen der Monotonie
des elementaren Integrals folgt nun∫ b

a

ϕdx ≤
∫ b

a

ψ dx und damit

∫ b

∗ a

f dx ≤
∫∗ b

a

f dx.

Die zweite Aussage beweisen wir direkt aus dem Übergang ϕ→ −ϕ, der Linearität des elementaren
Integrals sowie der Eigenschaft sup{−A} = − inf{A} für jede nicht-leere Teilmenge A ⊂ R:∫ b

∗ a

f dx = sup

{∫ b

a

ϕdx : ϕ ∈ T ([a, b]) mit ϕ ≤ f auf [a, b]

}
= sup

{
−
∫ b

a

ϕdx : ϕ ∈ T ([a, b]) mit − ϕ ≤ f ⇔ ϕ ≥ −f auf [a, b]

}
= − inf

{∫ b

a

ϕdx : ϕ ∈ T ([a, b]) mit ϕ ≥ −f auf [a, b]

}
= −

∫∗ b

a

(−f) dx.

(iii) Ist f ∈ T ([a, b]) und sind ϕ,ψ ∈ T ([a, b]) beliebige Treppenfunktionen mit ϕ ≤ f ≤ ψ auf [a, b],
so gilt mit der Monotonie des elementaren Integrals∫ b

a

ϕdx ≤
∫ b

a

f dx ≤
∫ b

a

ψ dx und damit

∫ b

∗ a

f dx ≤
∫ b

a

f dx ≤
∫∗ b

a

f dx.
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Da f als Treppenfunktion aber selbst eine zulässige Funktion sowohl bei der Bildung des Supre-
mums für das Unterintegral also auch bei der Bildung des Infimums für das Oberintegral ist, gilt
tatsächlich in letzter Beziehung in beiden Ungleichungen sogar Gleichheit.

Beispiel 1.10. Für die charakteristische Funktion 1Q von Q, definiert als 1Q(x) = 1 für x ∈ Q und
1Q(x) = 0 für x ∈ R \Q, gelten ∫ 1

∗ 0

1Q dx = 0 und

∫∗ 1

0

1Q dx = 1.

Beweis. Sei ϕ ∈ T ([0, 1]) eine beliebige Treppenfunktion mit ϕ ≤ 1Q auf [0, 1]. Ist Z = {x0, x1, . . . , xk}
eine zu ϕ gehörige Zerlegung von [0, 1], also ϕ ≡ cj auf (xj−1, xj) für geeignete Werte cj ∈ R und alle
j ∈ {1, . . . , k}, so impliziert ϕ ≤ 1Q auf (xj−1, xj) wegen der Dichtheit der rationalen Zahlen Q in R
schon cj ≤ 0 für alle j ∈ {1, . . . , k}. Daher folgt

∫ 1

0

ϕdx =

k∑
j=1

cj(xj − xj−1) ≤ 0 ⇒
∫ 1

∗ 0

1Q dx ≤ 0,

wegen der Beliebigkeit der Treppenfunktion ϕ ∈ T ([0, 1]) mit ϕ ≤ 1Q und nach Definition des Unterin-
tegrals. Dass tatsächlich Gleichheit und damit die erste Behauptung für das Unterintegral von 1Q gilt,
sieht man anhand der Treppenfunktion ϕ ≡ 0, deren elementares Integral den Wert 0 hat und zulässig
für die Bildung des Supremums in der Definition des Unterintegrals ist.

Die zweite Behauptung für das Oberintegral von 1Q beweist man ähnlich. Man zeigt zunächst, dass
jede Treppenfunktion ψ ∈ T ([0, 1]) mit ψ ≥ 1Q wegen der Dichtheit von R \Q in R auf den einzelnen
offenen Intervallen der Zerlegung jeweils ψ ≥ 1 erfüllt. Damit folgt∫ 1

0

ψ dx ≥ 1 ⇒
∫∗ 1

0

1Q dx ≥ 1.

Auch hier gilt tatsächlich Gleichheit, da das elementare Integral der Funktion ψ ≡ 1 auf [0, 1] den Wert 1
hat und zulässig für die Bildung des Infimums in der Definition des Oberintegrals ist.

Einige Eigenschaften des elementaren Integrals aus Lemma 1.6 lassen sich direkt auf das Unter-
und Oberintegral übertragen, so insbesondere die Monotonie, die Normiertheit, die Positivität, die
fundamentalen Abschätzungen und die Additivität des Integrationsbereichs, also die Eigenschaften (ii)
und (iv)–(vii) in Lemma 1.6. Anders sieht es dagegen bei der Linearität und der Dreiecksungleichung
aus, für die nur noch etwas schwächere Eigenschaften gelten.

Lemma 1.11 (Eigenschaften des Unter- und Oberintegrals). Es sei a < b, f, g : [a, b]→ R beschränkte
Funktionen und λ ≥ 0. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i)1 Superadditivität des Unterintegrals:

∫ b

∗ a

[f + g] dx ≥
∫ b

∗ a

f dx+

∫ b

∗ a

g dx,

(i)2 Subadditivität des Oberintegrals:

∫∗ b

a

[f + g] dx ≤
∫∗ b

a

f dx+

∫∗ b

a

g dx,

(i)3 Positive Homogenität des Unter-/Oberintegrals:

∫ b

∗ a

λf dx = λ

∫ b

∗ a

f dx und

∫∗ b

a

λf dx = λ

∫∗ b

a

f dx,

(ii)1 Monotonie des Unterintegrals: f ≤ g auf [a, b] ⇒
∫ b

∗ a

f dx ≤
∫ b

∗ a

g dx,

(ii)2 Monotonie des Oberintegrals: f ≤ g auf [a, b] ⇒
∫∗ b

a

f dx ≤
∫∗ b

a

g dx,
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(iii) Dreiecksungleichung für das Oberintegral:

∣∣∣∣ ∫∗ b

a

f dx

∣∣∣∣ ≤ ∫∗ b

a

|f | dx.

Des weiteren gelten die Eigenschaften (iv)–(vii) in Lemma 1.6 für das Unter- und Oberintegral anstelle
des elementaren Integrals.

Beweis.

(i)1 Zu vorgegebenem ε > 0 finden wir nach Definition des Unterintegrals zwei Treppenfunktionen
ϕf , ϕg ∈ T ([a, b]) mit ϕf ≤ f , ϕg ≤ g,∫ b

a

ϕf dx >

∫ b

∗ a

f dx− ε

2
und

∫ b

a

ϕg dx >

∫ b

∗ a

g dx− ε

2
.

Da die Funktion ϕf + ϕg ebenfalls eine Treppenfunktion in T ([a, b]) ist und zudem nach Vor-
aussetzung auch ϕf + ϕg ≤ f + g erfüllt, ist sie zulässig für die Bildung des Supremums für
das Unterintegral der Funktion f + g auf dem Intervall [a, b]. Aus der Linearität des elementaren
Integrals aus Lemma 1.6 (i) folgt somit∫ b

∗ a

[f + g] dx ≥
∫ b

a

[ϕf + ϕg] dx =

∫ b

a

ϕf dx+

∫ b

a

ϕg dx >

∫ b

∗ a

f dx+

∫ b

∗ a

g dx− ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

(i)2 Die Subadditivität des Oberintegrals folgt sofort aus dem Zusammenhang zwischen Unter- und
Oberintegral aus Lemma 1.9 (ii) und der bereits gezeigten Superadditivität des Unterintegrals
aus (i):∫∗ b

a

[f + g] dx = −
∫ b

∗ a

[−f − g] dx ≤ −
∫ b

∗ a

(−f) dx−
∫ b

∗ a

(−g) dx =

∫∗ b

a

f dx+

∫∗ b

a

g dx.

(i)3 Da der Fall λ = 0 trivial ist, dürfen wir im Folgenden λ > 0 annehmen. Zu beliebigem ε > 0
wählen wir eine Treppenfunktion ϕ ∈ T ([a, b]) mit ϕ ≤ f und∫ b

a

ϕdx >

∫ b

∗ a

f dx− ε

λ
.

Da die Funktion λϕ ebenfalls eine Treppenfunktion in T ([a, b]) ist und zudem wegen der Positivität
von λ auch λϕ ≤ λf erfüllt, ist sie zulässig für die Bildung des Supremums für das Unterintegral
der Funktion λf auf dem Intervall [a, b]. Aus der Linearität des elementaren Integrals folgt also∫ b

∗ a

λf dx ≥
∫ b

a

λϕdx = λ

∫ b

a

ϕdx > λ

∫ b

∗ a

f dx− ε

und damit wegen der Beliebigkeit von ε∫ b

∗ a

λf dx ≥ λ
∫ b

∗ a

f dx.

Die noch fehlende umgekehrte Ungleichung erhält man, wenn man diese Ungleichung mit λ−1

anstelle von λ auf die Funktion λf anwendet:

λ

∫ b

∗ a

f dx = λ

∫ b

∗ a

λ−1(λf) dx ≥ λλ−1

∫ b

∗ a

λf dx =

∫ b

∗ a

λf dx.

Damit ist nun die positive Homogenität des Unterintegrals gezeigt. Die positive Homogenität des
Oberintegrals folgt wieder wie für Aussage (ii) mithilfe von Lemma 1.9 (ii) durch den Übergang
von f auf die Funktion −f :∫∗ b

a

λf dx = −
∫ b

∗ a

λ(−f) dx = −λ
∫ b

∗ a

(−f) dx = λ

∫∗ b

a

f dx.
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(ii) Ist f ≤ g auf [a, b] und ϕ ∈ T ([a, b]) eine Treppenfunktion mit ϕ ≤ f auf [a, b], so gilt auch
ϕ ≤ g auf [a, b]. Damit sind alle Treppenfunktionen, die zulässig für die Bildung des Supremums
im Unterintegral von f auch zulässig für die Bildung des Supremums im Unterintegral von g.
Damit folgt wie behauptet die Monotonie des Unterintegrals∫ b

∗ a

f dx ≤
∫ b

∗ a

g dx,

und die Monotonie des Oberintegrals ergibt sich wieder mit Lemma 1.9 (ii) sowie den Übergang
von f und g auf −f und −g.

(iii) Mit f ist auch |f | eine beschränkte Funktion, und es gelten f ≤ |f | und −f ≤ |f | auf [a, b]. Mit
der Monotonie des Oberintegrals und Lemma 1.9 (ii) folgt∫∗ b

a

f dx ≤
∫∗ b

a

|f | dx und −
∫∗ b

a

f dx =

∫ b

∗ a

(−f) dx ≤
∫∗ b

a

(−f) dx ≤
∫∗ b

a

|f | dx,

was gerade die behauptete Dreiecksungleichung für das Oberintegral zeigt.

Alle anderen Aussagen (iv)–(vii) folgen ganz analog zum Beweis von Lemma 1.6, da hier nur Monotonie
von Unter- und Oberintegral und Linearität des elementaren Integrals für konstante Funktionen (und
damit ihres Unter- und Oberintegrals) eingeht.

Bemerkung 1.12. Dass sich tatsächlich nicht alle Eigenschaften des elementaren Integral aus Lem-
ma 1.6 auf das Unter- und Oberintegral übertragen, kann man sich leicht mithilfe des Beispiels 1.10
überlegen. Dazu betrachten wir die Funktionen f := 1Q und g := 1−1Q = 1R\Q, die f + g ≡ 1 erfüllen.
Für die Unterintegrale gilt∫ 1

∗ 0

[f + g] dx =

∫ 1

0

1 dx = 1 > 0 =

∫ 1

∗ 0

f dx+

∫ 1

∗ 0

g dx

und für die Oberintegrale gilt∫∗ 1

0

[f + g] dx =

∫ 1

0

1 dx = 1 < 2 =

∫∗ 1

0

f dx+

∫∗ 1

0

g dx.

Zudem haben wir für negatives λ < 0 (der Vorzeichenwechsel zieht einen Wechsel zwischen Unter- und
Oberintegral nach sich)∫ 1

∗ 0

λf dx = λ 6= 0 = λ

∫ 1

∗ 0

f dx und

∫∗ 1

0

λf dx = 0 6= λ = λ

∫∗ 1

0

f dx.

Folglich gilt für die Unter- und Oberintegrale im Allgemeinen keine Linearität. Anhand der Rechnung∣∣∣∣ ∫ 1

∗ 0

[f − 2g] dx

∣∣∣∣ = 2 > 1 =

∫ 1

∗ 0

|f − 2g| dx

kann man außerdem nachvollziehen, dass die Dreiecksungleichung im Allgemeinen nicht für das Unter-
integral gilt.

Wie wir gesehen haben, stimmen Unter- und Oberintegral nicht für jeden Integranden überein (und
dies ist die eigentliche Ursache dafür, dass sich manche Eigenschaften aus Lemma 1.6 für das elementare
Integral nicht auf Unter- und Oberintegral übertragen ließen). Die Funktionen, für die Unter- und
Oberintegral dagegen übereinstimmen, nennen wir nun Riemann-integrierbar, und für diese Funktionen
können wir das Riemann-Integral einführen.
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Definition 1.13 (Riemann-Integral). Es sei a < b. Eine beschränkte Funktion f : [a, b] → R heißt
Riemann-integrierbar auf [a, b], falls ∫ b

∗ a

f dx =

∫∗ b

a

f dx

gilt. In diesem Fall definieren wir das (bestimmte) Riemann-Integral von f auf [a, b] als∫ b

a

f dx :=

∫ b

∗ a

f dx =

∫∗ b

a

f dx.

Die Gesamtheit aller Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b] bezeichnen wir mit R([a, b]).

Beispiel 1.14.

(i) Nach Lemma 1.9 (iii) ist insbesondere jede Treppenfunktion Riemann-integrierbar.

(ii) Wir werden später zeigen, dass jede stetige und jede monotone Funktion f : [a, b]→ R Riemann-
integrierbar ist (siehe Satz 1.27 und Satz 1.28).

(iii) Die charakteristische Funktion 1Q von Q ist auf [0, 1] (und auch auf jedem anderen nicht-leeren
Intervall [a, b]) nicht Riemann-integrierbar, da wir in Beispiel 1.10 gesehen haben, dass ihr Unter-
und Oberintegral nicht übereinstimmen.

F Übung 1.15. Es sei 0 < a < b. Zeigen Sie durch explizite Auswertung des Unter- und Oberintegrals,
dass die Funktion R+ 3 x 7→ x−1 auf dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar ist, mit Riemann-Integral∫ b

a

1

x
dx = log(b)− log(a) = log

( b
a

)
.

Für das Riemann-Integral stellt sich heraus, dass tatsächlich alle der Eigenschaften des elementaren
Integrals aus Lemma 1.6 gelten (und damit das pathologische Verhalten wie in den Beispielen aus
Bemerkung 1.12 nicht auftreten kann). Insbesondere ist das Riemann-Integral eine lineare und monotone
Abbildung.

Satz 1.16 (Eigenschaften des Riemann-Integrals). Es sei a < b. Die Menge aller Riemann-integrier-
baren Funktionen R([a, b]) stellt einen Untervektorraum des Vektorraums aller Funktionen f : [a, b]→ R

dar. Außerdem gelten für f, g ∈ R([a, b]) und λ, µ ∈ R die folgenden Aussagen:

(i) Linearität:

∫ b

a

[λf + µg] dx = λ

∫ b

a

f dx+ µ

∫ b

a

g dx,

(ii) Monotonie: f ≤ g auf [a, b] ⇒
∫ b

a

f dx ≤
∫ b

a

g dx,

(iii) Dreiecksungleichung:

∣∣∣∣ ∫ b

a

f dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f | dx,

(iv) Normiertheit:

∫ b

a

1 dx = (b− a),

(v) Positivität: f ≥ 0 auf [a, b] ⇒
∫ b

a

f dx ≥ 0,

(vi) Fundamentale Abschätzungen: (b− a) inf
[a,b]

f ≤
∫ b

a

f dx ≤ (b− a) sup
[a,b]

f ,

(vii) Additivität des Integrationsbereichs: c ∈ (a, b) ⇒
∫ b

a

f dx =

∫ c

a

f dx+

∫ b

c

f dx.
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Beweis.

(i) In diesem Schritt zeigen wir insbesondere auch die Behauptung, dassR([a, b]) ein Untervektorraum
aller Funktionen f : [a, b]→ R ist. Um λf+µg ∈ R([a, b]) mit dem in (i) dargestellten Zusammen-
hang der Integrale zu zeigen, gehen wir in zwei Schritten vor und zeigen zunächst f +g ∈ R([a, b])
und dann λf ∈ R([a, b]) mit den entsprechenden Formeln für die Riemann-Integrale.

Anhand der Riemann-Integrierbarkeit von f und g, der Superadditivität des Unterintegrals aus
Lemma 1.11, mit Lemma 1.9 (ii) und der Subadditivität des Oberintegrals sehen wir∫ b

a

f dx+

∫ b

a

g dx =

∫ b

∗ a

f dx+

∫ b

∗ a

g dx

≤
∫ b

∗ a

[f + g] dx ≤
∫∗ b

a

[f + g] dx ≤
∫∗ b

a

f dx+

∫∗ b

a

g dx =

∫ b

a

f dx+

∫ b

a

g dx.

Da die rechte und die linke Seite in der letzten Ungleichungskette übereinstimmen, gilt überall
Gleichheit, und somit ist f + g auf [a, b] Riemann-integrierbar mit∫ b

a

[f + g] dx =

∫ b

a

f dx+

∫ b

a

g dx.

Ist λ ≥ 0, so folgt aus der positiven Homogenität von Unter- und Oberintegral aus Lemma 1.11
und der Riemann-Integrierbarkeit von f∫ b

∗ a

λf dx = λ

∫ b

∗ a

f dx = λ

∫ b

a

f dx = λ

∫∗ b

a

f dx =

∫∗ b

a

λf dx.

Für λ < 0 nutzen wir dagegen Lemma 1.9 (ii) und die positive Homogenität mit (−λ), so dass wir∫ b

∗ a

λf dx = −
∫∗ b

a

(−λ)f dx = λ

∫∗ b

a

f dx = λ

∫ b

a

f dx

= λ

∫ b

∗ a

f dx = −
∫ b

∗ a

(−λ)f dx =

∫∗ b

a

λf dx

erhalten. In beiden Fällen stimmen also Unter- und Oberintegral der Funktion λf überein, so dass
mit f auch λf auf [a, b] Riemann-integrierbar ist mit∫ b

a

λf dx = λ

∫ b

a

f dx.

(ii) Die Monotonie folgt sofort aus der Riemann-Integrierbarkeit der Funktionen f und g sowie der
Monotonie von Unter- oder Oberintegral aus Lemma 1.11∫ b

a

f dx =

∫∗ b

a

f dx ≤
∫∗ b

a

g dx =

∫ b

a

g dx.

Alle weiteren Eigenschaften (iii)–(vii) beruhen im Wesentlichen nur auf der Linearität und Monotonie
und folgen analog zum Beweis der entsprechenden Eigenschaften des elementaren Integrals in Lemma 1.6.
Einzig für (iii) muss streng genommen noch argumentiert werden, dass mit f ∈ R([a, b]) auch |f | ∈
R([a, b]) gilt (vgl. Übung 1.18 oder Lemma 1.32).

Für spätere Zwecke sind noch die folgenden äquivalenten Charakterisierungen der Riemann-Inte-
grierbarkeit einer beschränkten Funktion nützlich:

Satz 1.17 (äquivalente Charakterisierungen von Riemann-Integrierbarkeit I). Es sei a < b. Für eine
beschränkte Funktion f : [a, b]→ R sind die folgenden Aussagen äquivalent:
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(i) f ist Riemann-integrierbar,

(ii) zu jedem ε > 0 gibt es zwei Treppenfunktionen ϕ,ψ ∈ T ([a, b]) mit den Eigenschaften

ϕ ≤ f ≤ ψ auf [a, b] und

∫ b

a

(ψ − ϕ) dx < ε,

(iii) es gibt zwei Folgen {ϕk}k∈N, {ψk}k∈N von Treppenfunktionen in T ([a, b]) mit den Eigenschaften

ϕk ≤ f ≤ ψk auf [a, b] für alle k ∈ N und lim
k→∞

∫ b

a

(ψk − ϕk) dx = 0.

Beweis. Implikation (i) ⇒ (ii): Es sei f Riemann-integrierbar. Zu einem festen, aber beliebigen ε > 0
finden wir nach Definition des Unter- und Oberintegrals zwei Funktionen ϕ,ψ ∈ T ([a, b]) mit ϕ ≤ f ≤ ψ,∫ b

a

ϕdx >

∫ b

∗ a

f dx− ε

2
und

∫ b

a

ψ dx <

∫∗ b

a

f dx+
ε

2

Da wegen der Riemann-Integrierbarkeit von f das Unter- und das Oberintegral übereinstimmen, be-
kommen wir durch Subtraktion dieser Ungleichungen∫ b

a

(ψ − ϕ) dx < ε.

Implikation (ii) ⇒ (iii): Wenden wir die Aussage (ii) mit ε = 1/k für alle k ∈ N an, so erhalten
wir Folgen {ϕk}k∈N, {ψk}k∈N in T ([a, b]) mit den Eigenschaften in (iii), also mit ϕk ≤ f ≤ ψk für alle
k ∈ N sowie ∫ b

a

(ψk − ϕk) dx <
1

k
für alle k ∈ N ⇒ lim

k→∞

∫ b

a

(ψk − ϕk) dx = 0.

Implikation (iii) ⇒ (i): Wenn Folgen {ϕk}k∈N, {ψk}k∈N in T ([a, b]) mit den Eigenschaften in (iii)
existieren, so ist jede der Funktionen ϕk für k ∈ N eine zulässige Funktion für die Bildung des Supremums
in der Definition des Unterintegrals von f , und entsprechend ist jede der Funktionen ψk für k ∈ N eine
zulässige Funktion für die Bildung des Infimums in der Definition des Oberintegrals von f . Daher folgern
wir ∫ b

∗ a

f dx = sup

{∫ b

a

ϕdx : ϕ ∈ T ([a, b]) mit ϕ ≤ f auf [a, b]

}
≥ lim sup

k→∞

∫ b

a

ϕk dx

≥ lim sup
k→∞

∫ b

a

(ϕk − ψk) dx+ lim inf
k→∞

∫ b

a

ψk dx = lim inf
k→∞

∫ b

a

ψk dx

≥ inf

{∫ b

a

ψ dx : ψ ∈ T ([a, b]) mit ψ ≥ f auf [a, b]

}
=

∫∗ b

a

f dx.

Da nach Lemma 1.9 (ii) das Oberintegral einer Funktion immer mindestens so groß sein muss wie ihr
Unterintegral, gilt sogar Gleichheit in jeder der obigen Ungleichungen (und die Grenzwerte der Folgen
der elementaren Integrale der Funktionen ϕk und ψk existieren auch). Damit gilt∫ b

∗ a

f dx =

∫∗ b

a

f dx,

also die Riemann-Integrierbarkeit von f .

Übung 1.18. Es sei a < b und f ∈ R([a, b]). Zeigen Sie, dass f+, f−, |f | ∈ R([a, b]) gilt, wobei f+

und f− den Positiv- und Negativteil von f darstellen, definiert als

f+ := max{f(x), 0} und f+ := −min{f(x), 0} für alle x ∈ [a, b]. (1.2)
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1.3 Vertauschung von Integration und Grenzübergang

Wir beschäftigen uns nun mit der Frage, ob man für eine konvergente Folge {fk}k∈N von Riemann-
integrierbaren Funktionen in R([a, b]) den Prozess der Grenzwertbildung mit dem Prozess der Riemann-
Integration vertauschen kann, also unter welchen Voraussetzungen∫ b

a

( lim
k→∞

fk) dx = lim
k→∞

∫ b

a

fk dx

gilt. Dazu erinnern wir zunächst an geeignete Konvergenzbegriffe für Folgen von (reellwertigen) Funk-
tionen, nämlich die der punktweisen und der gleichmäßigen Konvergenz.

Definition 1.19 (punktweise und gleichmäßige Konvergenz). Es sei D ⊂ R eine Menge und {fk}n∈N
eine Folge von Funktionen mit fk : D → R für alle k ∈ N.

(i) Wir sagen, dass die Folge {fk}k∈N punktweise (auf D) konvergiert, falls für jedes x ∈ D der
Grenzwert limk→∞ fk(x) existiert. In diesem Fall nennen wir die durch

f(x) := lim
k→∞

fk(x) für x ∈ D

definierte Funktion den punktweisen Limes von {fk}k∈N und schreiben auch

f = lim
k→∞

fk oder fk → f bei k →∞ punktweise auf D.

(ii) Wir sagen, dass die Folge {fk}k∈N gleichmäßig (auf D) gegen eine Funktion f : D → R konver-
giert, falls

lim
k→∞

(
sup
x∈D
|fk(x)− f(x)|

)
= 0

gilt. In diesem Fall nennen wir f den gleichmäßigen Limes von {fk}k∈N und schreiben auch

f = lim
k→∞

fk oder fk → f bei k →∞ gleichmäßig auf D.

Bemerkung 1.20. In der Nullfolgen- oder ε-Formulierung bedeutet punktweise Konvergenz der Funk-
tionenfolge {fk}k∈N gegen eine Funktion f : D → R gerade, dass man für jedes x ∈ D und jedes ε > 0
einen Folgenindex k0 ∈ N findet mit

|fk(x)− f(x)| < ε für alle k ≥ k0.

Bei gleichmäßiger Konvergenz dagegen findet man für jedes ε > 0 einen Folgenindex k0 ∈ N mit

|fk(x)− f(x)| < ε für alle k ≥ k0 und alle x ∈ D.

Der Unterschied dieser beiden Konvergenzarten liegt also darin, dass der Folgenindex k0 bei der punkt-
weisen Konvergenz vom betrachteten Punkt x ∈ D abhängen darf, wohingegen er bei gleichmäßiger
Konvergenz für alle Punkte x ∈ D uniform gewählt werden muss. Offensichtlich impliziert gleichmäßige
Konvergenz daher bereits punktweise Konvergenz.

Übung 1.21. Untersuchen Sie die Folgen {fk}k∈N und {gk}k∈N von Funktionen auf [0,∞) mit

fk(x) :=
x

k2
exp

(x
k

)
und gk :=

1

1 + kx
für alle x ∈ [0,∞) und k ∈ N

auf punktweise und gleichmäßige Konvergenz.
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Punktweise Konvergenz ist tatsächlich im Allgemeinen nicht ausreichend für die Vertauschung der
Grenzwertbildung und der Riemann-Integration, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 1.22. Es sei {fk}k∈N eine Folge von Treppenfunktionen in T ([0, 1]), die
definiert ist als

fk(x) = k1(0,k−1) für alle x ∈ [0, 1] und k ∈ N.

Offensichtlich gelten:

• Die Folge {fk}k∈N konvergiert punktweise auf [0, 1] gegen die Funktion f ≡ 0,

• für jedes k ∈ N ist die Funktion fk als Treppenfunktion Riemann-integrierbar
auf [0, 1] mit ∫ 1

0

fk dx = k−1 · k = 1.

Insbesondere gilt also in diesem Fall∫ 1

0

( lim
k→∞

fk) dx = 0 6= 1 = lim
k→∞

∫ 1

0

fk dx.

f1

f2

f3

f4

f5

f

Unter der stärkeren Annahme der gleichmäßiger Konvergenz an die Funktionenfolge kann man da-
gegen die Grenzwertbildung und die Riemann-Integration vertauschen.

Satz 1.23 (Integration von Funktionenfolgen). Es sei a < b und {fk}k∈N eine Folge Riemann-integrier-
barer Funktionen fk : [a, b] → R für alle k ∈ N, die gleichmäßig gegen eine Funktion f : [a, b] → R

konvergiert. Dann ist der gleichmäßige Limes f auf [a, b] Riemann-integrierbar, die Folge {
∫ b
a
fk dx}k∈N

der Riemann-Integrale ist konvergent und es gilt∫ b

a

f dx =

∫ b

a

( lim
k→∞

fk) dx = lim
k→∞

∫ b

a

fk dx.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass f als gleichmäßiger Limes beschränkter Funktionen selbst eine be-
schränkte Funktion ist. Dazu wählen wir einen Folgenindex k0 ∈ N, so dass

|fk0(x)− f(x)| < 1 für alle x ∈ [a, b]

gilt. Damit folgt aus der Beschränktheit von fk0 auch die Beschränktheit von f :

sup
x∈[a,b]

|f(x)| ≤ sup
x∈[a,b]

|fk0(x)|+ sup
x∈[a,b]

|fk0(x)− f(x)| ≤ sup
x∈[a,b]

|fk0(x)|+ 1 <∞.

Als nächstes wollen wir die Riemann-Integrierbarkeit von f zeigen. Dazu fixieren wir ein beliebiges ε > 0
und wählen einen Folgenindex k1 ∈ N mit der Eigenschaft

|fk1(x)− f(x)| < ε

3(b− a)
für alle x ∈ [a, b].

Die Funktion fk1 stellt damit in jedem Punkt x ∈ [a, b] eine “gute” Approximation der Grenzfunktion f
dar. Wegen der Riemann-Integrierbarkeit von fk1 finden wir gemäß Satz 1.17 zwei Treppenfunktionen
ϕk1 , ψk1 ∈ T ([a, b]) mit den Eigenschaften

ϕk1 ≤ fk1 ≤ ψk1 auf [a, b] und

∫ b

a

(ψk1 − ϕk1) dx <
ε

3
.

Nun definieren wir Treppenfunktionen ϕ,ψ ∈ T ([a, b]) als

ϕ := ϕk1 −
ε

3(b− a)
und ψ := ψk1 +

ε

3(b− a)
.
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Dann gelten nach Wahl der Funktionen ϕk1 , ψk1 sowie des Folgenindex k1

ϕ(x) = ϕk1 −
ε

3(b− a)
≤ fk1(x)− ε

3(b− a)
≤ f(x) + |fk1(x)− f(x)| − ε

3(b− a)

≤ f(x)

≤ f(x)− |fk1(x)− f(x)|+ ε

3(b− a)
≤ fk1(x) +

ε

3(b− a)
≤ ψk1 +

ε

3(b− a)
= ψ(x)

für alle x ∈ [a, b], also ϕ ≤ f ≤ ψ auf [a, b]. Außerdem gilt∫ b

a

(ψ − ϕ) dx =

∫ b

a

(ψk1 − ϕk1) dx+

∫ b

a

2ε

3(b− a)
dx <

ε

3
+

2ε

3
= ε.

Daher folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f nun mit dem Riemann-Integrabilitätskriterium aus
Satz 1.17 (ii).

Abschließend zeigen wir noch die behauptete Formel für den Wert des Riemann-Integrals von f
auf [a, b], also die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integration. Dazu reicht es, die Dreiecksunglei-
chung aus Satz 1.16 (iii) auf die Differenz f − fk anzuwenden∣∣∣∣ ∫ b

a

f dx−
∫ b

a

fk dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ b

a

(f − fk) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f − fk| dx ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)− fk(x)|(b− a)

und zu bemerken, dass die rechte Seite wegen der Annahme der gleichmäßigen Konvergenz im Limes
k →∞ verschwindet.

Auch wenn wir momentan noch nicht wirklich sinnvoll mit Integralen rechnen können, halten wir
eine nützliche Folgerung des letzten Satzes fest: aus der Vorlesung Analysis I wissen wir, dass die Folge
der Partialsummen für eine Potenzreihe gleichmäßig im Inneren des Konvergenzbereiches konvergiert.
Folglich darf die Reihe nach Satz 1.23 dort gliedweise integriert werden:

Korollar 1.24 (Integration von Potenzreihen). Es sei f(x) =
∑∞
k=0 ak(x−x0)k eine Potenzreihenfunk-

tion mit reellen Koeffizienten {ak}k∈N0
, einem Entwicklungspunkt x0 ∈ R und positivem Konvergenz-

radius R ∈ (0,∞]. Dann ist die Potenzreihe f auf jedem kompakten Intervall [a, b] ⊂ (x0 − R, x0 + R)
Riemann-integrierbar mit ∫ b

a

f(x) dx =

∞∑
k=0

ak

∫ b

a

(x− x0)k dx.

1.4 Riemann-integrierbare Funktionen

Bisher kennen wir die Riemann-Integrierbarkeit nur für Treppenfunktionen und müssen diese für andere
Funktionen gesondert (etwa über die Konstruktion von geeigneten Treppenfunktionen) nachweisen. Wir
überlegen uns in diesem Abschnitt mit allgemeinen Argumenten, dass alle stetigen und monotonen
Funktionen Riemann-integrierbar sind, und unter welchen Voraussetzungen elementare Operationen
wie Verkettungen, Produkte und Potenzen die Riemann-Integrierbarkeit erhalten.

Lemma 1.25. Es sei a < b und f : [a, b]→ R eine stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem ε > 0 eine
Treppenfunktion ϕ ∈ T ([a, b]) mit der Eigenschaft

sup
x∈[a,b]

|ϕ(x)− f(x)| < ε.

Bemerkung 1.26. Die Aussage bedeutet, dass die Klasse der Treppenfunktionen dicht bezüglich der
Supremumsnorm im Raum der stetigen Funktionen liegt (auch wenn Treppenfunktionen selbst im All-
gemeinen natürlich nicht stetig sind).
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Beweis. Da jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall sogar gleichmäßig stetig ist, finden wir
zu beliebigem ε > 0 ein δ > 0 mit der Eigenschaft, dass

|f(x)− f(y)| < ε für alle x, y ∈ [a, b] mit |x− y| < δ (1.3)

gilt. Nun wählen wir eine äquidistante Zerlegung des Intervalls [a, b] mit Intervalllänge kleiner als δ,
d.h. wir wählen ein k ∈ N mit (b− a)/k < δ und wählen als Teilpunkte der Zerlegung

xj := a+
j

k
(b− a) für j ∈ {0, 1, . . . , k}.

Dann definieren wir die Treppenfunktion ϕ ∈ T ([a, b]) über die Werte von f in den Teilpunkten als

ϕ(x) :=

{
f(xj−1) falls x ∈ [xj−1, xj) für ein j ∈ {1, . . . , k},
f(xk) falls x = xk.

a b

f

f + ε

f − ε
ϕ

Nach Konstruktion stimmen ϕ und f also in allen Teilpunkten x0, x1, . . . , xk überein. Für jeden
anderen Punkt x ∈ [a, b] finden wir ein j ∈ {1, 2, . . . , k} mit x ∈ (xj−1, xj), und dort gilt wegen
|x− xj−1| < δ und der Wahl (1.3) von δ

|ϕ(x)− f(x)| = |f(xj−1)− f(x)| < ε,

so dass die Behauptung gezeigt ist.

Nach dieser Vorüberlegung können wir nun zeigen, dass alle stetigen Funktionen auf einem kompak-
ten Intervall Riemann-integrierbar sind.

Satz 1.27 (Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen auf kompakten Intervallen). Es sei a < b.
Jede stetige Funktion f : [a, b]→ R ist Riemann-integrierbar auf [a, b].

Beweis. Wenden wir die Aussage von Lemma 1.25 für ε = 1/k für alle k ∈ N an, so erhalten wir eine
Folge {ϕk}k∈N in T ([a, b]) mit der Eigenschaft

sup
x∈[a,b]

|ϕk(x)− f(x)| < 1

k
→ 0 bei k →∞.

Dies bedeutet gerade, dass die Folge {ϕk}k∈N gleichmäßig auf [a, b] gegen f konvergiert. Da {ϕk}k∈N als
Folge von Treppenfunktionen insbesondere eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen ist (vgl. Bei-
spiel 1.14 (i)), folgt nun aus Satz 1.23, dass auch ihr gleichmäßiger Limes f selbst Riemann-integrierbar
auf [a, b] ist, was gerade die Behauptung ist.

Auch monotone Funktionen sind auf kompakten Intervallen stets Riemann-integierbar.

Satz 1.28 (Riemann-Integrierbarkeit monotoner Funktionen auf kompakten Intervallen). Es sei a < b.
Jede monotone Funktion f : [a, b]→ R ist Riemann-integrierbar auf [a, b].
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Beweis. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, dass f monoton wachsend ist.
Wir konstruieren im Folgenden zwei Folgen {ϕk}k∈N, {ψk}k∈N von Treppenfunktionen in T ([a, b]) mit
den Eigenschaften

ϕk ≤ f ≤ ψk auf [a, b] für alle k ∈ N und lim
k→∞

∫ b

a

(ψk − ϕk) dx = 0,

so dass wir auf die Riemann-Integrierbarkeit von f mithilfe von Satz 1.17 schließen können. Dazu
definieren wir zu jedem vorgegebenen Folgenindex k ∈ N zunächst die äquidistante Zerlegung des
Intervalls [a, b] mit Intervalllänge (b− a)/k, d.h. wir wählen als Teilpunkte der Zerlegung

xj := a+
j

k
(b− a) für j ∈ {0, 1, . . . , k}.

Anschließend definieren wir die Funktionen ϕk, ψk ∈ T ([a, b]) als

ϕk(x) :=

{
f(xj−1) falls x ∈ [xj−1, xj) für ein j ∈ {1, 2, . . . , k},
f(xk) falls x = xk,

und

ψk(x) :=

{
f(xj) falls x ∈ [xj−1, xj) für ein j ∈ {1, 2, . . . , k},
f(xk) falls x = xk,

in Kurzform also

ϕk =

k∑
j=1

f(xj−1)1[xj−1,xj) + f(xk)1{xk} und ψk =

k∑
j=1

f(xj)1[xj−1,xj) + f(xk)1{xk}.

a x1 x2 . . . b

ϕk

ψk f

Da f nach Annahme monoton wachsend ist, gilt für jedes j ∈ {1, . . . , k}
ϕk(x) = f(xj−1) ≤ f(x) ≤ f(xj) = ψk(x) für alle x ∈ [xj−1, xj),

so dass wir wegen ϕk(xk) = f(xk) = ψk(xk) die Ungleichungen ϕk ≤ f ≤ ψk auf [a, b] verifiziert haben.
Außerdem gilt nach äquidistanter Wahl der Zerlegung und mit der Teleskopsummeneigenschaft

0 ≤
∫ b

a

(ψk − ϕk) dx =

k∑
j=1

[
f(xj)− f(xj−1)

]
(xj − xj−1)

=
b− a
k

k∑
j=1

[
f(xj)− f(xj−1)

]
=
b− a
k

[
f(xk)− f(x0)

]
=
b− a
k

[
f(b)− f(a)

]
→ 0 bei k →∞.

Also haben wir das Kriterium für Riemann-Integrierbarkeit aus Satz 1.17 (iii) nachgewiesen und damit
wie behauptet die Riemann-Integrierbarkeit von f gezeigt.
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Als nächstes beschäftigen wir uns mit Operationen, die Riemann-Integrierbarkeit erhalten. Hier
zeigen wir zunächst, dass die Verkettung einer gleichmäßig stetigen Funktion mit einer Riemann-
integrierbaren Funktion selbst wieder Riemann-integrierbar ist.

Lemma 1.29. Es sei a < b, f ∈ R([a, b]) Riemann-integrierbar und h : f([a, b])→ R gleichmäßig stetig.
Dann gilt h ◦ f ∈ R([a, b]).

Bemerkung 1.30.

(1) Die Voraussetzung der Stetigkeit anstelle von gleichmäßiger Stetigkeit an die Funktion h reicht
tatsächlich nicht. Um dies einzusehen, betrachten wir die Funktionen f : [0, 1] → {−1} ∪ (0, 1]
definiert als f(x) := x für x ∈ (0, 1] und f(0) = −1 sowie h : {−1} ∪ (0, 1] → R definiert als
h(y) = y−1. Als monotone Funktion ist f Riemann-integrierbar auf [0, 1], die Funktion h ist stetig
auf (0, 1] (jedoch nicht gleichmäßig stetig), aber die Verkettung h ◦ f ist nicht beschränkt auf [0, 1]
und damit auch nicht Riemann-integrierbar. Später werden wir sehen, dass h ◦ f auch nicht im
uneigentlichen Sinn Riemann-integrierbar ist.

(2) Als Spezialfall bemerken wir, dass h ◦ f ∈ R([a, b]) gilt, sobald f ∈ R([a, b]) Riemann-integrierbar
und h eine stetige Funktion auf dem Abschluss f([a, b]) (oder auch auf ganz R) ist, da in diesem
Fall f([a, b]) eine kompakte Menge ist und jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge schon
gleichmäßig stetig ist.

Bevor wir zum Beweis dieses Lemmas kommen, machen wir die folgenden Vorüberlegungen zu gleich-
mäßig stetigen Funktionen:

Lemma 1.31. Es sei A ⊂ R eine beschränkte Menge und h : A→ R gleichmäßig stetig. Dann gelten:

(i) h ist beschränkt auf A,

(ii) zu jedem η > 0 existiert eine Konstante Mη ∈ R mit der Eigenschaft, dass

|h(x)− h(y)| ≤ η +Mη|x− y| für alle x, y ∈ A gilt.

Beweis. Für den Beweis von (i) nehmen wir in einem Widerspruchsargument an, dass h nicht beschränkt
ist. Dann finden wir eine Folge von Punkten {xk}k∈N in der Mengen A mit |h(xk+1)| ≥ |h(xk)|+ 1 für
alle k ∈ N. Da A eine beschränkte Menge ist, können wir eine Teilfolge {xk`}`∈N auswählen, die in R
konvergiert. Entlang dieser Folge haben wir also insbesondere

|xk`+1
− xk` | → 0 für `→∞, aber zugleich |h(xk`+1

)− h(xk`)| ≥ |h(xk`+1
)| − |h(xk`)| ≥ 1,

was der gleichmäßigen Stetigkeit von h auf A widerspricht. Daher ist h wie behauptet von oben be-
schränkt.

Um die zweite Aussage (ii) zu zeigen, schließen wir aus der gleichmäßigen Stetigkeit von h auf A
zuerst, dass es zu jedem beliebigem η > 0 ein δ > 0 gibt mit der Eigenschaft

|h(x)− h(y)| < η für alle x, y ∈ A mit |x− y| < δ.

Für zwei Punkte, die δ-nah beieinander liegen, ist damit bereits die Behauptung gezeigt. Für alle
anderen Punkte x, y ∈ A mit |x − y| ≥ δ gilt die behauptete Ungleichung aber offensichtlich, wenn
man Mη := (supA h− infA h)/δ wählt (was nach (i) eine endliche Zahl ist), denn für solche Punkte hat
man

|h(x)− h(y)| ≤ sup
A
h− inf

A
h = Mηδ ≤Mη|x− y|.

Beweis von Lemma 1.29. Da f als Riemann-integrierbare Funktion auf [a, b] und h gemäß Lemma 1.31
auf der beschränkten Menge f([a, b]) beschränkt sind, ist auch die Verkettung h ◦ f eine beschränkte
Funktion auf [a, b].
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Um nun die Riemann-Integrierbarkeit von h ◦ f aus der Riemann-Integrierbarkeit von f zu folgern,
wollen wir zu ε > 0 Treppenfunktionen ϕ,ψ ∈ T ([a, b]) finden mit ϕ ≤ h ◦ f ≤ ψ auf [a, b] und∫ b

a

(ψ − ϕ) dx < ε,

so dass wir die Riemann-Integrierbarkeit von h ◦ f aus Satz 1.17 (ii) bekommen. Dazu wählen wir zu

η :=
ε

3(b− a)

die Konstante Mη wie in Lemma 1.31. Dann nehmen wir zwei Treppenfunktionen ϕf , ψf ∈ T ([a, b]) zu
einer gemeinsamen Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xk} mit ϕf ≤ f ≤ ψf auf [a, b] sowie∫ b

a

(ψf − ϕf ) dx <
ε

3Mη
.

Nun definieren wir die gesuchten Treppenfunktionen ϕ,ψ ∈ T ([a, b]) über

ϕ ≡ inf
(xj−1,xj)

h ◦ f und ψ ≡ sup
(xj−1,xj)

h ◦ f für j ∈ {1, 2, . . . , k}

und setzen auf den Teilungspunkten einfach ϕ(xj) = ψ(xj) = h ◦ f(xj) für j ∈ {0, 1, . . . , k}. Nach
Konstruktion ist daher schon ϕ ≤ h ◦ f ≤ ψ auf [a, b] erfüllt. Für die Differenz folgt mit Lemma 1.31 in
einem ersten Schritt auf einem beliebigem Intervall [xj−1, xj ] für ein j ∈ {1, 2, . . . , k}

ψ − ϕ = sup
(xj−1,xj)

h ◦ f − inf
(xj−1,xj)

h ◦ f ≤ h ◦ f(ξj)− h ◦ f(ξ
j
) + η

≤ 2η +Mη|f(ξj)− f(ξ
j
)| ≤ 2η +Mη

(
sup

(xj−1,xj)

f − inf
(xj−1,xj)

f
)
≤ 2η +Mη(ψf − ϕf )

für geeignete Zwischenpunkte ξj , ξj ∈ (xj−1, xj), deren h ◦ f -Auswertung die Treppenfunktionen ψ

bzw. ϕ gut approximiert (d.h. insgesamt bis auf einen Fehler der Größe η). In einem zweiten Schritt
folgern wir damit nach Wahl von η und der Treppenfunktionen ϕf , ψf die Integral-Abschätzung∫ b

a

(ψ − ϕ) dx ≤
∫ b

a

[
2η +Mη(ψf − ϕf )

]
dx <

2ε

3
+
ε

3
= ε.

Mit Satz 1.17 (ii) folgt somit die behauptete Riemann-Integrierbarkeit von h ◦ f .

Mithilfe von Lemma 1.29 können wir nun auch zeigen, dass Positiv- und Negativteil, Potenzen und
Produkte Riemann-integrierbarer Funktionen wieder Riemann-integrierbar sind:

Lemma 1.32. Es sei a < b. Für Riemann-integrierbare Funktionen f, g ∈ R([a, b]) gelten die folgenden
Aussagen:

(i) f+, f− ∈ R([a, b]) (mit f+ und f− dem in (1.2) definierten Positiv- und Negativteil von f),

(ii) |f |α ∈ R([a, b]) für jedes α > 0,

(iii) fg ∈ R([a, b]).

Beweis.

(i) Die Funktionen h : y 7→ max{y, 0} und y 7→ −min{y, 0} sind auf R gleichmäßig stetig. Daher folgt
die Behauptung aus Lemma 1.29.

(ii) Die Funktion h : y 7→ |y|α ist auf beschränkten Mengen gleichmäßig stetig. Daher folgt die Be-
hauptung aus Lemma 1.29.
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(iii) Indem wir die Funktion fg umschreiben als fg = (|f + g|2 − |f − g|2)/4, folgt die Behauptung
sofort aus (ii) mit α = 2 sowie der Linearität des Riemann-Integrals.

Abschließend beweisen wir noch den (verallgemeinerten) Mittelwertsatz der Integralrechnung, der es
erlaubt, (gewichtete) Integrale abschätzen, ohne den exakten Wert des Integrals zu berechnen.

Satz 1.33 ((verallgemeinerter) Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei a < b, f : [a, b] → R eine
stetige Funktion und g ∈ R([a, b]) eine Riemann-integrierbare Funktion mit g ≥ 0 auf [a, b]. Dann gelten:

(i) es existiert ein ξ ∈ [a, b] mit

∫ b

a

f dx = f(ξ)(b− a),

(ii) es existiert ein ξ ∈ [a, b] mit

∫ b

a

fg dx = f(ξ)

∫ b

a

g dx.

Beweis. Die Aussage (i) folgt sofort aus (ii) mit der Wahl g ≡ 1, so dass wir nur (ii) zu zeigen brauchen.
Für den Beweis von (ii) bemerken wir wegen der Nichtnegativität von g zunächst

min
[a,b]

f g(x) ≤ f(x)g(x) ≤ max
[a,b]

f g(x)

für alle x ∈ [a, b], so dass wir aus der Monotonie und Linearität des Riemann-Integrals aus Satz 1.16
auf die Ungleichungen

min
[a,b]

f

∫ b

a

g dx ≤
∫ b

a

fg dx ≤ max
[a,b]

f

∫ b

a

g dx

schließen. Also gibt es eine Zahl µ ∈ [min[a,b] f,max[a,b] f ] mit∫ b

a

fg dx = µ

∫ b

a

g dx.

Aufgrund des Zwischenwertsatzes angewandt auf die stetige Funktion f folgt die Existenz eines Zwi-
schenpunktes ξ ∈ [a, b] mit f(ξ) = µ, womit die Behauptung in (ii) gezeigt ist.

Bemerkung 1.34 (Graphische Interpretation). Der Mittelwertsatz der Integralrechnung hat eine sehr
einfache graphische Interpretation, anhand derer man sowohl den Beweis als auch die Notwendigkeit
der Stetigkeit von f gut verstehen kann: man sucht zunächst eine Höhe µ, so dass die Flächeninhalte
gleich sind, die zwischen dem Graphen von f und der Höhenlinie bei µ oberhalb bzw. unterhalb einge-
schlossen sind. Verwendet man die Höhe µ = inf f , so liegt dieser Flächeninhalt komplett oberhalb der
µ-Höhenlinie, verwendet man dagegen die Höhe µ = sup f , so liegt dieser Flächeninhalt komplett unter-
halb der µ-Höhenlinie. Verschiebt man die Höhenlinie also geeignet, sind die Flächeninhalte, die oberhalb
und unterhalb der Höhenlinie bis zum Graphen eingeschlossen sind, an einer geeigneten Stelle gleich.
Wegen der Stetigkeit von f kann man letztendlich dann die richtige Höhe µ als Funktionswert f(ξ) einer
geeigneten Stelle ξ identifizieren.

a ξ b

f(ξ)

f
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1.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir setzen nun die beiden grundlegenden Konzepte der Analysis, die Integration und die Differentia-
tion, miteinander in Verbindung. Genauer werden wir uns mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung beschäftigen, der auf Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz zurückgeht und
besagt, dass das Integrieren – zumindest für stetige Integranden – als die umgekehrte Operation zum
Differenzieren verstanden werden kann.

Wir erinnern zunächst an den Begriff der Stammfunktion.

Definition 1.35 (Stammfunktion). Es sei I ⊂ R ein Intervall und f : I → R eine Funktion. Wir
nennen eine differenzierbare Funktion F : I → R eine Stammfunktion von f , falls

F ′ = f auf I

gilt (falls die Intervallendpunkte zu I gehören, so wird F ′ dort als einseitige Ableitung aufgefasst).

Mithilfe der Ableitungsregeln kann man nachweisen, dass eine (gegebene) Funktion F die Stamm-
funktion einer Funktion f ist.

Beispiel 1.36. Sei c ∈ R eine beliebige Konstante.

(i) Für die Funktion Fc(x) = p−1xp + c für x ∈ R und p ≥ 1 hat man F ′c(x) = xp−1, also ist Fc eine
Stammfunktion von f : x 7→ xp−1 auf R. Wegen der Linearität der Ableitung kann man so nun
auch eine Stammfunktion zu einem beliebigen gegebenen Polynom bestimmen.

(ii) Über den Satz, dass man Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzbereiches gliedweise differen-
zieren darf, kann man verifizieren, dass die Potenzreihe Fc : x 7→ ∑∞

k=0 ak(k + 1)−1xk+1 + c eine
Stammfunktion zu f : x 7→∑∞

k=0 akx
k auf dem offenen Intervall (−R,R) ist, wobei R gerade der

Konvergenzradius der Potenzreihe f um 0 ist.

(iii) Für die Funktion Fc(x) = log(|x|) + c für x 6= 0 berechnet man F ′c(x) = x−1, also ist Fc eine
Stammfunktion von f : x 7→ x−1 auf R− und auf R+.

(iv) Für die Funktion Fc(x) = exp(x)+c für x ∈ R gilt F ′c(x) = exp(x), also ist Fc eine Stammfunktion
von f : x 7→ exp(x) auf R.

(v) Für die Funktion Fc(x) = sin(x) + c für x ∈ R gilt F ′c(x) = cos(x), also ist Fc eine Stammfunktion
von f : x 7→ cos(x) auf R.

(vi) Für die Funktion Fc(x) = arctan(x) + c für x ∈ R gilt F ′c(x) = (1 + x2)−1, also ist Fc eine
Stammfunktion von f : x 7→ (1 + x2)−1 auf R.

(vii) Für die Funktion Fc(x) = arcsin(x) + c auf (−1, 1) gilt F ′c(x) = (1 − x2)−1/2, also ist Fc eine
Stammfunktion von f : x 7→ (1− x2)−1/2 auf (−1, 1).

Eine Funktion kann also durchaus mehrere (und damit sogar unendlich viele) verschiedene Stamm-
funktionen besitzen. In allen bisher vorgestellten Beispielen unterscheiden sich die verschiedenen Stamm-
funktionen zu einer Funktion jedoch nur um eine additive Konstante. Dass dies tatsächlich immer der
Fall ist, besagt gerade das folgende Lemma.

Lemma 1.37. Es sei I ⊂ R ein Intervall, f : I → R eine Funktion mit Stammfunktion F : I → R.
Eine Funktion G ist genau dann eine Stammfunktion von f , falls F −G konstant auf I ist.

Beweis. Es sei zunächst G eine Funktion, so dass F −G konstant auf I ist. Dann folgt aus der Differen-
zierbarkeit von F sofort die Differenzierbarkeit von G, mit Ableitung G′ = F ′ = f auf I. Damit ist G
also ebenfalls eine Stammfunktion von f .

Ist umgedreht G eine weitere Stammfunktion von f , so folgt (F − G)′ = f ′ − f ′ = 0 auf I. Aus
dem Schrankensatz folgern wir dann, dass F −G auf jedem kompaktem Intervall in I konstant ist, und
damit wegen F,G ∈ C(I) sogar auf ganz I konstant ist wie behauptet.
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Dass eine Funktion F eine Stammfunktion einer Funktion f darstellt, konnten wir durch Differentia-
tion nachweisen. Umgekehrt ist man aber typischerweise daran interessiert, zu einer gegebenen Funkti-
on f eine Stammfunktion zu bestimmen. Dass man dies durch Integration, also eine “Umkehrung” der
Differentiation, gewinnen kann, das ist gerade eine der Aussagen des folgenden zentralen Satzes aus der
Analysis. Für die Formulierung des Satzes benötigen wir noch die folgende Konventionen:

Definition 1.38. Es sei a < b. Für eine Riemann-integrierbare Funktion f ∈ R([a, b]) definieren wir∫ a

b

f dx := −
∫ b

a

f dx.

Außerdem setzen wir für f : {a} → R ∫ a

a

f dx := 0.

Satz 1.39 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung oder kurz HDI). Es sei I ⊂ R ein Intervall
und f : I → R eine stetige Funktion.

(i) Ist a ∈ I ein beliebiger Punkt, so stellt die Funktion F : I → R, definiert über die Vorschrift

F (x) :=

∫ x

a

f dt für x ∈ I

eine Stammfunktion von f auf I dar, d.h. F ist auf I (stetig) differenzierbar mit F ′ = f auf I.

(ii) Ist G eine beliebige Stammfunktion von f auf I, so gilt für alle a, b ∈ I∫ b

a

f dx = G(b)−G(a) =: [G]ba.

Bemerkung 1.40.

(1) Der erste Teil des Satzes besagt, dass jede stetige Funktion (mindestens) eine Stammfunktion be-
sitzt und man eine solche durch Integration mit variabler oberer Grenze gewinnen kann. Der zweite
Teil des Satzes besagt, wie man Integrale auf einem gegebenem Intervall, sogenannte bestimmte
Integrale, mithilfe von Auswertungen einer beliebigen bekannten Stammfunktion des Integranden
berechnen kann.

(2) Da man (zumindest für stetige Funktionen) eine Stammfunktion mithilfe der Integration finden
kann, schreibt man häufig ∫

f dx

ohne Integralgrenzen, um die Gesamtheit aller Stammfunktionen auszudrücken und bezeichnet dies
als das unbestimmte Integral von f .

Beweis von Satz 1.39.

(i) Für fixiertes x ∈ I betrachten wir ein beliebiges h ∈ R \ {0} mit x + h ∈ I und schreiben den
Differenzenquotienten (F (x+ h)− F (x))/h um als

F (x+ h)− F (x)

h
=

1

h

(∫ x+h

a

f dt−
∫ x

a

f dt

)
=

1

h

∫ x+h

x

f dt. (1.4)

Variante 1: Nachweis durch explizite Abschätzung. Aus der vorigen Identität folgt∣∣∣∣F (x+ h)− F (x)

h
− f(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

h

∫ x+h

x

|f(t)− f(x)| dt
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(für h > 0 folgt dies direkt aus der Dreiecksungleichung für das Riemann-Integral, für h < 0 muss
man noch beachten, dass in diesem Fall die obere Integrationsgrenze kleiner als die untere ist und
das Vertauschen dieser Grenzen zu einem Vorzeichenwechsel führt). Zu einem vorgegebenen ε > 0
wählen wir nun δ > 0 mit der Eigenschaft, dass |f(t)− f(x)| < ε für alle t ∈ [a, b] mit |t− x| < δ
gilt. Dies impliziert im Fall |h| < δ∣∣∣∣F (x+ h)− F (x)

h
− f(x)

∣∣∣∣ < 1

h

∫ x+h

x

ε dt = ε

und zeigt, wegen der Beliebigkeit von ε > 0, die Differenzierbarkeit von F (ggf. einseitig, falls x
ein Randpunkt des Intervalls ist und in diesem Fall ausschließlich negative oder positive Werte
von h zugelassen sind), mit F ′(x) = f(x).

Variante 2: Nachweis über den Mittelwertsatz der Integralrechnung. Mithilfe von Satz 1.33 schlie-
ßen wir aus der Identität (1.4), dass eine Zwischenstelle ξh ∈ [min{x, x+h},max{x, x+h}] existiert
mit der Eigenschaft

F (x+ h)− F (x)

h
=

1

h

∫ x+h

x

f dt = f(ξh).

Wegen ξh → x bei h→ 0 und der Stetigkeit von f schließen wir daher auf

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim
h→0

f(ξh) = f(x)

und damit die (ggf. einseitige) Differenzierbarkeit von F in x, mit F ′(x) = f(x).

(ii) Wir definieren eine Funktion Fa : I → R durch

Fa(x) :=

∫ x

a

f(t) dt für x ∈ I.

Aus (i) wissen wir bereits, dass Fa eine Stammfunktion von f auf I darstellt, also dass Fa differen-
zierbar ist mit F ′a = f auf I. Da G nach Annahme eine weitere Stammfunktion ist, unterscheiden
sich Fa und G nach Lemma 1.37 lediglich um eine additive Konstante. Daher erhalten wir mit der
Definition von Fa (und der Folgerung Fa(a) = 0) die behauptete Formel:

G(b)−G(a) = Fa(b)− Fa(a) = Fa(b) =

∫ b

a

f(t) dt.

Warnung. Bei der Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung muss man immer
darauf achten, dass der Integrand f auf dem ganzen Intervall [a, b] definiert und stetig ist!

Beispiel 1.41. Da wir einige Stammfunktionen in den Beispielen 1.36 kennengelernt haben, können
wir nun insbesondere die folgenden bestimmten Integrale durch Auswertung einer Stammfunktion in
den Endpunkten berechnen.

(i) Für beliebige a, b ∈ R und p ≥ 1 gilt∫ b

a

xp−1 dx =
1

p

[
bp − ap

]
.

(ii) Für beliebige a, b ∈ R+ oder a, b ∈ R− gilt∫ b

a

1

x
dx = log(|b|)− log(|a|).
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(iii) Für beliebige a, b ∈ R gilt ∫ b

a

cos(x) dx = sin(b)− sin(a).

Übung 1.42. Bestimmen Sie über den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die folgenden
(unbestimmten) Integrale:∫

1

x log(x)
dx,

∫
x cos(x2) dx,

∫
x2

1 + x2
dx und

∫
exp(exp(x) + x) dx.

Mithilfe der Riemann-Integration lassen sich in einigen Fällen auch elegant Potenzreihen bestimmen
oder Reihenwerte ermitteln.

Beispiel 1.43 (Potenzreihe für log(1 + x) und alternierende harmonische Reihe). In der Analysis I
haben wir bereits gesehen, dass sich die Ableitung von log(1 + x) für x ∈ (−1, 1) als eine Potenzrei-
he ausdrücken lässt, die wir über den Satz zur Differentiation von Potenzreihen als Ableitung einer
Potenzreihe umschreiben konnten. Auf diese Weise haben wir über den Prozess der Ableitung eine
Potenzreihendarstellung von log(1 + x) für x ∈ (−1, 1) gewonnen. Auf ähnliche Weise können wir die
Potenzreihendarstellung von log(1+x) für x ∈ (−1, 1) auch über Riemann-Integration einer Potenzreihe
herleiten. Dazu schreiben wir log(1 + x) zunächst als Riemann-Integral um und verwenden dann die
Darstellung des Integranden als geometrische Reihe

log(1 + x) = log(1 + x)− log(1) =

∫ x

0

1

1 + t
dt =

∫ x

0

∞∑
k=0

(−t)k dt.

Wegen x ∈ (−1, 1) integrieren wir die geometrische Reihe nur im Inneren ihres Konvergenzbereiches
und können daher die rechte Seite gemäß Korollar 1.24 gliedweise integrieren. Somit erhalten wir als
Potenzreihe für log(1 + x)

log(1 + x) =

∞∑
k=0

∫ x

0

(−t)k dt

= −
∞∑
k=0

1

k + 1

[
(−t)k+1

]x
0

=

∞∑
k=0

(−1)k
xk+1

k + 1
=

∞∑
k=1

(−1)k−1x
k

k

für alle x ∈ (−1, 1). Mit analogen Rechnungen erhalten wir auch eine Fehlerabschätzung für x ∈ [0, 1),
wenn wir die Reihe nach der N -ten Partialsumme für ein N ∈ N abbrechen:∣∣∣∣ log(1 + x)−

N∑
k=1

(−1)k−1x
k

k

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∞∑
k=N

(−1)k
xk+1

k + 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ x

0

∞∑
k=N

(−t)k dt
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ x

0

(−t)N
1 + t

dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

0

tN dt =
xN+1

N + 1
.

Im Grenzübergang x→ 1 erhalten wir also∣∣∣∣ log(2)−
N∑
k=1

(−1)k−1 1

k

∣∣∣∣ ≤ 1

N + 1
für alle N ∈ N

und dann im Limes N →∞ die Identifikation von log(2) mit dem Wert der alternierenden harmonischen
Reihe ∞∑

k=1

(−1)k−1 1

k
= log(2).

Übung 1.44 (Potenzreihe für arctan(x)). Leiten Sie die Potenzreihendarstellung von arctan(x) für
x ∈ (−1, 1) analog zu log(1 + x) in Beispiel 1.43 her.
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1.6 Integrationstechniken

In diesem Abschnitt lernen wir einige der wichtigsten und am häufigsten angewendeten Integrations-
techniken kennen. Über den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung lassen sich insbesondere
die Produktregel und die Kettenregel der Differentiation in Techniken der Integration umformulieren.
Dazu verwenden wir die folgenden Kurzschreibweisen für die Menge der stetigen bzw. der k-fach stetig
differenzierbaren Funktionen auf einer Teilmenge von R.

Definition 1.45 (Funktionenräume der stetigen, k-mal stetig differenzierbaren und glatten Funktio-
nen). Es sei D ⊂ R eine Menge und k ∈ N.

(i) Wir bezeichnen mit C(D) = C0(D) die Menge aller stetigen Funktionen f : D → R.

(ii) Wir nennen eine Funktion f ∈ C(D) k-mal stetig differenzierbar, falls f auf D k-mal differenzier-
bar ist und die k-te Ableitung f (k) auf D stetig ist. Die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen f : D → R bezeichnen wir mit Ck(D).

(iii) Wir setzen

C∞(D) :=
⋂
k∈N

Ck(D)

und nennen die Funktionen f ∈ C∞(D) unendlich oft differenzierbar oder glatt.

Zunächst überlegen wir uns, dass sich aus der Produktregel der Differentiation die Formel der par-
tiellen Integration ergibt:

Satz 1.46 (partielle Integration). Es sei a < b. Für stetig differenzierbare Funktionen f, g ∈ C1([a, b])
gilt ∫ b

a

fg′ dx = [fg]ba −
∫ b

a

f ′g dx.

Beweis. Definieren wir G := fg ∈ C1([a, b]), so gilt nach der Produktregel für die Differentiation

G′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) für alle x ∈ [a, b],

d.h. die Funktion fg ist eine Stammfunktion zu f ′g+fg′. Nach dem Hauptsatz 1.39 (ii) der Differential-
und Integralrechnung folgt also∫ b

a

(f ′g + fg′) dx =

∫ b

a

f ′g dx+

∫ b

a

fg′ dx = [fg]ba,

was gerade die zu zeigende Aussage der partiellen Integration ist.

Beispiel 1.47.

(i) Für beliebiges y > 0 gilt mit den Wahlen f(x) = log(x) (mit f ′(x) = x−1) sowie g(x) = x (mit
g′(x) = 1) in der partiellen Integrationsregel∫ y

1

log(x) dx =

∫ y

1

1 · log(x) dx = [x log(x)]y1 −
∫ y

1

x
1

x
dx

= [x log(x)]y1 − [x]y1 = y log(y)− y + 1.

Aus dem Hauptsatz 1.39 der Differential- und Integralrechnung folgt also, dass x 7→ x log(x) − x
eine Stammfunktion der Funktion x 7→ log(x) auf R+ ist.
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(ii) Für beliebiges y ∈ R gilt mit den Wahlen f(x) = x (mit f ′(x) = 1) sowie g(x) = exp(x) (mit
g′(x) = exp(x)) in der partiellen Integrationsregel∫ y

0

x exp(x) dx = [x exp(x)]y0 −
∫ y

0

1 · exp(x) dx

= [x exp(x)]y0 − [exp(x)]y0 = (y − 1) exp(y).

Damit ist x 7→ (x− 1) exp(x) eine Stammfunktion zu x 7→ x exp(x) auf R.

(iii) Für beliebiges y ∈ R und p ≥ 1 gilt mit den Wahlen f(x) = xp (mit f ′(x) = pxp−1) sowie
g(x) = exp(−x) (mit g′(x) = − exp(−x)) in der partiellen Integrationsregel ähnlich wie im letzten
Beispiel zunächst ∫ y

0

xp exp(−x) dx = −[xp exp(−x)]y0 + p

∫ y

0

xp−1 exp(−x) dx.

Für die Eulersche Gammafunktion, die als der Grenzwert

Γ(p+ 1) := lim
y→∞

∫ y

0

xp exp(−x) dx

definiert ist, folgern wir aus der obigen Identität und dem Grenzwert limy→∞ yp exp(−y) = 0
sofort die wichtige Funktionalgleichung für die Gammafunktion

Γ(p+ 1) = pΓ(p). (1.5)

Beachten wir zudem noch∫ y

0

exp(−x) dx = −[exp(−x)]y0 = 1− exp(−y)

und damit Γ(1) = 1, so folgt aus der Iteration der Funktionalgleichung (1.5) für `, k ∈ N mit ` < k

Γ(k + 1) = kΓ(k) =
k!

(k − 1)!
Γ(k) = . . . =

k!

`!
Γ(`+ 1) = . . . = k!Γ(1) = k!.

Bemerkung 1.48. Für unbestimmte Integrale ergibt sich mit der partiellen Integration aus Satz 1.46
für stetig differenzierbare Funktionen f, g die Formel∫

fg′ dx = f(x)g(x)−
∫
f ′g dx.

Übung 1.49. Bestimmen Sie über partielle Integration die folgenden (unbestimmten) Integrale:∫
arctan(x) dx,

∫
x sinh(x) dx,

∫
log2(x) dx und

∫
exp(x) cos(x) dx.

Als Anwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung und der partiellen Inte-
grationsregel können wir nun ein Approximationsresultat für Riemann-Integrale beweisen.

Satz 1.50 (Trapezregel). Es sei f ∈ C2([0, 1]) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann gibt
es eine Zwischenstelle ξ ∈ [0, 1] mit∫ 1

0

f dx =
1

2

(
f(0) + f(1)

)
− 1

12
f ′′(ξ).
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Beweis. Mit zweimaliger partieller Integration berechnen wir∫ 1

0

f(x) dx =
[(
x− 1

2

)
f(x)

]1
0
−
∫ 1

0

(
x− 1

2

)
f ′(x) dx

=
1

2

(
f(0) + f(1)

)
−
[1

2

(
x2 − x

)
f ′(x)

]1
0

+
1

2

∫ 1

0

(
x2 − x

)
f ′′(x) dx

=
1

2

(
f(0) + f(1)

)
− 1

2

∫ 1

0

(
x− x2

)
f ′′(x) dx.

Da die Funktion x 7→ x − x2 auf [0, 1] nicht-negativ und f ′′ nach Voraussetzung auf [0, 1] stetig ist,
können wir den verallgemeinerten Mittelwertsatz 1.33 der Integralrechnung anwenden und finden so
ξ ∈ [0, 1] mit∫ 1

0

f(x) dx =
1

2

(
f(0) + f(1)

)
− 1

2
f ′′(ξ)

∫ 1

0

(
x− x2

)
dx =

1

2

(
f(0) + f(1)

)
− 1

12
f ′′(ξ).

Bemerkung 1.51. Die Trapezregel ist eine (numerisch sehr einfach zu berechnende) Näherungsformel
für das Integral einer Funktion f : [a, b] → R auf einem kompakten Intervall [a, b] ⊂ R. Hierbei wird
anstelle der (vorzeichenbehafteten) Fläche zwischen dem Graphen der Funktion und dem Abschnitt [a, b]
auf der x-Achse die Fläche des Trapezes bestimmt, das durch die Eckpunkte (a, 0), (a, f(a)), (b, f(b))
und (b, 0) bestimmt ist. Damit haben wir∫ b

a

f dx ≈ b− a
2

(
f(a) + f(b)

)
.

Diese Formel ist für affine Funktionen exakt, und für all-
gemeine C2-Funktionen ist der Fehler über∣∣∣∣ ∫ b

a

f dx− b− a
2

(
f(a) + f(b)

)∣∣∣∣ ≤ (b− a)3

12
max
[a,b]
|f ′′|

abgeschätzt, vgl. Satz 1.50 für [a, b] = [0, 1].

f

Als nächstes überlegen wir uns, dass sich aus der Kettenregel der Differentiation die Substitutions-
regel der Integration gewinnen lässt:

Satz 1.52 (Substitutionsregel). Es sei a < b, I ⊂ R ein Intervall, f ∈ C(I) eine stetige Funktion und
ϕ ∈ C1([a, b]) eine stetig differenzierbare Funktion mit Werten in I, also ϕ([a, b]) ⊂ I. Dann gilt∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(t) dt.

Beweis. Da ϕ eine stetige Funktion auf [a, b] und [a, b] ein abgeschlossenes und beschränktes Intervall
ist, wissen wir, dass auch der Wertebereich J := ϕ([a, b]) ein abgeschlossenes Intervall in R ist. Es sei
nun F : J → R eine Stammfunktion zu f . Dann gilt mit der Kettenregel für die Differentiation für die
Funktion F ◦ ϕ

d

dx
F ◦ ϕ(x) = F ′(ϕ(x))ϕ′(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x) für alle x ∈ [a, b],

d.h. die Funktion F ◦ ϕ ist eine Stammfunktion zur Funktion x 7→ f(ϕ(x))ϕ′(x) auf [a, b]. Wenden wir
nun den Hauptsatz 1.39 (ii) der Differential- und Integralrechnung zweimal an, nämlich zunächst mit
der Stammfunktion F ◦ ϕ zu f ◦ ϕϕ′ auf [a, b] und anschließend mit der Stammfunktion F zu f auf
[ϕ(a), ϕ(b)] bzw. [ϕ(b), ϕ(a)], so folgt die Behauptung∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x) dx = [F ◦ ϕ]ba = F (ϕ(b))− F (ϕ(a)) = [F ]
ϕ(b)
ϕ(a) =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(t) dt.
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Beispiel 1.53.

(i) Für c ∈ R und jede stetige Funktion f : [a+ c, b+ c]→ R gilt mit der Substitution ϕ(x) = x+ c
für x ∈ [a, b] ∫ b

a

f(x+ c) dx =

∫ b+c

a+c

f(t) dt.

(ii) Für c ∈ R \ {0} und jede stetige Funktion f : [ca, cb]→ R gilt mit der Substitution ϕ(x) = cx für
x ∈ [a, b]

c

∫ b

a

f(cx) dx =

∫ cb

ca

f(t) dt.

(iii) Es sei ϕ : [a, b] → R \ {0} eine stetig differenzierbare Funktion (womit dann ϕ > 0 oder ϕ < 0
auf [a, b] gilt). Indem wir die Substitutionsregel auf die Funktion f(t) = t−1 für t ∈ ϕ([a, b])
anwenden, erhalten wir ∫ b

a

ϕ′(x)

ϕ(x)
dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

1

t
dt =

[
log(|t|)

]ϕ(b)

ϕ(a)
.

Bemerkung 1.54. Für unbestimmte Integrale ergibt sich mit der Substitutionsregel aus Satz 1.52 für
stetig differenzierbare Funktionen F,ϕ die Formel∫

F ′(ϕ(x))ϕ′(x) dx = F (ϕ(x)) + c für c ∈ R.

Übung 1.55. Bestimmen Sie über die Substitutionsregel die folgenden (unbestimmten) Integrale:∫
x3

√
1− x8

dx,

∫
cos(x)

2 + sin(x)
dx,

∫
x
√

1 + x dx und

∫
1

cos2(x)
√

1 + tan(x)
dx.

Abschließend beschäftigen wir uns mit der Integration rationaler Funktionen, also Funktionen der
Form P/Q mit Polynomen P,Q. Als Vorbereitung benötigen wir einige Aussagen zu Nullstellen und der
Abspaltung von Linearfaktoren bei komplexen Polynomen sowie eine Zerlegung rationaler Funktionen
über C in elementare Bestandteile (die man einfacher integrieren kann).

Satz 1.56 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante komplexe Polynom P : C→ C besitzt
mindestens eine Nullstelle ζ ∈ C.

Eine solche Nullstelle eines Polynoms können wir als Linearfaktor abspalten:

Lemma 1.57 (Abspaltung eines Linearfaktors bei einem komplexen Polynom). Es sei P : C → C ein
komplexes Polynom vom Grad n ∈ N mit einer Nullstelle ζ ∈ C. Dann existiert ein eindeutiges Polynom
P̃ : C→ C vom Grad n− 1 mit

P (z) = (z − ζ)P̃ (z) für alle z ∈ C.

Über Induktion erhalten wir dann:

Korollar 1.58 (Zerlegung von komplexen Polynomen in Linearfaktoren). Es sei P : C → C ein kom-
plexes Polynom vom Grad n ∈ N. Dann lässt sich P in der Form

P (z) = c
∏̀
j=1

(z − ζj)kj für alle z ∈ C

schreiben, wobei c ∈ C eine Konstante ist und ζ1, . . . , ζ` ∈ C für ein ` ≤ n verschiedene Nullstellen
von P mit Vielfachheiten k1, . . . , k` ∈ N mit k1 + . . .+k` = n sind. Die Konstante c und die Nullstellen
mit Vielfachheiten sind dabei (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmt.
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Definition 1.59 (Polstelle). Es sei k ∈ N. Ein Punkt ζ ∈ C heißt k-facher Pol oder k-fache Polstelle
einer rationalen Funktion R auf C, falls es zwei Polynome P,Q auf C gibt, so dass R in der Darstellung
P/Q geschrieben werden kann, P (ζ) 6= 0 gilt und Q genau eine k-fache Nullstelle in ζ hat. In diesem
Fall bezeichnen wir k auch als die Ordnung der Polstelle.

Bemerkung 1.60. Nach Korollar 1.58 können wir das Polynom Q aus Definition 1.59 in der Form
Q(z) = (z − ζ)kQ0(z) für alle z ∈ C schreiben, wobei Q0 ein Polynom auf C mit Q0(ζ) 6= 0 ist.

Lemma 1.61 (Abspaltung des Hauptteils). Es sei k ∈ N. Falls ζ ∈ C eine k-fache Polstelle einer
rationalen Funktion R auf C ist, dann existiert eine eindeutige Zerlegung

R = H +R0

von R in einen Hauptteil H als Summe von Partialbrüchen von der Form

H(z) =

k∑
j=1

aj
(z − ζ)j

für Koeffizienten a1, . . . , ak ∈ C mit ak 6= 0 (1.6)

und eine rationale Funktion R0 als Rest, die keine Polstelle in ζ besitzt.

Beweis. Vorüberlegung. Wir starten mit dem Beweis einer etwas einfacheren Zerlegung für eine rationale
Funktion Rj , die eine j-fache Polstelle in ζ hat, d.h. für die Polynome Pj , Q0 auf C existieren mit
Pj(ζ) 6= 0, Q0(ζ) 6= 0 und

Rj(z) =
Pj(z)

(z − ζ)jQ0(z)

(für alle z aus dem Definitionsbereich von Rj). Um die Zerlegung herzuleiten, schreiben wir Rj um als

Rj(z) =
Pj(ζ)

(z − ζ)jQ0(ζ)
+

1

(z − ζ)j

(
Pj(z)

Q0(z)
− Pj(ζ)

Q0(ζ)

)
=

Pj(ζ)

(z − ζ)jQ0(ζ)
+

1

(z − ζ)j
Pj(z)Q0(ζ)− Pj(ζ)Q0(z)

Q0(ζ)Q0(z)
.

Die Funktion [Pj(z)Q0(ζ) − Pj(ζ)Q0(z)]/Q0(ζ) ist ein komplexes Polynom mit mindestens einer Null-
stelle in ζ, also finden wir nach Lemma 1.57 ein komplexes Polynom Pj−1 auf C mit

Pj(z)Q0(ζ)− Pj(ζ)Q0(z)

Q0(ζ)
= (z − ζ)Pj−1(z).

Definieren wir nun aj := Pj(ζ)/Q0(ζ) 6= 0, so schließen wir aus der obigen Darstellung von Rj nach
Kürzen eines Faktors (z − ζ) im zweiten Summanden auf

Rj(z) =
aj

(z − ζ)j
+

Pj−1(z)

(z − ζ)j−1Q0(z)
=:

aj
(z − ζ)j

+Rj−1(z), (1.7)

wobei Rj−1 immer noch eine rationale Funktion ist, die entweder keine Polstelle oder eine Polstelle
höchstens von Ordnung (j− 1) bei ζ hat. Nach der Herleitung der Zerlegung (1.7) können wir nun zum
eigentlichen Beweis des Lemmas kommen.

Beweis der Existenz der Zerlegung R = H + R0. Wir gehen mit Induktion über die Ordnung k der
Polstelle ζ vor. Ist k = 1, so haben wir mit (1.7) für j = 1 die Existenz der Zerlegung von R in Hauptteil
und Rest bereits gezeigt. Nehmen wir also an, dass wir eine solche Zerlegung für rationale Funktionen
mit einer Polstelle in ζ höchstens der Ordnung (k − 1) zur Verfügung haben. Mithilfe von (1.7) für
j = k können wir dann von R eine rationale Funktion mit Polstelle bei ζ der Ordnung k abspalten und
den Restterm Rk−1 anhand der Induktionsannahme zerlegen. Zusammen erhalten wir so die gesuchte
Zerlegung R = H +R0.
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Beweis der Eindeutigkeit der Zerlegung R = H+R0. Angenommen, es gäbe zwei solche Zerlegungen
von R, also

k∑
j=1

aj
(z − ζ)j

+R0(z) = R(z) =

k∑
j=1

bj
(z − ζ)j

+ S0(z)

mit Koeffizienten a1, . . . , ak ∈ C, b1, . . . , bk ∈ C mit ak, bk 6= 0 und rationalen Funktionen R0, S0 als
Rest, die keinen Pol in ζ besitzen. Die Multiplikation der obigen Identität mit (z− ζ)k und Auswertung
bei z = ζ zeigt ak = bk. Ziehen wir dann ak/(z − ζ)j von beiden Seiten ab, so folgt damit sukzessive
aj = bj für j = k − 1, k − 2, . . . , 1 und damit schließlich auch R0 = S0.

Für eine gegebene rationale Funktion R = P/Q mit Polynomen P,Q auf C müssen wir zunächst alle
Polstellen ζ1, . . . , ζN ∈ C für ein N ∈ N0 ermitteln und dann die Abspaltung der Hauptteile mithilfe des
vorherigen Lemmas iterieren. Übrig bleibt nach diesen N Abspaltungen dann eine rationale Funktion,
die keine Polstelle mehr hat, also ein Polynom. Damit schließen wir auf:

Satz 1.62 (Partialbruchzerlegung). Jede rationale Funktion R auf C hat eine eindeutige Darstellung
als Summe ihrer Hauptteile sowie ihres Polynomanteils, d.h.

R = H1 + . . .+HN + P0

mit Hi Hauptteil zu einer Polstelle ζi ∈ C (von der Form (1.6) wie in Lemma 1.61) für i ∈ {1, . . . , N},
ein N ∈ N0 und mit P0 einem Polynom auf C.

Aus dieser Partialbruchzerlegung für rationale Funktionen auf C können wir auch eine Variante für
rationale Funktionen auf R ableiten, also für den Quotienten zweier reeller Polynome (zu beachten ist
hier, dass Polynome auf R nicht mehr notwendigerweise in Linearfaktoren zerfallen). Um auf die genaue
Form zu schließen, machen wir die folgenden Beobachtungen:

• Die Polynome P und Q in der Darstellung R = P/Q haben nur reelle Koeffizienten, daher gilt,
wenn man sie als Polynome auf C auffasst, die Beziehung

R(z̄) = R(z) für alle z ∈ C.
Entsprechend ist ζ ∈ C genau dann eine k-fache Polstelle von R, wenn ihre konjugiert komplexe
Zahl ζ̄ eine k-fache Polstelle von R ist. Außerdem haben die Hauptteile von konjugiert komplexen
Polstellen Koeffizienten, die ebenfalls konjugiert komplex sind. Diese beiden Hauptteile in der
Partialbruchzerlegung sind also von der Form

k∑
j=1

aj
(z − ζ)j

+

k∑
j=1

aj
(z − ζ̄)j

für Koeffizienten a1, . . . , ak ∈ C mit ak 6= 0.

• Setzt man nur eine reelle Variable z = x ∈ R ein, so kann man die Partialbrüche zu ζ und ζ̄ mit
gleichem Exponenten j auf Hauptnenner bringen und reell schreiben als

aj
(x− ζ)j

+
aj

(x− ζ̄)j
=

aj
[(x− Re(ζ))− i Im(ζ)]j

+
aj

[(x− Re(ζ)) + i Im(ζ)]j

=
aj [(x− Re(ζ)) + i Im(ζ)]j + aj [(x− Re(ζ))− i Im(ζ)]j

[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]j
,

wobei der Zähler nun ein reelles Polynom höchstens j-ten Grades in (x − Re(ζ)) ist. Indem man
solche Potenzen im Zähler sukzessive auf die Form [(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2] wie im Nenner bringt
und kürzt, kann man weiter umformen und endet mit einer Darstellung der Form

aj
(x− ζ)j

+
aj

(x− ζ̄)j
=

j∑
`=1

bj,`(x− Re(ζ)) + cj,`
[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]`

für neue Koeffizienten bj,`, cj,` ∈ R (und diese hängen nur von `, j, Re(aj), Im(aj), Re(ζ) und
Im(ζ) ab).

34



• Zusammenfassend haben wir für einen k-fachen reellen Pol ζ ∈ R einen Hauptteil als Linearkom-
bination von Partialbrüchen der ersten Art von der Form

Hr(x) =

k∑
j=1

aj
(x− ζ)j

für Koeffizienten a1, . . . , ak ∈ R mit ak 6= 0 (1.8)

und für k-fache konjugiert komplexe Pole ζ, ζ̄ ∈ C \R einen Hauptteil als Linearkombination von
Partialbrüchen der zweiten Art von der Form

Hc(x) =

k∑
j=1

bj(x− Re(ζ)) + cj
[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]j

für Koeffizienten b1, . . . , bk, c1, . . . , ck ∈ R
mit |bk|+ |ck| 6= 0. (1.9)

Damit haben wir insgesamt gezeigt:

Satz 1.63 (reelle Partialbruchzerlegung). Jede rationale Funktion R auf R hat eine eindeutige Darstel-
lung als Summe ihrer Hauptteile erster und zweiter Art sowie ihres Polynomanteils, d.h.

R = Hr
1 + . . .+Hr

Nr +Hc
1 + . . .+Hc

Nc + P0

mit Hr
i Hauptteil erster Art zu einer reellen Polstelle ζi ∈ R (von der Form (1.8)) für i ∈ {1, . . . , Nr},

ein Nr ∈ N0, mit Hc
i Hauptteil zweiter Art zu konjugiert komplexen Polen ζi, ζ̄i ∈ C \ R (von der

Form (1.9)) für i ∈ {1, . . . , Nc}, ein Nc ∈ N0, und mit P0 einem Polynom auf R.

Verfahren 1.64 (Bestimmung der Partialbruchzerlegung). Wenn wir zu einer gegebenen rationalen
Funktion

R =
P

Q

mit Polynomen P,Q auf C bzw. auf R die Partialbruchzerlegung wie in Satz 1.62 bzw. die reelle Partial-
bruchzerlegung wie in Satz 1.63 bestimmen wollen, können wir nach dem folgendem Schema vorgehen:

(1) Falls der Grad des Polynoms P im Zähler nicht kleiner als der Grad des Polynoms Q im Nenner
ist, so führen wir zunächst eine Polynomdivision durch, um den Polynomanteil P0 von R zu
bestimmen. Damit muss man noch die Hauptteile der verbliebenen rationalen Funktion

R− P0 =
P1

Q

bestimmen, wobei P1 := P −P0Q nun ein Polynom auf C bzw. auf R ist, dessen Grad echt kleiner
ist als der Grad von Q.

(2) Dann bestimmen wir die komplexen Nullstellen ζ1, . . . , ζN ∈ C vom Nennerpolynom Q sowie deren
Vielfachheiten k1, . . . , kN ∈ N. Indem wir gegebenenfalls übereinstimmende Linearfaktoren bei
Zähler und Nenner kürzen, dürfen wir ohne Einschränkung annehmen, dass das Zählerpolynom P1

in den Punkten ζ1, . . . , ζN keine Nullstelle hat.

(3) Da wir nach der Ausführung von Schritt (2) die möglicherweise auftretenden Partialbrüche kennen,
können wir nun die Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung wie in Satz 1.62 bzw. in der reellen
Partialbruchzerlegung wie in Satz 1.63 bestimmen. Eine Möglichkeit ist es, den Ansatz für die
Partialbruchzerlegung mit Q zu multiplizieren, so dass wir auf beiden Seiten Polynome auf C
bzw. auf R erhalten

P1(z) = H1(z)Q(z) + . . .+HN (z)Q(z)

bzw.
P1(x) = Hr

1 (x)Q(x) + . . .+Hr
Nr (x)Q(x) +Hc

1(x)Q(x) + . . .+Hc
Nc(x)Q(x),

wobei nun links jeweils ein bekanntes Polynom steht (das wir in Schritt (1) bestimmt haben) und
rechts jeweils ein Polynom, bei dem die unbekannten Koeffizienten linear auftreten. Ein Vergleich
der Koeffizienten vor den Monomen führt nun im Allgemeinen auf ein lineares Gleichungssystem
in den unbekannten Koeffizienten und hat mindestens ebenso viele Gleichungen wie Unbekannte
(eine lineare Abhängigkeit der Bedingungen ist durchaus möglich).
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(4) Ermittlung der (eindeutigen) Koeffizienten durch Lösen des linearen Gleichungssystems aus (3).
Für die Berechnung von einzelnen Koeffizienten ist manchmal auch die Grenzwertmethode vorteil-
haft, also die Ermittlung des Koeffizienten des jeweils führenden Terms in (z− ζi)ki als Grenzwert

lim
z→ζi

(z − ζi)kiR(z) = lim
z→ζi

(z − ζi)ki(R(z)− P0(z)).

Die Koeffizienten der nicht-führenden Terme bestimmt man analog, muss hierzu aber noch die
Anteile der Terme höherer Polordnung vorher subtrahieren (vgl. Beispiel 1.65).

Nachdem wir uns nun eine geeignete Zerlegung einer gegebenen rationalen Funktion auf R überlegt
haben, können wir diese nun auf Intervallen, in denen keine Polstelle liegt, integrieren. Dazu überlegen
wir uns die Integration für die einzelnen Summanden in der Linearkombination der reellen Partialbruch-
zerlegung aus Satz 1.63:

• für Monome ∫
xj dx =

1

j + 1
xj+1 + c,

• für Partialbrüche der ersten Art für j = 1∫
1

x− ζ dx = log(|x− ζ|) + c

bzw. für j ≥ 2 ∫
1

(x− ζ)j
dx = − 1

j − 1

1

(x− ζ)j−1
+ c,

• für Partialbrüche der zweiten Art mit linearem Anteil im Zähler für j = 1∫
x− Re(ζ)

(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2
dx =

1

2
log
(
(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2

)
+ c

bzw. für j ≥ 2∫
x− Re(ζ)

[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]j
dx = − 1

2(j − 1)

1

[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]j−1
+ c,

• für Partialbrüche der zweiten Art mit konstantem Anteil im Zähler für j = 1∫
1

(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2
dx =

1

Im(ζ)
arctan

(x− Re(ζ)

Im(ζ)

)
+ c

(vgl. Beispiel 1.36 (vi)) bzw. für j ≥ 2 nach partieller Integration gemäß der Rekursionsformel∫
1

[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]j
dx

=
1

Im(ζ)2

∫
[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]− (x− Re(ζ))(x− Re(ζ))

[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]j
dx

=
(

1− 1

2(j − 1)

) 1

Im(ζ)2

∫
1

[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]j−1
dx

+
1

2(j − 1)

1

Im(ζ)2

1

[(x− Re(ζ))2 + Im(ζ)2]j−1

mit j ∈ N und c ∈ R einer beliebige Konstante.
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Beispiel 1.65. Nach dem obigen Schema berechnen wir nun die Partialbruchzerlegung sowie eine
Stammfunktion (außerhalb der Polstellen) der rationalen Funktion

R(x) =
x4

x3 + x2 − x− 1
für x ∈ R \ {±1}.

(1) Der Zählergrad (d.h. der Exponent der höchsten Potenz, die im Zähler vorkommt) ist höher als
der Nennergrad (d.h. der Exponent der höchsten Potenz, die im Nenner vorkommt), also führen
wir eine Polynomdivision durch und erhalten die Darstellung

R(x) =
2x2 − 1

x3 + x2 − x− 1
+ x− 1.

(2) Das Nennerpolynom hat eine einfache Nullstelle in ζ1 = 1, eine doppelte Nullstelle in ζ2 = −1 und
hat die Faktorisierung

x3 + x2 − x− 1 = (x− 1)(x+ 1)2.

Das Zählerpolynom verschwindet in keinem der Punkte ±1, also können wir keine Linearfaktoren
in der Darstellung von R in (1) kürzen.

(3) Da das Nennerpolynom keine komplexe Nullstellen hat, treten in der reellen Partialbruchzerlegung
nur Partialbrüche erster Art auf. Wir müssen nun Koeffizienten a1,1, a2,1, a2,2 ∈ R finden, so dass

2x2 − 1

x3 + x2 − x− 1
=

a1,1

x− 1
+

a2,1

x+ 1
+

a2,2

(x+ 1)2

gilt. Nach Multiplikation beider Seiten mit dem Zählerpolynom erhalten wir die Polynom-Identität

2x2 − 1 = a1,1(x+ 1)2 + a2,1(x− 1)(x+ 1) + a2,2(x− 1)

= (a1,1 + a2,1)x2 + (2a1,1 + a2,2)x+ (a1,1 − a2,1 − a2,2)1.

(4) Das zugehörige lineare Gleichungssystem

2 = a1,1 + a2,1

0 = 2a1,1 + a2,2

−1 = a1,1 − a2,1 − a2,2

hat die Lösung

a1,1 =
1

4
, a2,1 =

7

4
und a2,2 = −1

2
.

Alternativ hätten wir die Koeffizienten auch über die Grenzwertmethode bestimmen können, als

a1,1 = lim
x→1

(x− 1)R(x) = lim
x→1

2x2 − 1

(x+ 1)2
=

1

4
,

a2,2 = lim
x→−1

(x+ 1)2R(x) = lim
x→−1

2x2 − 1

x− 1
= −1

2
,

a2,1 = lim
x→−1

(x+ 1)
(
R(x)− a2,2

(x+ 1)2

)
= lim
x→−1

1

2

4x− 3

x− 1
=

7

4
.

Damit haben wir zusammenfassend die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion R bestimmt als

R(x) =
1

4(x− 1)
+

7

4(x+ 1)
− 1

2(x+ 1)2
+ x− 1.
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Die Berechnung von Integralen von R auf Intervallen, die die beiden Polstellen ±1 nicht enthalten, erfolgt
dann über das nach den obigen Regeln für die Integration der Linearfaktoren gebildete unbestimmte
Integral ∫

R(x) dx =
1

4
log(|x− 1|) +

7

4
log(|x+ 1|) +

1

2(x+ 1)
+

1

2
x2 − x+ c

(mit c ∈ R beliebig).

Übung 1.66. Bestimmen Sie über Partialbruchzerlegung die folgenden (unbestimmten) Integrale au-
ßerhalb der Polstellen:∫

x4 − 8x2

x2 + 2x− 3
dx,

∫
2x+ 4

x3 − 2x2 − 4x+ 8
dx und

∫
x+ 1

x2 + 1
dx.

Bemerkung 1.67.

(1) Wir haben mit der elementaren Integration über eine Stammfunktion, der partiellen Integration,
der Substitutionsregel und der Integration rationaler Funktionen mithilfe der Partialbruchzerlegung
eine Reihe von Techniken zur Berechnung von Riemann-Integralen kennengelernt. In der Anwen-
dung ist häufig nicht klar, welche Technik wie angewandt werden kann. Manchmal müssen auch
verschiedene Techniken kombiniert werden, um ein gegebenes Riemann-Integral zu berechnen.

(2) Aus Kapitel 1.4 wissen wir prinzipiell, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall
Riemann-integrierbar ist. Jedoch bedeutet dies nicht unbedingt, dass wir das Riemann-Integral zu
einem stetigen Integranden immer gut berechnen können. Es gibt tatsächlich elementare Integran-
den (d.h. Potenzen, trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktion oder Logarithmusfunktio-
nen und beliebige Kombinationen dieser mit Hilfe der Grundrechenarten), deren Stammfunktion
man nicht durch elementare Funktionen in Form eines “geschlossenen” Ausdrucks angeben kann.
Bekannte Beispiele solcher nicht elementar Riemann-integrierbarer Funktionen sind

x 7→ exp(−x2) und x 7→ sin(x)

x
.

Übung 1.68. Bestimmen Sie die folgenden (unbestimmten) Integrale:∫
sin(log(x)) dx,

∫
cos3(x)

sin2(x)
dx,

∫
1√

x(x− 1)
dx und

∫
1√

1 + exp(2x)
dx.

Intermezzo: Hauptsatzkantate

Vertonung des Hauptsatzes der Differentialrechnung nebst Beweis, Anwendungen und historischen Be-
merkungen für vierstimmigen Chor, Mezzosopran-, Tenor-Solo und Klavier.

Von Friedrich Wille (aus “Humor in der Mathematik”, 1992).

Vorspiel

Es sei f stetige Funktion auf einem Intervall.
Dann existiert von a bis x dazu das Integral.
Fasst x man als variabel auf, erhält man hohen Lohn:
Dies ist von f die allerschönste Stammfunktion.

Das Integral von a bis b errechnet man nun leicht.
Mit einer Stammfunktion von f ist’s also bald erreicht.
Man subtrahiert in b und a – das ahnen alle schon –
die Werte dieser wunderschönen Stammfunktion.
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Rezitativ (Beweis des Hauptsatzes)

Zum Beweise des eben gehörten Hauptsatzes
der Diff’rential- und Integralrechnung
bemerken wir zu Anfang folgendes:
Die Existenz des Integrals beweisen wir
über die gleichmäßige Stetigkeit von f .
Ferner schreibt man sich den Differenzenquotienten
der Integralfunktion hin bezüglich der Stellen x und x+ h,
formt ihn um, und über den Mittelwertsatz
der Integralrechnung sieht man ein:
Für h gegen Null strebt unserer
Differenzenquotient gegen f von x.

Quod erat demonstrandum,
quod erat demonstrandum,
quod erat demonstrandum.

Arie

Oh, welch ein wunderbares Theorem!
Es lässt mich nachts kaum noch schlafen.
Man errechnet damit so bequem
die Fläche unter einem Graphen.

Auch so manchen krummen Rauminhalt
gewinnt man nun durch uns’ren Hauptsatz bald.
In der Physik läuft mancher Trick,
auch jeder Start der Weltraumfahrt

gelingt durch Integriererei,
sonst geht’s glatt am Mond vorbei,
sonst geht’s glatt am Mond vorbei,
Mond vorbei, Mond vorbei.

Oh, welch ein wunderbares Theorem!
Es lässt mich nachts kaum noch schlafen.
Man errechnet damit so bequem
die Fläche unter einem Graphen.

Finale

Lasst uns nun lustig integrieren,
umgekehrt muss man nur diff’renzieren.
Substituieren, partiell integrieren, alles geht uns elegant
jetzt von der Hand.
Substituieren, partiell integrieren, alles ist mit einem Mal
jetzt voll trivial.

Jetzt kann man die Probleme lösen
für die Guten und die Bösen.
Substituieren, partiell integrieren, alles geht uns elegant
jetzt von der Hand.
Substituieren, partiell integrieren, alles ist mit einem Mal
jetzt voll trivial.
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Leibniz und Newton sei’n gepriesen,
dass sie uns auf diesen Weg gewiesen.
Substituieren, partiell integrieren, alles geht uns elegant
jetzt von der Hand.
Substituieren, partiell integrieren, alles ist mit einem Mal
jetzt voll trivial.

Drum stimmt ein froh und voll Vergnügen
und singt mit, daß sich die Balken biegen.
Substituieren, partiell integrieren, alles geht uns elegant
jetzt von der Hand.
Substituieren, partiell integrieren, alles ist mit einem Mal
jetzt voll trivial.

1.7 Riemannsche Summen

Historisch wurde Integrierbarkeit einer auf einem Intervall definierten Funktion und in diesem Fall auch
der Wert ihres Integral von Bernhard Riemann als Grenzwert von sogenannten Riemannschen Summen
eingeführt (wenn die Feinheit der Zerlegung gegen 0 geht). Darauf aufbauend gab Gaston Darboux eine
äquivalente Charakterisierung über Unter- und Obersummen. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden,
dass diese Zugänge auf das gleiche Integralkonzept führen, das wir in unser ursprünglichen Definition 1.13
kennengelernt haben.

Definition 1.69 (Darbouxsche und Riemannsche Summen). Es sei a < b, Z = {x0, x1, . . . , xk} mit
k ∈ N eine Zerlegung des Intervalls [a, b] und f : [a, b] → R eine beschränkte Funktion. Wir definieren
die zur Zerlegung Z gehörige Darbouxsche Untersumme von f auf [a, b] als

S(f ;Z) :=

k∑
j=1

inf
x∈[xj−1,xj ]

f(x)(xj − xj−1),

die Darbouxsche Obersumme von f auf [a, b] als

S(f ;Z) :=

k∑
j=1

sup
x∈[xj−1,xj ]

f(x)(xj − xj−1),

und eine Riemannsche Zwischensumme von f auf [a, b] als

S(f ;Z, ξ) :=

k∑
j=1

f(ξj)(xj − xj−1),

wobei ξ ∈ Rk einen Vektor darstellt, so dass die j-te Komponente ξj ∈ [xj−1, xj ] eine Zwischenstelle
des j-ten Intervalls für jedes j ∈ {1, 2, . . . , k} ist.

Bemerkung 1.70.

(1) Die Darbouxsche Unter- und Obersumme stellt nicht immer eine Riemannsche Zwischensumme
dar, da das Supremum bzw. Infimum von f auf den Einzelintervallen der Zerlegung nicht ange-
nommen werden muss.

(2) Die Darbouxsche Unter- und Obersumme bzw. die Riemannsche Zwischensumme ist gerade der
Wert des elementaren Integrals der Treppenfunktion, die bezüglich der Zerlegung Z definiert ist
und auf dem Intervall (xj−1, xj) den Wert inf [xj−1,xj ] f , sup[xj−1,xj ] f bzw. f(ξj) annimmt.
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a x1 x2 . . . b

f

(3) Wegen der offensichtlichen Ungleichungen

inf
x∈[xj−1,xj ]

f(x) ≤ f(ξj) ≤ sup
x∈[xj−1,xj ]

f(x)

für jedes j ∈ {1, 2, . . . , k} gilt für jede Wahl der Zwischenstellen ξ außerdem

inf
x∈[a,b]

f(x)(b− a) ≤ S(f ;Z) ≤ S(f ;Z, ξ) ≤ S(f ;Z) ≤ sup
x∈[a,b]

f(x)(b− a).

Definition 1.71 (Darbouxsches Unter- und Oberintegral). Es sei a < b und f : [a, b] → R eine be-
schränkte Funktion. Wir definieren das Darbouxsche Unter- bzw. Oberintegral von f über [a, b] als

S∗(f ; [a, b]) := sup
Z∈Z([a,b])

S(f ;Z) bzw. S∗(f ; [a, b]) := inf
Z∈Z([a,b])

S(f ;Z).

Bemerkung 1.72. Sind Z1, Z2 zwei Zerlegungen des Intervalls [a, b], so gelten bei Verfeinerung der
Zerlegung die Ungleichungen

S(f ;Z1) ≤ S(f ;Z1 ∪ Z2) ≤ S(f ;Z1 ∪ Z2) ≤ S(f ;Z2).

Dies impliziert die Abschätzung
S∗(f ; [a, b]) ≤ S∗(f ; [a, b]).

Das Darbouxsche Unter- und Oberintegral stellt tatsächlich eine äquivalente Definition des Unter-
und Oberintegrals aus Definition 1.7 dar:

Lemma 1.73 (äquivalente Definition von Unter- und Oberintegral). Es sei a < b und f : [a, b] → R

eine beschränkte Funktion. Dann gelten

S∗(f ; [a, b]) =

∫ b

∗ a

f dx und S∗(f ; [a, b]) =

∫∗ b

a

f dx.

Beweis. Wir behandeln die erste Identität und beweisen zunächst die Ungleichung

S∗(f ; [a, b]) ≤
∫ b

∗ a

f dx. (1.10)

Dazu sei Z = {x0, x1, . . . , xk} eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a, b]. Zu Z definieren wir dann
eine Treppenfunktion ϕZ ∈ T ([a, b]) mit ϕZ ≤ f auf [a, b] mittels

ϕZ(x) :=

{
inf [xj−1,xj ] f falls x ∈ (xj−1, xj) für ein j ∈ {1, 2, . . . , k},

f(xj) falls x = xj für ein j ∈ {0, 1, . . . , k}.

Somit folgt nach Bemerkung 1.70 (2) und der Definition des Unterintegrals (als Supremum über alle
elementaren Integrale mit Treppenfunktionen ϕ mit ϕ ≤ f auf [a, b])

S(f ;Z) =

∫ b

a

ϕZ dx ≤
∫ b

∗ a

f dx.
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Der Übergang zum Supremum über alle Zerlegungen Z liefert dann die behauptete Ungleichung (1.10).
Als nächstes beweisen wir die Ungleichung∫ b

∗ a

f dx ≤ S∗(f ; [a, b]). (1.11)

Dazu sei ϕ ∈ T ([a, b]) eine beliebige Treppenfunktion mit ϕ ≤ f auf [a, b] und mit zugehöriger Zerle-
gung Z = {x0, x1, . . . , xk} von [a, b]. Zu beliebigem ε > 0 werden wir im Folgenden eine Verfeinerung Z ′

von Z geeignet wählen, so dass ∫ b

a

ϕdx ≤ S(f ;Z ′) + ε (1.12)

gilt (man beachte, dass das ε im Allgemeinen notwendig ist – je nach Werten von f auf den Teilungs-
punkten kann die Ungleichung ϕ ≤ inf [xj−1,xj ] f auf (xj−1, xj) für manche j verletzt sein!). Um dies zu
erreichen, wählen wir für die Verfeinerung Z ′ zusätzliche Punkte y0, . . . , yk−1, z0, . . . , zk−1 ∈ [a, b] mit
den Eigenschaften

xj−1 < yj−1 < zj−1 < xj für j ∈ {1, . . . , k}
und (

yj−1 − xj−1

)
+
(
xj − zj−1

)
<

ε

2kM
für j ∈ {1, . . . , k},

wobei M > 0 die Ungleichungen f ≥ −M und ϕ ≤ M auf [a, b] erfülle. Die Idee dabei ist, dass
diese Intervalle um die ursprünglichen Teilungspunkte aus Z so klein sind, dass der Beitrag sowohl des
Integrals von ϕ als auch der Untersumme von f dort klein bleibt. Mit ϕ ≤ f auf [yj−1, zj−1] ⊂ (xj−1, xj)
für j ∈ {1, . . . , k} berechnen wir dann nach Wahl von M sowie der Verfeinerung

S(f ;Z ′) =

k∑
j=1

inf
x∈[xj−1,yj−1]

f(x)(yj−1 − xj−1) +

k∑
j=1

inf
x∈[yj−1,zj−1]

f(x)(zj−1 − yj−1)

+

k∑
j=1

inf
x∈[zj−1,xj ]

f(x)(xj − zj−1)

≥ −
k∑
j=1

M(yj−1 − xj−1) +

k∑
j=1

inf
x∈[yj−1,zj−1]

ϕ(x)(zj−1 − yj−1)−
k∑
j=1

M(xj − zj−1)

≥ −2

k∑
j=1

M(yj−1 − xj−1) +

k∑
j=1

inf
x∈[yj−1,zj−1]

ϕ(x)(xj − xj−1)− 2

k∑
j=1

M(xj − zj−1)

≥
∫ b

a

ϕdx− 2Mk
ε

2kM
=

∫ b

a

ϕdx− ε,

womit die Behauptung (1.12) bewiesen ist. Aus der Definition des Darbouxschen Unterintegrals (als
Supremum der Darbouxschen Untersummen über alle Zerlegungen Z von [a, b]) schließen wir so∫ b

a

ϕdx ≤ S(f ;Z ′) + ε ≤ S∗(f ; [a, b]) + ε.

Die Beliebigkeit von ε > 0 sowie der Übergang zum Supremum über alle Treppenfunktionen ϕ ∈ T ([a, b])
mit ϕ ≤ f auf [a, b] zeigen nun die behauptete Ungleichung (1.11). Aus den beiden Ungleichungen (1.10)
und (1.11) folgt schließlich die Äquivalenz des Unterintegrals aus Definition 1.7 und des Darbouxschen
Unterintegrals aus Definition 1.71 von f auf [a, b].

Die Äquivalenz des Oberintegrals und des Darbouxschen Oberintegrals von f auf [a, b] beweist man
nun mit der Beobachtung, dass −S(−f ;Z) = S(f ;Z) für jede Zerlegung Z von [a, b] gilt, woraus sich
−S∗(−f ; [a, b]) = S∗(f ; [a, b]) mithilfe von − sup{−A} = inf{A} für jede nicht-leere Teilmenge A ⊂ R
ergibt, sowie Lemma 1.9 (ii):

S∗(f ; [a, b]) = −S∗(−f ; [a, b]) = −
∫ b

∗ a

(−f) dx =

∫∗ b

a

f dx.
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Mithilfe des vorherigen Lemmas können wir weitere Äquivalenzen zu Riemann-Integrierbarkeit einer
beschränkten Funktion angeben (vgl. Satz 1.17), und in diesem Fall den Wert des Riemann-Integrals
auch auf andere Art bestimmen.

Satz 1.74 (äquivalente Charakterisierungen von Riemann-Integrierbarkeit II). Es sei a < b. Für eine
beschränkte Funktion f : [a, b]→ R sind äquivalent:

(i) f ist Riemann-integrierbar auf [a, b],

(ii) es gilt S∗(f ; [a, b]) = S∗(f ; [a, b]),

(iii) zu jedem ε > 0 gibt es eine Zerlegung Z ∈ Z([a, b]) des Intervalls [a, b] mit der Eigenschaft

S(f ;Z)− S(f ;Z) < ε,

(iv) zu jedem ε > 0 existiert ein δ > 0 mit der Eigenschaft, dass für jede Zerlegung Z ∈ Z([a, b]) mit
Feinheit ρ(Z) < δ gilt:

S(f ;Z)− S(f ;Z) < ε,

(v) es gibt eine Zahl S ∈ R, so dass zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert mit der Eigenschaft, dass für
jede Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xk} ∈ Z([a, b]), k ∈ N, mit Feinheit ρ(Z) < δ und jede Wahl von
Zwischenstellen ξ ∈ Rk gilt:

|S − S(f ;Z, ξ)| < ε.

Ist f Riemann-integrierbar auf [a, b], so gilt∫ b

a

f dx = S∗(f ; [a, b]) = S∗(f ; [a, b]) = S.

Beweis. Implikation (i) ⇒ (ii): Ist f Riemann-integrierbar auf [a, b], so stimmen nach Definition Unter-
und Oberintegral von f auf [a, b] überein, und damit gilt nach Lemma 1.73 die Identität

S∗(f ; [a, b]) =

∫ b

∗ a

f dx =

∫ b

a

f dx =

∫∗ b

a

f dx = S∗(f ; [a, b]).

Implikation (ii) ⇒ (iii): Nach Definition von Darbouxschen Unter- und Oberintegral existieren zu
vorgegebenem ε > 0 zwei Zerlegungen Z1, Z2 ∈ Z([a, b]) mit

S(f ;Z1) > S∗(f ; [a, b])− ε

2
und S(f ;Z2) < S∗(f ; [a, b]) +

ε

2
.

Aus Bemerkung 1.72, mit der Definition Z := Z1 ∪Z2 als gröbster gemeinsamen Verfeinerung sowie mit
S∗(f ; [a, b]) = S∗(f ; [a, b]) aus (ii) folgern wir dann die Behauptung

S(f ;Z)− S(f ;Z) ≤ S(f ;Z2)− S(f ;Z1) < S∗(f ; [a, b]) +
ε

2
− S∗(f ; [a, b]) +

ε

2
= ε.

Implikation (iii)⇒ (iv): Zu ε > 0 wählen wir mithilfe von (iii) eine Zerlegung Z0 = {x0, x1, . . . , xk} ∈
Z([a, b]) mit

S(f ;Z)− S(f ;Z) <
ε

2
.

Um δ > 0 geeignet zu wählen, machen wir die folgende Zwischenüberlegung: ist Z ∈ Z([a, b]) eine
weitere Zerlegung von [a, b], so verhalten sich Unter- und Obersumme unter Verfeinerung Z ∪ Z0 wie
folgt:

S(f ;Z ∪ Z0) ≤ S(f ;Z) + 2(k − 1) sup
[a,b]

|f |ρ(Z),

S(f ;Z ∪ Z0) ≥ S(f ;Z)− 2(k − 1) sup
[a,b]

|f |ρ(Z).
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Im Vergleich zur Zerlegung Z hat die Verfeinerung Z ∪Z0 nämlich höchstens (k−1) zusätzliche Punkte
(die Randpunkt a, b sind in jeder Zerlegung enthalten). Kommt etwa nur ein zusätzlicher Punkt y ∈ Z0

dazu, so liegt dieser in einem Intervall [yj−1, yj ] zwischen zwei Teilungspunkten von Z. Daher gilt in
diesem Fall für die Untersummen

S(f ;Z ∪ Z0)− S(f ;Z)

= inf
x∈[yj−1,y]

f(x)(y − yj−1) + inf
x∈[y,yj ]

f(x)(yj − y)− inf
x∈[yj−1,yj ]

f(x)(yj − yj−1)

≤ sup
x∈[a,b]

f(x)
[
(y − yj−1) + (yj − y)

]
− inf
x∈[a,b]

f(x)(yj − yj−1)

≤ 2 sup
x∈[a,b]

|f(x)|(yj − yj−1) ≤ 2 sup
x∈[a,b]

|f(x)|ρ(Z).

Durch Iteration dieses Arguments ergibt sich die Behauptung der Zwischenüberlegung für die Unter-
summe, und die Obersumme folgt dann analog. Wir wählen nun

δ :=
ε

8kM
für ein M > 0 mit |f | ≤M auf [a, b]

und verifizieren dann für jede beliebige Zerlegung Z ∈ Z([a, b]) mit Feinheit ρ(Z) < δ

S(f ;Z)− S(f ;Z) ≤ S(f ;Z ∪ Z0) +
ε

4
− S(f ;Z ∪ Z0) +

ε

4

≤ S(f ;Z0)− S(f ;Z0) +
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε,

wobei wir in der zweiten Ungleichung wieder Bemerkung 1.72 benutzt haben.
Implikation (iv) ⇒ (v): Dies folgt sofort aus Bemerkung 1.70 (3) für die gleiche Zerlegung Z =

{x0, x1, . . . , xk} ∈ Z([a, b]) wie in (iv) und mit S := S∗(f ; [a, b]), da für jede beliebig Wahl der Zwi-
schenstelle ξ ∈ Rk die Abschätzung

|S∗(f ; [a, b])− S(f ;Z, ξ)| = max{S∗(f ; [a, b])− S(f ;Z, ξ), S(f ;Z, ξ)− S∗(f ; [a, b])}
≤ max{S(f ;Z)− S(f ;Z, ξ), S(f ;Z, ξ)− S(f ;Z)}
≤ S(f ;Z)− S(f ;Z) < ε

gilt.
Implikation (v) ⇒ (iii): Zu gegebenem ε > 0 wählen wir mithilfe von (v) eine hinreichend feine

Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xk} ∈ Z([a, b]), so dass

|S(f ;Z, ξ)− S(f ;Z, ξ)| < ε

2

für zwei beliebige Wahlen von Zwischenstellen ξ, ξ ∈ Rk gilt. Wählen wir diese insbesondere so, dass
die Ungleichungen

f(ξj) > sup
[xj−1,xj ]

f − ε

4(b− a)
und f(ξ

j
) < inf

[xj−1,xj ]
f +

ε

4(b− a)

für jedes j ∈ {1, . . . , k} gelten, so folgt die Aussage (iii) mittels

S(f ;Z)− S(f ;Z) =

k∑
j=1

(
sup

[xj−1,xj ]

f − inf
[xj−1,xj ]

f
)

(xj − xj−1)

<

k∑
j=1

(
f(ξj)− f(ξ

j
) +

ε

2(b− a)

)
(xj − xj−1)

= |S(f ;Z, ξ)− S(f ;Z, ξ)|+ ε

2
< ε.
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Implikation (iii) ⇒ (i): Wir wählen über (iii) eine Folge von Zerlegungen {Zk}k∈N von [a, b] mit
S(f ;Zk)− S(f ;Zk) < k−1 für alle k ∈ N. Damit folgt aus dem vorherigen Lemma 1.73∫ b

∗ a

f dx = S∗(f ; [a, b]) ≥ lim sup
k→∞

S(f ;Zk) = lim sup
k→∞

S(f ;Zk)

≥ S∗(f ; [a, b]) =

∫∗ b

a

f dx ≥
∫ b

∗ a

f dx,

also überall Gleichheit und damit Riemann-Integrierbarkeit von f auf [a, b].

Bemerkung 1.75. In Satz 1.74 ist das Integrabilitätskriterium in (iii) eher aus theoretischer Sicht von
Interesse, wohingegen die Integrabilitätskriterien in (iv) und (v) auch aussagen, wie man das Riemann-
Integral einer Riemann-integrierbaren Funktion näherungsweise berechnen kann. Man kann etwa eine
Darbouxsche oder Riemannsche Summe zu einer äquidistanten Zerlegung

Zk = {a+ j(b− a)/k : j ∈ {0, 1, . . . , k}}
mit k ∈ N berechnen und dann den Limes k →∞ (also Gitterweite gegen 0) bestimmen. Damit folgt∫ b

a

f dx = lim
k→∞

S(f ;Zk) = lim
k→∞

S(f ;Zk) = lim
k→∞

S(f ;Zk, ξ
(k)),

wobei ξ(k) ∈ Rk beliebig gewählte Zwischenstellen für die Zerlegung Zk sind.

Übung 1.76. Zeigen Sie den Zusammenhang

lim
k→∞

k∑
j=1

k

k2 + j2
=
π

4
,

indem Sie die linke Seite als eine geeignete Riemannsche Zwischensumme interpretieren.

Als Anwendung der Riemannschen Summen zeigen wir nun einige wichtige Integralungleichungen.
Dazu führen wir für Riemann-integrierbare Funktionen zunächst eine Integral-Norm ein.

Definition 1.77 (p-Norm). Es sei a < b und p ∈ [1,∞). Die p-Norm einer Riemann-integrierbaren
Funktion f ∈ R([a, b]) definieren wir als

‖f‖Lp(a,b) :=

(∫ b

a

|f |p dx
) 1
p

.

Bemerkung 1.78. Wir werden uns später ausführlich mit Normen, normierten Räumen und deren
Eigenschaften beschäftigen, halten jetzt aber schon zwei Beobachtungen fest:

• Ist f ∈ R([a, b]) Riemann-integrierbar mit ‖f‖Lp(a,b) = 0, so gilt nicht notwendigerweise f ≡ 0
auf [a, b] (z.B. kann man die konstante Nullfunktion einfach in einigen Punkten abändern, ohne
den Wert des Integrals in der Definition der p-Norm zu ändern). Dies ist der Grund dafür, dass
die Abbildung ‖ · ‖Lp(a,b) : R([a, b])→ R+

0 tatsächlich nur eine Semi-Norm darstellt.

• Ist f ∈ C([a, b]) stetig, so gilt die Äquivalenz

‖f‖Lp(a,b) = 0 ⇔ f ≡ 0 auf [a, b].

Beweis der zweiten Beobachtung. Ist f ≡ 0 auf [a, b], so gilt trivialerweise ‖f‖Lp(a,b) = 0. Die umge-
kehrte Implikation beweisen wir über ein Widerspruchsargument. Dazu nehmen wir an, es gäbe ein
x0 ∈ [a, b] mit f(x0) 6= 0. Wegen der Stetigkeit von f fänden wir dann ein δ > 0 mit |f(x)| ≥ |f(x0)|/2
für [x0 − δ, x0 + δ] ∩ [a, b], so dass wir aus der Monotonie des Integrals

‖f‖pLp(a,b) =

∫ b

a

|f |p dx ≥
∫ min{b,x0+δ}

max{a,x0−δ}
|f |p dx ≥ |f(x0|p

2p
(

min{b, x0 + δ} −max{a, x0 − δ}
)
> 0

bekämen. Dies steht im Widerspruch zur Annahme ‖f‖Lp(a,b) = 0.
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Die p-Norm aus Definition 1.77 ist eine Integralvariante einer “diskreten” p-Norm, die für Vektoren
x ∈ Rk über

‖x‖p :=


( k∑
j=1

|xj |p
) 1
p

für p ∈ [1,∞)

max
1≤j≤k

|xj | für p =∞
(1.13)

definiert ist. Wir beweisen zunächst für diese diskrete p-Norm zwei wichtige Ungleichungen, nämlich die
Hölder- und die Minkowski-Ungleichung. Als Vorbereitung benötigen wir:

Lemma 1.79 (Youngsche Ungleichung). Es seien p, q ∈ (1,∞) mit 1
p+ 1

q = 1. Dann gilt für alle c, d ≥ 0
die Ungleichung

cd ≤ cp

p
+
dq

q
.

Beweis. Die Ungleichung ist für c = 0 oder d = 0 offensichtlich erfüllt, so dass wir im Folgenden c, d > 0
annehmen können. Wegen log′′(x) = −x−2 < 0 für alle x > 0 ist die Logarithmusfunktion konkav.
Folglich gilt

log
(cp
p

+
dq

q

)
≥ 1

p
log(cp) +

1

q
log(dq) = log(c) + log(d) = log(cd),

wobei wir für die letzten beiden Identitäten die Rechenregeln für den Logarithmus ausgenutzt haben.
Die Behauptung folgt nun, indem wir die Exponentialfunktion anwenden und berücksichtigen, dass die
Exponentialfunktion monoton wachsend ist und somit die Ungleichung erhalten bleibt.

Satz 1.80. Es sei k ∈ N. Für Vektoren x, y ∈ Rk gelten:

(i) Hölder-Ungleichung: für p, q ∈ [1,∞] mit 1
p + 1

q = 1 (unter der Konvention 1
∞ = 0) gilt

k∑
j=1

|xjyj | ≤ ‖x‖p‖y‖q;

(ii) Minkowski-Ungleichung: für p ∈ [1,∞] gilt

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p
(mit x+y der komponentenweise gebildeten Summe, d.h. (x+y)j = xj+yj für alle j ∈ {1, . . . , k}).

Beweis. Für x = 0 oder y = 0 sind beide Ungleichungen offensichtlich erfüllt, da in diesen Fällen
‖x‖p = 0 oder ‖y‖q = 0 bzw. ‖y‖p = 0 gilt. Im Folgenden dürfen wir also x, y 6= 0 annehmen.

(i) Wir betrachten zunächst den Fall p, q ∈ (1,∞). Wenden wir die Youngsche Ungleichung aus
Lemma 1.79 mit c = |xj |/‖x‖p und d = |yj |/‖y‖q an, so erhalten wir

|xj |
‖x‖p

|yj |
‖y‖q

≤ 1

p

|xj |p
‖x‖pp

+
1

q

|yj |q
‖y‖qq

für alle j ∈ {1, . . . , k}.

Durch Summation dieser Ungleichungen ergibt sich

1

‖x‖p‖y‖q

k∑
j=1

|xjyj | ≤
1

p

k∑
j=1

|xj |p
‖x‖pp

+
1

q

k∑
j=1

|yj |q
‖y‖qq

=
1

p
+

1

q
= 1,

woraus sich die Behauptung durch Umformung ergibt.

Anschließend betrachten wir den Fall {p, q} = {1,∞}, wobei wir hier ohne Einschränkung p =∞
und q = 1 annehmen dürfen (da wir andernfalls einfach die Rollen von x und y vertauschen). Die
Behauptung ergibt sich in diesem Fall direkt aus

k∑
j=1

|xjyj | ≤ max
1≤j≤k

|xj |
k∑
j=1

|yj | = ‖x‖∞‖y‖1.
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(ii) Im Fall p = 1 folgt die Behauptung direkt mithilfe der Dreiecksungleichung über

‖x+ y‖1 =

k∑
j=1

|xj + yj | ≤
k∑
j=1

|xj |+
k∑
j=1

|yj | = ‖x‖1 + ‖y‖1.

Im Fall p ∈ (1,∞) wenden wir zunächst die Dreiecksungleichung und dann die Hölder-Ungleichung
aus (i) mit q = p

p−1 an. So erhalten wir

‖x+ y‖pp =

k∑
j=1

|xj + yj | · |xj + yj |p−1

≤
k∑
j=1

|xj | · |xj + yj |p−1 +

k∑
j=1

|yj | · |xj + yj |p−1

≤ ‖x‖p
( k∑
j=1

|xj + yj |p
) p−1

p

+ ‖y‖p
( k∑
j=1

|xj + yj |p
) p−1

p

=
(
‖x‖p + ‖y‖p

)
‖x+ y‖p−1

p .

Die Behauptung folgt nun nach Division durch ‖x+ y‖p−1
p .

Für p =∞ beobachten wir schließlich |xj | ≤ ‖x‖∞ und |yj | ≤ ‖y‖∞ für j ∈ {1, . . . , k}, so dass wir

|xj + yj | ≤ |xj |+ |yj | ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞ für alle j ∈ {1, . . . , k}

haben. Damit folgt die Behauptung auch in diesem letzten Fall.

Mithilfe der Approximation des Riemann-Integrals über Riemannsche Zwischensummen können wir
nun die Hölder-Ungleichung sowie die Minkowski-Ungleichung in eine integrale Version überführen.
Damit zeigen wir insbesondere, dass für die p-Norm aus Definition 1.77 eine Dreiecksungleichung gilt.

Satz 1.81. Es sei a < b. Für Riemann-integrierbare Funktionen f, g ∈ R([a, b]) gelten:

(i) Hölder-Ungleichung: für p, q ∈ (1,∞) mit 1
p + 1

q = 1 gilt

‖fg‖L1(a,b) =

∫ b

a

|fg| dx ≤
(∫ b

a

|f |p dx
) 1
p
(∫ b

a

|g|q dx
) 1
q

= ‖f‖Lp(a,b)‖g‖Lq(a,b);

(ii) Minkowski-Ungleichung: für p ∈ [1,∞) gilt

‖f + g‖Lp(a,b) =

(∫ b

a

|f + g|p dx
) 1
p

≤
(∫ b

a

|f |p dx
) 1
p

+

(∫ b

a

|g|p dx
) 1
p

= ‖f‖Lp(a,b) +‖g‖Lp(a,b).

Beweis. Für jedes k ∈ N wählen wir für das Intervall [a, b] die äquidistante Zerlegung

Zk = {a+ j(b− a)/k : j ∈ {0, 1, . . . , k}}

der Feinheit ∆k := (b− a)/k und dazu beliebige Zwischenstellen ξ ∈ Rk.

(i) Wir wenden die Hölder-Ungleichung aus Satz 1.80 (i) auf die Vektoren (f(ξ1), . . . , f(ξk))∆
1/p
k ∈ Rk

und (g(ξ1), . . . , g(ξk))∆
1/q
k ∈ Rk an. Dies zeigt

k∑
j=1

|f(ξj)g(ξj)|∆k ≤
( k∑
j=1

|f(ξj)|p∆k

) 1
p
( k∑
j=1

|g(ξj)|q∆k

) 1
q

.

Alle drei auftretenden Summen sind Riemannsche Zwischensummen, so dass wegen der Annahme
der Riemann-Integrierbarkeit von f und g die Integral-Variante der Hölder-Ungleichung im Limes
k →∞ aus Satz 1.74 (v) folgt.
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(ii) Ähnlich wie für den Beweis von (i) wenden wir hier die Minkowski-Ungleichung aus Satz 1.80 (ii)

auf die Vektoren (f(ξ1), . . . , f(ξk))∆
1/p
k ∈ Rk und (g(ξ1), . . . , g(ξk))∆

1/p
k ∈ Rk an. Damit erhalten

wir ( k∑
j=1

|f(ξj) + g(ξj)|p∆k

) 1
p ≤

( k∑
j=1

|f(ξj)|p∆k

) 1
p

+
( k∑
j=1

|g(ξj)|p∆k

) 1
p

.

Die Integral-Variante der Minkowski-Ungleichung folgt nun im Limes k →∞ aus Satz 1.74 (v).

Zur p-Norm gibt es auch einen zugehörigen Konvergenzbegriff für Funktionenfolgen:

Definition 1.82 (Konvergenz im p-ten Mittel). Es sei a < b und p ∈ [1,∞). Wir sagen, dass eine
Folge {fk}k∈N Riemann-integrierbarer Funktionen fk ∈ R([a, b]) für alle k ∈ N im p-ten Mittel gegen
eine Funktion f ∈ R([a, b]) konvergiert, falls

‖fk − f‖Lp(a,b) → 0 bei k →∞.

Es stellt sich heraus, dass gleichmäßige Konvergenz sogar stärker ist als jede Konvergenz im p-ten
Mittel, die Konvergenz im p-ten Mittel mit wachsendem p eine immer stärkere Eigenschaft wird und
letztendlich für p = 1 immer noch die Konvergenz der Integrale impliziert.

Satz 1.83. Es sei a < b, {fk}k∈N eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen in R([a, b]) und
f ∈ R([a, b]). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Gilt fk → f gleichmäßig auf [a, b], so gilt auch fk → f im p-ten Mittel auf [a, b] für jedes p ∈ [1,∞).

(ii) Gilt fk → f im p-ten Mittel auf [a, b] für ein p ∈ [1,∞), so gilt auch fk → f im p′-ten Mittel
auf [a, b] für jedes p′ ∈ [1, p).

(iii) Gilt fk → f im 1-ten Mittel auf [a, b], so gilt auch

lim
k→∞

∫ b

a

fk dx =

∫ b

a

f dx.

Beweis.

(i) Mit fk → f gleichmäßig auf [a, b] gilt auch |fk−f |p → 0 gleichmäßig auf [a, b] bei k →∞, also folgt
die Behauptung aus der Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwertbildung in Satz 1.23.

(ii) Mit der Hölder-Ungleichung aus Satz 1.81 (i) angewandt auf die Funktionen |fk−f |p
′

und 1 sowie
die Exponenten p

p′ und p
p−p′ sehen wir zunächst

‖fk − f‖p
′

Lp′ (a,b)
=

∫ b

a

|fk − f |p
′
dx =

∫ b

a

|fk − f |p
′ · 1 dx

≤
(∫ b

a

|fk − f |p
′ p
p′ dx

) p′
p
(∫ b

a

1
p

p−p′ dx

) p−p′
p

= ‖fk − f‖p
′

Lp(a,b)(b− a)
p−p′
p .

Ziehen wir noch die p′-te Wurzel, ergibt sich die Behauptung aus

‖fk − f‖Lp′ (a,b) ≤ ‖fk − f‖Lp(a,b)(b− a)
1
p′−

1
p → 0 bei k →∞.

(iii) Aus der Dreiecksungleichung in Satz 1.16 (iii) folgt die Behauptung mit∣∣∣∣ ∫ b

a

fk dx−
∫ b

a

f dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|fk − f | dx = ‖fk − f‖L1(a,b) → 0 bei k →∞.
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Bemerkung 1.84. Man kann sich leicht überlegen, dass die Umkehrungen der Aussagen von Satz 1.83
jeweils nicht gelten:

• Die Folge {fk}k∈N der stetigen Funktionen in C([0, 1]) definiert durch

f(x) = xk für x ∈ [0, 1] und k ∈ N

erfüllt ‖fk‖pLp(0,1) = (kp + 1)−1 → 0 bei k → ∞ für jedes p ∈ [1,∞). Damit gilt Konvergenz von

{fk}k∈N gegen die Funktion f ≡ 0 auf [0, 1] im p-ten Mittel für jedes p ∈ [1,∞), jedoch liegt keine
gleichmäßige Konvergenz vor.

• Die Folge {fk}k∈N der stetigen Funktionen in C([0, 1]) definiert durch

f(x) = min{k − k2x, 0}1/p für x ∈ [0, 1], k ∈ N und ein p ∈ (1,∞)

erfüllt ‖fk‖p
′

Lp′ (0,1)
= (1 + p′/p)kp

′/p−1 für alle p′ ∈ [1,∞) und k ∈ N. Damit gilt Konvergenz von

{fk}k∈N gegen die Funktion f ≡ 0 auf [0, 1] im p′-ten Mittel genau dann, wenn p′ ∈ [1, p) gilt.

1.8 Uneigentliche Riemann-Integrale

Bisher haben wir Riemann-Integrale ausschließlich für beschränkte Integranden auf kompakten Inter-
vallen [a, b] ⊂ R definiert. Wir wollen den Integralbegriff nun in zweierlei Hinsicht erweitern und dabei
zum einen die uneigentliche Grenzen a = −∞ bzw. b = ∞, also unendliche Intervalle, zum anderen
Integranden, die an einer (endlichen) Integrationsgrenze unbeschränkt sind, zulassen. Den Wert des
(uneigentlichen) Integrals definieren wir in diesen Fällen als Grenzwert auf die folgende Art:

Definition 1.85 (uneigentliches Riemann-Integral). Als uneigentliches Riemann-Integral bezeichnen
wir einen Ausdruck der Form ∫ b

a

f dx

mit Intervallgrenzen −∞ ≤ a < b ≤ ∞, wenn der Integrand f an mindestens einer der Intervallgrenzen a
oder b nicht definiert ist.

(i) Für −∞ < a < b ≤ ∞ nennen wir eine Funktion f : [a, b)→ R uneigentlich Riemann-integrierbar
auf [a, b), falls f auf jedem kompakten Intervall [a, β] ⊂ [a, b) Riemann-integrierbar ist und der
folgende Grenzwert existiert: ∫ b

a

f dx := lim
β↗b

∫ β

a

f dx.

(ii) Für −∞ ≤ a < b <∞ nennen wir eine Funktion f : (a, b]→ R uneigentlich Riemann-integrierbar
auf (a, b], falls f auf jedem kompakten Intervall [α, b] ⊂ (a, b] Riemann-integrierbar ist und der
folgende Grenzwert existiert ∫ b

a

f dx := lim
α↘a

∫ b

α

f dx.

(iii) Für −∞ ≤ a < b ≤ ∞ nennen wir eine Funktion f : (a, b)→ R uneigentlich Riemann-integrierbar
auf (a, b), falls f auf jedem kompakten Intervall [α, β] ⊂ (a, b) Riemann-integrierbar ist und f auf
(a, c] und [c, b) für ein c ∈ (a, b) uneigentlich Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir∫ b

a

f dx :=

∫ c

a

f dx+

∫ b

c

f dx = lim
α↘a

∫ c

α

f dx+ lim
β↗b

∫ β

c

f dx.

In diesen Fällen sprechen wir von der Existenz oder auch Konvergenz des uneigentlichen Riemann-
Integrals. Ein nicht konvergentes uneigentliches Riemann-Integral bezeichnen wir auch als divergent.
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Bemerkung 1.86.

(1) In Definition 1.85 (iii) hängt die Existenz und der Wert des uneigentlichen Riemann-Integrals
nicht von der Wahl von c. Dort müssen für die Definition des uneigentlichen Riemann-Integrals
auch zwei getrennte Grenzwerte bei der unteren Intervallgrenze a und der oberen Intervallgrenze b
gebildet werden. Existieren diese Grenzwerte nicht, so könnte noch ein gekoppelter Grenzwert
existieren, etwa der Cauchy-Hauptwert, definiert im Fall a = −∞, b =∞ als

CH−
∫ ∞
−∞

f dx := lim
β→∞

∫ β

−β
f dx.

(2) Das uneigentliche Riemann-Integral auf (a, b) einer Riemann-integrierbaren Funktion f ∈ R([a, b])
auf einem kompakten Intervall [a, b] ⊂ R stimmt mit dem Riemann-Integral überein, siehe Lem-
ma 1.88 unten. Außerdem kann man das Riemann-Integral einer beschränkten Funktion auf einem
endlichen Intervall (a, b) definieren, indem man die Funktion beliebig auf [a, b] fortsetzt und dann
das Integral auf dem kompakten Intervall [a, b] berechnet (man beachte, dass die Werte an den
Endpunkten {a, b} für die Definition des Riemann-Integrals keine Rolle spielen). Insofern stellt
das Konzept des uneigentlichen Riemann-Integrals aus Definition 1.85 eine Erweiterung des In-
tegralbegriff aus Kapitel 1.2 im Wesentlichen auf uneigentliche Grenzen a = −∞ oder b =∞ und
an einer Integralgrenze unbeschränkte Integranden dar.

(3) Die fundamentalen Eigenschaften des Riemann-Integrals aus Satz 1.16 gelten auch für uneigent-
liche Riemann-Integrale.

Warnung. Nicht alle Eigenschaften des Riemann-Integrals lassen sich auf uneigentliche Riemann-
Integrale übertragen. So gilt etwa nicht die grundsätzliche Vertauschbarkeit von Integral und Grenzwert
unter gleichmäßiger Konvergenz aus Satz 1.23, wie das folgende Beispiel zeigt: die Funktionenfolge
{fk}k∈N definiert als fk = k−11[0,k] für k ∈ N konvergiert gleichmäßig gegen die Funktion f ≡ 0, jedoch

gilt für die uneigentlichen Riemann-Integrale
∫∞

0
fk dx = 1 für alle k ∈ N und damit∫ ∞

0

f dx = 0 6= 1 = lim
k→∞

∫ ∞
0

fk dx.

Übung 1.87. Zeigen Sie, dass die uneigentlichen Riemann-Integrale∫ 1

0

xr dx bzw.

∫ ∞
1

xr dx

der Potenzfunktionen x 7→ xr genau für r > −1 bzw. für r < −1 existieren.

Lemma 1.88. Es sei a < b und f ∈ R([a, b]) eine Riemann-integrierbare Funktion auf [a, b]. Dann gilt

lim
β↗b

∫ β

a

f dx =

∫ b

a

f dx.

Beweis. Da Integrale im Integrationsbereich additiv sind, folgt die Konvergenz sofort aus der Abschät-
zung ∣∣∣∣ ∫ β

a

f dx−
∫ b

a

f dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ b

β

f dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

β

|f | dx ≤ sup
[β,b]

|f |(b− β),

da |f | auf [a, b] beschränkt ist und somit die rechte Seite im Limes β ↗ b verschwindet.

Oft kann man den Wert eines uneigentlichen Riemann-Integrals nicht direkt berechnen, jedoch gibt
es eine Reihe von Konvergenzkriterien (ähnlich wie bei Folgen und Reihen), anhand derer man einfach
die Existenz bzw. Nichtexistenz des uneigentlichen Riemann-Integrals begründen kann. Im Folgenden
diskutieren wir die wichtigsten Kriterien (und beschränken uns dabei teilweise auf die Situation, dass
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die rechte Integralgrenze unendlich ist oder der Integrand bei der rechten Integralgrenze nicht definiert
ist).

Satz 1.89 (Cauchy-Kriterium für uneigentliche Riemann-Integrale). Es sei
−∞ < a < b ≤ ∞ und f : [a, b)→ R eine Funktion, die auf jedem kompakten
Intervall [a, β] ⊂ [a, b) Riemann-integrierbar ist. Dann ist f genau dann
uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a, b), falls zu jedem ε > 0 ein β ∈
[a, b) existiert, so dass∣∣∣∣ ∫ ỹ

y

f dx

∣∣∣∣ < ε für alle y, ỹ ∈ (β, b) gilt.

Beweis. Die Funktion F : [a, b)→ R definiert als

F (t) :=

∫ t

a

f dx für t ∈ [a, b)
a bβ

f

ist nach Annahme wohldefiniert. Nach Definition ist f genau dann uneigentlich Riemann-integrierbar
auf [a, b), falls der Grenzwert limt↗b F (t) existiert. Dies ist nach dem Cauchy-Kriterium für die Existenz
des Grenzwertes äquivalent dazu, dass zu jedem ε > 0 ein β ∈ [a, b) existiert, so dass |F (y)− F (ỹ)| < ε
für alle y, ỹ ∈ (β, b) gilt. Dies bedeutet aber nach Definition von F gerade∣∣∣∣ ∫ ỹ

y

f dx

∣∣∣∣ = |F (y)− F (ỹ)| < ε für alle y, ỹ ∈ (β, b).

Satz 1.90 (Beschränktheitskriterium für uneigentliche Riemann-Integrale). Es sei −∞ < a < b ≤ ∞
und f : [a, b) → R+

0 eine nicht-negative Funktion, die auf jedem kompakten Intervall [a, β] ⊂ [a, b)
Riemann-integrierbar ist. Dann ist f genau dann uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a, b), falls eine
Konstante M > 0 existiert, so dass∫ y

a

f dx ≤M für alle y ∈ [a, b) gilt.

Beweis. Die Funktion F : [a, b)→ R definiert als

F (t) :=

∫ t

a

f dx für t ∈ [a, b)

ist wegen der Nicht-Negativität von f eine monoton nicht-fallende Funktion auf [a, b). Die Existenz des
Grenzwertes limt↗b F (t) und damit die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f auf [a, b) ist damit
äquivalent zur Beschränktheit von F auf [a, b).

Satz 1.91 (Integralvergleichskriterium). Es sei k0 ∈ N und f : [k0,∞) → R+
0 eine nicht-negative,

monoton fallende Funktion. Dann gilt

∞∑
k=k0

f(k + 1) ≤
∫ ∞
k0

f dx ≤
∞∑

k=k0

f(k)

und damit insbesondere die Äquivalenz

Konvergenz der Reihe

∞∑
k=k0

f(k) ⇔ Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals

∫ ∞
k0

f dx.

Beweis. Da f monoton fallend ist, gilt f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k) für alle x ∈ [k, k + 1], also

ϕ :=

∞∑
k=k0

f(k + 1)1[k,k+1) ≤ f ≤
∞∑

k=k0

f(k)1[k,k+1) =: ψ auf [k0,∞).
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k0 k0 + 1 . . .

ψ

f

ϕ

Mithilfe der Monotonie des Riemann-Integrals aus Satz 1.16 können wir diese drei Funktionen auf
den kompakten Intervallen [k0, N ] mit N ∈ N>k0 integrieren. Durch explizite Berechnung der Integrale
von ϕ und ψ (hierbei handelt es sich um Treppenfunktionen bezüglich einer äquidistanten Zerlegung
mit Schrittweite 1), erhalten wir

N−1∑
k=k0

f(k + 1) =

∫ N

k0

ϕdx ≤
∫ N

k0

f dx ≤
∫ N

k0

ψ dx =

N−1∑
k=k0

f(k) für alle N ∈ N>k0 . (1.14)

Falls f nun auf [k0,∞) uneigentlich Riemann-integrierbar ist, also das uneigentliche Riemann-

Integral
∫∞
k0
f dx existiert, so folgt aus der ersten Ungleichung in (1.14), dass die Folge {∑N−1

k=k0
f(k +

1)}N∈N>k0 der Partialsummen über nicht-negative Folgenglieder monoton wachsend und beschränkt ist,

also die zugehörige Reihe
∑∞
k=k0

f(k) konvergiert.

Konvergiert umgekehrt die Reihe
∑∞
k=k0

f(k), so gilt wegen der Nicht-Negativität von f sowie der
zweiten Ungleichung in (1.14) die Beschränktheit∫ y

k0

f dx ≤
∫ by+1c

k0

f dx ≤
byc∑
k=k0

f(k) ≤
∞∑

k=k0

f(k)

für alle y ∈ [k0,∞), so dass die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals von f auf [k0,∞) aus
Satz 1.90 folgt.

Definition 1.92 (uneigentliche absolute Riemann-Integrierbarkeit). Es sei −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Wir
nennen eine Funktion f : (a, b) → R uneigentlich absolut Riemann-integrierbar auf (a, b), falls die
Funktion |f | uneigentlich Riemann-integrierbar auf (a, b) ist.

Satz 1.93 (Majoranten- und Minorantenkriterium für uneigentliche Riemann-Integrale). Es sei −∞ ≤
a < b ≤ ∞ und f : (a, b)→ R eine Funktion, die auf jedem kompakten Intervall [α, β] ⊂ (a, b) Riemann-
integrierbar ist.

(i) Ist f uneigentlich absolut Riemann-integrierbar auf (a, b), so ist f auch uneigentlich Riemann-
integrierbar auf (a, b) und es gilt ∫ b

a

f dx ≤
∫ b

a

|f | dx.

(ii) Existiert eine Funktion g : (a, b)→ R+
0 (die Majorante), die |f | ≤ g auf (a, b) erfüllt und auf (a, b)

uneigentlich Riemann-integrierbar ist, so ist f auf (a, b) uneigentlich absolut Riemann-integrierbar
und es gilt ∫ b

a

|f | dx ≤
∫ b

a

g dx.

(iii) Existiert eine Funktion g : (a, b)→ R+
0 (die Minorante), die f ≥ g auf (a, b) erfüllt und auf (a, b)

nicht uneigentlich Riemann-integrierbar ist, so ist auch f auf (a, b) nicht uneigentlich Riemann-
integrierbar.
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Beweis.

(i) Nach Annahme ist |f | für ein (und dann für alle) c ∈ (a, b) uneigentlich Riemann-integrierbar
auf [c, b), also existiert zu jedem ε > 0 nach dem Cauchykriterium aus Satz 1.89 ein β ∈ [c, b) mit
der Eigenschaft ∣∣∣∣ ∫ ỹ

y

|f | dx
∣∣∣∣ < ε für alle y, ỹ ∈ (β, b).

Mit der Dreiecksungleichung für das Riemann-Integral folgt nun aber auch∣∣∣∣ ∫ ỹ

y

f dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫ ỹ

y

|f | dx
∣∣∣∣ < ε für alle y, ỹ ∈ (β, b),

so dass die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f auf [c, b) mittels Satz 1.89 folgt. Analog
argumentiert man für die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f auf (a, c] und zeigt somit
die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f auf (a, b). Die Abschätzung der uneigentlichen
Riemann-Integrale folgt nun aus den Rechenregeln (Vergleichsprinzip) für Grenzwerte.

(ii) Nach Annahme ist g für ein (und dann für alle) c ∈ (a, b) uneigentlich Riemann-integrierbar
auf [c, b), also existiert zu jedem ε > 0 nach Satz 1.89 ein β ∈ [c, b) mit der Eigenschaft∣∣∣∣ ∫ ỹ

y

g dx

∣∣∣∣ < ε für alle y, ỹ ∈ (β, b).

Mit der Monotonie für das Riemann-Integral folgt nun auch∣∣∣∣ ∫ ỹ

y

|f | dx
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫ ỹ

y

g dx

∣∣∣∣ < ε für alle y, ỹ ∈ (β, b),

so dass die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von |f | auf [c, b) mittels Satz 1.89 folgt. Analog
folgt die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von |f | auf (a, c], so dass die uneigentliche absolute
Riemann-Integrierbarkeit von f gezeigt ist. Die Abschätzung der uneigentlichen Riemann-Integrale
folgt wieder aus dem Vergleichsprinzip für Grenzwerte.

(iii) Falls f auf (a, b) uneigentlich Riemann-integrierbar wäre, dann wäre jede Funktion g : (a, b)→ R+
0

mit g = |g| ≤ f auf (a, b) nach dem Majorantenkriterium aus (ii) uneigentlich Riemann-in-
tegrierbar. Dies steht im Widerspruch zur Existenz einer nicht uneigentlich Riemann-integrier-
baren Funktion g : (a, b) → R+

0 mit g ≤ f auf (a, b). Folglich ist f nicht uneigentlich Riemann-
integrierbar.

Beispiel 1.94.

(i) Die Eulersche Gammafunktion wurde in Beispiel 1.47 als das uneigentliche Riemann-Integral

Γ(z) :=

∫ ∞
0

xz−1 exp(−x) dx

definiert. Wir zeigen nun, dass dieses uneigentliche Riemann-Integral genau dann existiert, wenn
z ∈ C positiven Realteil Re(z) hat. Wir überlegen uns zunächst

|xz−1| = | exp((z − 1) log(x))|
= | exp((Re(z)− 1) log(x))|| exp(i Im(z) log(x))| = xRe(z)−1

für x > 0 und betrachten dann die absolute Konvergenz des uneigentlichen Riemann-Integrals
getrennt für die Intervalle (0, 1] und [1,∞):
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• für x ∈ (0, 1] gelten die Abschätzungen

|xz−1 exp(−x)| = xRe(z)−1 exp(−x) ≤ xRe(z)−1,

und

|xz−1 exp(−x)| = xRe(z)−1 exp(−x) ≥ xRe(z)−1e−1

so dass man für alle z ∈ C mit Re(z) > 0 die Beschränkung nach oben durch die konvergente
Majorante x 7→ xRe(z)−1 (siehe Übung 1.87) und für alle z ∈ C mit Re(z) ≤ 0 die Be-
schränkung von unten durch die divergente Minorante x 7→ xRe(z)−1e−1 (siehe Übung 1.87)
gefunden hat;

• für x ∈ [1,∞) überlegt man sich zunächst, dass die Funktion x 7→ xRe(z)−1 exp(−x) auf [1,∞)
für jedes fixierte z ∈ C durch eine Konstante C(z) beschränkt ist, so dass

|xz−1 exp(−x)| = x−2xRe(z)+1 exp(−x) ≤ x−2C(z)

gilt und es hier mit x 7→ x−2C(z) ebenfalls eine konvergente Majorante gibt.

(ii) Das Gaußsche Integral ist als das uneigentliche Riemann-Integral∫ ∞
−∞

exp(−x2) dx

mit der Gaußsche Glockenkurve x 7→ exp(−x2) als In-
tegrand definiert. Dieses Integral lässt sich mithilfe der
Symmetrie und einer Substitution als∫ ∞

−∞
exp(−x2) dx = 2

∫ ∞
0

exp(−t2) dt

=

∫ ∞
0

t−
1
2 exp(−t) dt = Γ

(1

2

)
umschreiben und so über die Eulersche Gammafunkti-
on ausdrücken. Später werden wir den Wert des Gauß-
schen Integrals auf elegante Weise als

√
π bestimmen.

Ausschnitt eines alten 10-DM-Geldscheins

(iii) Der Kardinalsinus x 7→ sin(x)/x ist auf (−∞,∞) uneigentlich integrierbar. Um sich das zu
überlegen, kann man sich aus Symmetriegründen auf das Intervall [0,∞) beschränken. Außer-
dem sieht man, dass man den Kardinalsinus durch 1 stetig in den Ursprung fortsetzen kann, so
dass das Integral nur uneigentlich an der Grenze ∞ ist. Mittels partieller Integration berechnen
wir für 0 < y < ỹ ∫ ỹ

y

sin(x)

x
dx =

[
− cos(x)

x

]ỹ
y
−
∫ ỹ

y

cos(x)

x2
dx

und damit ∣∣∣∣ ∫ ỹ

y

sin(x)

x
dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣[− cos(x)

x

]ỹ
y

∣∣∣∣+

∫ ỹ

y

1

x2
dx ≤ 1

y
+

1

ỹ
−
[ 1

x

]ỹ
y
<

3

y
.

Nach dem Cauchy-Kriterium aus Satz 1.89 ist x 7→ sin(x)/x daher uneigentlich Riemann-integrier-
bar auf [0,∞) und damit auch auf (−∞,∞). Den Wert kann man als∫ ∞

−∞

sin(x)

x
dx = π
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bestimmen. Tatsächlich kommt die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals hier durch einen
Kürzungseffekt zustande, denn sin(x)/x ist nicht uneigentlich absolut integrierbar, wie man durch
einen Vergleich mit der harmonischen Reihe sehen kann:∫ Nπ

0

∣∣∣ sin(x)

x

∣∣∣ dx =

N∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π

∣∣∣ sin(x)

x

∣∣∣ dx
≥

N∑
k=1

1

kπ

∫ kπ

(k−1)π

| sin(x)| dx =
2

π

N∑
k=1

1

k
→∞ bei N →∞.

Übung 1.95 (Eulersche Betafunktion). Die Eulersche Betafunktion B : (0,∞) × (0,∞) → R ist über
das (ggf. uneigentliche) Riemann-Integral

B(s, t) :=

∫ 1

0

xs−1(1− x)t−1 dx

für s, t > 0 definiert. Zeigen Sie, dass für alle s, t > 0 die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) Die Eulersche Betafunktion B(s, t) ist wohldefiniert.

(ii) Es gilt

B(t, s) = B(s, t) = 2

∫ π
2

0

sin2s−1(x) cos2t−1(x) dx.

(iii) Es gilt B(s+ 1, t) = s
s+tB(s, t).

Warnung. Für die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals einer Funktion f auf [0,∞) ist es
nicht notwendig, dass limx→∞ f(x) = 0 gilt! Klassische uneigentliche Riemann-Integrale, die diese Ei-
genschaft nicht aufweisen, sind die Fresnelschen Integrale∫ ∞

0

sin(x2) dx =
1

2

√
π

2
=

∫ ∞
0

cos(x2) dx.

Betrachtet man das Beispiel des uneigentlichen Riemann-Integrals∫ ∞
0

∞∑
k=1

k1[k,k+k−3) dx =

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
,

so sieht man, dass es sogar Teilfolgen (xk)k∈N geben kann, entlang derer der Integrand divergiert.

Abschließend beschäftigen wir uns noch mit dem asymptotischen Verhalten der Fakultät n! für große
n ∈ N. Diese ist numerisch schlecht zu berechnen, für Anwendungen etwa in der Kombinatorik oder
Statistik ist häufig aber nicht der genaue Wert, sondern nur die Größenordnung von Interesse. Als
Vorbereitung leiten wir die Wallissche Produktformel her.

Lemma 1.96 (Wallissches Produkt). Es gilt

∞∏
k=1

4k2

4k2 − 1
=

∞∏
k=1

2k

2k − 1

2k

2k + 1
=
π

2
.

Beweis. Mit partieller Integration lässt sich für die unbestimmten Riemann-Integrale von cosn(x) mit
n ∈ N≥2 die Rekursionsformel∫

cosn(x) dx =
1

n
cosn−1(x) sin(x) +

n− 1

n

∫
cosn−2(x) dx
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berechnen (vgl. Übungen). Wegen sin(0) = 0 = cos(π/2) ergeben sich damit die Integralwerte

a2n :=

∫ π
2

0

cos2n(x) dx =
2n− 1

2n
a2n−2 = . . . = a0

n∏
k=1

2k − 1

2k
=
π

2

n∏
k=1

2k − 1

2k
,

a2n+1 :=

∫ π
2

0

cos2n+1(x) dx =
2n

2n+ 1
a2n−1 = . . . = a1

n∏
k=1

2k

2k + 1
=

n∏
k=1

2k

2k + 1

für alle n ∈ N. Damit können wir die Berechnung des Wallisschen Produkt als Bestimmung des Grenz-
wertes ∞∏

k=1

4k2

4k2 − 1
= lim
n→∞

n∏
k=1

2k

2k − 1

2k

2k + 1
=
π

2
lim
n→∞

a2n+1

a2n

umschreiben. Wir schließen zunächst aus cos2n ≥ cos2n+1 ≥ cos2n+2 auf [0, π/2] und der Monotonie des
Integrals auf die Ungleichungen a2n ≥ a2n+1 ≥ a2n+2, woraus schließlich

1 ≥ a2n+1

a2n
≥ a2n+2

a2n
=

2n+ 1

2n+ 2

folgt. Mit dem Einschließungsprinzip für Folgen bekommen wir dann limn→∞ a2n+1/a2n = 1 und damit
die Behauptung des Lemmas.

Eine asymptotische Näherung für n! liefert nun die sogenannte Stirlingsche Formel, die zudem auch π
und e in eine weitere Beziehung setzt.

Satz 1.97 (Stirlingsche Formel). Für die Fakultät gilt das asymptotische Verhalten

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
bei n→∞.

Beweis. Anstelle von n! werden wir log(n!) =
∑n
k=1 log(k) betrachten, den wir (bis auf einen kleinen

Fehler) als Approximation des Riemann-Integrals von x 7→ log(x) auf dem Intervall [1, n] interpretie-
ren werden. Das genaue asymptotische Verhalten ergibt sich dann über eine gute Kontrolle des dabei
auftretenden Fehlers.

Mithilfe der Trapezregel aus Satz 1.50 sowie log′′(x) = −x−2 bemerken wir zunächst die Identität∫ k+1

k

log(x) dx =
1

2

(
log(k) + log(k + 1)

)
+

1

12

1

ξ2
k

für ein ξk ∈ [k, k + 1] und jedes k ∈ N. Summation über k ∈ {1, . . . , n − 1} für n ∈ N liefert dann
einerseits ∫ n

1

log(x) dx =

n∑
k=1

log(k)− 1

2
log(n) +

1

12

n−1∑
k=1

1

ξ2
k

,

und andererseits können wir das Integral auf der linken Seiten mithilfe der Stammfunktion x 7→
x log(x)− x (vgl. Beispiel 1.47) als∫ n

1

log(x) dx =
[
x log(x)− x

]n
1

= n log(n)− n+ 1

berechnen. Damit folgt

n∑
k=1

log(k) =
(
n+

1

2

)
log(n)− n+ 1− 1

12

n−1∑
k=1

1

ξ2
k

.

Definieren wir den “Fehlerterm”

Rn := 1− 1

12

n−1∑
k=1

1

ξ2
k
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und wenden die Exponentialfunktion auf die vorherige Identität an, so erhalten wir

n! = exp
( n∑
k=1

log(k)
)

= nn+ 1
2 exp(−n) exp(Rn) =

√
n
(n
e

)n
exp(Rn).

Die Aussage des Satzes folgt, wenn wir limn→∞ exp(Rn) =
√

2π gezeigt haben. Wegen ξk ∈ [k, k + 1]
und damit ξ−2

k ≤ k−2 existiert der Grenzwert der Folge {Rn}n∈N in R, und demzufolge existiert auch
der Grenzwert der Folge {exp(Rn)}n∈N in R+. Indem wir die Gleichung

exp(Rn) =
enn!√
nnn

umschreiben, können wir dann den Grenzwert mithilfe des Wallisschen Produkts aus Lemma 1.96 be-
rechnen

lim
n→∞

exp(Rn) = lim
n→∞

(exp(Rn))2

exp(R2n)
= lim
n→∞

√
2n

n

(2n)2n

n2n

n!n!

(2n)!

= lim
n→∞

√
2√
n

n∏
k=1

2k

2k − 1
= lim
n→∞

√
2
√

2n+ 1√
n

( n∏
k=1

4k2

(2k − 1)(2k + 1))

) 1
2

= lim
n→∞

√
2
√

2n+ 1√
n

lim
n→∞

( n∏
k=1

4k2

(2k − 1)(2k + 1))

) 1
2

= 2

√
π

2
=
√

2π.

Bemerkung 1.98. Man kann auch eine Fehlerabschätzung für die Approximation zeigen: es gilt

√
2πn

(n
e

)n
< n! ≤

√
2πn

(n
e

)n
e

1
12n für n ∈ N.

1.9 Parametrisierte Kurven und Bogenlänge

Die Integration vektorwertiger oder komplexwertiger Funktionen kann man komponentenweise definie-
ren:

Definition 1.99. Es sei a < b. Eine beschränkte Funktion f : [a, b]→ RN mit N ∈ N heißt Riemann-
integrierbar auf [a, b], falls jede Komponentenfunktion f1, . . . , fN : [a, b] → R auf [a, b] Riemann-inte-
grierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral von f auf [a, b] als∫ b

a

f dx :=

(∫ b

a

f1 dx, . . . ,

∫ b

a

fN dx

)
∈ RN .

Entsprechend nennen wir eine beschränkte Funktion f : [a, b] → C Riemann-integrierbar auf [a, b],
falls Realteil- und Imaginärteil Re(f), Im(f) : [a, b]→ R auf [a, b] Riemann-integrierbar sind. In diesem
Fall definieren wir das Riemann-Integral von f auf [a, b] als∫ b

a

f dx :=

∫ b

a

Re(f) dx+ i

∫ b

a

Im(f) dx ∈ C.

In analoger Weise erweitern wir durch komponentenweise Betrachtung den Begriff des uneigentlichen
Riemann-Integrals für unbeschränkte Intervalle oder unbeschränkte Integranden aus Definition 1.85 auf
den Fall vektor- oder komplexwertiger Funktionen.

Die meisten Aussagen zu (uneigentlichen) Riemann-Integralen skalarwertiger Funktionen wie etwa
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung übertragen sich direkt auf den vektorwertigen Fall,
indem man die einzelnen Komponentenfunktionen betrachtet. Insbesondere gilt auch eine Dreiecksun-
gleichung, wobei der Betrag einer reellen Zahl nun durch den euklidischen Abstand

|y| := (y2
1 + . . .+ y2

N )1/2

eines Vektors y ∈ RN ersetzt wird.
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Lemma 1.100 (Dreiecksungleichung für die Integration vektorwertiger Funktionen). Es sei a < b und
f : [a, b]→ RN für ein N ∈ N eine Riemann-integrierbare Funktion auf [a, b]. Dann gilt∣∣∣∣ ∫ b

a

f dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f | dx.

Beweis. Für den euklidischen Abstand gilt wegen der Hölder-Ungleichung aus Satz 1.80

N∑
j=1

vjyj ≤ |y| für alle v ∈ RN mit |v| = 1

und folglich mit |y|2 =
∑N
j=1 yjyj

|y| = sup

{ N∑
j=1

vjyj : v ∈ RN mit |v| = 1

}
.

Für jedes v ∈ RN mit |v| = 1 haben wir dann

N∑
j=1

vj ·
∫ b

a

fj dx =

∫ b

a

N∑
j=1

vjfj dx ≤
∫ b

a

|f | dx,

so dass die Aussage beim Übergang zum Supremum über alle v ∈ RN mit |v| = 1 folgt.

Definition 1.101 (Kurve im RN ). Eine Abbildung γ : I → RN für ein Intervall I ⊂ R und ein N ∈ N
nennen wir eine (parametrisierte) Kurve im RN , wenn alle Komponentenfunktionen γ1, . . . , γN : I → R

stetig sind. Ihr Bild γ(I) ⊂ RN bezeichnen wir auch als die Spur von γ.

Eine Kurve im RN ist also nicht nur durch ihr Bild definiert, sondern tatsächlich als Abbildung.
Über diese Parametrisierung wird als zusätzliche Information mitgegeben, wie schnell oder in welcher
Richtung die Kurve durchlaufen wird. Somit ist es insbesondere möglich, dass die gleiche Spur von
unterschiedlichen parametrisierten Kurven erzeugt wird.

Beispiel 1.102.

(i) Die Kurve γ : [0, 2π]→ R2 definiert durch

(γ1(t), γ2(t)) := (a cos(t), b sin(t)) für t ∈ [0, 2π]

mit a, b ∈ R+ hat als Spur eine Ellipse im R2 mit Hauptach-
sen a und b.

(ii) Die Kurve γ : R→ R3 definiert durch

(γ1(t), γ2(t), γ3(t)) := (r cos(t), r sin(t), ht) für t ∈ R

mit r ∈ R+ und h ∈ R hat als Spur eine Helix oder Schrau-
benlinie im R3, die bei jeder Umdrehung die Ganghöhe 2πh
in x3-Richtung gewinnt.

r

r

2πh

x1

x2

x3

Wir wollen nun die Länge einer parametrisierten Kur-
ve γ : I → RN einführen und definieren dazu für eine ge-
gebene Teilung Z = {t0, t1, . . . , tk} mit Teilungspunkten
t0 < t1 < . . . < tk aus I die Länge des einbeschriebenen
Polygonzugs durch die Punkte γ(t0), γ(t1), . . . , γ(tk) als

L(γ;Z) :=

k∑
j=1

|γ(tj)− γ(tj−1)|.
γ(tj)

γ(tj−1)
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Definition 1.103 (Rektifizierbarkeit und Bogenlänge einer Kurve). Eine Kurve γ : I → RN für ein
Intervall I ⊂ R und ein N ∈ N nennen wir rektifizierbar, falls die Länge aller einbeschriebenen
Polygonzüge beschränkt ist. In diesem Fall heißt

L(γ) := sup
{
L(γ;Z) : Z ist Teilung von I

}
die Bogenlänge oder Länge von γ.

Im Fall, dass man die Bogenlänge einer differenzierbaren Kurve bestimmen möchte, kann man sie
mithilfe eines geeigneten Integrals berechnen.

Definition 1.104 (differenzierbare Kurve). Eine Kurve γ : I → RN für ein Intervall I ⊂ R und ein
N ∈ N nennen wir (stetig) differenzierbar, falls alle Komponentenfunktionen γ1, . . . , γN : I → R (stetig)
differenzierbar sind. In diesem Fall heißt der Vektor

γ′(t) := (γ′1(t), . . . , γ′N (t)) ∈ RN

der Tangential- oder Geschwindigkeitsvektor der Kurve an der Stelle t ∈ I mit Geschwindigkeit |γ′(t)|.

Satz 1.105. Es sei a < b und γ : [a, b] → RN für ein N ∈ N eine stetig differenzierbare Kurve. Dann
ist γ rektifizierbar und hat die Bogenlänge

L(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)| dt.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Rektifizierbarkeit von γ und die Ungleichung

L(γ) ≤
∫ b

a

|γ′(t)| dt. (1.15)

Es sei dazu Z = {t0, t1, . . . , tk} mit k ∈ N eine beliebige Teilung des Intervalls [a, b]. Mit der komponen-
tenweisen Anwendung des Hauptsatzes 1.39 der Differential- und Integralrechnung können wir in einem
ersten Schritt die Länge des zugehörigen einbeschriebenen Polygonzugs schreiben als

L(γ;Z) =

k∑
j=1

|γ(tj)− γ(tj−1)| =
k∑
j=1

∣∣∣∣ ∫ tj

tj−1

γ′(t) dt

∣∣∣∣. (1.16)

Mit der Dreiecksungleichung aus Lemma 1.100 sehen wir dann

L(γ;Z) ≤
k∑
j=1

∫ tj

tj−1

|γ′(t)| dt ≤
∫ b

a

|γ′(t)| dt.

Das Integral auf der rechten Seite stellt also eine obere Schranke an die Länge der einbeschriebenen
Polygonzüge dar, so dass die Rektifizierbarkeit von γ gilt. Der Übergang zum Supremum über alle
Teilungen Z von [a, b] zeigt zudem die behauptete Ungleichung (1.15).

Für die noch fehlende Ungleichung reicht es zu zeigen, dass zu jedem ε > 0 eine Teilung Z von [a, b]
existiert mit

L(γ;Z) >

∫ b

a

|γ′(t)| dt− ε. (1.17)

Wegen der Stetigkeit von γ′ auf [a, b] finden wir mithilfe von (der komponentenweise Anwendung von)
Lemma 1.25 eine RN -wertige Treppenfunktion ϕ, also mit ϕ1, . . . , ϕN ∈ T ([a, b]), bezüglich einer ge-
meinsamen Zerlegung Z = {t0, t1, . . . , tk} für ein k ∈ N mit

|γ′(t)− ϕ(t)| < ε

2(b− a)
für alle t ∈ [a, b].
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Mit der umgedrehten und normalen Dreiecksungleichung sowie der Tatsache, dass ϕ auf jedem Inter-
vall [tj−1, tj ] konstant ist, schätzen wir jeden einzelnen Summanden für j ∈ {1, . . . , k} auf der rechten
Seite in der Darstellung (1.16) ab über∣∣∣ ∫ tj

tj−1

γ′(t) dt
∣∣∣ ≥ ∣∣∣ ∫ tj

tj−1

ϕ(t) dt
∣∣∣− ∣∣∣ ∫ tj

tj−1

(
γ′(t)− ϕ(t)

)
dt
∣∣∣

≥
∫ tj

tj−1

|ϕ(t)| dt−
∫ tj

tj−1

|γ′(t)− ϕ(t)| dt.

Somit erhalten wir insgesamt nach Wahl der Treppenfunktion ϕ die Ungleichung (1.17):

L(γ;Z) ≥
∫ b

a

|ϕ(t)| dt−
∫ b

a

|γ′(t)− ϕ(t)| dt

≥
∫ b

a

|γ′(t)| dt− 2

∫ b

a

|γ′(t)− ϕ(t)| dt >
∫ b

a

|γ′(t)| dt− ε.

Beispiel 1.106.

(i) Den Funktionsgraphen einer stetig differenzierbare Funktion f : [a, b] → R kann man über die
Kurve γf : [a, b] → R2 mit γf (t) = (t, f(t)) für t ∈ [a, b] parametrisieren und erhält so als Länge
des Graphen

L(γf ) =

∫ b

a

√
1 + |f ′(t)|2 dt.

(ii) Die Helix aus Beispiel 1.102 (ii) mit Radius r ∈ R+ und Ganghöhe 2πh ∈ R hat pro Umdrehung
eine Bogenlänge von

L(γ|[0,2π]) =

∫ 2π

0

(
r2 cos2(t) + r2 sin2(t) + h2

) 1
2 dt = 2π(r2 + h2)

1
2 .

Übung 1.107 (Zykloide). Wir betrachten eine Kugel, die auf einer Ebene rollt, und wollen die Be-
wegung eines auf der Kugeloberfläche fixierten Punktes beschreiben. Der Einfachheit halber nehmen
wir an, dass eine (zweidimensionale) Kugel mit Radius 1 mit konstanter Geschwindigkeit entlang der
x-Achse rollt und der auf der Kugeloberfläche fixierte Punkt durch (0, 0) verläuft.

x
γ1(t)

γ2(t)
t

t

(i) Überlegen Sie sich anhand der Bewegung des fixierten Punktes auf der Oberfläche der Kugel und
der Bewegung des Mittelpunktes der Kugel, dass

γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) := (t− sin(t), 1− cos(t)) für t ∈ R

die Kurve des fixierten Punktes in R2 beschreibt.

(ii) Berechnen Sie die Länge der Kurve γ auf [0, 2π].
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Kapitel 2

Topologie

2.1 Metrische Räume

Wir wollen später Funktionen auf allgemeineren Mengen als Teilmengen der reellen oder komplexen Zah-
len betrachten und legen hierfür nun die Grundlagen. Von besonderem Interesse sind hierfür metrische
Räume, die beliebige Mengen sind, die mit einer verallgemeinerten Distanzabbildung, der sogenannten
Metrik, ausgestattet sind, welche noch sinnvolle Eigenschaften einer Distanz erfüllt.

Definition 2.1 (Metrik und metrischer Raum). Es sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X×X → R+
0

heißt Metrik, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

(M1) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) für alle x, y, z ∈ X (Dreiecksungleichung),

(M2) d(x, y) = d(y, x) für alle x, y ∈ X (Symmetrie),

(M3) d(x, y) = 0 genau dann wenn x = y (Positivität).

Das Paar (X, d) für eine Menge X und eine Metrik d auf X heißt dann metrischer Raum (aber auf die
Angabe der Metrik wird typischerweise verzichtet, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Metrik
benutzt wird).

Beispiel 2.2.

(i) Ist X eine beliebige Menge, dann definiert man die diskrete Metrik durch die Vorschrift

ddiskret(x, y) :=

{
1 falls x 6= y,

0 falls x = y.

(ii) Ist M eine Menge (etwa M = {0, 1} oder ein Alphabet), so kann man auf der Menge MN mit
N ∈ N (von Codes oder Wörtern) die Hamming-Distanz definieren als

d(x, y) = #{j ∈ {1, . . . , N} : xj 6= yj} =

N∑
j=1

ddiskret(xj , yj)

mit x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈MN , d.h. als die Anzahl von Fehlständen. Die Hamming-
Distanz findet insbesondere in der Codierungstheorie Anwendung, beispielsweise zur Erkennung
und Korrektur von Fehlern.

(iii) Auf dem RN definiert man die euklidische Metrik durch die Vorschrift

deuklid(x, y) := |x− y| =
(
(x1 − y1)2 + . . .+ (xN − yN )2

) 1
2

mit x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN .
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(iv) Auf dem RN definiert man die Manhattan-Metrik (oder Mannheimer Metrik) durch die Vorschrift

d(x, y) := |x1 − y1|+ . . .+ |xN − yN |.
Die Bezeichnung rührt hierbei davon, dass in Manhattan, ebenso wie in Mannheim, viele Straßen
in Gitterstruktur, also in Richtung der Koordinatenachsen verlaufen. Will man von einem Ort der
Stadt zu einem anderen über ein solches Straßensystem gelangen, muss man die Entfernung in
jeder Koordinatenrichtung getrennt voneinander überwinden.

(v) Als Verallgemeinerung der letzten beiden Beispiele definiert man auf dem RN die p-Metrik durch
die Vorschrift

dp(x, y) :=


( N∑
j=1

|xj − yj |p
) 1
p

für p ∈ [1,∞),

max
1≤j≤N

|xj − yj | für p =∞.

(vi) Auf dem RN definiert man die französische Eisenbahnmetrik
durch die Vorschrift

d(x, y) :=

{
|x− y| falls x = λy für ein λ ∈ R,
|x|+ |y| sonst.

Der Name “französische Eisenbahnmetrik” kommt daher, dass
insbesondere das französische Schienensystem sehr zentralis-
tisch ist und man häufig über Paris fahren muss, wenn man
von einem Ort in Frankreich zu einem anderen fahren möchte
– es sei denn, der Start- und Zielort liegen auf derselben Seite
einer Geraden durch Paris.

(vii) Ist (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine beliebige Teilmenge, so definiert man eine Me-
trik dA auf A als Einschränkung von d auf A, d.h. durch die Vorschrift dA(x, y) = d(x, y) für alle
x, y ∈ A, und nennt dA die auf A induzierte Metrik.

Anmerkung zu den Metrikeigenschaften. Symmetrie und Positivität ist bei allen angegebenen Abbil-
dungen klar, nur die Dreiecksungleichung muss z.T. noch nachgerechnet werden. Bei den meisten Bei-
spielen kann man das direkt machen, für die p-Metrik leiten wir dies später aus der entsprechenden
Dreiecksungleichung für die assoziierte p-Norm ab.

Bemerkung 2.3 (weitere Definitionen zu Konzepten in metrischen Räumen). Es sei (X, d) ein metri-
scher Raum.

(1) Wir definieren die (offene) Kugel Br(x0), die abgeschlossene Kugel Br(x0) und die Sphäre Sr(x0)
mit Zentrum x0 ∈ X und Radius r > 0 mithilfe der Metrik als

Br(x0) := {x ∈ X : d(x, x0) < r}
Br(x0) := {x ∈ X : d(x, x0) ≤ r}
Sr(x0) := {x ∈ X : d(x, x0) = r}.

Ist man im euklidischen Raum X = RN , so haben die Sphären
(bzw. Kugeln) nicht mehr notwendigerweise eine runde Form, son-
dern dies hängt von der zugrundeliegenden Metrik ab. Für die euklidi-
sche Metrik, also die p-Metrik mit p = 2, ist Sr(x0) tatsächlich rund,
verwendet man aber die p-Metrik mit p 6= 2, so wird die Form von
Sr(x0) für p > 2 immer “ausgebeulter” und ist für p =∞ ein achsen-
paralleler Würfel mit (euklidischer) Seitenlänge 2r, wohingegen die
Form von Sr(x0) für p < 2 immer “eingebeulter” wird und für p = 1
ein schräg liegender Würfel mit (euklidischer) Seitenlänge

√
2r ist.
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Für allgemeinere Metriken oder Mengen X können Kugeln noch viel verformter aussehen. Hat man
etwa eine beliebige Menge X, die mit der diskreten Metrik ausgestattet ist, so gilt Br(x0) = {x0}
für jeden Radius r ≤ 1, da einzig das Zentrum x = x0 selbst die Eigenschaft d(x0, x) < 1 hat. Da
andererseits d(x0, x) = 1 für alle anderen Punkte x ∈ X \ {x0} gilt, hat man Br(x0) = X für alle
Radien r > 1.

(2) Den Abstand eines Punktes x ∈ X von einer Teilmenge A ⊂ X definieren wir als

dist(x,A) := inf{d(x, a) : a ∈ A}.

(3) Allgemeiner definieren wir den Abstand zweier Teilmengen A,B ⊂ X als

dist(A,B) := inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B},

was man auch umschreiben kann als

dist(A,B) = inf{d(a,B) : a ∈ A} = inf{d(b, A) : b ∈ B}.

(Achtung: dies definiert im Allgemeinen keine Metrik auf der Menge aller Teilmengen von X. Bei-
spielsweise haben bei der euklidischen Metrik die offene und die abgeschlossene Kugel mit gleichem
Mittelpunkt und Radius den Mengenabstand 0.)

(4) Den Durchmesser einer Teilmenge A ⊂ X definieren wir als

diam (A) := sup{d(x, y) : x, y ∈ A},

und falls diam (A) <∞ gilt, so nennen wir die Menge A beschränkt.

2.2 Normierte Räume

War eine Metrik noch als verallgemeinerte Distanz auf einer beliebigen Menge ohne jegliche algebraische
Struktur definiert, so definieren wir nun die Norm als eine verallgemeinerte Länge auf einem reellen oder
komplexen Vektorraum (was wir im Folgenden mit K = R oder K = C unterscheiden).

Definition 2.4 (Norm und normierter Raum). Es sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ‖·‖X : X →
R+

0 heißt eine Norm, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

(N1) ‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X für alle x, y ∈ X (Dreiecksungleichung),

(N2) ‖λx‖X = |λ|‖x‖X für alle x ∈ X und λ ∈ K (Homogenität),

(N3) ‖x‖X = 0 genau dann wenn x = 0 (Positivität).

Das Paar (X, ‖ · ‖X) eines Vektorraums X und einer Norm ‖ · ‖X auf X heißt normierter Raum (und
wiederum wird auf die Angabe der Norm verzichtet, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Norm
benutzt wird).

Bemerkung 2.5 (Relation zwischen metrischen und normierten Räumen). Es sei X ein K-Vektorraum.

(1) Jede Norm ‖ · ‖X : X → R+
0 induziert eine Metrik d : X ×X → R+

0 mittels

d(x, y) := ‖x− y‖X für alle x, y ∈ X. (2.1)

Die Dreiecksungleichung (M1) ergibt sich dabei sofort aus der Dreiecksungleichung (N1)

d(x, y) = ‖x− y‖X = ‖x− z + z − y‖X
≤ ‖x− z‖X + ‖z − y‖X = d(x, z) + d(z, y)
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für alle x, y, z ∈ X. Die Symmetrie (M2) folgt aus der Homogenität (N2) über

d(x, y) = ‖x− y‖X = ‖ − (y − x)‖X = ‖y − x‖X = d(y, x)

für alle x, y ∈ X. Die Positivität (M3) ist schließlich wegen der Positivität (N3) offensichtlich.

Insofern kann jeder normierte Raum (X, ‖·‖X) auch als metrischer Raum (X, d) aufgefasst werden
(und damit gibt es insbesondere alle in Bemerkung 2.3 eingeführten Konzepte auch für normierte
Räume).

(2) Umgekehrt ist nicht jede Metrik d : X×X → R+
0 auf X von einer Norm ‖·‖X : X → R+

0 induziert
(so dass die Relation (2.1) erfüllt ist). Man kann sich jedoch leicht überlegen, dass dies genau dann
der Fall ist, wenn die Metrik die Eigenschaften

d(λx, λy) = |λ|d(x, y) und d(x+ z, y + z) = d(x, y)

für alle x, y, z ∈ X erfüllt (und sich damit “vernünftig” unter Skalierungen und Translationen
verhält). In diesem Fall rekonstruiert man die Norm ‖ · ‖X auf X dann über

‖x‖X := d(0, x) für alle x ∈ X.

Beispiel 2.6.

(i) Die Betragsfunktion stellt eine Norm auf R und auf C dar.

(ii) Auf RN definiert man für p ∈ [1,∞] die p-Norm durch (1.13) (mit k = N). Für den Nachweis
der Normeigenschaften bemerken wir, dass die Dreiecksungleichung (N1) gerade die Minkowski-
Ungleichung aus Satz 1.80 (ii) ist, wohingegen die Eigenschaften (N2) der Homogenität und (N3)
der Positivität aus der Definition schon offensichtlich sind.

Die 2-Norm ist, wenn nicht anders spezifiziert, die kanonische Wahl einer Metrik auf dem RN und
wird als die euklidische Norm bezeichnet. Die p-Norm induziert die p-Metrik aus Beispiel 2.2.

(iii) Auf dem Raum {x : x = {xk}k∈N ist eine Folge in K} der Folgen in K definiert man

‖x‖p :=


( ∞∑
k=1

|xk|p
) 1
p

für p ∈ [1,∞),

sup
k∈N
|xk| für p =∞.

Die Teilräume

`p(K) :=
{
x : x = {xk}k∈N ist eine Folge in K mit ‖x‖p <∞

}
der p-summierbaren Folgen in K ausgestattet mit der `p-Norm ‖ · ‖p bzw. der Teilraum

`∞(K) :=
{
x : x = {xk}k∈N ist eine Folge in K mit ‖x‖∞ <∞

}
der beschränkten Folgen in K ausgestattet mit der `∞-Norm ‖ · ‖∞ sind normierte Räume. Sie
sind das (abzählbar) unendlich-dimensionale Analogon zu den normierten Räumen (RN , ‖ · ‖p),
die Eigenschaften (N2) der Homogenität und (N3) der Positivität sind wieder sofort aus der
Definition klar, und die Dreiecksungleichung wird sichergestellt durch die entsprechende Variante
der Minkowski-Ungleichung für Folgen

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p für alle x, y ∈ `p(K).

(iv) Der Vektorraum B(D,K) aller beschränkten Funktionen f : D → K auf einer nicht-leeren MengeD
ausgestattet mit der Supremumsnorm

‖f‖L∞(D) := sup
x∈D
|f(x)|

ist ein normierter Raum.
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(v) Für a < b ist der Vektorraum C([a, b],K) aller stetigen Funktionen f : [a, b]→ K ausgestattet mit
der p-Norm ‖ · ‖Lp(a,b) aus Definition 1.77 für p ∈ [1,∞) bzw. mit der Supremumsnorm ‖ · ‖L∞(a,b)

aus (iv) ein normierter Raum. Die Dreiecksungleichung wird hier gerade durch die Integralversion
der Minkowski-Ungleichung aus Satz 1.81 gewährleistet.

Übung 2.7. Es sei a < b. Zeigen Sie, dass der Vektorraum C1([a, b],K) aller stetig differenzierbaren
Funktionen f : [a, b]→ K ausgestattet mit der Norm

‖f‖ := |f(a)|+ ‖f ′‖L∞(a,b)

ein normierter Raum ist.

2.3 Skalarprodukt-Räume

Ein Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf einem reellen oder komplexen Vektorraum ist ein verall-
gemeinertes Produkt, das zwei Elementen des Vektorraums eine reelle oder komplexe Zahl zuordnet (je
nachdem, ob der Fall K = R oder K = C zutrifft).

Definition 2.8 (Skalarprodukt und Skalarprodukt-Raum). Es sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
〈 ·, · 〉X : X ×X → K heißt ein Skalarprodukt, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

(S1) 〈x, y 〉X = 〈 y, x 〉X für alle x, y ∈ X (Hermitizität)
(was sich im Fall K = R auf Symmetrie reduziert),

(S2) die Abbildung x 7→ 〈x, y 〉X ist linear für jedes y ∈ X, d.h. 〈λx+ µx̃, y 〉X = λ〈x, y 〉X + µ〈 x̃, y 〉X
für alle x, x̃ ∈ X und λ, µ ∈ K (Linearität im ersten Argument),

(S3) 〈x, x 〉X ≥ 0 für alle x ∈ X und 〈x, x 〉X = 0 genau dann wenn x = 0 (positive Definitheit).

Das Paar (X, 〈 ·, · 〉X) eines Vektorraums X und eines Skalarprodukts 〈 ·, · 〉X auf X heißt Skalarprodukt-
oder Prä-Hilbert-Raum.

Bemerkung 2.9 (Semilinearität des Skalarprodukts im zweiten Argument). Über die Hermitizität (S1)
und Linearität (S2) des Skalarprodukts ergibt sich

〈x, λy + µỹ 〉X = 〈λy + µỹ, x 〉X = λ 〈 y, x 〉X + µ 〈 ỹ, x 〉X = λ̄〈x, y 〉X + µ̄〈x, ỹ 〉X
für alle x, y, ỹ ∈ X und λ, µ ∈ K. Für K = R bedeutet dies die Linearität des Skalarprodukts auch
im zweiten Argument, wohingegen für K = C multiplikative Konstanten im zweiten Argument komplex
konjugiert aus dem Skalarprodukt gezogen werden müssen, so dass Semilinearität des Skalarprodukts im
zweiten Argument gilt.

Wir überlegen uns nun einige wichtige Rechenregeln und Hilfsmittel.

Lemma 2.10 (Rechenregeln für Skalarprodukte). Es sei X ein K-Vektorraum und 〈 ·, · 〉X ein Skalar-
produkt auf X. Dann gelten für x, y ∈ X die folgenden Aussagen:

(i) Cauchy–Schwarz-Ungleichung: Re(〈x, y 〉X) ≤ |〈x, y 〉X | ≤ ‖x‖X‖y‖X ,

(ii) Binomische Formeln: ‖x± y‖2X = ‖x‖2X ± 2 Re(〈x, y 〉X) + ‖y‖2X ,
sowie 〈x+ y, x− y 〉X = ‖x‖2X − 2 Im(〈x, y 〉X) i−‖y‖2X ,

(iii) Parallelogrammgleichung: ‖x+ y‖2X + ‖x− y‖2X = 2(‖x‖2X + ‖y‖2X),

(iv) Polarisationsformel für K = R: 4〈x, y 〉X = ‖x+ y‖2X − ‖x− y‖2X ,
Polarisationsformel für K = C: 4〈x, y 〉X = ‖x+ y‖2X − ‖x− y‖2X + (‖x+ y i ‖2X i−‖x− y i ‖2X),

(v) Dreiecksungleichung: ‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X ,

wobei die Notation ‖x‖X :=
√
〈x, x 〉X verwendet wurde.
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Beweis.

(i) Die erste Ungleichung ist klar, da der Realteil (oder auch Imaginärteil) einer komplexen Zahl
immer höchstens so groß wie ihr Betrag ist. Die zweite Ungleichung ist trivialerweise für y = 0
erfüllt, und andernfalls berechnen wir zunächst für beliebiges λ ∈ K mithilfe der Hermitizität (S1)
und Linearität (S2) des Skalarprodukts (vgl. auch Bemerkung 2.9) sowie der Definition von ‖ · ‖X

‖x− λy‖2X = 〈x− λy, x− λy 〉X
= 〈x, x 〉X − λ〈 y, x 〉X − λ̄〈x, y 〉X + λλ̄〈 y, y 〉X
= ‖x‖2X − λ〈x, y 〉X − λ̄〈x, y 〉X + |λ|2‖y‖2X . (2.2)

Für die spezielle Wahl λ := 〈x, y 〉X/‖y‖2X ∈ K bedeutet das gerade

0 ≤ ‖x− λy‖2X = ‖x‖2X − 2
|〈x, y 〉X |2
‖y‖2X

+
|〈x, y 〉X |2
‖y‖4X

‖y‖2X = ‖x‖2X −
|〈x, y 〉X |2
‖y‖2X

,

woraus nach Umstellung und Wurzelziehen die Behauptung folgt.

(ii) Mit λ = ±1 in der Identität (2.2) ergibt sich direkt

‖x± y‖2X = ‖x‖2X ± 〈x, y 〉X ± 〈x, y 〉X + ‖y‖2X = ‖x‖2X ± 2 Re(〈x, y 〉X) + ‖y‖2X ,

und ähnlich berechnet man

〈x+ y, x− y 〉X = 〈x, x 〉+ 〈x, y 〉X − 〈x, y 〉X − 〈 y, y 〉 = ‖x‖2X − 2 Im(〈x, y 〉X) i−‖y‖2X .

(iii) Die Parallelogrammgleichung folgt direkt aus den Darstellungen der binomischen Formeln für
‖x± y‖2X aus (ii), also

‖x+ y‖2X + ‖x− y‖2X = ‖x‖2X + 2 Re(〈x, y 〉X) + ‖y‖2X + ‖x‖2X − 2 Re(〈x, y 〉X) + ‖y‖2X
= 2(‖x‖2X + ‖y‖2X).

(iv) Aus den ersten beiden binomischen Formeln erhalten wir

(2 + 2) Re(〈x, y 〉X) =
(
‖x+ y‖2X − ‖x‖2X − ‖y‖2X

)
+
(
‖x‖2X + ‖y‖2X − ‖x− y‖2X

)
= ‖x+ y‖2X − ‖x− y‖2X ,

so dass die Polarisationsformel für K = R direkt mithilfe von 〈x, y 〉 = Re(〈x, y 〉X) folgt. Im Fall
K = C setzt man in die obige Rechnung y i anstelle von y ein und erhält über Bemerkung 2.9
einen entsprechenden Ausdruck für den Imaginärteil als

(2 + 2) Im(〈x, y 〉X) = (2 + 2) Re(−〈x, y 〉X i) = (2 + 2) Re(〈x, y i 〉X)

=
(
‖x+ y i ‖2X − ‖x‖2X − ‖y‖2X

)
+
(
‖x‖2X + ‖y‖2X − ‖x− y i ‖2X

)
= ‖x+ y i ‖2X − ‖x− y i ‖2X .

Aus 〈x, y 〉 = Re(〈x, y 〉X) + Im(〈x, y 〉X) i sowie den gerade hergeleiteten Darstellungen für Real-
und Imaginärteil von 〈x, y 〉X schließt man dann auf die Polarisationsformel auch im komplexen
Fall K = C.

(v) Mithilfe der ersten binomischen Formel und der Cauchy–Schwarz-Ungleichung sieht man

‖x+ y‖2X = ‖x‖2X + 2 Re(〈x, y 〉X) + ‖y‖2X
≤ ‖x‖2X + 2‖x‖X‖y‖X + ‖y‖2X =

(
‖x‖X + ‖y‖X

)2
,

so dass die Dreiecksungleichung nach Ziehen der Wurzel folgt.
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Bemerkung 2.11 (Relation zwischen normierten Räumen und Skalarprodukt-Räumen). Es sei X ein
K-Vektorraum.

(1) Jedes Skalarprodukt 〈 ·, · 〉X : X × X → K auf X induziert eine Norm ‖ · ‖X : X → R+
0 auf X

mittels

‖x‖X :=
√
〈x, x 〉X für alle x ∈ X.

Die Dreiecksungleichung (N1) haben wir in Lemma 2.10 (v) nachgewiesen, die Homogenität (N2)
ergibt sich für λ ∈ K aus der Hermitizität und Linearität

‖λx‖X =
√
〈λx, λx 〉X =

√
λλ̄〈x, x 〉X =

√
|λ|2〈x, x 〉X = |λ|‖x‖X ,

und die Positivität (N3) ist wegen der positiven Definitheit (S3) offensichtlich.

(2) Umgekehrt ist nicht jede Norm ‖·‖X auf X von einem Skalarprodukt 〈 ·, · 〉X auf X induziert. Dies
ist jedoch genau dann der Fall, wenn die Parallelogrammgleichung aus Lemma 2.10 (iii) für die
Norm erfüllt ist. In diesem Fall rekonstruiert man das Skalarprodukt aus der Polarisationsformel
aus Lemma 2.10 (iv).

Beispiel 2.12.

(i) Auf KN ist das kanonische (oder euklidische) Skalarprodukt gegeben durch

x · y := 〈x, y 〉CN :=

N∑
j=1

xjyj für x, y ∈ KN .

Dieses Skalarprodukt induziert gerade die euklidische 2-Norm. Umgedreht sieht man, dass die
p-Norm für p 6= 2 (und N > 1) nicht von einem Skalarprodukt induziert sein kann, indem man
sich überlegt, dass die Parallelogrammgleichung für die Einheitsvektoren x = e1 und y = e2 nicht
erfüllt ist.

Allgemeiner rechnet man leicht nach, dass für jede positiv definite, hermitesche Matrix A ∈ CN×N
(d.h. mit x · (Ax) > 0 für alle x ∈ KN \ {0} und mit AT = A) die Abbildung

KN ×KN 3 (x, y) 7→ x · (Ay)

ein Skalarprodukt auf KN ist.

(ii) Auf dem Raum `2(K) der quadratisch summierbaren Folgen ist das `2-Skalarprodukt gegeben
durch

〈x, y 〉`2(K) :=

∞∑
k=1

xk · yk =

∞∑
k=1

xkyk für x = {xk}k∈N, y = {yk}k∈N ∈ `2(K),

und dieses induziert die `2-Norm aus Beispiel 2.6 (iii).

(iii) Auf dem Raum C([a, b],K) der stetigen Funktion auf [a, b] ist das L2-Skalarprodukt gegeben durch

〈 f, g 〉L2(a,b) :=

∫ b

a

f(x) · g(x) dx =

∫ b

a

f(x)g(x) dx für f, g ∈ C([a, b],K),

und dieses induziert die 2-Norm.

Mithilfe der Cauchy–Schwarz-Ungleichung kann man für reelle Skalarprodukt-Räume auch den Win-
kel zwischen zwei nicht-trivialen Vektoren definieren.
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Definition 2.13 (Winkel). Es sei (X, 〈 ·, · 〉X) ein reeller Skalarprodukt-Raum. Für zwei Vektoren x, y ∈
X \ {0} definiert man den Winkel α zwischen x und y als

α = arccos

( 〈x, y 〉X
‖x‖X‖y‖X

)
∈ [0, π).

Das Verschwinden des Skalarprodukts zweier Vektoren in einem beliebigen, reellen Skalarprodukt-
Raum kann man außerdem nutzen, um das Konzept der Orthogonalität einzuführen.

Definition 2.14 (Orthogonalität). Es sei (X, 〈 ·, · 〉X) ein Skalarprodukt-Raum.

(i) Wir nennen zwei Vektoren x, y ∈ X orthogonal (oder senkrecht), falls 〈x, y 〉X = 0 gilt, und
verwenden in diesem Fall auch die Notation x ⊥ y.

(ii) Wir nennen zwei Teilmengen A,B ⊂ X orthogonal, falls 〈x, y 〉X = 0 für alle x ∈ A und y ∈ B
gilt.

(iii) Wir nennen eine Familie von Vektoren {xj}j∈J (mit einer beliebigen Indexmenge J) aus X or-
thogonal, falls je zwei Vektoren der Familie orthogonal sind, also 〈xj , x` 〉 = 0 für alle j, ` ∈ J mit
j 6= ` gilt.

(iv) Zu einer Teilmenge A ⊂ X definieren wir das orthogonale Komplement von A als die Menge

A⊥ :=
{
y ∈ X : 〈x, y 〉X = 0 für alle x ∈ A

}
.

Aus der binomischen Formel in Lemma 2.10 gewinnen wir schließlich eine Verallgemeinerung des
Satzes von Pythagoras auf beliebige Skalarprodukt-Räume.

Satz 2.15 (von Pythagoras). Es sei (X, 〈 ·, · 〉X) ein Skalarprodukt-Raum. Für orthogonale Vektoren
x, y ∈ X gilt

‖x+ y‖2X = ‖x‖2X + ‖y‖2X .

2.4 Topologische Grundbegriffe

In einem metrischen Raum (X, d) können nun topologische Konzepte eingeführt werden. Zu einer ge-
gebenen Teilmenge A ⊂ X teilen wir die Punkte aus X zunächst in verschiedene Kategorien ein, und
zwar in Abhängigkeit davon, “wie viele” Punkte aus A in einer kleinen Umgebung des Punktes (nämlich
offenen Kugeln bzgl. der gegebenen Metrik d um diesen Punkt mit kleinem Radius) jeweils zu finden
sind.

Definition 2.16 (topologische Grundbegriffe I). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine
Teilmenge. Wir nennen einen Punkt x ∈ X

• einen inneren Punkt von A, wenn Bε(x) ⊂ A für ein ε > 0 gilt,

• einen äußeren Punkt von A, wenn Bε(x) ⊂ X \A für ein ε > 0 gilt,

• einen Berührpunkt von A, wenn Bε(x) ∩A 6= ∅ für jedes ε > 0 gilt,

• einen Randpunkt von A, wenn sowohl Bε(x)∩A 6= ∅ als auch Bε(x)∩ (X \A) 6= ∅ für jedes ε > 0
gelten,

• einen isolierter Punkt von A, wenn Bε(x) ∩A = {x} für ein ε > 0 gilt,

• einen Häufungspunkt von A, falls unendliche viele Punkte in Bε(x)∩A für jedes ε > 0 enthalten
sind.

68



innerer Punkt

äußerer Punkt

Berührpunkt

Randpunkt

isolierter Punkt

Häufungspunkt

euklidische Bε-Kugel

Bemerkung 2.17.

(1) Jeder Punkt aus X ist entweder ein innerer Punkt oder ein äußerer Punkt oder ein Randpunkt
von A.

(2) Jeder innere Punkt von A ist in A selbst enthalten.

(3) Jeder Punkt aus A sowie jeder Randpunkt und Häufungspunkt von A ist auch ein Berührpunkt
von A.

(4) Jeder isolierte Punkt von A ist in A selbst enthalten.

(5) Randpunkte sowie Häufungspunkte von A können jeweils zu A oder zum Komplement X \ A
gehören.

(6) Äquivalent kann man Häufungspunkte auch mit der Forderung definieren, dass (Bε \ {x})∩A 6= ∅
für jedes ε > 0 gilt, also dass jede punktierte Umgebung Bε \ {x} die Menge A trifft.

Die Menge alle inneren Punkte, Randpunkte bzw. Berührpunkte einer Menge bezeichnen wir nun
der Einfachheit halber immer mit ihrem Inneren, ihrem Rand bzw. ihrem Abschluss.

Definition 2.18 (topologische Grundbegriffe II). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine
Teilmenge. Wir definieren

• das Innere A◦ (oder Int(A)) von A als die Menge aller inneren Punkte von A,

• den Rand ∂A von A als die Menge aller Randpunkte von A,

• den Abschluss A von A als die Menge aller Berührpunkte von A.

Bemerkung 2.19. Nach Bemerkung 2.17 gelten für jede Menge A ⊂ X die Inklusionen

A◦ ⊂ A ⊂ Ā.

Mithilfe der Konzepte des Inneren und des Abschlusses können wir nun definieren, was es für eine
Menge in einem allgemeinen metrischen Raum heißen soll, dass sie offen, abgeschlossen, dicht, nirgends
dicht oder diskret ist.

Definition 2.20 (topologische Grundbegriffe III). Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir nennen eine
Teilmenge A ⊂ X

• offen, falls A = A◦,

• abgeschlossen, falls A = A,

• dicht, falls A = X,
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• nirgends dicht, falls A keine inneren Punkte besitzt,

• diskret, falls A nur aus isolierten Punkten besteht.

Wir können nun leicht rechtfertigen, dass unsere Wortwahlen der “offenen” und “abgeschlossenen”
Kugeln auch im Sinne von Definition 2.20 gerechtfertigt waren.

Proposition 2.21. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, x0 ∈ X und r > 0. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) die Mengen ∅ sowie X sind offen und abgeschlossen zugleich,

(ii) Br(x0) ist offen,

(iii) Br(x0) ist abgeschlossen.

Beweis.

(i) Diese Aussagen sind offensichtlich: während ∅ keine Berührpunkt und auch keine inneren Punkte
hat, ist jeder Punkt aus X innerer Punkt und Berührpunkt von X. Demzufolge sind ∅ und X
offen und abgeschlossen zugleich.

(ii) Es sei x ∈ Br(x0) beliebig. Nach Definition von Br(x0) ist ε := r − d(x, x0) > 0, und für jedes
y ∈ Bε(x) gilt wegen der Dreiecksungleichung

d(y, x0) ≤ d(y, x) + d(x, x0) < ε+ d(x, x0) = r ⇒ y ∈ Br(x0).

Also gilt Bε(x) ⊂ Br(x0), d.h. x ist ein innerer Punkt von Br(x0). Da x ∈ Br(x0) beliebig war,
folgt

Br(x0) ⊂ Br(x0)◦ (⊂ Br(x0)) ⇒ Br(x0) = Br(x0)◦

und damit die Offenheit von Br(x0).

(iii) Es sei x ∈ X ein Berührpunkt von Br(x0). Zu jedem ε > 0 gibt es daher zε ∈ Bε(x)∩Br(x0) 6= ∅,
so dass mit der Dreiecksungleichung

d(x, x0) ≤ d(x, zε) + d(zε, x0) < ε+ r

gilt. Wegen der Beliebigkeit von ε > 0 haben wir daher d(x, x0) ≤ r, also x ∈ Br(x0). Somit folgt

(Br(x0) ⊂)Br(x0) ⊂ Br(x0) ⇒ Br(x0) = Br(x0)

und damit die Abgeschlossenheit von Br(x0).

Bemerkung 2.22. Ist X = R ausgestattet mit dem Betrag als Metrik und ist A ein Intervall mit
Endpunkten −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞, dann gelten

A◦ = (a, b), ∂A = {a, b} ∩R und A = [a, b] ∩R.

Insbesondere gilt damit, dass das Intervall A genau dann offen bzw. abgeschlossen ist, wenn A (im Sinne
der Definition in Analysis I ) ein offenes bzw. abgeschlossenes Intervall ist.

Für andere Mengen können Begriffe wie offen, abgeschlossen, dicht, nirgends dicht und diskret wieder
ganz entscheidend von der Wahl der Metrik abhängen. Im Wesentlichen muss man sich immer gut
überlegen, wie die “Basismengen” der offenen Kugeln Br(x0) aussehen.

Beispiel 2.23.

(i) Ist X = R ausgestattet mit dem Betrag als Metrik, so ist Br(x0) = (x0−r, x0+r) für alle r ∈ (0, 1)
und x0 ∈ R ein offenes Intervall, enthält also sowohl rationale als auch irrationale Zahlen. Damit
sind die Mengen Q sowie R \Q dicht in R, wohingegen die Menge Z diskret ist.
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(ii) Ist X = R ausgestattet mit der diskreten Metrik, so gilt Br(x0) = {x0} für alle r ∈ (0, 1) und
x0 ∈ R. Folglich sind die Mengen Q sowie R \Q diskret in R.

Wir überlegen uns nun einige elementare Regeln, die die Offenheit oder Abgeschlossenheit von Men-
gen erhalten, und folgern anschließend unterschiedliche Charakterisierungen für das Innere und den
Abschluss einer Menge.

Satz 2.24 (Vererbungseigenschaften). Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) eine Menge A ist abgeschlossen genau dann, wenn X \A offen ist,

(ii) beliebige Vereinigungen offener Mengen sind wieder offen, d.h. sind Mengen Oj offen für alle j
aus einer beliebigen Indexmenge J , so ist auch die Menge

⋃{Oj : j ∈ J} offen,

(iii) beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen, d.h. sind Mengen Cj
abgeschlossen für alle j aus einer beliebigen Indexmenge J , so ist auch die Menge

⋂{Cj : j ∈ J}
abgeschlossen,

(iv) endliche Durchschnitte offener Mengen sind wieder offen,

(v) endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen.

Beweis.

(i) Es gilt nach Definition der Abgeschlossenheit von A

A = A ⇔ X \A = X \A,

und letztere Menge können wir mit der Definition des Abschlusses von A sowie der Definition des
Inneren von X \A umschreiben als

X \A = {x ∈ X : ∃ ε > 0 mit Bε(x) ∩A = ∅}
= {x ∈ X : ∃ ε > 0 mit Bε(x) ⊂ X \A} = (X \A)◦. (2.3)

Also haben wir insgesamt die Behauptung mit

A ist abgeschlossen ⇔ A = A ⇔ X \A = (X \A)◦ ⇔ X \A ist offen.

(ii) Es sei x ∈ ⋃{Oj : j ∈ J} beliebig. Dann existiert ein j0 ∈ J mit x ∈ Oj0 . Wegen der Offenheit von
Oj0 finden wir dann ein ε > 0 mit Bε(x) ⊂ Oj0 ⊂

⋃{Oj : j ∈ J}. Also ist
⋃{Oj : j ∈ J} offen.

(iii) Mithilfe der Regeln von De Morgan schreiben wir zunächst die Menge
⋂{Cj : j ∈ J} um als⋂

j∈J
Cj = X \

(
X \

⋂
j∈J

Cj

)
= X \

⋃
j∈J

(X \ Cj)

Jede der Mengen X \Cj ist nach (i) offen, und daher ist die Vereinigung
⋃{X \Cj : j ∈ J} nach (ii)

offen. Also ist
⋂{Cj : j ∈ J} als Komplement einer offenen Menge wie behauptet abgeschlossen.

(iv) Es sei x ∈ O1 ∩ . . . ∩ Ok für ein k ∈ N und offene Mengen O1, . . . , Ok. Nach Definition von
Offenheit existiert für jedes j ∈ {1, . . . , k} ein εj > 0 mit der Eigenschaft Bεj ⊂ Oj . Setzt man
nun ε := min{εj : j ∈ {1, . . . , k}} > 0, so folgt

Bε(x) ⊂ Bεj (x) ⊂ Oj für alle j ∈ {1, . . . , k} ⇒ Bε(x) ⊂
k⋂
j=1

Oj
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(v) Es seien C1, . . . , Ck für ein k ∈ N abgeschlossene Mengen. Mithilfe der Regeln von De Morgan
erhalten wir

k⋃
j=1

Cj = X \
k⋂
j=1

(X \ Cj).

Wegen (i) ist jede der Mengen X \ Cj offen, und damit ist
⋂{X \ Cj : j ∈ {1, . . . , k}} nach (iv)

ebenfalls offen. Also kann man die Menge C1 ∪ . . . ∪ Ck als Komplement einer offenen Menge
ausdrücken, so dass sie wie wegen (i) wie behauptet abgeschlossen ist.

Warnung. Abzählbare Durchschnitte von offenen Mengen müssen nicht wieder offen sein und abzählbare
Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen nicht wieder abgeschlossen, wie die folgenden beiden Bei-
spiele mit X = R und dem Betrag als Metrik zeigen:

[0, 1] =
⋂
j∈N

(
− 1

j
, 1 +

1

j

)
und (0, 1) =

⋃
j∈N

[1

j
, 1− 1

j

]
.

Satz 2.25. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) A◦ kann äquivalent beschrieben werden als

• A◦ = A \ ∂A,

• A◦ ist die Vereinigung aller offenen Mengen, die in A enthalten sind, also

A◦ =
⋃{

O ⊂ A : O ist offen
}
,

• A◦ ist die größte offene Menge, die in A enthalten ist,

(ii) A kann äquivalent beschrieben werden als

• A = A◦ ∪̇ ∂A,

• A ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten, also

A =
⋂{

C ⊃ A : C ist abgeschlossen
}
,

• A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthält.

Insbesondere gilt damit, dass A und ∂A abgeschlossene Mengen sind und dass A◦ eine offene Mengen
ist.

Beweis.

(i) • Wir haben nach Definition von A◦ und ∂A

A◦ = {x ∈ A : ∃ ε > 0 mit Bε(x) ⊂ A}
= {x ∈ A : ∃ ε > 0 mit Bε(x) ∩ (X \A) = ∅} = {x ∈ A : x /∈ ∂A} = A \ ∂A.

• Wir setzen V :=
⋃{O ⊂ A : O ist offen}. Um die Inklusion V ⊂ A◦ zu zeigen, nehmen wir

einen beliebigen Punkt x ∈ V . Nach Definition von V gibt es dann eine offene Mengen Ox ⊂ A
mit x ∈ Ox. Wegen der Offenheit von Ox finden wir dann ein ε > 0 mit Bε(x) ⊂ Ox ⊂ A,
also ist x ∈ A◦. Für die umgekehrte Inklusion A◦ ⊂ V betrachten wir ein x ∈ A◦ und findet
damit ε > 0 mit Bε(x) ⊂ A. Da Bε(x) insbesondere eine offene Menge ist, gilt Bε(x) ⊂ V .
Insgesamt haben wir also A◦ = V wie behauptet gezeigt.
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• Wir wissen bereits, dass A◦ ⊂ A als Vereinigung offener Mengen eine offene Menge ist. Wir
müssen also nur noch zeigen, dass es die größte offene Menge in A ist. Es sei dazu O = O◦

eine beliebige offene Menge mit O ⊂ A. Für jedes x ∈ O existiert dann ein ε > 0 mit
Bε(x) ⊂ O ⊂ A, so dass auch x ∈ A◦ gilt. Also gilt O ⊂ A◦, und da O eine beliebige offene
Menge mit O ⊂ A war, folgt die Behauptung.

(ii) • Die Behauptung folgt direkt aus den Definitionen von A, A◦ und ∂A:

A =
{
x ∈ X : ∀ ε > 0 gilt Bε(x) ∩A 6= ∅

}
=
{
x ∈ X :

(
∃ε > 0 mit Bε(x) ⊂ A

)
∨
(
∀ ε > 0 gilt Bε(x) ∩A 6= ∅ 6= Bε(x) ∩ (X \A)

)}
= A◦ ∪̇ ∂A.

Alternativ könnte man dies auch über Komplementbildung beweisen, indem man (i) und die
Tatsache, dass ∂A = ∂(X \A) gilt, ausnutzt.

• Mithilfe der Identität X \A = (X \A)◦ aus dem Beweis von Satz 2.24, siehe (2.3), kann man
A über die De Morgan Regeln sowie (i) umschreiben als

A = X \ (X \A) = X \ (X \A)◦

= X \
⋃
{O ⊂ X \A : O ist offen}

=
⋂(

X \ {O ⊂ X \A : O ist offen}
)

=
⋂
{X \O ⊃ A : O ist offen} =

⋂
{C ⊃ A : C ist abgeschlossen}.

• Ähnlich wie bei der letzten Behauptung nutzt man X \A = (X \A)◦ und (i) für die Schluss-
folgerung, dass X \A die größte offene Menge ist, die in X \A enthalten ist. Durch Übergang
auf das Komplement folgt dann die Behauptung.

Wie wir schon bemerkt haben, ist A◦ als Vereinigung offener Mengen selbst offen und A als Schnitt
abgeschlossenen Mengen selbst abgeschlossen. Indem wir mithilfe von (ii) den Rand ∂A ausdrücken als

∂A = A \A◦ = A ∩ (X \A◦),

ist er als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen selbst abgeschossen.

Häufig arbeitet man auf kartesischen Produkten von zwei (oder mehr) Mengen. Sind auf diesen Men-
gen jeweils Metriken gegeben, so gibt es eine kanonische Konstruktion einer Metrik auf diesem Produkt-
raum, nämlich die Produktmetrik, und diese erlaubt zusätzlich, dass Offenheit bzw. Abgeschlossenheit
von Mengen auf das Produkt übertragen wird.

Satz 2.26 (Produktmetrik). Es seien (X1, d1), (X2, d2) metrische Räume. Dann wird durch die Abbil-
dung

d((x1, x2), (y1, y2)) := max{d1(x1, y1), d2(x2, y2)}
für x1, y1 ∈ X1, x2, y2 ∈ X2 eine Metrik auf dem Produktraum X1 × X2 definiert, die sogenannte
Produktmetrik. Ferner gelten:

(i) offene bzw. abgeschlossene Kugeln in (X1 ×X2, d) haben die Darstellung

Br((x1, x2)) = Br(x1)×Br(x2) und Br((x1, x2)) = Br(x1)×Br(x2)

mit (x1, x2) ∈ X1 ×X2 und r > 0,

(ii) sind Oj offene Teilmengen und Cj abgeschlossene Mengen in (Xj , dj) für j ∈ {1, 2}, so ist O1×O2

offen und C1 × C2 abgeschlossen in (X1 ×X2, d).
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass es sich bei der angegebenen Abbildung d um eine Metrik auf X1 ×X2

handelt. Dazu überlegen wir uns zunächst mithilfe der Dreiecksungleichungen für die Metriken d1 auf X1

und d2 auf X2, dass

d((x1, x2), (y1, y2)) = max{d1(x1, y1), d2(x2, y2)}
≤ max{d1(x1, z1) + d1(z1, y1), d2(x2, z2) + d2(z2, y2)}
≤ max{d1(x1, z1), d2(x2, z2)}+ max{d1(z1, y1), d2(z2, y2)}
= d((x1, x2), (z1, z2)) + d((z1, z2), (y1, y2))

für alle Punkte (x1, x2), (y1, y2), (z1, z2) ∈ X1×X2 gilt, also die Dreiecksungleichung für d erfüllt ist. Die
Symmetrie von d ist nach Definition klar, und die Positivität von d folgt schließlich aus den Äquivalenzen

d((x1, x2), (y1, y2)) = 0 ⇔ max{d1(x1, y1), d2(x2, y2)} = 0

⇔ d1(x1, y1) = 0 und d2(x2, y2) = 0

⇔ x1 = y1 und x2 = y2.

Damit sind alle Metrikeigenschaften für d gezeigt, und wir beweisen nun noch die beiden Eigenschaften
zu der Darstellung von offenen bzw. abgeschlossenen Kugeln in (X1 × X2, d) und dem kartesischen
Produkt offener bzw. abgeschlossener Mengen:

(i) Nach Definition von d und Br((x1, x2)) gilt

Br((x1, x2)) = {(y1, y2) ∈ X1 ×X2 : d((x1, x2), (y1, y2)) < r}
= {(y1, y2) ∈ X1 ×X2 : d1(x1, y1) < r und d2(x2, y2) < r}
= {(y1, y2) ∈ X1 ×X2 : y1 ∈ Br(x1) und y2 ∈ Br(x2)} = Br(x1)×Br(x2).

Die zweite Behauptung Br((x1, x2)) = Br(x1)×Br(x2) folgt analog, mit ≤ anstelle von <.

(ii) Es sei zunächst O1 eine offene Menge in X1 und O2 eine offene Menge in X2. Wir müssen nun
zeigen, dass jeder Punkt aus O1×O2 ein innerer Punkt von O1×O2 ist. Dazu sei (x1, x2) ∈ O1×O2

beliebig. Dann wählen wir ε > 0 mit Bε(x1) ⊂ O1 und Bε(x2) ⊂ O2. Wegen (i) gilt dann

(x1, x2) ∈ Bε((x1, x2)) = Bε(x1)×Bε(x2) ⊂ O1 ×O2 ⇒ (x1, x2) ∈ (O1 ×O2)◦.

Also ist O1 ×O2 wie behauptet offen.

Sind C1 eine abgeschlossene Menge in X1 und C2 eine abgeschlossene Menge in X2, so ist das
Komplement von C1 × C2 gerade

(X1 ×X2) \ (C1 × C2) = ((X1 \ C1)×X2) ∪ (X1 × (X2 \ C2)).

Wegen Satz 2.24 sind beide Mengen auf der rechten Seite als kartesisches Produkt offener Mengen
offen in X1 ×X2, daher ihre Vereinigung ebenfalls offen. Also ist C1 × C2 als Komplement einer
offenen Menge abgeschlossen in X1 ×X2.

Abschließend führen wir noch den Begriff einer Umgebung ein und zeigen, dass zwei disjunkte Punkte
in einem metrischen Raum immer durch zwei disjunkte Umgebungen getrennt werden können.

Definition 2.27 (Umgebung). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und x ∈ X. Wir nennen eine Menge
U ⊂ X eine Umgebung von x, falls ε > 0 existiert mit

Bε(x) ⊂ U.
Ist U offen, so nennen wir U eine offene Umgebung von x.

Satz 2.28 (Hausdorff-Eigenschaft). Jeder metrische Raum (X, d) hat die Hausdorff-Eigenschaft, d.h.
dass für alle x, y ∈ X mit x 6= y disjunkte, offene Umgebungen Ux von x und Uy von y existieren.

Beweis. Nach Voraussetzung ist ε := d(x, y)/3 > 0. Die Mengen Ux := Bε(x) und Uy := Bε(y) sind
nach Definition offen und haben leeren Schnitt, denn für jedes z ∈ Ux gilt mit der umgekehrten Drei-
ecksungleichung sowie der Definition von ε

d(y, z) ≥ d(y, x)− d(x, z) > 3ε− ε = 2ε ⇒ z /∈ Uy.
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2.5 Konvergenz in metrischen Räumen

In metrischen Räumen (und daher auch in normierten Räumen und in Skalarprodukt-Räumen, mit
der dann induzierten Metrik) gibt es einen Abstandsbegriff. Daher kann man auch verallgemeinerte
Konzepte von Konvergenz, Häufungswerten, Cauchy-Eigenschaft und Beschränktheit für Folgen mit
Werten in metrischen Räumen einführen. Wir werden sehen, dass viele Aussagen, die wir für Folgen
auf R kennengelernt habt, auch in metrischen Räumen erhalten bleiben, da sie nur von einem solchen
Abstandsbegriff abhängen, aber nicht der speziellen euklidischen Struktur.

Definition 2.29. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und {xk}k∈N eine Folge in X.

(i) Die Folge {xk}k∈N heißt konvergent gegen x ∈ X, falls zu jedem ε > 0 ein Folgenindex k0 ∈ N
existiert mit

d(xk, x) < ε für alle k ≥ k0.

In diesem Fall nennen wir x den Limes oder Grenzwert der Folge {xk}k∈N und schreiben

lim
k→∞

xk = x oder xk → x bei k →∞.

(ii) Die Folge {xk}k∈N heißt divergent, falls sie nicht konvergiert.

(iii) Ein Punkt y ∈ X heißt Häufungswert der Folge {xk}k∈N, falls es eine Teilfolge {xk(`)}`∈N von
{xk}k∈N gibt, die gegen y konvergiert.

(iv) Die Folge {xk}k∈N heißt Cauchy-Folge, falls zu jedem ε > 0 ein Index k0 ∈ N existiert, so dass

d(xk, x`) < ε für alle k, ` ≥ k0 gilt.

(v) Die Folge {xk}k∈N heißt beschränkt, falls sup{d(xk, y) : k ∈ N} <∞ für ein y ∈ X gilt.

Wir überlegen uns zunächst einige äquivalente Formulierungen für Konvergenz, Häufungswerte und
Beschränktheit von Folgen in einem metrischen Raum. Hierbei zeigen wir insbesondere auch, dass die
Beschränktheit einer Folge nicht von der Wahl von y ∈ X in Definition 2.29 (v) abhängt.

Lemma 2.30 (äquivalente Formulierungen). Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Es gelten die folgenden
Aussagen:

• Äquivalent zur Konvergenz einer Folge {xk}k∈N in X gegen x ∈ X sind

(i′) zu jedem ε > 0 gibt es einen Folgenindex k0 ∈ N mit xk ∈ Bε(x) für alle k ≥ k0,

(i′′) zu jeder Umgebung U von x gibt es einen Folgenindex k0 ∈ N mit xk ∈ U für alle k ≥ k0.

• Äquivalent für Häufungswert y ∈ X einer Folge {xk}k∈N in X sind

(iii′) zu jedem ε > 0 gibt es unendlich viele Folgenindizes k ∈ N mit d(xk, y) < ε,

(iii′′) zu jeder Umgebung U von y gibt es unendlich viele Folgenindizes k ∈ N mit xk ∈ U .

• Äquivalent zur Beschränktheit einer Folge {xk}k∈N in X sind

(v′) für jedes y ∈ X gilt sup{d(xk, y) : k ∈ N} <∞,

(v′′) für jedes y ∈ X gibt es R > 0 mit xk ∈ BR(y) für alle k ∈ N,

(v′′′) die Menge A := {xk : k ∈ N} ist beschränkt in (X, d).
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Beweis.

• Die Äquivalenz (i)⇔ (i′) ist offensichtlich nach Definition der offenen Kugel Bε(x). Die Implikation
(i′) ⇒ (i′′) folgt direkt aus der Tatsache, dass jede Umgebung von x nach Definition eine offene
Kugel Bε(x) für geeignetes ε > 0 enthält. Die Implikation (i′′) ⇒ (i′) ist trivial, da Bε(x) eine
Umgebung von x ist.

• Die Äquivalenzen für Häufungswerte einer Folge folgen direkt aus denen für Konvergenz, durch
Betrachtung der konvergenten Teilfolge.

• Für die Implikation (v) ⇒ (v′) überlegt man sich für y ∈ X wie in (v) und beliebiges ỹ ∈ X
mithilfe der Dreiecksungleichung die Abschätzung

d(xk, ỹ) ≤ d(xk, y) + d(y, ỹ) ≤ sup
k∈N

d(xk, y) + d(y, ỹ) für alle k ∈ N.

Die Implikation (v′)⇒ (v′′) ist offensichtlich für R = sup{d(xk, y) : k ∈ N}+1. Für die Implikation
(v′′) ⇒ (v′′′) sehen wir wieder mithilfe der Dreiecksungleichung

d(xk, x`) ≤ d(xk, y) + d(y, x`) ≤ 2R für alle k, ` ∈ N
und daher diam (A) ≤ 2R. Die letzte Implikation (v′′′) ⇒ (v) ist schließlich trivial, mit der Wahl
y = xk für ein beliebiges k ∈ N.

Warnung. Man beachte wieder die unterschiedliche Nomenklatur für Häufungspunkte von Mengen
und für Häufungswerte von Folgen (oder später allgemeiner von Funktionen). Man kann sich leicht
überlegen, dass y genau dann ein Häufungswert der Folge {xk}k∈N ist, falls y ein Häufungspunkt der
Menge {xk : k ∈ N} ist oder falls xk = y für unendlich viele Indizes k ∈ N gilt. Insbesondere müssen
also Häufungswerte einer Folge {xk}k∈N keine Häufungspunkte der Menge {xk : k ∈ N} sein (z.B. für
konstante Folgen).

Bemerkung 2.31.

(1) Ist (X, ‖ · ‖X) ein normierter Raum, so bedeutet Konvergenz einer Folge {xk}k∈N gegen x ∈ X
gerade, dass zu jedem ε > 0 ein k0 ∈ N existiert mit ‖xk − x‖X < ε für alle k ≥ k0, also

lim
k→∞

‖xk − x‖X = 0.

Für den speziellen Fall X = R ausgestattet mit dem Betrag als Norm sieht man so leicht, dass
alle in Definition 2.29 eingeführten Konzepte mit denen aus der Analysis I für Folgen in R

übereinstimmen.

(2) Sind (X1, d1), (X2, d2) zwei beliebige metrische Räume und X := X1 × X2 der Produktraum
ausgestattet mit der Produktmetrik d, so konvergiert eine Folge {xk}k∈N mit xk = (x1,k, x2,k) ∈
X1 × X2 für alle k ∈ N genau dann in (X, d), falls die komponentenweisen Konvergenzen von
{x1,k}k∈N in X1 und von {x2,k}k∈N in X2 gelten.

(3) Konvergiert eine Folge {xk}k∈N aus dem Raum `p(K) der p-summierbaren Folgen für ein p ∈
[1,∞], also gilt ‖xk − x‖`p(K) → 0 bei k → ∞ für ein x ∈ `p(K), so gilt die komponentenweise
Konvergenz von (x`,k)k∈N für jedes ` ∈ N. Die Umkehrung gilt für p =∞ nach Definition, jedoch
im Allgemeinen nicht für p ∈ [1,∞): die Folge {xk}k∈N in `p(K) definiert über

xk := (k−1/q, . . . , k−1/q︸ ︷︷ ︸
k-mal

, 0, 0, . . .) ∈ `p(K)

für alle k ∈ N und ein q ∈ [1,∞) konvergiert komponentenweise gegen 0 und erfüllt

lim
k→∞

‖xk‖`p(K) = lim
k→∞

k
1
p− 1

q =


0 für q < p,

1 für p = q,

∞ für q > p.

Insbesondere gilt in diesem Beispiel für q ≥ p also keine Konvergenz {xk}k∈N im Raum `p(K).
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Die Konvergenz einer Folge hängt im Allgemeinen also wieder ganz entscheidend von der Metrik
auf der Menge ab. Wir sammeln nun einige allgemeine Eigenschaften von konvergenten Folgen und von
Cauchy-Folgen.

Satz 2.32 (Eigenschaften konvergenter Folgen). Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) Ist eine Folge {xk}k∈N gegen ein x ∈ X konvergent, dann auch jede Teilfolge {xk(`)}`∈N, und x ist
der einzige Häufungswert von {xk}k∈N. Insbesondere ist damit der Grenzwert einer konvergenten
Folge eindeutig bestimmt.

(ii) Jede konvergente Folge {xk}k∈N ist eine Cauchy-Folge.

(iii) Jede Cauchy-Folge {xk}k∈N ist beschränkt.

Beweis.

(i) Die erste Folgerung gilt offensichtlich nach Definition einer konvergenten Folge, und damit folgt
die zweite Aussage, nach Definition eines Häufungswertes.

(ii) Bezeichnen wir mit x ∈ X den Grenzwert von {xk}k∈N und wählen zu gegebenem ε > 0 einen
Folgenindex k0 ∈ N mit d(xk, x) < ε/2 für alle k ≥ k0, so folgt mit der Dreiecksungleichung und
der Symmetrie der Metrik

d(xk, x`) ≤ d(xk, x) + d(x`, x) < ε für alle k, ` ≥ k0.

Daher ist {xk}k∈N wie behauptet eine Cauchy-Folge.

(iii) Ist {xk}k∈N eine Cauchy-Folge, so finden wir zu ε = 1 einen Folgenindex k0 ∈ N mit d(xk, x`) < 1
für alle k, ` ≥ k0. Damit erhalten wir die behauptete Beschränktheit von {xk}k∈N aus

sup
k∈N

d(xk, xk0) ≤ sup
k<k0

d(xk, xk0) + 1 <∞.

Beispiel 2.33. Wir überlegen uns nun anhand der Folge {1/k}k∈N, dass Konvergenz oder Divergenz
im Allgemeinen von der Metrik abhängt und dass nicht jede Cauchy-Folge in einem metrischen Raum
auch konvergent ist:

• auf dem metrischen Raum (R, deuklid) ist {1/k}k∈N eine Cauchy-Folge und konvergent,

• auf dem metrischen Raum (R, ddiskret) ist {1/k}k∈N keine Cauchy-Folge und damit divergent,

• auf dem metrischen Raum (R \ {0}, deuklid) ist {1/k}k∈N eine Cauchy-Folge, aber divergent.

Abschließend überlegen wir uns noch eine nützliche Charakterisierung abgeschlossener Mengen über
die Grenzwerte von konvergenten Folgen auf der Menge.

Lemma 2.34. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge. Es gelten:

(i) Es gilt x ∈ A genau dann, wenn es eine Folge {xk}k∈N in A gibt, die gegen x konvergiert.

(ii) A ist genau dann abgeschlossen, falls jede konvergente Folge {xk}k∈N aus A ihren Grenzwert in A
hat.

Beweis.

(i) Ist x ∈ A ein Berührpunkt, so gibt es nach Definition zu jedem k ∈ N ein xk ∈ B1/k(x) ∩ A, also
ein xk ∈ A mit d(xk, x) < 1/k. Die so gewonnene Folge {xk}k∈N liegt also in A und konvergiert
gegen x. Ist umgekehrt {xk}k∈N eine Folge in A mit xk → x bei k →∞, so gibt es zu jedem ε > 0
ein k0 ∈ N mit d(xk, x) < ε für alle k ≥ k0, also folgt xk ∈ Bε(x) ∩ A 6= ∅ für alle k ≥ k0 und es
gilt x ∈ A.

(ii) Ist A abgeschlossen und {xk}k∈N eine konvergente Folge in A mit limk→∞ xk =: x, so folgt x ∈ A
wegen (i). Wäre die umgekehrte Implikation falsch, so hätte jede konvergente Folge {xk}k∈N aus A
ihren Grenzwert in A, aber A wäre nicht abgeschlossen, d.h. es gäbe ein x ∈ A \ A. Für diesen
fände man mittels (i) eine Folge {xk}k∈N in A mit limk→∞ xk = x ∈ A \A. Dies widerspricht der
Annahme, dass der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus A ihren Grenzwert in A hat.
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2.6 Vollständige metrische Räume

Wie wir in Beispiel 2.33 gesehen haben, ist nicht jede Cauchy-Folge in einem metrischen Raum kon-
vergent. In Analogie zum Vollständigkeitsaxiom für die reellen Zahlen, für die eine äquivalente Cha-
rakterisierung war, dass jede Cauchy-Folge auf R konvergiert (sowie das Archimedische Axiom gilt),
bezeichnen wir einen metrischen Raum als vollständig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Definition 2.35 (Vollständigkeit). Ein metrischer Raum (X, d) heißt vollständig, wenn jede Cauchy-
Folge {xk}k∈N einen Grenzwert in X hat. Einen vollständigen normierten Raum bezeichnet man auch
als Banachraum und einen vollständigen Skalarprodukt-Raum als Hilbertraum.

Beispiel 2.36.

(i) R oder C mit dem Betrag als Norm ist vollständig, also ein Banachraum.

(ii) Q mit dem Betrag als Norm ist nicht vollständig.

(iii) Jede beliebige Menge X ausgestattet mit der diskreten Metrik ddiskret ist vollständig (da jede
Cauchy-Folge ab einem endlichen Folgenindex konstant und damit trivialerweise konvergent ist).

(iv) Sind (X1, d1), (X2, d2) zwei vollständige metrische Räume, so ist auch der Produktraum X :=
X1 ×X2 ausgestattet mit der Produktmetrik d vollständig.

Übung 2.37. Es sei (X, d) ein vollständiger metrischer Raum und A ⊂ X eine Menge. Zeigen Sie, dass
(A, d|A×A) genau dann ein vollständiger metrischer Raum ist, wenn die Menge A abgeschlossen ist.

Für den Spezialfall des KN ausgestattet mit der Maximumsnorm halten wir fest:

Satz 2.38. Der normierte Raum (KN , ‖ · ‖∞) ist ein Banachraum.

Beweis. Der Raum (KN , ‖ · ‖∞) ist gerade ein endlicher Produktraum ausgestattet mit der Produktme-
trik, und zwar von N mal dem normierten Raum (K, |·|). Daher folgt die Vollständigkeit von (KN , ‖·‖∞)
aus der Vollständigkeit von (K, | · |) und Beispiel 2.36 (iv).

Eine typische Strategie für den Beweis der Vollständigkeit eines metrischen Raumes ist es, zu versu-
chen, sie auf die Vollständigkeit eines anderen bekannten Raumes zurückzuführen. Dies ist insbesondere
dann der Fall, wenn man Funktionen betrachtet, die nach R oder C abbilden (oder in einen vollständigen
Raum, wie wir später sehen werden).

Satz 2.39. Es sei D ein nicht-leere Menge. Der Raum (B(D,K), ‖ · ‖L∞(D)) aller beschränkten Funk-
tionen f : D → K ausgestattet mit der Supremumsnorm ist ein Banachraum.

Beweis. Da wir uns in Beispiel 2.6 (iv) bereits überlegt haben, dass (B(D,K), ‖·‖L∞(D)) ein normierter
Raum ist, ist nur noch die Vollständigkeit von (B(D,K), ‖ · ‖L∞(D)) zu zeigen. Es sei dazu {fk}k∈N eine
Cauchy-Folge in (B(D,K), ‖ · ‖L∞(D)). Wegen

sup
x∈D
|fk(x)− f`(x)| → 0 bei k, `→∞

ist {fk(x)}k∈N für jedes x ∈ D eine Cauchy-Folge in K, konvergiert also wegen der Vollständigkeit von K
jeweils gegen einen Grenzwert f(x). Wir müssen nun verifizieren, dass dieser punktweise definierte Limes
f : D → K unser gesuchter Grenzwert ist, also eine beschränkte Funktion ist und die Konvergenz fk → f
bei k →∞ in (B(D,K), ‖ · ‖L∞(D)) gilt.

Zur Beschränktheit von f auf D: da {fk}k∈N als Cauchy-Folge in (B(D,K), ‖ · ‖L∞(D)) beschränkt
ist und punktweise Konvergenz vorliegt, gilt

sup
k∈N

sup
x∈D
|fk(x)| ≤ C ⇒ sup

x∈D
|f(x)| ≤ C.
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Zur Konvergenz fk → f in (B(D,K), ‖ · ‖L∞(D)): zu einem beliebigen ε > 0 finden wir aufgrund
der Tatsache, dass {fk}k∈N eine Cauchy-Folge in (B(D,K), ‖ · ‖L∞(D)) ist, zunächst einen Folgenindex
k0 ∈ N mit

‖fk − f`‖∞ <
ε

2
für alle k, ` ≥ k0.

Zu jedem x ∈ D finden wir außerdem aufgrund der Konvergenz fk(x) → f(x) bei k → ∞ einen
(möglicherweise von x abhängigen) Folgenindex k1(x) ∈ N mit k1(x) ≥ k0 und

|f`(x)− f(x)| < ε

2
für alle ` ≥ k1(x).

Aus diesen beiden Abschätzungen folgt

|fk(x)− f(x)| ≤ |fk(x)− f`(x)|+ |f`(x)− f(x)| < ε für alle k ≥ k0.

Indem wir nun zum Supremum über alle x ∈ D übergehen und dabei die Unabhängigkeit des Index k0

von x berücksichtigen, folgt

sup
x∈D
|fk(x)− f(x)| = ‖fk − f‖∞ ≤ ε für alle k ≥ k0,

und damit wegen der Beliebigkeit von ε > 0 die Konvergenz fk → f in (B(D,K), ‖ · ‖L∞(D)).

Satz 2.40. Es sei a < b. Der Raum (C([a, b],K), ‖ · ‖L∞(a,b)) aller stetigen Funktionen f : [a, b] → K

ausgestattet mit der Supremumsnorm ist ein Banachraum.

Beweis. Aus Beispiel 2.6 (v) wissen wir, dass (C([a, b],K), ‖·‖L∞(a,b)) ein normierter Raum ist, es bleibt
also auch hier nur die Vollständigkeit zu zeigen.

Eine Möglichkeit ist es, wie im Beweis von Satz 2.39 vorzugehen und eine Cauchy-Folge {fk}k∈N in
(C([a, b],K), ‖ · ‖L∞(a,b)) zu betrachten. Diese ist auch eine Cauchy-Folge in (B([a, b],K), ‖ · ‖L∞(a,b))
und konvergiert wegen Satz 2.39 gleichmäßig gegen eine Funktion f ∈ B([a, b],K). Da der gleichmäßige
Limes stetiger Funktionen wieder stetig ist, gilt also f ∈ C([a, b],K). Damit ist die Vollständigkeit von
(C([a, b],K), ‖ · ‖L∞(a,b)) bewiesen.

Eine verwandte Möglichkeit ist es, C([a, b],K) als Teilmenge von B([a, b],K) zu sehen. Diese ist
abgeschlossen im Banachraum (B([a, b],K), ‖ · ‖L∞(a,b)) (da der gleichmäßige Limes stetiger Funktionen

wieder stetig ist), also ist (C([a, b],K), ‖ · ‖L∞(a,b)) ebenfalls ein Banachraum nach Übung 2.37.

Bemerkung 2.41. Die Vollständigkeit eines metrischen Raums (X, d) hängt (ebenso wie die Konver-
genz einer Folge) sowohl von der Grundmenge X als auch von der Wahl der Metrik d ab. Für die
Abhängigkeit von der Metrik überlegen wir uns, dass der normierte Raum (C([a, b],K), ‖ · ‖Lp(a,b)) für
kein p ∈ [1,∞) vollständig ist. Dazu betrachten wir die Folge von stetigen Funktionen {fk}k∈N auf [−1, 1]
definiert durch

fk(x) := max{min{1, kx},−1} für alle x ∈ [−1, 1] und k ∈ N.
Diese konvergiert wegen∫ 1

−1

|fk(x)− sign(x)|p dx = 2

∫ 1/k

0

|kx− 1|p dx

=
2

p+ 1

1

k
→ 0 bei k →∞

fn

f

im p-Mittel (und auch punktweise) gegen die Signumsfunktion sign(x) auf [−1, 1], die jedoch unstetig
in 0 ist und damit nicht zum Raum C([−1, 1]) gehört.

Übung 2.42. Auf der Menge N der natürlichen Zahlen sei eine Abbildung dN : N×N→ R+
0 gegeben

durch d(n,m) := | 1n − 1
m | für alle n,m ∈ N.

79



(i) Zeigen Sie, dass dN eine Metrik auf N darstellt.

(ii) Zeigen Sie, dass {n}n∈N eine Cauchy-Folge in (N, dN) ist.

(iii) Handelt es sich bei (N, dN) um einen vollständigen metrischen Raum?

Um Vollständigkeit eines metrischen Raumes zu zeigen, ist es bereits ausreichend nachzuweisen, dass
jede Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Lemma 2.43. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Besitzt eine Cauchy-Folge in (X, d) eine konvergente
Teilfolge, so konvergiert bereits die ganze Folge.

Beweis. Es sei {xk}k∈N eine Cauchy-Folge in (X, d) und {xk(`)}`∈N eine Teilfolge, die gegen ein x ∈ X
konvergiert. Zu vorgegebenem ε > 0 finden wir wegen der Cauchy-Eigenschaft einen Folgenindex k0 ∈ N
mit

d(xk, x`) <
ε

2
für alle k, ` ≥ k0.

Wegen der angenommenen Konvergenz der Teilfolge können wir weiterhin einen `0 ∈ N wählen mit
k(`0) ≥ k0 und d(x, xk(`0)) < ε/2. Damit folgt aus der Dreiecksungleichung

d(xk, x) ≤ d(xk, xk(`0)) + d(xk(`0), x) <
ε

2
+
ε

2
= ε für alle k ≥ k0,

also die behauptete Konvergenz der gesamten Folge {xk}k∈N gegen x ∈ X.

Eine äquivalente Charakterisierung der Vollständigkeit der reellen Zahlen war das Intervallschachte-
lungsprinzip (zusammen mit dem Archimedischen Axiom), das besagt, dass für eine Folge abgeschlos-
sener Intervalle {[ak, bk]}k∈N, die ineinander geschachtelt sind und deren Längen gegen 0 konvergieren,
also mit

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ [a3, b3] ⊃ . . . und lim
k→∞

(bk − ak) = 0,

genau eine reelle Zahl x ∈ R existiert mit x ∈ [ak, bk] für alle k ∈ N. Für allgemeine metrische Räume
gilt eine analoge Charakterisierung von Vollständigkeit über allgemeinere Schachtelungsprinzipien.

Satz 2.44 (Äquivalenz von Vollständigkeit und Schachtelungsprinzip). Es sei (X, d) ein metrischer
Raum. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) (X, d) ist vollständig,

(ii) Für jede Folge {Ak}k∈N von nicht-leeren, abgeschlossenen Mengen mit

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . und lim
k→∞

diam (Ak) = 0

existiert genau ein Punkt x ∈ X mit x ∈ Ak für alle k ∈ N,

(iii) Für jede Folge {Brk(xk)}k∈N von abgeschlossenen Kugeln (mit xk ∈ X und rk > 0 für alle k ∈ N)
mit

Br1(x1) ⊃ Br2(x2) ⊃ Br3(x3) ⊃ . . . und lim
k→∞

rk = 0

existiert genau ein Punkt x ∈ X mit x ∈ Brk(xk) für alle k ∈ N.

Beweis. Implikation (i) ⇒ (ii): Um die Existenz eines solchen Punktes x ∈ X zu zeigen, wählen wir zu
jedem k ∈ N einen beliebigen Punkt xk ∈ Ak. Zu vorgegebenem ε > 0 bestimmen wir nun k0 ∈ N mit
diam (Ak0) < ε. Wegen xk, x` ∈ Ak0 für alle k, ` ≥ k0 (wegen der Monotonie der Mengen), folgt

d(xk, x`) ≤ diam (Ak0) < ε für alle k, ` ≥ k0.

Also ist die Folge {xk}k∈N eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollständigkeit von (X, d) einen Grenzwert
x ∈ X besitzt. Für jedes fixiertes n ∈ N gilt (wieder wegen der Monotonie) außerdem, dass die Teilfolge
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{xk}k∈N≥n in An liegt, also wegen der Abgeschlossenheit von An und Lemma 2.34 auch x ∈ An gilt.
Damit ist also

x ∈
⋂
k∈N

Ak

wie behauptet. Die Eindeutigkeit eines solchen Punktes x ist wegen limk→∞ diam (Ak) = 0 und der
Hausdorff-Eigenschaft von (X, d) klar (siehe Satz 2.28).

Implikation (ii) ⇒ (iii): Trivial, mit der Wahl Ak = Brk(xk) für alle k ∈ N.
Implikation (iii) ⇒ (i): Es sei {xk}k∈N eine beliebige Cauchy-Folge in (X, d). Wegen der Cauchy-

Eigenschaft wird insbesondere der Abstand zweier aufeinander folgender Folgenglieder beliebig klein,
also können wir zu einer Teilfolge {xk(`)}`∈N übergehen mit

d(xk(`), xk(`+1)) ≤ 2−`−1 für alle ` ∈ N.

Wegen dieser Wahl erhalten wir (aus der Dreiecksungleichung) die Inklusion

B2−`(xk(`)) ⊃ B2−(`+1)(xk(`+1)) für alle ` ∈ N.

Aus (iii) folgern wir (mit Radien r` := 2−` → 0 bei `→∞), dass ein eindeutiges x ∈ X existiert mit

{x} =
⋂
`∈N

B2−`(xk(`)) ⇒ lim
`→∞

xk(`) = x.

Also haben wir eine Teilfolge von {xk}k∈N gefunden, die konvergiert. Da {xk}k∈N jedoch eine Cauchy-
Folge ist, konvergiert nach Lemma 2.43 tatsächlich die ganze Folge schon und wir haben die Vollständig-
keit von (X, d) gezeigt.

2.7 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen metrischen Räumen und wollen dafür die Konzepte von
Grenzwerten und Stetigkeit definieren.

Definition 2.45 (Grenzwert und Häufungswert). Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische Räume,
D ⊂ X eine Teilmenge, x ein Häufungspunkt von D und f : D → Y eine Abbildung.

(i) Wir nennen y ∈ Y den Grenzwert von f bei x̃→ x, falls zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert mit

dY (f(x̃), y) < ε für alle x̃ ∈ D \ {x} mit dX(x̃, x) < δ.

In diesem Fall schreiben wir auch

lim
x̃→x

f(x̃) = y oder f(x̃)→ y bei x̃→ x.

(ii) Wir nennen y ∈ Y einen Häufungswert von f bei x̃→ x, falls zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert,
so dass dY (f(x̃), y) < ε für ein x̃ ∈ D \ {x} mit dX(x̃, x) < δ gilt.

Bemerkung 2.46.

(1) Uneigentliche Grenzübergänge (im Ausgangs- oder Zielraum) kann man analog zur Analysis I
definieren. Daher sieht man sofort, dass x ∈ X genau dann der Grenzwert bzw. Häufungswert
einer Folge {xk}k∈N in (X, d) ist, falls der Grenzwert oder Häufungswert der Abbildung f : N→ X
mit f(k) = xk für den uneigentlichen Grenzübergang k →∞ ist.

(2) Wegen der Trennungseigenschaft metrischer Räume sind Grenzwerte eindeutig (falls existent).

Wie für die Konvergenz und Häufungswerte von Folgen auf einem metrischem Raum in Lemma 2.30
kann man sich wieder leicht einige äquivalente Formulierungen für Grenzwerte und Häufungswerte von
Funktionen überlegen.
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Lemma 2.47 (äquivalente Formulierungen). Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische Räume, D ⊂ X
eine Teilmenge, x ein Häufungspunkt von D und f : D → Y eine Abbildung. Es gelten:

• Äquivalent zum Grenzwert y ∈ Y von f bei x̃→ x (in der ε-δ-Formulierung oben) sind

(i′) Umgebungsformulierung: für jede Umgebung V ⊂ Y von y gibt es eine Umgebung U ⊂ X
von x mit f((U \ {x}) ∩D) ⊂ V ,

(i′′) Folgenformulierung: für jede Folge {xk}k∈N in D \ {x} mit xk → x in X bei k → ∞ gilt
f(xk)→ y in Y bei k →∞.

• Äquivalent zum Häufungswert y ∈ Y von f bei x̃→ x (in der ε-δ-Formulierung oben) sind

(ii′) Umgebungsformulierung: für alle Umgebungen V ⊂ Y von y und U ⊂ X von x gibt es ein
x̃ ∈ (U \ {x}) ∩D mit f(x̃) ∈ V ,

(ii′′) Folgenformulierung: es gibt eine Folge {xk}k∈N in D \ {x} mit xk → x in X bei k →∞ und
f(xk)→ y in Y bei k →∞.

Beweis. Wir beweisen hier nur die äquivalenten Formulierungen für den Grenzwert, für Häufungswerte
kann man ähnlich argumentieren.

Für die Implikation (i) ⇒ (i′) sei V ⊂ Y eine beliebige Umgebung von y. Gemäß der Umgebungs-
definition finden wir ein ε > 0 mit der Eigenschaft, dass Bε(y) ⊂ V gilt. Wählen wir δ > 0 nun wie
in (i), so gilt dY (f(x̃), y) < ε und damit f(x̃) ∈ Bε(y) ⊂ V für alle x̃ ∈ (Bδ(x) \ {x}) ∩D, also erfüllt
U = Bδ(x) die behauptete Inklusion f((U \ {x}) ∩D) ⊂ V .

Um die Implikation (i′) ⇒ (i′′) zu zeigen, sei {xk}k∈N eine beliebige Folge in D \ {x} mit xk → x
in X bei k → ∞ und V ⊂ Y eine beliebige Umgebung von y. Wählen wir die Umgebung U ⊂ X
von x wie in (i′), dann finden wir wegen der Konvergenz xk → x (in der Umgebungsformulierung) einen
Folgenindex k0 ∈ N mit xk ∈ U für alle k ≥ k0. Wegen (i′) gilt dann aber auch f(xk) ∈ V für alle
k ≥ k0, also wegen der Beliebigkeit von V die Konvergenz f(xk)→ y bei k →∞.

Für die Implikation (i′′) ⇒ (i) nehmen wir schließlich in einem Widerspruchsargument an, dass (i′′)
gilt, aber y ∈ Y nicht der Grenzwert von f bei x̃→ x wäre. Dann gibt es ε > 0, so dass zu jedem k ∈ N
ein xk ∈ D \ {x} existiert mit dX(xk, x) < 1/k, aber dY (f(xk), y) ≥ ε. Damit haben wir eine Folge
{xk}k∈N in D \ {x} mit xk → x in X bei k → ∞ gefunden, für die f(xk) bei k → ∞ nicht gegen y
konvergiert, im Widerspruch zur Annahme (i′′).

Beispiel 2.48.

(i) Die Funktion f : R2 → R (jeweils ausgestattet mit der euklidischen Metrik) definiert durch

f(x1, x2) :=

{
1 falls x2 = x2

1,

0 sonst,

hat keinen Grenzwert, aber Häufungswerte 0 und 1 bei x̃→ (0, 0). In der ε-δ-Formulierung ist dies
sofort klar, da Bδ(0) \ {0} für jedes δ > 0 sowohl Punkte enthält, die auf 0 abgebildet werden, als
auch Punkte, die auf 1 abgebildet werden. In der Folgenformulierung kann man f einerseits auf
einer beliebigen Geraden Ge := {te ∈ R2 : t ∈ R} (für ein e ∈ R2 mit |e| = 1) durch den Ursprung
und andererseits auf der Normalparabel P := {(t, t2) ∈ R2 : t ∈ R} betrachten, und dabei gelten

lim
Ge3x̃→(0,0)

f(x̃) = 0 und lim
P3x̃→(0,0)

f(x̃) = 1.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass es insbesondere nicht ausreichend ist, sich die Funktion nur entlang
von Geraden anzuschauen, um auf die Existenz eines Grenzwertes zu schließen.

(ii) Ist f : X → Y1 × Y2 eine Abbildung von einem metrischen Raum (X, dX) in den Produktraum
zweier metrischer Räume (Y1, d1), (Y2, d2) ausgestattet mit der Produktmetrik, so gilt für den
Grenzwert von f = (f1, f2) bei x̃→ x die Äquivalenz

lim
x̃→x

f(x̃) = y = (y1, y2) ⇔ lim
x̃→x

f1(x̃) = y1 und lim
x̃→x

f2(x̃) = y2.

82



Als nächstes verallgemeinern wir die uns bekannte Definition von Stetigkeit von Funktionen auf R auf
Abbildungen zwischen metrischen Räumen. Dafür fordern wir, dass die Änderung der Funktionswerte
(gemessen in der Metrik des Zielraumes) beliebig klein wird, wenn die Änderung der Variable (gemessen
in der Metrik des Ausgangsraumes) hinreichend klein ist.

Definition 2.49 (Stetigkeit für Abbildungen zwischen metrischen Räumen). Es seien (X, dX), (Y, dY )
zwei metrische Räume, D ⊂ X eine nicht-leere Teilmenge und f : D → Y eine Abbildung. Wir nennen f
stetig in einem Punkt x ∈ X, falls zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert mit

dY (f(x̃), f(x)) < ε für alle x̃ ∈ D mit dX(x̃, x) < δ.

Ferner heißt f stetig auf D0 ⊂ D, falls f stetig in jedem Punkt x ∈ D0 ist. Den Raum aller stetigen
Funktionen auf D kürzen wir mit

C(D,Y ) := {f : D → Y : f ist stetig auf D}

ab, und den Teilraum aller beschränkten stetigen Funktionen auf D mit

Cb(D,Y ) := {f : D → Y : f ist stetig und beschränkt auf D}.

Auch für Abbildungen zwischen metrischen Räumen gibt es mehrere äquivalente Formulierungen für
Stetigkeit.

Lemma 2.50 (äquivalente Formulierungen von Stetigkeit). Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische
Räume, D ⊂ X eine nicht-leere Teilmenge mit x ∈ D und f : D → Y eine Abbildung. Dann sind
äquivalent:

(i) ε-δ-Formulierung: f ist stetig an der Stelle x (gemäß Definition 2.49),

(ii) Grenzwertformulierung: ist x ein Häufungspunkt von D, so gilt limx̃→x f(x̃) = f(x),

(iii) Umgebungsformulierung: für jede Umgebung V ⊂ Y von f(x) gibt es eine Umgebung U ⊂ X von x
mit f(U ∩D) ⊂ V ,

(iv) Folgenformulierung: für jede Folge {xk}k∈N in D mit xk → x in X bei k →∞ gilt f(xk)→ f(x)
in Y bei k →∞.

Beweis. Ist x ∈ D ein Häufungspunkt von D, so besagt die Stetigkeitsbedingung in (i) nichts anderes,
als dass f(x) der Grenzwert von f bei x̃→ x ist, und die Äquivalenz der anderen Formulierungen ergibt
sich dann unmittelbar aus den äquivalenten Formulierungen des Grenzwertes aus Lemma 2.47.

Ist x ∈ D kein Häufungspunkt von D, so ist x ein isolierter Punkt von D und alle Bedingungen
in (i)–(iv) sind trivialerweise erfüllt.

Bemerkung 2.51. Die Folgenformulierung der Stetigkeit besagt gerade, dass man für eine konvergente
Folge {xk}k∈N in D mit limk→∞ xk ∈ D den Grenzübergang und die Funktionsvorschrift vertauschen
kann, also

f( lim
k→∞

xk) = lim
k→∞

f(xk).

Wichtige Klassen von stetigen Funktionen sind die der gleichmäßig stetigen und der Lipschitz-stetigen
Funktionen.

Definition 2.52 (gleichmäßige Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit für Abbildungen zwischen metrischen
Räumen). Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische Räume, D ⊂ X eine nicht-leere Teilmenge und
f : D → Y eine Abbildung.

(i) Wir nennen f gleichmäßig stetig auf D, falls zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert mit

dY (f(x̃), f(x)) < ε für alle x, x̃ ∈ D mit dX(x̃, x) < δ.
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(ii) Wir nennen f Lipschitz-stetig auf D, falls eine Konstante L ≥ 0 (eine sogenannte Lipschitz-
Konstante) existiert, mit

dY (f(x), f(x̃)) ≤ LdX(x, x̃) für alle x, x̃ ∈ D.

Bemerkung 2.53. Offensichtlich ist jede gleichmäßig stetige Abbildung auch stetig und jede Lipschitz-
stetige Abbildung auch gleichmäßig stetig (z.B. mit der Wahl δ = ε/(L+ 1)).

Beispiel 2.54.

(i) Ist (X, dX) ein metrischer Raum, so ist die Abbildung der Metrik dX : X×X → R eine Lipschitz-
stetige Abbildung von X ×X (ausgestattet mit der Produktmetrik d) nach R (ausgestattet mit
der euklidischen Metrik). Für den Nachweis betrachten wir beliebige (x1, x2), (x̃1, x̃2) ∈ X × X
und sehen mithilfe der zweimaligen Anwendung der Dreiecksungleichung

dX(x̃1, x̃2)− dX(x1, x2) ≤ dX(x̃1, x1) + dX(x1, x̃2)− d(x1, x2)

≤ dX(x̃1, x1) + dX(x1, x2) + dX(x2, x̃2)− dX(x1, x2)

≤ 2 max{dX(x̃1, x1), dX(x̃2, x2)}

und daher nach Vertauschung der Rollen von (x1, x2) und (x̃1, x̃2)

|dX(x̃1, x̃2)− dX(x1, x2)| ≤ 2 max{dX(x̃1, x1), dX(x̃2, x2)}

was gerade die Lipschitz-Stetigkeit der Metrik mit Lipschitz-Konstante 2 bedeutet.

(ii) Ist (X, ‖·‖X) ein normierter Raum, so ist die Abbildung der Norm ‖·‖X : X → R+
0 eine Lipschitz-

stetige Abbildung. Dass die Lipschitz-Konstante hier sogar 1 gewählt werden kann, folgt direkt
aus der Dreiecksungleichung, wegen der

|‖x̃‖X − ‖x‖X | ≤ ‖x̃− x‖X für alle x̃, x ∈ X gilt.

(iii) Die Abbildungen der

• Addition add: C× C→ C, definiert über (x1, x2) 7→ x1 + x2,

• Subtraktion sub: C× C→ C, definiert über (x1, x2) 7→ x1 − x2,

• Multiplikation mult : C× C→ C, definiert über (x1, x2) 7→ x1x2,

• Division div : C× (C \ {0})→ C, definiert über (x1, x2) 7→ x1x
−1
2 ,

sind stetig (wobei C mit der Betragsmetrik und der Produktraum C× C bzw. C× (C \ {0}) mit
der Produktmetrik ausgestattet wird). Dies sieht man sofort aus der Folgencharakterisierung der
Stetigkeit und den Grenzwertsätzen für Folgen in C aus der Analysis I.

(iv) Ist f : X → Y1 × Y2 eine Abbildung von einem metrischen Raum (X, dX) in den Produktraum
zweier metrischer Räume (Y1, d1), (Y2, d2) ausgestattet mit der Produktmetrik, so sieht man aus
der Grenzwertformulierung der Stetigkeit und Beispiel 2.48 (ii), dass f = (f1, f2) genau dann
stetig in einem Punkt x ∈ X ist, falls die beiden Komponentenabbildungen f1 : X → Y1 und
f2 : X → Y2 stetig sind.

Wir überlegen uns im Folgenden, dass einige elementare Operationen die Stetigkeit von Funktio-
nen erhalten. Dies ist insofern hilfreich, als dass man Stetigkeit einer gegebenen Funktion manchmal
sehr leicht nachweisen kann, indem man sie geeignet mithilfe von bekanntermaßen stetigen Funktionen
umschreibt. Zunächst zeigen wir, dass Stetigkeit von Funktionen unter Verkettung erhalten bleibt:

Satz 2.55 (Verkettung stetiger Abbildungen). Es seien (X, dX), (Y, dY ), (Z, dZ) metrische Räume
und f : X → Y , h : Y → Z Abbildungen. Ist f stetig in x ∈ X und h stetig in f(x) ∈ Y , so ist die
Verkettung h ◦ f : X → Z stetig in x.
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Beweis. Argumentation über Folgencharakterisierung: Wir wählen eine beliebige Folge {xk}k∈N in X
mit xk → x bei k →∞. Aus der Stetigkeit von f in x folgern wir, dass {f(xk)}k∈N eine Folge in Y ist,
die f(xk)→ f(x) bei k →∞ erfüllt. Wegen der Stetigkeit von h bei f(x), nun angewandt auf die Folge
{f(xk)}k∈N, haben wir schließlich die behauptete Stetigkeit in x:

lim
k→∞

h ◦ f(xk) = lim
k→∞

h(f(xk)) = h(f(x)) = h ◦ f(x).

Argumentation über ε-δ-Formulierung: zu beliebigem ε > 0 bestimmen wir wegen der Stetigkeit
von h in f(x) ein η > 0 mit der Eigenschaft

dZ(h(ỹ), h(f(x))) < ε für alle ỹ ∈ Y mit dY (ỹ, f(x)) < η.

Zu diesem η > 0 finden wir dann wegen der Stetigkeit von f in x ein δ > 0 mit der Eigenschaft

dY (f(x̃), f(x)) < η für alle x̃ ∈ X mit dX(x̃, x) < δ.

Dies zeigt, dass wir die obige Eigenschaft auch für die Wahl ỹ = f(x̃) haben, und zusammen haben wir
somit

dZ(h ◦ f(x̃), h ◦ f(x)) < ε für alle x̃ ∈ X mit dX(x̃, x) < δ

gezeigt. Wegen der Beliebigkeit von ε > 0 beweist das die Stetigkeit von h ◦ f in x.

Im Spezialfall von K-wertigen Funktionen bleibt Stetigkeit außerdem unter punktweiser Addition,
Subtraktion, Multiplikation sowie Quotientenbildung (für nicht-verschwindenden Divisor) erhalten.

Lemma 2.56. Es sei (X, dX) ein metrischer Raum. Sind f, g : X → C Funktionen, die stetig in x ∈ X
sind, so sind auch die punktweise definierten Funktionen

• f + g : X → C, definiert durch f + g(x) := f(x) + g(x) für x ∈ X,

• f − g : X → C, definiert durch f − g(x) := f(x)− g(x) für x ∈ X,

• f · g : X → C, definiert durch f · g(x) := f(x)g(x) für x ∈ X,

• und, falls 0 /∈ g(X), auch f/g : X → C, definiert durch f/g(x) := f(x)/g(x) für x ∈ X,

stetig in x.

Beweis. Aus der Stetigkeit von f, g : X → C in x folgern wir aus Beispiel 2.54 (iv) zunächst, dass die
Abbildung (f, g) : X → C × C stetig in x ist. Schreiben wir f + g = add ◦ (f, g), f − g = sub ◦ (f, g),
f ·g = mult◦(f, g) und f/g = div◦(f, g), so folgt die Stetigkeit dieser punktweise definierten Funktionen
in x unmittelbar aus Satz 2.55 über die Verkettung stetiger Abbildungen, wegen der globalen Stetigkeit
von Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division aus Beispiel 2.54 (iii) sowie der Stetigkeit von
(f, g) in x.

Wir kommen nun zu wichtigen Aussagen für Funktionen, die auf der ganzen Definitionsmenge stetig
sind. Eine wichtige Charakterisierung von globaler Stetigkeit einer Abbildung auf einer Menge wird
mithilfe von Urbildern offener (oder abgeschlossener) Mengen formuliert. Dazu führen wir die Konzepte
von relativ offenen und relativ abgeschlossenen Mengen in einer Teilmenge ein.

Definition 2.57 (Relativtopologie). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und D ⊂ X eine Teilmenge.
Wir nennen eine Menge A ⊂ D relativ offen (abgeschlossen) in D, falls A = Ã ∩ D für eine offene
(abgeschlossene) Menge Ã in X gilt.

Bemerkung 2.58. Relativ offene Mengen in D sind offensichtlich gerade die offenen Menge im me-
trischen Raum (D, dD), der durch Einschränkung der Metrik d auf D entsteht. Daher gelten für relativ
offene (abgeschlossene) Mengen in D die gleichen Eigenschaften wie für offene (abgeschlossene) Mengen
in X, insbesondere:

85



• eine Menge A ist relativ abgeschlossen in D genau dann, wenn D \A relativ offen in D ist,

• beliebige Vereinigungen relativ offener Mengen in D sind relativ offen in D,

• beliebige Durchschnitte relativ abgeschlossener Mengen in D sind relativ abgeschlossen in D,

• endliche Durchschnitte relativ offener Mengen in D sind relativ offen in D,

• endliche Vereinigungen relativ abgeschlossener Mengen in D sind relativ abgeschlossen in D.

Satz 2.59 (Charakterisierung globaler Stetigkeit über Urbilder). Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metri-
sche Räume, D ⊂ X eine nicht-leere Menge und f : D → Y eine Abbildung. Dann sind äquivalent:

(i) f ist stetig auf D,

(ii) das Urbild f−1(V ) jeder offenen Menge V ⊂ Y ist relativ offen in D,

(iii) das Urbild f−1(C) jeder abgeschlossenen Menge C ⊂ Y ist relativ abgeschlossen in D.

Beweis. Implikation (i) ⇒ (ii): Wir betrachten eine beliebige offene Menge V ⊂ Y . Um zu zeigen, dass
die Menge U := f−1(V ) relativ offen ist, betrachten wir einen beliebigen Punkt x ∈ U . Nach Definition
von U gilt f(x) ∈ V , und da V nach Annahme offen ist, finden wir ein ε(x) > 0 mit der Eigenschaft
Bε(x)(f(x)) ⊂ V . Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu diesem ε(x) ein δ(x) > 0 mit

f(Bδ(x)(x) ∩D) ⊂ Bε(x)(f(x)) ⊂ V und damit Bδ(x)(x) ∩D ⊂ f−1(V ) = U.

Da x ∈ U beliebig war, folgern wir

U =
⋃
x∈U

(
Bδ(x)(x) ∩D

)
= O ∩D mit O :=

⋃
x∈U

Bδ(x)(x).

Da O als Vereinigung offener Mengen aus X offen in X ist, haben wir somit gezeigt, dass U relativ offen
in D ist.

Implikation (ii) ⇒ (i): Wir betrachten ein beliebiges x ∈ D und ε > 0. Das Urbild f−1(Bε(f(x)))
der offenen Menge Bε(f(x)) ist nach Annahme relativ offen in D, d.h. es existiert eine offene Menge O
in X mit f−1(Bε(f(x))) = O ∩D. Mit x ∈ O und der Offenheit von O finden wir dann ein δ > 0 mit
Bδ(x) ⊂ O, also gilt

Bδ(x) ∩D ⊂ O ∩D = f−1(Bε(f(x))) und damit f(Bδ(x) ∩D) ⊂ Bε(f(x)),

was wegen der Beliebigkeit von ε > 0 gerade Stetigkeit von f in x impliziert. Wegen der Beliebigkeit
von x ∈ D folgt somit die Stetigkeit von f auf D.

Äquivalenz (ii) ⇔ (iii): Dies folgt sofort aus dem Übergang auf Komplemente und die Identität
f−1(B) = D \ f−1(Y \B) für alle Teilmengen B ⊂ Y .

Bemerkung 2.60.

(1) Umgedreht muss eine stetige Abbildung offene Mengen nicht auf offene Mengen und abgeschlossene
Mengen nicht auf abgeschlossene Mengen abbilden. Dies passiert bereits für Funktionen f : R→ R

(mit euklidischer Metrik), beispielsweise:

• bildet die stetige Funktion f = sin die offene Menge (0, 2π) auf die abgeschlossene Menge
[−1, 1] ab,

• bildet die stetige Funktion f = max{1, x}−1 die abgeschlossene Menge N in die nicht abge-
schlossene Menge {k−1 : k ∈ N} ab.
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(2) Ist (X, dX) ein metrischer Raum und f : X → R eine stetige Abbildung, so sind nach obigem Satz
Mengen der Form

Uc = {x ∈ X : f(x) < c} = f−1((−∞, c)) offen

Ac = {x ∈ X : f(x) ≤ c} = f−1((−∞, c]) abgeschlossen

in (X, dX), für jede Konstante c ∈ R.

Im Fall, dass man eine stetige, bijektive Abbildung zwischen metrischen
Räumen betrachtet, ist die Umkehrfunktion immer wohldefiniert. Diese
kann im Allgemeinen unstetig sein.

Beispiel 2.61. Die Funktion f : [0, 2π)→ S1(0) ⊂ C definiert durch f(t) =
exp(t i) für t ∈ [0, 2π) ist stetig und bijektiv, aber die Umkehrfunktion
f−1 : S1(0)→ [0, 2π) ist unstetig bei 1 + 0 i.

Ist die Umkehrfunktion einer stetigen, bijektiven Abbildung stetig (wofür
wir später noch Kriterien kennenlernen werden), so bezeichnen wir diese
Abbildung als einen Homöomorphismus.

1

1
R

iR

exp(t i)

Definition 2.62. Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische Räume. Wir nennen eine stetige, bijektive
Abbildung f : X → Y einen Homöomorphismus von X auf Y , falls die Umkehrabbildung f−1 : Y → X
stetig ist. Entsprechend bezeichnen wir die Mengen X und Y als homöomorph zueinander, falls ein
Homöomorphismus zwischen ihnen existiert.

Bemerkung 2.63. Für einen Homöomorphismus f : X → Y sind wegen der Stetigkeit von f die
Urbilder offener Mengen aus Y offen in X, jedoch sind nun wegen der Stetigkeit von f−1 auch die
Bilder offener Mengen aus X (wegen (f−1)−1(A) = f(A) für alle A ⊂ X) offen in Y . Tatsächlich sieht
man aus Satz 2.59 auch einfach, dass diese Eigenschaft für eine stetige, bijektive Abbildung f : X → Y
schon äquivalent zur Stetigkeit der Umkehrfunktion ist.

Sind die metrischen Räume (X, dX) und (Y, dY ) homöomorph zueinander, so bedeutet dies, dass
sie topologisch nicht zu unterscheiden sind (d.h. dass eine Menge genau dann offen in (X, dX) ist, falls
sie offen in (Y, dY ) ist), auch wenn die zugrundeliegenden Mengen X und Y geometrisch von ganz
verschiedener Form sein können.

Beispiel 2.64. Die folgenden Teilmengen von RN (jeweils ausgestattet mit der euklidischen Metrik
eingeschränkt auf die Menge) sind homöomorph zueinander:

(i) die offene Kugel B1(0) ⊂ RN und RN ,

(ii) die punktierte Sphäre S1(0) \ {(0, . . . , 0, 1)} und {x ∈ RN : xN = 0} ' RN−1.

Beweis. Man braucht jeweils nur einen Homöomorphismus zwischen den beiden Mengen anzugeben.

(i) Man verifiziert leicht, dass die Abbildung f : B1(0)→ RN definiert durch

f(x) :=
x

1− |x| für x ∈ B1(0)

stetig und bijektiv ist, und dass die Umkehrfunktion f−1 : RN → B1(0) gegeben ist durch die
stetige Funktion

f−1(y) =
y

1 + |y| für y ∈ RN .

(ii) Die Idee zur Angabe eines Homöomorphismus ist die stereographische Projektion. Dazu möchte
man einen Punkt x ∈ S1(0)\{eN} auf der Sphäre ohne den Punkt eN = (0, . . . , 0, 1) (den Nordpol)
dem eindeutigen Punkt y zuordnen, der yN = 0 erfüllt und auf der Gerade durch eN und x liegt.
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{x ∈ R3 : x3 = 0}

f(x)

x

e3 = (0, 0, 1)

x1

x2

x3

Für die Umkehrfunktion gilt dann entsprechend, dass ein Punkt y ∈ RN mit yN = 0 auf den
eindeutigen Punkt auf der Sphäre abgebildet wird, der auf der Gerade durch eN und y liegt. Durch
dieses Vorgehen werden Punkte aus {x ∈ S1(0) : xN = 0} (dem Äquator) auf sich selbst abgebildet,
und Punkte aus {x ∈ S1(0) : xN > 0 bzw. xN < 0} (der oberen bzw. unteren Halbkugel) auf
Punkte y ∈ RN mit |y| > 1 bzw. |y| < 1 (und yN = 0). Man kann leicht nachrechnen, dass dies
auf die Abbildungen

f : S1(0) \ {(0, . . . , 0, 1)} → {y ∈ RN : yN = 0}, x 7→ eN −
1

1− xN
(eN − x),

f−1 : {y ∈ RN : yN = 0} → S1(0) \ {(0, . . . , 0, 1)}, y 7→ eN −
2

|eN − y|2
(eN − y),

führt, die stetig und bijektiv sind.

Analog zur Analysis I kann man auch zeigen, dass der gleichmäßige Limes stetiger Funktionen
zwischen metrischen Räumen wieder stetig ist. Dazu definieren wir zunächst als natürliche Verallgemei-
nerung der punktweisen und gleichmäßigen Konvergenz für Folgen von Funktionen nach R aus Defini-
tion 1.19 die punktweise und gleichmäßige Konvergenz für Folgen von Funktionen zwischen metrischen
Räumen.

Definition 2.65. Es seien (X, dX), (Y, dY ) metrische Räume, D ⊂ X eine nicht-leere Menge und
{fk}k∈N eine Folge von Funktionen fk : D → Y für alle k ∈ N.

(i) Wir sagen, dass die Folge {fk}k∈N punktweise (auf D) konvergiert, falls für jedes x ∈ D der
Grenzwert f(x) := limk→∞ fk(x) in Y existiert, also

lim
k→∞

dY (fk(x), f(x)) = 0

gilt. In diesem Fall nennen wir die so definierte Funktion f : D → Y den punktweisen Limes von
{fk}k∈N und schreiben

lim
k→∞

fk = f oder fk
k→∞−→ f punktweise auf D.

(ii) Wir sagen, dass die Folge {fk}k∈N gleichmäßig (auf D) gegen eine Funktion f : X → Y konver-
giert, falls

lim
k→∞

(
sup
x∈D

dY (fk(x), f(x))
)

= 0

gilt. In diesem Fall nennen wir f den gleichmäßigen Limes von {fk}k∈N und schreiben

lim
k→∞

fk = f oder fk
k→∞−→ f gleichmäßig auf D.
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Satz 2.66 (gleichmäßiger Limes stetiger Funktionen). Es seien (X, dX), (Y, dY ) metrische Räume,
D ⊂ X eine nicht-leere Teilmenge und {fk}k∈N eine Folge von stetigen Funktion in C(D,Y ), die
gleichmäßig gegen eine Funktion f : D → Y konvergiert. Dann ist f stetig auf D.

Beweis. Es sei x0 ∈ X und ε > 0 beliebig. Wir wollen zeigen, dass ein δ > 0 existiert mit der Eigenschaft,
dass dY (f(x̃), f(x0)) < ε für alle x̃ ∈ D mit dX(x̃, x0) < δ gilt. Dazu können wir zunächst wegen der
Annahme der gleichmäßigen Konvergenz der Folge {fk}k∈N ein k0 ∈ N auswählen mit

sup
x∈D

dY (fk0(x), f(x)) <
ε

3
.

Wegen der Stetigkeit von fk0 in x0 bestimmen wir nun δ > 0 mit der Eigenschaft

dY (fk0(x̃), fk0(x0)) <
ε

3
für alle x̃ ∈ D mit dX(x̃, x0) < δ.

Aus der Dreiecksungleichung folgt nun

dY (f(x̃), f(x0)) ≤ dY (f(x̃), fk0(x̃)) + dY (fk0(x̃), fk0(x0)) + dY (fk0(x0), f(x0))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Damit ist wegen der Beliebigkeit von ε die Stetigkeit von f für jede Wahl von x0 gezeigt und der Satz
bewiesen.

Damit haben wir als Verallgemeinerung von Satz 2.40:

Satz 2.67. Es sei (X, dX) ein metrischer Raum mit nicht-leerer Teilmenge D ⊂ X und (Y, dY ) ein
vollständiger metrischer Raum. Dann ist der Raum (Cb(D,Y ), supx∈D dY (·, ·)) aller beschränkten, ste-
tigen Funktionen f : D → Y ein vollständiger metrischer Raum.

Beweis. Der Beweis folgt der Strategie des Beweises von Satz 2.39. Wir betrachten eine beliebige Cauchy-
Folge {fk}k∈N von Funktionen in (Cb(D,Y ), supx∈D dY (·, ·)), also mit

sup
x∈D

dY (fk(x), f`(x))→ 0 bei k, `→∞.

Insbesondere ist für jedes fixierte x ∈ D die Folge {fk(x)}k∈N eine Cauchy-Folge in (Y, dY ), konvergiert
also wegen der Vollständigkeit von (Y, dY ) gegen einen Grenzwert f(x). Exakt wie im Beweis von
Satz 2.39 überlegt man sich, dass die so definierte Funktion f : D → Y der gleichmäßig Limes der
stetigen Funktionenfolge {fk}k∈N ist, und f daher wegen Satz 2.66 selbst stetig ist. Also besitzt jede
Cauchy-Folge in (Cb(D,Y ), supx∈D dY (·, ·)) einen Grenzwert in diesem Raum, so dass die Vollständigkeit
von (Cb(D,Y ), supx∈D dY (·, ·)) gezeigt ist.

Abschließend beschäftigen wir uns mit linearen Abbildungen zwischen normierten Vektorräumen
und äquivalenten Charakterisierungen ihrer Stetigkeit.

Satz 2.68 (Stetigkeit linearer Abbildungen). Es seien (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) normierte K-Vektorräume
und L : X → Y eine lineare Abbildung. Dann sind äquivalent:

(i) L ist stetig auf X,

(ii) L ist stetig in 0,

(iii) L ist beschränkt, d.h. es existiert eine Konstante C ≥ 0 mit ‖L(x)‖Y ≤ C‖x‖X für alle x ∈ X.

Beweis. Implikation (i) ⇒ (ii): Offensichtlich.
Implikation (ii) ⇒ (iii): Wegen der Stetigkeit von L im Ursprung (man beachte L(0) = 0 wegen der

Linearität von L) gibt es zu ε = 1 ein δ > 0 mit der Eigenschaft

‖L(x̃)‖Y < 1 für alle x̃ ∈ X mit ‖x̃‖X < δ.
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Ist x ∈ X \ {0} nun beliebig, so folgt aus obiger Ungleichung sowie der Linearität von L

x̃ :=
δ

2

x

‖x‖X
⇒ ‖x̃‖X =

δ

2
< δ ⇒ δ

2‖x‖X
‖L(x)‖Y = ‖L(x̃)‖Y < 1.

Nach Umstellung der letzten Ungleichung und unter Berücksichtigung von L(0) = 0 haben wir also

‖L(x)‖Y ≤
2

δ
‖x‖X für alle x ∈ X,

so dass die behauptete Beschränktheit in (iii) mit Konstante C = 2/δ gezeigt ist.
Implikation (iii) ⇒ (i): Es sei x ∈ X beliebig und {xk}k∈N eine beliebige konvergente Folge in X

mit x := limk→∞ xk. Mit der Linearität von L sowie der Beschränktheitsbedingung an L in (iii) gilt

‖L(xk)− L(x)‖Y = ‖L(xk − x)‖Y ≤ C‖xk − x‖X → 0 bei k →∞

und damit auch die Konvergenz der Folge {L(xk)}k∈N in Y gegen L(x). Damit ist L stetig zunächst
in x, und wegen der Beliebigkeit von x ∈ X sogar auf ganz X wie in (i) behauptet.

Bemerkung 2.69. Aus der Beschränktheitsbedingung (iii) liest man sofort ab, dass jede stetige lineare
Abbildungen auch Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante C ist. Bezeichnet man außerdem mit L(X,Y )
den Raum aller stetigen lineare Abbildungen L : X → Y , so kann man auf diesem als natürliche Norm
die sogenannte Operator-Norm einführen, die definiert ist als

‖L‖op := inf
{
C ≥ 0: ‖L(x)‖Y ≤ C‖x‖X für alle x ∈ X

}
= sup

{
‖L(x)‖Y : x ∈ X mit ‖x‖X ≤ 1

}
= sup

{‖L(x)‖Y
‖x‖X

: x ∈ X \ {0}
}
.

Die Norm-Eigenschaft lassen sich leicht anhand der Normeigenschaften von ‖ · ‖Y überprüfen.

Beispiel 2.70.

(i) Auf dem Raum (C([a, b]), ‖ · ‖L∞(a,b)) betrachten wir die Abbildung Ig : C([a, b]) → R der Inte-
gration gegen eine fixierte Funktion g ∈ C([a, b]), also

Ig(f) :=

∫ b

a

f(x)g(x) dx für f ∈ C([a, b]).

Die Abbildung Ig ist offensichtlich linear. Außerdem ist sie stetig, da man die Beschränktheitsbe-
dingung einfach mittels der Rechnung

|Ig(f)| ≤
∫ b

a

|f(x)g(x)| dx ≤ (b− a)‖g‖L∞(a,b)‖f‖L∞(a,b)

für die Konstante C := (b− a)‖g‖L∞(a,b) verifiziert.

(ii) Auf dem Raum (C1([−1, 1]), ‖ · ‖L∞(−1,1)) betrachten wir die Abbildung diff0 : C1([−1, 1]) → R

der Auswertung der Ableitung im Ursprung, also

diff0(f) := f ′(0) für f ∈ C1([−1, 1]).

Die Abbildung diff0 ist offensichtlich linear, jedoch ist sie unstetig, da für die Funktionenfolge
{fk}k∈N gegeben durch fk(x) = sin(k2x)/k für k ∈ N und x ∈ [−1, 1] wegen

|f ′k(0)| = k →∞, aber ‖fk‖L∞(−1,1) ≤
1

k
→ 0 bei k →∞

die Beschränktheitsbedingung verletzt ist.
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Warnung. Ist X ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so ist jede lineare Abbildung stetig. Ist X aber
unendlich-dimensional, so gibt es wie im letzten Beispiel sogar immer unstetige lineare Abbildungen
L : X → R, wie man sich wie folgt überlegen kann. Wählt man zunächst eine Folge {ek}k∈N linear
unabhängige Einheitsvektoren in X, so ist die lineare Abbildung L mit L(ek) = k2 für k ∈ N und L ≡ 0
auf dem Komplement von Span{e1, e2, . . .} unstetig im Ursprung: für die Folge {xk}k∈N mit xk := ek/k
für k ∈ N gilt nämlich

L(xk) = k →∞, aber ‖xk‖X = ‖ek‖X/k = 1/k → 0 bei k →∞.

Übung 2.71 (Stetigkeit bilinearer Abbildungen). Es seien (X1, ‖·‖X1
), (X2, ‖·‖X2

), (Y, ‖·‖Y ) normierte
K-Vektorräume und B : X1×X2 → Y eine bilineare Abbildung, d.h. die Abbildung X1 3 x1 7→ B(x1, x2)
ist für jedes feste x2 ∈ X2 und die Abbildung X2 3 x2 7→ B(x1, x2) für jedes feste x1 ∈ X1 linear. Dann
sind äquivalent:

(i) B ist stetig auf X1 ×X2,

(ii) B ist stetig in (0, 0),

(iii) B ist beschränkt, d.h. es existiert eine Konstante C ≥ 0 mit ‖B(x1, x2)‖Y ≤ C‖x1‖X1
‖x2‖X2

für
alle (x1, x2) ∈ X1 ×X2.

2.8 Zusammenhängende Mengen

Die Rolle, die Intervalle auf R spielen, wird in allgemeinen metrischen Räumen in gewisser Weise von
zusammenhängenden Teilmengen übernommen.

Definition 2.72 (zusammenhängende und wegzusammenhängende Menge). Es sei (X, d) ein metri-
scher Raum und A ⊂ X eine Teilmenge.

(i) A heißt zusammenhängend, falls A nicht in zwei nicht-leere, disjunkte, relativ offene Mengen in A
zerlegt werden kann, d.h. falls für je zwei relativ offene Mengen U1, U2 in A gilt:

A = U1 ∪ U2 mit U1 6= ∅ 6= U2 ⇒ U1 ∩ U2 6= ∅.

(ii) A heißt wegzusammenhängend, falls zu je zwei Punkten x, x̃ ∈ A eine stetige Kurve γ : [a, b]→ A
mit a < b existiert, die γ(a) = x und γ(b) = x̃ erfüllt, die also x und x̃ in A verbindet.

nicht zusammenhängende Menge

A ⊂ R2

U1

U2

x

x̃

γ

A ⊂ R2

wegzusammenhängende Menge

Beispiel 2.73. Ist X eine beliebige Menge ausgestattet mit der diskreten Metrik ddiskret, so ist eine
Abbildung γ : [a, b] → X nur dann stetig, wenn sie konstant ist, und jede beliebige Teilmenge von X
ist offen. Folglich ist jede Teilmenge A ⊂ X mit mindestens zwei Punkten weder wegzusammenhängend
noch zusammenhängend.

Auf R sind zusammenhängende Mengen tatsächlich genau die Intervalle.
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Satz 2.74. Eine nicht-leere Teilmenge A von R (ausgestattet mit der euklidischen Metrik) ist genau
dann zusammenhängend, wenn A ein Intervall ist.

Beweis. Es sei zunächst A ⊂ R ein Intervall in R mit mehr als einem Punkt (sonst ist die Aussage
trivial). In einem Widerspruchsargument nehmen wir an, dass A nicht zusammenhängend ist. Dann
finden wir zwei nicht-leere, disjunkte, relativ offene Mengen U1, U2 in A mit A = U1 ∪ U2. Wir dürfen
nun ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass es zwei Punkte x1 < x2 gibt mit x1 ∈ U1

und x2 ∈ U2 (sonst vertauschen wir die Rollen von U1 und U2). Da A ein Intervall ist, gilt automatisch
[x1, x2] ⊂ A, und wir setzen nun

s := sup
(
[x1, x2] ∩ U1

)
(man beachte, dass s als Supremum einer beschränkten Menge in R existiert). Wir zeigen nun, dass
s = x2 ∈ U1 gilt. Dazu bemerken wir zuerst, dass U1 = A \ U2 als relatives Komplement einer relativ
offenen Mengen in A relativ abgeschlossen in A ist. Daher ist die Menge [x1, x2]∩U1 abgeschlossen und
somit gilt s ∈ U1. Dies ist jedoch nur möglich für s = x2 (denn für s < x2 fände man wegen [x1, x2] ⊂ A
und der relativen Offenheit von U1 in A ein ε > 0 mit [s, s + ε) ⊂ U1). Wegen unserer anfänglichen
Annahme x2 ∈ U2 steht s = x2 ∈ U1 im Widerspruch zur Annahme U1∩U2 = ∅, also ist das Intervall A
wie behauptet eine zusammenhängende Menge in R.

Ist umgekehrt A ⊂ R eine zusammenhängende Menge, aber kein Intervall, so gibt es Punkte x1 <
s < x2 mit x1, x2 ∈ A und s /∈ A. Die Mengen

U1 := A ∩ (−∞, s) und U2 := A ∩ (s,∞)

sind dann aber disjunkt, relativ offen in A und nicht-leer mit A = U1 ∪ U2, so dass A keine zusam-
menhängende Menge in R ist.

Satz 2.75. Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische Räume, A ⊂ X eine zusammenhängende Teilmenge
und f : A→ Y eine stetige Abbildung. Dann ist das Bild f(A) zusammenhängend in Y .

Beweis. Für ein Widerspruchsargument nehmen wir an, dass die Aussage falsch wäre. Dann gibt es zwei
nicht-leere, disjunkte, relativ offene Mengen V1, V2 in f(A) mit

f(A) = V1 ∪ V2 ⇒ A = f−1(V1) ∪ f−1(V2),

so dass mittels Satz 2.59 eine Zerlegung von A in die zwei nicht-leeren, disjunkten, relativ offenen
Mengen f−1(V1), f−1(V2) in A vorliegt (man beachte dazu, dass f−1(Oj) = f−1(Uj) für jede offene
Menge Oj mit Uj = Oj ∩ f(A) und j ∈ {1, 2} gilt). Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass A
zusammenhängend ist, also muss f(A) wie behauptet zusammenhängend sein.

Eine sehr wichtige Eigenschaft bezüglich zusammenhängender Mengen ist die, dass stetige Funktio-
nen auf ihnen die Zwischenwerteigenschaft besitzen.

Satz 2.76 (verallgemeinerter Zwischenwertsatz). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine
Teilmenge. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) Die Menge A ist zusammenhängend,

(ii) Jede stetige Funktion f : A→ R hat die Zwischenwerteigenschaft, d.h. f(A) ist ein Intervall in R,

(iii) Keine stetige Funktion f : A→ R hat als Bild genau die Menge {0, 1},

(iv) Jede lokal konstante Funktion g : A → R (d.h. für jedes x ∈ A existiert ein δ > 0, so dass g auf
Bδ(x) ∩A konstant ist) ist konstant auf A.

Beweis. Implikation (i) ⇒ (ii): Ist A zusammenhängend, so ist nach Satz 2.75 die Menge f(A) zusam-
menhängend in R, also nach Satz 2.74 ein Intervall.

Implikation (ii) ⇒ (iii): Die Menge {0, 1} ist in R nicht zusammenhängend, daher kann sie also nicht
das Bild f(A) für eine stetige Funktion f sein.
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Implikation (iii) ⇒ (iv): Gäbe es eine lokal konstante Funktion g : A → R, die mindestens zwei
unterschiedliche Werte y1, y2 annimmt, so hätte man mit f : A→ R definiert durch

f(x) :=

{
1 falls g(x) = y1,

0 falls g(x) 6= y1,

für x ∈ A, wieder eine lokale konstante Funktion, die genau die Menge {0, 1} als Bild hat. Da jede auf A
lokal konstante Funktion nach Definition insbesondere stetig auf ihrem Definitionsbereich A ist, steht
dies im Widerspruch zu (iii).

Implikation (iv) ⇒ (i): Wäre A nicht zusammenhängend, so fände man zwei nicht-leere, disjunkte,
relativ offene Mengen U1, U2 in A mit A = U1 ∪ U2. Setzt man nun

g(x) :=

{
1 falls x ∈ U1,

0 falls x ∈ U2,

so wäre g nach Konstruktion lokal konstant, aber nicht konstant, im Widerspruch zu (iv).

Ein hinreichendes Kriterium dafür, dass eine Menge zusammenhängend ist, ist es, dass sie wegzu-
sammenhängend ist, also dass man je zwei Punkte in der Menge durch einen Weg innerhalb der Menge
verbinden kann.

Lemma 2.77. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Jede wegzusammenhängende Teilmenge von X ist
auch zusammenhängend.

Beweis. Es sei A eine wegzusammenhängende Menge in X und f : A → {0, 1} eine stetige Funktion.
Wir wählen nun zwei beliebige Punkte x, x̃ ∈ A sowie eine stetige Kurve γ : [a, b] → A für a < b mit
γ(a) = x und γ(b) = x̃. Dann ist die Verkettung f ◦γ : [a, b]→ {0, 1} als Verkettung stetiger Funktionen
stetig, und da [a, b] als Intervall zusammenhängend ist, kann das Bild von f ◦ γ nach Satz 2.76 nicht die
ganze Menge {0, 1} sein. Also muss

f(x) = f ◦ γ(a) = f ◦ γ(b) = f(x̃)

gelten, woraus wir wegen der Beliebigkeit von x, x̃ ∈ A folgern, dass f konstant auf ganz A ist. Aus
Satz 2.76 schließen wir daher, dass A zusammenhängend ist.

Die Umkehrung (also dass zusammenhängende Mengen auch weg-
zusammenhängend sind) gilt zwar für offene Teilmengen von normier-
ten Räumen, jedoch nicht für allgemeine Mengen in metrischen (oder
auch normierten) Räumen:

Beispiel 2.78. Die Menge

A := ({0} × [−1, 1]) ∪ {(x, sin(1/x)) : x > 0} ⊂ R2

ist abgeschlossen und zusammenhängend, jedoch nicht wegzusammen-
hängend.

2
π

x 7→ sin( 1x )

Beweis. A ist abgeschlossen: Es sei {(xk, yk)}k∈N eine Folge in A, die gegen ein (x, y) ∈ R2 konvergiert.
Insbesondere gilt damit, dass die Folge {xk}k∈N in R+

0 gegen x konvergiert.

• Im Fall x > 0 dürfen wir (nach Übergang zu einer Teilfolge) annehmen, dass {xk}k∈N eine Folge
in R+ ist. Wegen (xk, yk) ∈ A gilt damit yk = sin(1/xk) für alle k ∈ N. Aus der Stetigkeit von
x 7→ sin(1/x) auf R+ schließen wir daher

y = lim
k→∞

yk = lim
k→∞

sin(1/xk) = sin(1/x),

so dass wir für den Grenzwert (x, y) ∈ A nachgewiesen haben.
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• Im Fall x = 0 ist {yk}k∈N eine konvergente Folge, die wegen sin(R) = [−1, 1] in der abgeschlossenen
Menge [−1, 1] liegt, also gilt auch hier für den Grenzwert (x, y) ∈ {0} × [−1, 1] ⊂ A.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus A wieder in A liegt,
so dass gemäß Lemma 2.34 die Abgeschlossenheit von A gezeigt ist.

A ist zusammenhängend: Wir bemerken zunächst, dass die Mengen

A1 := {0} × [−1, 1] und A2 := {(x, sin(1/x)) : x > 0}
als Bilder zusammenhängender Mengen unter stetigen Abbildungen nach Satz 2.75 selbst zusammen-
hängend sind. Also ist jede stetige Funktion f : A = A1∪A2 → {0, 1} nach Satz 2.76 auf A1 und auf A2

konstant. Da jeder Punkt aus A1 aber ein Häufungspunkt von A2 ist, muss f damit schon insgesamt
konstant sein, so dass wir aus Satz 2.76 schließen, dass A wie behauptet zusammenhängend ist.

A ist nicht wegzusammenhängend: Wir nehmen in einem Widerspruchsargument an, dass man die
Punkte (0, 0) ∈ A und (π−1, 0) = (π−1, sin(π)) ∈ A durch einen stetigen Weg γ = (γ1, γ2) : [a, b] → A
mit γ(a) = (0, 0) und γ(b) = (π−1, 0) verbinden kann. Definieren wir

t∗ := inf{t ∈ [a, b] : γ1(t) > 0},
so haben wir t∗ ∈ [a, b) und γ(t∗) = 0 wegen γ1(a) = 0 und der Stetigkeit von γ1 : [a, b]→ R+

0 . Mithilfe
des Zwischenwertsatzes finden wir außerdem Folgen {sk}k∈N und {tk}k∈N in (t∗, b] mit sk ↘ t∗ und tk ↘
t∗ bei k →∞ und den Eigenschaften γ1(sk) = (2πk−π/2)−1 > 0 und γ1(tk) = (2πk+π/2)−1 > 0. Wegen
der speziellen Form von A ∩ (R+ ×R) als Funktionsgraph folgern wir aus γ(sk) = (γ1(sk), γ2(sk)) ∈ A
und γ(tk) = (γ1(tk), γ2(tk)) ∈ A nun

γ2(sk) = sin(2πk − π/2) = −1 und γ2(tk) = sin(2πk + π/2) = 1

für alle k ∈ N, so dass γ2 bei t ↘ t∗ keinen Grenzwert besitzt. Dies widerspricht der Stetigkeit von γ2

auf [a, b], also kann man (0, 0) und (π−1, 0) nicht durch eine stetige Kurve in A verbinden. Damit ist A
ist wie behauptet nicht zusammenhängend.

Übung 2.79. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und {Aj}j∈J eine Familie zusammenhängender Teil-
mengen von X mit beliebiger Indexmenge J . Zeigen Sie, dass die Menge ∪j∈JAj zusammenhängend ist,
falls ∩j∈JAj 6= ∅ gilt.

Eine wichtige Rolle in der Analysis spielen spezielle Klassen von zusammenhängenden Mengen,
nämlich die Klasse der konvexen oder allgemeiner der sternförmigen Mengen in einem Vektorraum.

Definition 2.80 (konvexe und sternförmige Menge). Es sei X ein K-Vektorraum und A ⊂ X eine
Teilmenge.

(i) A heißt konvex, falls mit je zwei Punkten x, x̃ ∈ A auch die Verbindungslinie [x, x̃] zwischen x
und x̃, definiert als

[x, x̃] := {tx+ (1− t)x̃ : t ∈ [0, 1]}
wieder in A liegt, also falls [x, x̃] ⊂ A für jede Wahl der Punkte x, x̃ ∈ A gilt.

(ii) A heißt sternförmig, falls ein Punkt z0 ∈ A existiert (das Sternzentrum), so dass für jedes x ∈ A
die Verbindungslinie [x, z0] zwischen x und z0 in A liegt, also falls [x, z0] ⊂ A für jede Wahl des
Punktes x ∈ A gilt.

x

x̃

sternförmige,
konvexe Menge

sternförmige,
nicht-konvexe Menge

z0

x
x̃

nicht-sternförmige,
nicht-konvexe Menge
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Bemerkung 2.81. Es sei X ein K-Vektorraum.

(1) Die Iteration der Konvexitätsbedingung zeigt, dass jede Konvexkombination endlich vieler Punkte
einer konvexen Mengen A ⊂ X wieder in A liegt, d.h. für jedes k ∈ N gilt

x1, . . . , xk ∈ A, t1, . . . , tk ∈ [0, 1] mit

k∑
j=1

tj = 1 ⇒
k∑
j=1

tjxj ∈ A.

(2) Beliebige Durchschnitte konvexer Mengen in X sind wieder konvex. Im Allgemeinen sind aber
weder Vereinigungen konvexer Mengen wieder konvex noch Durchschnitte sternförmiger Mengen
wieder sternförmig.

(3) Jede konvexe Menge ist auch sternförmig (und dabei kann man jeden beliebigen Punkt der konvexen
Menge als Sternzentrum nehmen), aber im Allgemeinen ist nicht jede sternförmige Menge auch
konvex (so beispielsweise die Menge [−1, 1]e1 ∪ [−1, 1]e2 ⊂ R2 in Form eines Pluszeichens oder
die mittlere Menge im obigen Bild).

Es sei X nun außerdem mit einer Norm ‖ · ‖X : X → R+
0 ausgestattet.

(4) Offene und abgeschlossene Kugeln in X sind konvex. Betrachten wir nämlich beliebige Punkte
x, x̃ ∈ Br(x0) für ein r > 0 und x0 ∈ X, so gilt mit der Dreiecksungleichung

‖tx+ (1− t)x̃− x0‖X = ‖t(x− x0) + (1− t)(x̃− x0)‖X
≤ t‖x− x0‖X + (1− t)‖x̃− x0‖X ≤ tr + (1− t)r = r

und damit tx+ (1− t)x̃ ∈ Br(x0) für alle t ∈ [0, 1]. Ähnlich argumentiert man für offene Kugeln
Br(x0) (mit der echten Ungleichung anstelle der Kleiner-gleich-Relation).

(5) Jede konvexe Menge A ⊂ X ist wegzusammenhängend, denn für zwei beliebige Punkte x, x̃ ∈ A
verläuft die Funktion γ : [0, 1] → X definiert durch γ(t) := tx + (1 − t)x̃ für t ∈ [0, 1] wegen
der Konvexität komplett in A und ist als lineare Abbildung vom Intervall [0, 1] ⊂ R in einen
normierten Raum auch stetig. Mit einer ähnlichen Argumentation über Verbindungslinien über ein
Sternzentrum sieht man, dass auch jede sternförmige Menge wegzusammenhängend ist. Folglich
sind alle konvexen und sternförmigen Mengen nach Lemma 2.77 auch zusammenhängend.

2.9 Kompakte Mengen

Aus der Analysis I erinnern wir an eine Konsequenz der Vollständigkeit der reellen Zahlen, dass be-
schränkte Folgen stets eine konvergente Teilfolge oder äquivalent dazu einen Häufungswert besitzen.

Satz 2.82 (Bolzano–Weierstraß). Jede beschränkte Folge in R besitzt eine konvergente Teilfolge.

Aus dieser Eigenschaft folgern wir, dass Folgen in abgeschlossenen und beschränkten Mengen in R
stets auch eine Teilfolge besitzen, die in dieser Menge konvergiert. Die Rolle von abgeschlossenen und
beschränkten Mengen in R wird in allgemeinen metrischen Rollen von kompakten Mengen übernommen,
wobei man Kompaktheit konzeptionell nicht nur über Folgen, sondern auch über eine Überdeckungs-
eigenschaft mit offenen Mengen einführen kann.

Definition 2.83 ((offene) Überdeckung und Kompaktheit). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und
A ⊂ X eine Teilmenge.

(i) Eine Familie {Uj}j∈J von Teilmengen Uj ⊂ X für alle j aus einer beliebiger Indexmenge J heißt
eine Überdeckung von A, falls

A ⊂
⋃
j∈J

Uj

gilt. Sind alle Mengen Uj für j ∈ J offen, so nennen wir sie eine offene Überdeckung von A.
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(ii) Wir nennen A Überdeckungs-kompakt oder kompakt, falls jede offene Überdeckung {Uj}j∈J von A
eine endliche Teilüberdeckung besitzt, d.h. es gibt eine endliche Teilmenge I ⊂ J , so dass {Uj}j∈I
immer noch eine Überdeckung von A darstellt.

(iii) Wir nennen A Folgen-kompakt, falls für jede Folge {xk}k∈N in A eine Teilfolge existiert, die in A
konvergiert.

Beispiel 2.84.

(i) Ist X eine beliebige Menge ausgestattet mit der diskreten Metrik ddiskret, so ist jede Teilmenge
(insbesondere Punktmengen) von X offen und damit auch eine Folge in X nur dann konver-
gent, falls sie ab einem bestimmten Folgen-Index konstant ist. Folglich ist ein Menge genau dann
Überdeckungs-kompakt und Folgen-kompakt, wenn sie nur endlich viele Punkte enthält.

(ii) In R (ausgestattet mit der euklidischen Metrik) gelten:

• das offene Intervall (0, 1) ist weder Überdeckungs-kompakt noch Folgen-kompakt, denn die
offene Überdeckung {Uj}j∈N von (0, 1) mit Uj = (1/j, 1 − 1/j) für alle j ∈ N enthält keine
endliche Teilüberdeckung von (0, 1), und die Folge {1/j}j∈N≥2

in (0, 1) konvergiert gegen den
Grenzwert 0 /∈ (0, 1),

• das abgeschlossene Intervall [1,∞) ist weder Überdeckungs-kompakt noch Folgen-kompakt,
denn die offene Überdeckung {Uj}j∈N von [1,∞) mit Uj = (j−1, j+1) für alle j ∈ N enthält
keine endliche Teilüberdeckung von [1,∞), und die Folge {j}j∈N in [1,∞) divergiert.

Wir sehen später in Satz 2.90, dass kompakte Mengen in R gerade die Mengen sind, die sowohl
abgeschlossen als auch beschränkt sind (und die erste Menge (0, 1) ist nicht abgeschlossen und die
zweite Menge [1,∞) ist nicht beschränkt).

(iii) Sind (X1, d1), (X2, d2) zwei beliebige metrische Räume und X := X1 × X2 der Produktraum
ausgestattet mit der Produktmetrik d, so gilt für Mengen A1 ⊂ X1, A2 ⊂ X2, dass A1×A2 genau
dann Folgen-kompakt in (X, d) ist, falls A1 ⊂ X1 und A2 ⊂ X2 Folgen-kompakt sind (die analoge
Aussage gilt für Überdeckungs-kompakte Mengen, ist aber nicht so unmittelbar offensichtlich).

Übung 2.85. Es sei A := { 1
n : n ∈ N}. Geben Sie eine offene Überdeckung von A an, die keine endliche

Teilüberdeckung besitzt.

Durch Übergang auf Komplemente überlegen wir uns zunächst eine einfache Umformulierung der
Überdeckungs-Kompaktheit:

Satz 2.86 (Cantorscher Durchschnittssatz). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine
Teilmenge. Dann sind äquivalent:

(i) A ist Überdeckungs-kompakt,

(ii) Ist {Cj}j∈J eine Familie abgeschlossener Mengen Cj ⊂ X für alle j aus einer beliebigen Index-
menge J , so dass jede endliche Auswahl von {Cj}j∈J nicht-leeren Schnitt mit A hat, also mit
∩{Cj : j ∈ I} ∩A 6= ∅ für jede endliche Teilmenge I ⊂ J , dann gilt:⋂

j∈J
Cj ∩A ist nicht-leer.

Beweis. Implikation (i) ⇒ (ii): Angenommen, die Aussage in (ii) wäre falsch. Dann gäbe es eine Familie
von abgeschlossenen Mengen {Cj}j∈J , so dass jede endliche Auswahl von {Cj}j∈J nicht-leeren Schnitt
mit A hat, aber ⋂

j∈J
Cj ∩A = ∅ ⇔ A ⊂ X \

⋂
j∈J

Cj =
⋃
j∈J

(X \ Cj)
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gilt. Da Komplemente abgeschlossener Mengen offen sind, haben wir in diesem Fall also eine offene
Überdeckung {X \ Cj}j∈J von A, für die wegen der Überdeckungs-Kompaktheit von A eine endliche
Teilüberdeckung {X \ Cj}j∈I mit I ⊂ J endlich existiert, also

A ⊂
⋃
j∈I

(X \ Cj) = X \
⋂
j∈I

Cj ⇔
⋂
j∈I

Cj ∩A = ∅.

Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass jede endliche Auswahl von {Cj}j∈J nicht-leeren Schnitt
mit A hat.

Implikation (ii) ⇒ (i) bzw. äquivalent dazu ¬(i) ⇒ ¬(ii): Sei A nicht Überdeckungs-kompakt. Dann
existiert eine offene Überdeckung {Uj}j∈J von A, also mit

A ⊂
⋃
j∈J

Uj ⇔
(
X \

⋃
j∈J

Uj
)
∩A =

⋂
j∈J

(X \ Uj) ∩A = ∅,

für die keine endliche Teilüberdeckung existiert, d.h. so dass für jede endliche Teilmenge I ⊂ J

A 6⊂
⋃
j∈I

Uj ⇔
(
X \

⋃
j∈I

Uj
)
∩A =

⋂
j∈J

(X \ Uj) ∩A 6= ∅

gilt. Setzen wir nun Cj := X\Uj für j ∈ J , so sind diese als Komplemente offener Mengen abgeschlossen,
und bei den beiden obigen Eigenschaften hat zwar jeder endliche Auswahl nicht-leeren Schnitt mit A,
jedoch gilt ∩{Cj : j ∈ J} ∩A = ∅, so dass also (ii) wie behauptet nicht erfüllt ist.

Wir zeigen nun, dass beide Definitionen von Kompaktheit über Überdeckungen bzw. über Folgen in
metrischen Räumen tatsächlich äquivalent sind:

Satz 2.87 (Äquivalenz von Überdeckungs-Kompaktheit und Folgen-Kompaktheit). Es sei (X, d) ein
metrischer Raum. Eine Teilmenge K ⊂ X ist genau dann Überdeckungs-kompakt, wenn sie Folgen-
kompakt ist.

Beweis. Überdeckungs-Kompaktheit⇒ Folgen-Kompaktheit: Für ein Widerspruchsargument nehmen wir
an, dass K kompakt, aber nicht Folgen-kompakt ist, also dass es eine Folge {xk}k∈N in K gibt, die keine
in K konvergente Teilfolge bzw. äquivalent dazu keinen Häufungswert in K besitzt. Dann existiert zu
jedem y ∈ K ein ε(y) > 0 mit der Eigenschaft, dass Bε(y)(y) nur endlich viele Folgenglieder {xk}k∈N
enthält. Die Mengen {Bε(y)(y)}y∈K bilden nun eine offene Überdeckung von K. Daher existiert wegen
der Kompaktheit von K eine endliche Teilüberdeckung von K, d.h. es existieren endlich viele Punkt
y1, . . . , yN in K mit einem N ∈ N und

K ⊂
N⋃
j=1

Bε(yj)(yj).

Da K die Folge {xk}k∈N enthält, muss Bε(yj)(yj) für mindestens ein j ∈ {1, . . . , N} unendlich viele Fol-
genglieder aus {xk}k∈N enthalten, im Widerspruch zur Wahl von ε(yj) > 0. Also enthält wie behauptet
jede Folge {xk}k∈N in K eine in K konvergente Teilfolge.

Folgen-Kompaktheit ⇒ Überdeckungs-Kompaktheit: Für eine Folgen-kompakte Menge K sei eine
offene Überdeckung {Uj}j∈J von K gegeben. Um die Existenz einer endlichen Teilüberdeckung zu
zeigen, stellen wir zwei Überlegungen an:

Behauptung 1: Es existiert ein r > 0 mit der Eigenschaft, dass für jedes x ∈ K ein j ∈ J existiert,
so dass die offene Kugel Br(x) komplett in der Menge Uj enthalten ist, also so dass Br(x) ⊂ Uj gilt
(dies entspricht einer Transformation einer beliebigen offenen Überdeckung {Uj}j∈J von K auf eine
Überdeckung mit den offenen Kugeln {Br(x)}x∈K , die jeweils komplett in einer der ursprünglichen
Mengen liegen). Falls diese Behauptung falsch wäre, so gäbe es für jedes k ∈ N einen Punkt xk ∈ K
mit B1/k(xk) 6⊂ Uj für alle j ∈ J . Die so gewonnene Folge {xk}k∈N muss dann wegen der Folgen-
Kompaktheit von K eine Teilfolge {xk(`)}`∈N besitzen, die gegen ein x ∈ K konvergiert. Zu diesem x
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finden wir dann wegen der Überdeckungseigenschaft sowie der Offenheit der Familie {Uj}j∈J ein jx ∈ J
sowie ein δ > 0 mit x ∈ Bδ(x) ⊂ Ujx . Ist `0 ∈ N nun so groß, dass

1

k(`)
<
δ

2
und d(xk(`), x) <

δ

2
für alle ` ≥ `0

gelten, so folgen für diese ` ≥ `0 die Inklusionen

B1/k(`)(xk(`)) ⊂ Bδ/2(xk(`)) ⊂ Bδ(x) ⊂ Ujx .

Dies steht im Widerspruch zu B1/k(`)(xk(`)) 6⊂ Uj für alle j ∈ J , und somit ist Behauptung 1 bewiesen.
Behauptung 2: Zu jedem r > 0 existiert eine Zahl N ∈ N und Punkte x1, . . . , xN ∈ K mit der

Eigenschaft, dass K ⊂ ∪{Br(xi) : i ∈ {1, . . . , N}} gilt (dies bedeutet, dass wir zur offenen Überdeckung
{Br(x)}x∈K von K eine endliche Teilüberdeckung von K finden können). Falls die Behauptung falsch
wäre, können wir einen beliebigen Punkt x1 ∈ K nehmen und dann rekursiv eine Folge {xk}k∈N wählen
mit

xk+1 ∈ K \
k⋃
j=1

Br(xj) für k ∈ N.

Die so gewonnene Folge erfüllt d(xk, x`) ≥ r für alle k 6= ` und hat damit insbesondere keinen
Häufungswert in K. Dies widerspricht der Folgen-Kompaktheit von K, so dass auch Behauptung 2
gezeigt ist.

Schlussfolgerung: Mit r > 0 aus Behauptung 1 sowie den entsprechend gewählten Punkten x1, . . . , xN
aus Behauptung 2 haben wir insgesamt

K ⊂
N⋃
i=1

Br(xi) ⊂
N⋃
i=1

Uj(i),

wobei j(i) ∈ J mit i ∈ {1, . . . , N} für einen Index steht, so dass wir die Inklusion Br(xi) ⊂ Uj(i) gemäß
Behauptung 1 haben. Mit {Uj(i)}i∈{1,...,N} ist also eine endliche Teilüberdeckung von K gefunden und

somit der Beweis der Überdeckungs-Kompaktheit von K abgeschlossen.

Bemerkung 2.88. Da die Definitionen von Kompaktheit mittels Überdeckungen mit offenen Mengen
und mittels Folgen in metrischen Räumen äquivalent sind, wird Überdeckungs- und Folgen-Kompaktheit
hier oft einfach nur als Kompaktheit bezeichnet. Je nach Situation ist die eine oder andere Auffassung
nützlicher, daher werden wir typischerweise in Beweisen bei der Anwendung von Kompaktheit spezifi-
zieren, ob die Argumentation Kompaktheit im Sinne von Überdeckungen oder von Folgen ausnutzt.

Wir sammeln nun einige wichtige allgemeine Aussagen und Vererbungseigenschaften für kompakte
Mengen in einem metrischen Raum:

Satz 2.89. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Endliche Vereinigungen kompakter Mengen sind wieder kompakt.

(ii) Jede kompakte Menge ist beschränkt und abgeschlossen.

(iii) Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

(iv) Ist X kompakt, so ist (X, d) ein vollständiger metrischer Raum.

Beweis.

(i) Jede offene Überdeckung einer endlichen Vereinigung von kompakten Mengen ist auch eine Über-
deckung jeder einzelnen kompakten Mengen, daher folgt die Aussage sofort, indem man die end-
lichen Teilüberdeckungen dieser einzelnen Mengen zusammen nimmt.
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(ii) Um die Abgeschlossenheit einer kompakten Menge K ⊂ X zu beweisen, betrachten wir eine
beliebige Folge {xk}k∈N in K, die gegen ein x ∈ X konvergiert. Da x der einzige Häufungswert
der Folge und K Folgen-kompakt ist, muss also x ∈ K gelten, womit wir gemäß Lemma 2.34
schließen, dass K abgeschlossen ist. Um die Beschränktheit von K zu zeigen, nehmen wir für ein
Widerspruchsargument an, dass dies nicht der Fall wäre. Für ein fixiertes x0 ∈ K und jedes k ∈ N
finden wir dann ein xk ∈ K \ Bk(x0), also ein xk ∈ K mit d(xk, x0) ≥ k. Die so gebildete Folge
{xk}k∈N kann jedoch keinen Häufungswert x ∈ K, denn es gilt wegen der Dreiecksungleichung

d(xk, x) ≥ d(xk, x0)− d(x0, x) ≥ k − d(x0, x) ≥ 1 für alle k ≥ d(x0, x) + 1.

Dies widerspricht der Folgen-Kompaktheit von K, so dass K wie behauptet beschränkt ist.

(iii) Es sei K ⊂ X kompakt und C ⊂ K abgeschlossen. Ist {xk}k∈N eine Folge in C, so ist sie auch eine
Folge in K und besitzt damit wegen der Folgen-Kompaktheit von K einen Häufungswert in K.
Da C abgeschlossen ist, muss dieser Häufungswert nach Lemma 2.34 sogar in C liegen. Dies zeigt
die Folgen-Kompaktheit von C.

(iv) Es sei {xk}k∈N eine beliebige Cauchy-Folge in X. Wegen der Folgen-Kompaktheit von X besitzt
die Folge eine in X konvergente Teilfolge. Nach Lemma 2.43 konvergiert dann aber schon die ganze
Folge, und somit ist die Vollständigkeit von (X, d) gezeigt.

Die Umkehrung der zweiten Aussage, nämlich dass beschränkte, abgeschlossene Mengen auch kom-
pakt sind, gilt zwar nicht für allgemeine metrische Räume (man betrachte etwa R ausgestattet mit der
diskreten Metrik: hier ist jede abzählbare Teilmenge beschränkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt),
aber zumindest im RN (oder allgemeiner sogar in jedem endlich-dimensionalen normierten Raum).

Satz 2.90 (Heine–Borel). Eine Teilmenge des RN (ausgestattet mit der euklidischen Metrik) ist genau
dann kompakt, wenn sie beschränkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Die Implikation, dass jede kompakte Menge im RN beschränkt und abgeschlossen ist, haben
wir bereits in Satz 2.89 (ii) gesehen. Für den Beweis der Umkehrung seien A ⊂ RN eine beschränkte,
abgeschlossene Menge und {xk}k∈N eine beliebige Folge in A. Wegen der Beschränktheit von A ist die
Folge der Komponenten {xj,k}k∈N für jedes j ∈ {1, . . . , N} eine beschränkte Folge in R. Mithilfe der
sukzessiven Anwendung von Satz 2.82 können wir eine Teilfolge {xk(`)}`∈N auswählen, die

xj,k(`) → xj bei `→∞ für alle j ∈ {1, . . . , N}

mit einem x ∈ RN erfüllt. Wegen der Rechenregeln für Grenzwerte folgt xk(`) → x in (RN , deuklid),
und aus der Abgeschlossenheit von A und Lemma 2.34 dann x ∈ A. Damit ist die Folgen-Kompaktheit
von A bewiesen.

2.10 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Stetige Funktionen auf kompakten Mengen haben einige schöne Eigenschaften, die wir in ähnlicher Form
bereits für stetige Funktionen auf kompakten Intervallen in R kennengelernt haben.

Kompaktheit des Bildes. Zunächst vererbt sich Kompaktheit der Definitionsmenge auf das Bild
einer stetigen Funktion.

Satz 2.91 (Bilder stetiger Abbildungen sind kompakt). Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische Räume
und K ⊂ X eine kompakte Teilmenge. Dann ist für jede stetige Abbildung f : K → Y das Bild f(K)
kompakt in Y .
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Beweis. Argumentation mit Überdeckungen: Es sei {Vj}j∈J eine beliebige offene Überdeckung von f(K).
Wegen der Stetigkeit von f ist die Menge Uj := f−1(Vj) nach Satz 2.59 für jedes j ∈ J relativ offen

in K, d.h. es gibt eine offene Menge Ũj ⊂ X mit Uj = Ũj ∩K. Damit hat man wegen

K = f−1(f(K)) =
⋃
j∈J

f−1(Vj) ⊂
⋃
j∈J

Ũj

mit {Ũj}j∈J eine offene Überdeckung von K. Wegen der Überdeckungs-Kompaktheit von K gibt es eine

endliche Teilüberdeckung {Ũj}j∈I von K mit endlicher Indexmenge I ⊂ J . Es folgt

f(K) =
⋃
j∈I

f(Uj) ⊂
⋃
j∈I

Vj ,

so dass {Vj}j∈I eine endliche Teilüberdeckung von f(K) darstellt. Folglich ist f(K) Überdeckung-
kompakt.

Argumentation mit Folgen: Es sei {yk}k∈N eine beliebige Folge in f(K). Zu jedem k ∈ N wählen
wir nun ein xk ∈ K mit f(xk) = yk. Zur Folge {xk}k∈N finden wir wegen der Folgen-Kompaktheit
von K eine Teilfolge {xk(`)}`∈N, die gegen ein x ∈ K konvergiert. Mit der Folgencharakterisierung der
Stetigkeit schließen wir dann auf die Konvergenz yk(`) = f(xk(`)) → f(x) ∈ f(K) bei ` → ∞. Also
ist f(K) Folgen-kompakt.

Im Spezialfall, dass die Bildmenge in R liegt, kann man aus dem letzten Satz insbesondere schießen,
dass das Maximum und Minimum einer stetigen Funktion auf einer kompakten Menge immer angenom-
men wird.

Satz 2.92 (Maximum und Minimum stetiger Funktionen). Es sei (X, dX) ein metrischer Raum und
K ⊂ X eine kompakte, nicht-leere Teilmenge. Dann nimmt jede stetige Abbildung f : K → R ihr
Minimum und Maximum auf K an.

Beweis. Nach Satz 2.91 ist das Bild f(K) ⊂ R eine kompakte Menge, also beschränkt und abgeschlossen.
Wir folgern nun aus der Beschränktheit von f(K), dass das Infimum m := inf f(K) und das Supremum
M := sup f(K) von f auf K existieren, und aus der Abgeschlossenheit von f(K), dass m,M ∈ f(K)
gelten. Somit werden Minimum und Maximum von f in K wie behauptet angenommen.

Stetigkeit der Umkehrfunktion. Eine weitere Folgerung aus Satz 2.91 ist die Tatsache, dass die
Umkehrfunktion einer injektiven, stetigen Funktion auf einer kompakten Menge wieder stetig ist (und
die Kompaktheit der Definitionsmenge ist dabei notwendig, wie wir anhand von Beispiel 2.61 gesehen
haben).

Satz 2.93 (Stetigkeit der Umkehrabbildung). Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische Räume und K ⊂
X eine kompakte Teilmenge. Ist eine Abbildung f : K → Y stetig und injektiv, so ist die Umkehrabbildung
f−1 : f(K)→ X stetig.

Beweis. Wegen der Injektivität von f ist die Umkehrabbildung f−1 wohldefiniert. Um noch die Stetigkeit
von f−1 zu zeigen, betrachten wir eine abgeschlossene Menge C ⊂ X und müssen gemäß Satz 2.59
nachweisen, dass das Urbild (f−1)−1(C) von C unter der Funktion f−1 (relativ) abgeschlossen in f(K)
ist. Wegen f−1(f(K)) = K können wir uns auf die Betrachtung der Menge C ∩ K beschränken, und
folgern so zunächst

(f−1)−1(C) = (f−1)−1(C ∩K) = f(C ∩K).

Da die Menge C ∩ K als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge K nach Satz 2.89 wieder
kompakt ist, bekommen wir aus Satz 2.91, dass f(C ∩ K) als Bild einer kompakten Menge wieder
kompakt und damit nach Satz 2.89 insbesondere abgeschlossen in Y ist. Damit ist die Stetigkeit von f−1

auf f(K) bewiesen.
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Gleichmäßige Stetigkeit. Mithilfe von Kompaktheit kann man auch aus lokalen Eigenschaften auf
globale Eigenschaften schließen, wie etwa aus der Stetigkeit einer Funktion auf einer kompakten Menge
auf ihre gleichmäßige Stetigkeit.

Satz 2.94 (gleichmäßige Stetigkeit stetiger Abbildungen). Es seien (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische
Räume und K ⊂ X eine kompakte Teilmenge. Dann ist jede stetige Abbildung f : K → Y gleichmäßig
stetig auf K.

Beweis. Angenommen, f wäre nicht gleichmäßig stetig im Sinne von Definition 2.52. Dann gibt es
ein ε > 0, so dass zu jedem k ∈ N zwei Punkte xk, x̃k ∈ K existieren mit

dX(xk, x̃k) <
1

k
und dY (f(xk), f(x̃k)) ≥ ε.

Wegen der Folgen-Kompaktheit von K existiert zur Folge {xk}k∈N eine Teilfolge {xk(`)}`∈N mit xk(`) →
x ∈ K bei `→∞. Wegen dX(xk, x̃k)→ 0 bei k →∞ gilt außerdem für dieselbe Teilfolge x̃k(`) → x bei
` → ∞. Aus der Dreiecksungleichung sowie der Folgencharakterisierung der Stetigkeit für f schließen
wir dann auf

dY (f(xk(`)), f(x̃k(`))) ≤ dY (f(xk(`)), f(x)) + dY (f(x), f(x̃k(`)))→ 0 bei `→∞,

was im Widerspruch zur Annahme dY (f(xk), f(x̃k)) ≥ ε für alle k ∈ N steht. Also ist f wie behauptet
gleichmäßig stetig.

Bemerkung 2.95. Ein ähnlicher Schluss von lokalen auf globale Eigenschaften betrifft Beschränktheit:
sind (X, dX), (Y, dY ) zwei metrische Räume, K ⊂ X eine kompakte Teilmenge und f : K → Y eine
lokal beschränkt Funktion (d.h. für jedes x ∈ K existiert ein δ > 0 so dass die Menge f(Bδ(x) ∩ K)
beschränkt in Y ist), so ist f auf ganz K beschränkt (d.h. die Menge f(K) ist beschränkt in Y ).

Beweis. Zu jedem x ∈ K wählen wir ein δ(x) > 0 mit der Eigenschaft, dass f(Bδ(x)(x)∩K) beschränkt

ist. Dann ist die Familie {Bδ(x)(x)}x∈K eine offene Überdeckung der kompakten Menge K, also existiert
eine endliche Teilüberdeckung

K ⊂
N⋃
i=1

Bδ(xi)(xi)

mit einer endlichen Zahl N ∈ N und geeigneten Punkten x1, . . . , xN ∈ K. Dann ist aber

f(K) = f
( N⋃
i=1

Bδ(xi)(xi) ∩K
)

=

N⋃
i=1

f(Bδ(xi)(xi) ∩K),

und die Beschränktheit von f(K) in Y folgt aus der lokalen Beschränktheit von f sowie der Tatsache,
dass die Vereinigung endlich vieler beschränkter Mengen wieder beschränkt ist.

Eine weitere wichtige Aussage zu stetigen Funktionen auf einer kompakten Menge betrifft ein Kri-
terium (tatsächlich sogar eine Charakterisierung) für die relative Kompaktheit von Familien stetiger
Funktionen im Raum (C(K,R), ‖ · ‖L∞(K)). Dieser Satz ist ein sehr wichtiges technisches Hilfsmittel,
beispielsweise lässt sich mithilfe dieses Satzes die Existenz von Lösungen für eine große Klasse von
gewöhnlichen Differentialgleichungen beweisen.

Satz 2.96 (Arzelà–Ascoli). Es sei (X, d) ein metrischer Raum, K ⊂ X eine kompakte Menge und
{fk}k∈N eine Folge von Funktionen in C(K,R) mit den Eigenschaften, dass

(i) {fk}k∈N gleichmäßig beschränkt ist, d.h.

sup
k∈N

sup
x∈K
|fk(x)| <∞,
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(ii) {fk}k∈N (gleichmäßig) gleichgradig stetig ist, d.h. zu jedem ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass

|fk(x)− fk(x̃)| < ε

für alle x, x̃ ∈ K mit d(x, x̃) < δ und für alle k ∈ N gilt.

Dann gibt es eine Teilfolge von {fk}k∈N, die gleichmäßig gegen eine (stetige) Grenzfunktion f ∈ C(K,R)
konvergiert.

Bemerkung 2.97. Man kann sich schon für den Fall (R, deuklid) leicht Funktionenfolgen überlegen,
die zeigen, dass die Voraussetzungen der Kompaktheit des Definitionsgebietes sowie der gleichmäßigen
Beschränktheit und gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenfolge tatsächlich notwendig sind, um die
Aussage des Satzes von Arzelà–Ascoli folgern zu können:

(1) Notwendigkeit der Kompaktheit des Definitionsgebietes: Es sei h ∈ C(R) eine beliebige stetige,
nicht-verschwindende Funktion mit h = 0 in R \ [0, 1]. Dann definieren wir die Folge {fk}k∈N von
Funktionen in C(R) über Translationen im Argument als

fk(x) := h(k + x) für x ∈ R und k ∈ N.

Diese Folge von Funktionen ist offensichtlich gleichmäßig beschränkt durch maxx∈[0,1] |h(x)|, und
auch die gleichgradige Stetigkeit vererbt sich direkt von der (gleichmäßigen) Stetigkeit von h. Hier
gilt punktweise Konvergenz der Folge {fk}k∈N gegen f ≡ 0, jedoch ist die Konvergenz nicht
gleichmäßig, da supx∈R |fk(x)− 0| = maxx∈[0,1] |h(x)| > 0 für alle k ∈ N gilt.

1

fk hf1

(2) Notwendigkeit der gleichmäßigen Beschränktheit der Funktionenfol-
ge: Es sei K = [−1, 1]. Wir definieren eine Folge {fk}k∈N von Funk-
tionen in C([−1, 1]) über

fk(x) := k für x ∈ [−1, 1] und k ∈ N.

Diese Funktionen sind offensichtlich auf einem kompakten Intervall
definiert und gleichgradig stetig (da konstant), aber nicht gleichmäßig
beschränkt, und es gilt fk(x)→∞ bei k →∞.

(3) Notwendigkeit der gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenfolge: Es
sei K = [−1, 1]. Wir definieren eine Folge {fk}k∈N von Funktionen
in C([−1, 1]) über

fk(x) := max{min{1, kx},−1} für x ∈ [−1, 1] und k ∈ N

(vgl. das Beispiel in Bemerkung 2.41). Diese Funktionen sind auf
einem kompakten Intervall definiert und betragsmäßig durch 1 gleich-
mäßig beschränkt, jedoch sind sie nicht gleichgradig stetig, da in der
ε-δ-Definition von Stetigkeit das δ in einer Umgebung vom Ursprung
immer kleiner gewählt werden muss, je größer k wird (die Funktionen
haben im Ursprung gerade die Steigung k). Für die Folge {fk}k∈N gilt
punktweise Konvergenz gegen f(x) = sign(x) /∈ C([−1, 1]), jedoch
keine gleichmäßige Konvergenz, da supx∈R |fk(x) − sign(x)| = 1 für
alle k ∈ N gilt.

f1

fk

fk

f
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Beweis. Der Beweis des Satzes erfolgt in drei Schritten, deren wesentliche Ideen es sind,

• zunächst die Kompaktheit von K auszunutzen, um eine abzählbare dichte Teilmenge Q von K
zu finden (also die man zum einen mit N durchnummerieren kann und mithilfe derer man zum
anderen jeden Punkt aus K beliebig gut approximieren kann, also Q = K),

• dann aus der gleichmäßigen Beschränktheit der Funktionenfolge die Konvergenz einer Teilfolge
auf Q mithilfe des Satzes von Bolzano–Weierstraß zu sichern,

• und schließlich aus der gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenfolge eine Verbesserung zu gleich-
mäßiger Konvergenz zu erreichen.

Schritt 1: Auswahl einer abzählbaren dichten Teilmenge Q = {qj : j ∈ N} von K. Zu gegebenen
m ∈ N wählen wir aus der offenen Überdeckung {B1/m(x)}x∈K von K mithilfe der Kompaktheit von K
eine endliche Teilüberdeckung {B1/m(xj)}j∈{1,...,N(m)} von K und bezeichnen mit Qm die (endliche)
Menge der Kugelmittelpunkte. Nach Definition von Qm gibt es zu jedem x ∈ K ein q ∈ Qm mit
d(x, q) < 1/m. Setzen wir nun

Q :=
⋃
m∈N

Qm,

so ist Q als abzählbare Vereinigung jeweils endlich vieler Punkte höchstens abzählbar und nach Kon-
struktion dicht in K.

Schritt 2: Auswahl einer Teilfolge, die auf allen Punkten aus Q konvergiert. Wir betrachten zunächst
die Folge von reellen Zahlen {fk(q1)}k∈N. Mit dem Satz 2.82 von Bolzano–Weierstraß finden wir wegen
der Annahme (i) der gleichmäßigen Beschränktheit eine konvergente Teilfolge, die wir mit {f1,k}k∈N
bezeichnen. Nun verfahren wir induktiv. Ist {fj,k}k∈N eine Teilfolge, die in den Punkten {q1, . . . , qj}
konvergiert, so wählen wir eine Teilfolge {fj+1,k}k∈N daraus aus, so dass auch {fj+1,k(qj+1)}k∈N in R
konvergiert. Die Diagonalfolge {fk,k}k∈N leistet nun die gewünschte punktweise Konvergenz in allen
Punkten Q ⊂ K: betrachtet man nämlich einen beliebigen Punkt qj ∈ Q, so ist {fk,k}k≥j nach Kon-
struktion eine Teilfolge von {fj,k}k∈N, und damit konvergiert ihre Auswertung im Punkt qj nach Kon-
struktion.

Schritt 3: Verbesserung zu gleichmäßiger Konvergenz auf K. Wir bemerken, dass jede Funktion aus
dem Raum C(K,R) der stetigen Funktionen auf der kompakten Menge K nach Satz 2.92 beschränkt
ist und somit C(K,R) wegen nach Satz 2.67 vollständig bzgl. der Supremumsnorm vollständig ist.
Daher müssen wir nur noch zeigen, dass die eben konstruierte Teilfolge, ohne Einschränkung ab hier
die Folge selbst, eine Cauchy-Folge bzgl. der Supremumsnorm ist. Sei dazu ε > 0 beliebig. Wegen der
Eigenschaft (ii) der gleichgradigen Stetigkeit finden wir ein δ > 0 (in Abhängigkeit von ε), so dass

|fk(x)− fk(x̃)| < ε

3
für alle x, x̃ ∈ K mit d(x, x̃) < δ und für alle k ∈ N (2.4)

gilt. Zu diesem δ > 0 wählen wir nun ein m > 0 mit m ≥ 1/δ, so dass die endliche Menge Qm von
Punkten aus K aus Schritt 1 die Eigenschaft hat, dass

für jedes x ∈ K ein q ∈ Qm existiert mit d(x, q) < 1/m ≤ δ. (2.5)

Da die Folge {fk}k∈N nach Schritt 2 in allen Punkten aus Q konvergiert und wir nun lediglich die
endliche Menge Qm betrachten, können wir nun noch k0 ∈ N fixieren, so dass

|fk(q)− f`(q)| <
ε

3
für alle q ∈ Qm und k, ` ≥ k0 (2.6)

erfüllt ist. Mithilfe von (2.4) und (2.6) erhalten wir somit für beliebiges x ∈ K (und q wie in (2.5)
gewählt) und alle k, ` ≥ k0 die Abschätzung

|fk(x)− f`(x)| ≤ |fk(x)− fk(q)|+ |fk(q)− f`(q)|+ |f`(q)− f`(x)| < ε.

Damit haben wir gezeigt, dass {fk}k∈N eine Cauchy-Folge bezüglich der Supremumsnorm ist und folglich
wie behauptet gleichmäßig auf K gegen eine Funktion f ∈ C(K,R) konvergiert.
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Mit den Aussagen, die wir aus diesem Abschnitt nun zur Verfügung haben, ist es einfach, die
Vollständigkeit von (RN , ‖ · ‖∞) aus Satz 2.38 auf beliebige endlich-dimensionale normierte Räume
zu verallgemeinern. Dazu führen wir das Konzept der Äquivalenz von Normen ein:

Definition 2.98 (äquivalente Normen). Es sei X ein K-Vektorraum. Zwei Normen ‖ · ‖ und ‖ · ‖∗
auf X heißen äquivalent, kurz ‖ · ‖ ∼ ‖ · ‖∗, falls es zwei positive Konstanten 0 < c ≤ C gibt, so dass

c‖x‖ ≤ ‖x‖∗ ≤ C‖x‖ für alle x ∈ X gilt.

Bemerkung 2.99. Für einen K-Vektorraum X mit zwei äquivalente Normen ‖ · ‖ und ‖ · ‖∗ auf X
gelten:

• die Inklusionen

{x ∈ X : ‖x− x0‖ < C−1r} ⊂ {x ∈ X : ‖x− x0‖∗ < r} ⊂ {x ∈ X : ‖x− x0‖ < c−1r}

für jedes x0 ∈ X und r > 0, d.h. jede offene Kugel in (X, ‖ · ‖) um x0 enthält eine offene Kugel
in (X, ‖ · ‖∗) um x0 und umgekehrt,

• eine Menge A ⊂ X ist genau dann beschränkt, offen, abgeschlossen bzw. kompakt in (X, ‖ · ‖),
wenn sie beschränkt, offen, abgeschlossen bzw. kompakt in (X, ‖ · ‖∗) ist,

• eine Folge in X ist genau dann konvergent, eine Cauchy-Folge bzw. beschränkt in (X, ‖ · ‖), falls
sie konvergent, eine Cauchy-Folge bzw. beschränkt in (X, ‖ · ‖∗) ist.

Auf dem RN haben wir mit den p-Normen bereits einige unterschiedliche Normen kennengelernt,
jedoch sind diese und alle anderen Normen, die man auf dem RN betrachten könnte, im obigen Sinne
äquivalent. Dementsprechend hängen also alle zuvor eingeführten topologischen Konzepte auf dem RN

nicht von der verwendeten Norm ab.

Satz 2.100. Auf RN sind alle Normen äquivalent.

Beweis. Es ist ausreichend zu zeigen, dass eine beliebige Norm ‖ ·‖∗ auf RN äquivalent zur euklidischen
Norm ‖ · ‖2 ist. Um dies zu beweisen, bemerken wir für beliebiges x ∈ RN mithilfe der Dreiecksun-
gleichung und der Homogenität der Norm ‖ · ‖∗ sowie der Cauchy–Schwarz-Ungleichung zunächst die
Abschätzung

‖x‖∗ =
∥∥∥ N∑
j=1

ejxj

∥∥∥
∗
≤

N∑
j=1

‖ej‖∗|xj | ≤
( N∑
j=1

‖ej‖2∗
) 1

2
( N∑
j=1

|xj |2
) 1

2

mit e1, . . . , eN ∈ RN der Standardbasis des RN . Also haben wir

‖x‖∗ ≤ C∗‖x‖2 für alle x ∈ RN mit Konstante C∗ :=

( N∑
j=1

‖ej‖2∗
) 1

2

.

Damit können wir verifizieren, dass die Funktion ‖ · ‖∗ : (RN , ‖ · ‖2) → (R, deuklid) stetig ist: für jede
Folge {xk}k∈N mit xk → x in (RN , ‖ · ‖2) bei k → ∞ gilt nämlich wegen der Dreiecksungleichung der
Norm ‖ · ‖ sowie der gerade gezeigten Abschätzung∣∣‖xk‖∗ − ‖x‖∗∣∣ ≤ ‖xk − x‖∗ ≤ C∗‖xk − x‖2 → 0 bei k →∞.

Betrachten wir die Menge

S1(0) := {x ∈ RN : ‖x‖2 = 1} ⊂ RN ,
so ist diese in (RN , ‖ · ‖2) als Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen sowie per Definition
beschränkt, also nach Satz 2.90 kompakt. Nach Satz 2.92 nimmt die Funktion ‖ · ‖∗ auf S1(0) ihr
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Minimum m und ihr Maximum M an, und wegen ‖x‖∗ > 0 für alle x ∈ S1(0) gilt 0 < m ≤ M . Damit
erhalten wir aus der Homogenität der Norm ‖ · ‖∗

m‖x‖2 ≤ ‖x‖2
∥∥∥ x

‖x‖2

∥∥∥
∗

= ‖x‖∗ = ‖x‖2
∥∥∥ x

‖x‖2

∥∥∥
∗
≤M‖x‖2

für beliebige x ∈ RN \ {0} (beachte x/‖x‖2 ∈ S1(0)), was gerade die Äquivalenz der Norm ‖ · ‖∗ zur
euklidischen Norm ‖ · ‖2 beweist.

Korollar 2.101. Auf einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum sind alle Normen äquivalent.

Beweis. Wegen C ' R2 dürfen wir ohne Einschränkung K = R annehmen. Es sei also X ein R-
Vektorraum, und ‖ ·‖, ‖ ·‖∗ seien zwei verschiedene Normen auf X. Da X endlich-dimensional ist, finden
wir ein N ∈ N und eine lineare, bijektive Abbildung L : X → RN , etwa die Abbildung, die eine Basis
d1, . . . , dN von X auf eine Basis e1, . . . , eN von RN abbildet mittels L(dj) = ej für j ∈ {1, . . . , N} und
damit

L(x) =

N∑
j=1

λjej für x =

N∑
j=1

λjdj ∈ X.

Mit Hilfe dieser Abbildung L können wir nun die gegebenen Normen auf X in Normen auf RN trans-
formieren. Dazu setzen wir

‖y‖L := ‖L−1(y)‖ und ‖y‖∗,L := ‖L−1(y)‖∗ für alle y ∈ RN ,

was wegen der Bijektivität von L wohldefiniert ist. Wegen der Linearität von L und damit auch von L−1

ist klar, dass ‖ · ‖L, ‖ · ‖∗,L zwei Normen auf RN und damit nach Satz 2.100 äquivalent sind. Demzufolge
existieren Konstanten 0 < c ≤ C mit

c‖y‖L ≤ ‖y‖∗,L ≤ C‖y‖L für alle y ∈ RN ,

woraus wir wegen der Definition der Normen mit der Wahl y = L(x) die behauptete Äquivalenz der
Normen ‖ · ‖, ‖ · ‖∗ folgern:

c‖x‖ ≤ ‖x‖∗ ≤ C‖x‖ für alle x ∈ X.

Warnung. Auf unendlich-dimensionalen Räumen sind zwei Normen im Allgemeinen nicht äquivalent!
In Funktionenräumen oder auch Folgenräumen hängt daher die Konvergenz einer Folge oder die to-
pologischen Eigenschaften einer Menge typischerweise ganz entscheidend von der Wahl der Norm ab
(vgl. etwa das Beispiel (3) in Bemerkung 2.31).

Korollar 2.102. Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist ein Banachraum.

Beweis. Seien X ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit Norm ‖ · ‖ und {xk}k∈N eine beliebige
Cauchy-Folge in (X, ‖ · ‖). Ist N die Dimension von X und L : X → RN die lineare, bijektive Abbildung
aus dem Beweis von Korollar 2.101, so ist diese offensichtlich stetig, wenn man beide Räume jeweils
mit der Supremumsnorm ausstattet (zu den fixierten Basen d1, . . . , dN von X bzw. e1, . . . , eN von RN ),
mit ‖L(x)‖∞ = ‖x‖∞ für alle x ∈ X. Da nach Korollar 2.101 alle Normen auf X äquivalent sind, ist
{xk}k∈N auch eine Cauchy-Folge in (X, ‖ · ‖∞) und wird mithilfe der Abbildung L in die Cauchy-Folge
{L(xk)}k∈N in (RN , ‖ · ‖∞) überführt. Da der Raum (RN , ‖ · ‖∞) gemäß Satz 2.38 vollständig ist, gilt

L(xk)→ y =

N∑
j=1

yjej ∈ RN in (RN , ‖ · ‖∞) bei k →∞

für ein geeignetes y ∈ RN . Damit erhalten wir dann

xk =

N∑
j=1

xj,kdj →
N∑
j=1

yjdj ∈ X in (X, ‖ · ‖∞) bei k →∞

und auch in (X, ‖ · ‖). Damit ist die Vollständigkeit von (X, ‖ · ‖) bewiesen.
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2.11 Der Banachsche Fixpunktsatz

Ein wichtiges Werkzeug in der Analysis sind Fixpunktsätze, die die Existenz (und manchmal auch die
Eindeutigkeit) von Fixpunkten für Selbstabbildungen aussagen.

Definition 2.103 (Fixpunkt). Es sei X eine beliebige Menge und f : X → X eine Abbildung. Erfüllt
x ∈ X die Identität f(x) = x, so nennen wir x einen Fixpunkt.

Die Bedeutung von Fixpunktsätzen liegt insbesondere darin begründet, dass sich einige Probleme
als Fixpunktprobleme umschreiben lassen kann.

Beispiel 2.104.

(i) Finden einer Nullstelle: wir suchen eine Nullstelle einer Funktion g : RN → RN , etwa im Fall
N = 2 von

g(x1, x2) = (g1(x1, x2), g2(x1, x2)) := (x2
1 + 4x1x2 − 9, x2

2 + x1 − 5).

Offensichtlich gilt die Äquivalenz

g(x) = 0 ⇔ g(x) + x = x.

Statt nach einer Nullstelle von g zu suchen, können wir also auch nach einem Fixpunkt der
Funktion f : RN → RN , definiert über f(x) := g(x) +x für x ∈ RN , suchen. Durch Multiplikation
der einzelnen Komponentenfunktionen von g mit nicht-verschwindenden Konstanten bleiben die
Nullstellen die gleichen, und so sieht man sofort, dass es unendliche viele Möglichkeiten gibt, dieses
Problem in ein Fixpunktproblem umzuschreiben.

(ii) Lösen eines Anfangswertproblems für eine gewöhnliche Differentialgleichung: wir suchen eine stetig
differenzierbare Funktion u ∈ C1((−δ, δ),RN ), die zumindest für hinreichend kleines δ > 0{

u′(t) = f(t, u(t)) für alle t ∈ (−δ, δ)
u(0) = x0

für eine stetige Funktion f : R×RN → RN erfüllt, etwa im Fall N = 1 für f(t, x) = tx2 für t, x ∈ R.
Durch Integration kann man äquivalent (Hauptsatz 1.39 der Differential- und Integralrechnung)
nach einer Funktion u ∈ C((−δ, δ),RN ) suchen mit

u(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, u(s)) ds für alle t ∈ (−δ, δ),

was als ein Fixpunktproblem auf dem Raum C((−δ, δ),RN ) interpretiert werden kann.

Die Existenz von Fixpunkten hängt sowohl von Eigenschaften der Grundmenge X als auch der
Funktion f an. Der Banachsche Fixpunkt besagt gerade, dass die Existenz eines Fixpunktes garantiert
ist, wenn Vollständigkeit von X bezüglich einer Metrik d vorliegt und die Abbildung f eine Kontraktion
in folgendem Sinn ist.

Definition 2.105 (Kontraktion). Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir nennen eine Abbildung
f : X → X eine (strikte) Kontraktion, falls f Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitz-Konstante L < 1,
d.h. wenn für ein solches L

d(f(x), f(x̃)) ≤ Ld(x, x̃) für alle x, x̃ ∈ X gilt.

Satz 2.106 (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei (X, d) ein nicht-leerer, vollständiger metrischer Raum
und f : X → X eine strikte Kontraktion mit Konstante L < 1. Dann gelten:
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(i) f besitzt genau einen Fixpunkt x̄ ∈ X.

(ii) Ist x0 ∈ X beliebig, so konvergiert die Folge {xk}k∈N der sogenannten Fixpunkt-Iterierten, defi-
niert als xk+1 := f(xk) für k ∈ N0, gegen x̄, und für k ∈ N gilt die a priori Fehlerabschätzung

d(xk, x̄) ≤ 1

1− Ld(xk, xk+1) ≤ Lk

1− Ld(x0, x1).

Beweis. Der Beweis ist konstruktiv und startet mit einem beliebigen x0 ∈ X sowie der Folge {xk}k∈N,
definiert über xk+1 := f(xk) für k ∈ N0. Nach Definition dieser Folge und der Lipschitz-Stetigkeit von f
mit Lipschitz-Konstante L gilt für den Abstand zweier Folgenglieder

d(xk, xk+1) = d(f(xk−1), f(xk)) ≤ Ld(xk−1, xk).

Induktiv folgt daher
d(xj , xj+1) ≤ Lj−kd(xk, xk+1)

für j ≥ k. Mit der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe erhalten wir

d(xk, x`) ≤
`−1∑
j=k

d(xj , xj+1) ≤
`−1∑
j=k

Lj−kd(xk, xk+1) ≤ 1

1− Ld(xk, xk+1) ≤ Lk

1− Ld(x0, x1)

für alle ` ≥ k. Damit ist {xk}k∈N eine Cauchy-Folge in (X, d) und konvergiert wegen der Vollständigkeit
von (X, d) gegen ein x̄ ∈ X. Betrachtet man außerdem den Limes ` → ∞ in der letzten Ungleichungs-
kette und berücksichtigt dabei die Identität

lim
`→∞

d(xk, x`) = d(xk, x̄)

aus der Folgen-Charakterisierung der Stetigkeit der Metrik (vgl. Beispiel 2.54 (i)), so folgt die behauptete
Fehlerabschätzung in (ii). Mit der Stetigkeit von f folgert man schließlich

x̄ = lim
k→∞

xk+1 = lim
k→∞

f(xk) = f(x̄),

so dass es sich bei x̄ tatsächlich um einen Fixpunkt der Abbildung f handelt. Dieser ist außerdem
eindeutig: betrachtet man nämlich einen beliebigen Fixpunkt x ∈ X, also mit f(x) = x, so folgt wegen

d(x, x̄) = d(f(x), f(x̄)) ≤ Ld(x, x̄)

und L < 1 bereits d(x, x̄) = 0, also x = x̄.
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Kapitel 3

Mehrdimensionale Differentialrechnung

3.1 Partielle und totale Ableitung

Wir beschäftigen uns in diesem Abschnitt damit, das Konzept der Differenzierbarkeit von Funktionen in
einer reellen Variablen auf Funktionen in mehreren reellen Variablen zu verallgemeinern. Dazu erinnern
wir zunächst an die aus der Analysis I bekannten, äquivalenten Definitionen von Differenzierbarkeit
einer Funktion in einer Variable.

Lemma 3.1 (äquivalente Formulierungen von Differenzierbarkeit in einer Dimension). Es sei a < b,
f : (a, b) → R und x0 ∈ (a, b). Die Funktion f ist differenzierbar im Punkt x0 (mit Ableitung f ′(x0)),
wenn eine der folgenden äquivalenten Aussagen gilt:

(i) Grenzwertformulierung: der Grenzwert

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
existiert in R (und ist gleich f ′(x0)),

(ii) h-Grenzwertformulierung: der Grenzwert

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
existiert in R (und ist gleich f ′(x0)),

(iii) stetige Fortsetzbarkeit des Differenzenquotienten: es existiert eine im Punkt x0 stetige Funktion
ϕx0

: (a, b)→ R mit der Eigenschaft

f(x)− f(x0) = ϕx0
(x)(x− x0) für alle x ∈ (a, b) (und es gilt f ′(x0) = ϕx0

(x0)),

(iv) Approximierbarkeit durch eine affine Funktion: es existiert ein a ∈ R, so dass für die affine
Funktion ` : D → R mit `(x) := f(x0) + a(x− x0) für x ∈ D gilt:

lim
x→x0

f(x)− `(x)

x− x0
= 0 (und f ′(x0) = a).

Bemerkung 3.2. Aus diesen Charakterisierungen von Differenzierbarkeit liest man insbesondere ab,
dass Differenzierbarkeit von f im Punkt x0 bereits die Stetigkeit von f in x0 impliziert. Umgekehrt gibt
es jedoch Funktionen, die stetig, aber nicht überall differenzierbar sind, wie etwa die Betragsfunktion
x 7→ |x|, die auf R zwar stetig, aber im Ursprung nicht differenzierbar ist. Mithilfe der Zackenfunktion
x 7→ |x−bxc| und einer Iteration der Zacken auf kleineren Skalen kann man sogar eine stetige Funktion
konstruieren, die in keinem einzigen Punkt in R differenzierbar ist!
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Basierend auf den ersten beiden äquivalenten Charakterisierungen der Differenzierbarkeit kann man
für eine Funktion f in mehreren reellen Variablen das Konzept der Differenzierbarkeit in einer Richtung v
in einem Punkt x0 definieren, indem man die Funktion

t 7→ f(x0 + tv)

auf (einer Teilmenge von) R betrachtet und deren Differenzierbarkeit fordert. Für die spezielle Wahl
v = ej der Richtung eines kanonischen Einheitsvektors betrachtet man gerade die Funktion, bei der
alle Komponenten bis auf die ej-Komponente fixiert sind und begründet so den Begriff der partiellen
Differenzierbarkeit.

v

x1

x2

y (x1, x2) 7→ f(x1, x2)

t

t 7→ f(x0 + tv)

Definition 3.3 (Richtungsableitung und partielle Ableitung). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge und
f : U → R eine Funktion.

(i) Sind x0 ∈ U und v ∈ Rn, so heißt f in x0 in Richtung v differenzierbar, falls der Grenzwert

∂vf(x0) = Dvf(x0) := lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)

h

existiert. In diesem Fall nennen wir ∂vf(x0) die Ableitung von f in x0 in Richtung v. Ist ∂vf(x0)
für alle x0 ∈ U erklärt, so nennen wir f auf U in Richtung v differenzierbar und bezeichnen in
diesem Fall die Abbildung ∂vf : U → R als die Ableitung von f in Richtung v.

(ii) Die Ableitungen von f in Richtung der Einheitsvektoren e1, . . . , en ∈ Rn nennen wir auch die
partiellen Ableitungen von f , und f heißt dementsprechend partiell differenzierbar in x0 ∈ U ,
falls alle partiellen Ableitungen ∂e1f(x0), . . . , ∂enf(x0) existieren. Anstelle von ∂eif(x0) verwen-
det man häufig auch die Kurzschreibweise ∂if(x0) oder Dif(x0), mit i ∈ {1, . . . , n}. Sind die
partiellen Ableitungen ∂1f(x0), . . . , ∂nf(x0) für alle x0 ∈ U erklärt, so nennen wir f auf U parti-
ell differenzierbar.

Bemerkung 3.4.

(1) Ist U ⊂ Rn offen, x0 ∈ U und v ∈ Rn, so gibt es wegen der Offenheit von U ein ε > 0 mit
Bε|v|(x0) ⊂ U , und damit verläuft die Kurve

γv : (−ε, ε)→ Rn definiert durch γv(t) := x0 + tv für t ∈ (−ε, ε)

komplett in U . Eine Funktion f : U → R ist genau dann in x0 in Richtung v differenzierbar, wenn
die Abbildung f ◦ γv : (−ε, ε)→ R in t = 0 differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt

(f ◦ γv)′(0) = ∂vf(x0).

Insbesondere ist also auch die Funktion f ◦ γv in 0 stetig, was gleichbedeutend damit ist, dass
limt→0 f(x0 + tv) = f(x0) gilt.
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(2) Für U ⊂ Rn offen und eine vektor-wertige (oder auch komplex-wertige) Funktion f : U → RN

kann man obige Definition komponentenweise anwenden. Somit ist f in x0 in Richtung v ge-
nau dann differenzierbar, falls für jedes k ∈ {1, . . . , N} die Komponentenfunktion fk in x0 in
Richtung v differenzierbar ist, und in diesem Fall setzt man

∂vf(x0) = Dvf(x0) := (∂vf1(x0), . . . , ∂vfN (x0))T .

(3) Sind allgemeiner (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) zwei normierte Räume, U ⊂ X eine offene Teilmenge,
x0 ∈ U und v ∈ X, so nennt man in Analogie zu obiger Definition eine Funktion f : U → Y in x0

in Richtung v differenzierbar, falls

∂vf(x0) = Dvf(x0) := lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)

h

als Grenzwert in Y existiert, und man nennt in diesem Fall ∂vf(x0) ebenfalls die Ableitung von f
in x0 in Richtung v.

Definition 3.5 (Jacobi-Matrix und Gradient). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge und f : U → RN eine
Funktion, die an einer Stelle x0 ∈ U partiell differenzierbar ist. Dann definieren wir die Jacobi-Matrix
oder Funktionalmatrix von f an der Stelle x0 als

Jf (x0) :=

∂1f1(x0) · · · ∂nf1(x0)
...

. . .
...

∂1fN (x0) · · · ∂nfN (x0)

 ,

also als die Matrix mit den Einträgen (Jf (x0))k` = ∂`fk(x0) für alle k ∈ {1, . . . , N} und ` ∈ {1, . . . , n}.
Im Fall N = 1, also für skalarwertige Funktionen f : U → R, definieren wir auch den Gradienten

von f an der Stelle x0 als den Spaltenvektor

∇f(x0) = grad f(x0) = (∂1f(x0), . . . , ∂nf(x0))T .

Beispiel 3.6.

(i) Die Funktion f : Rn → R definiert als f(x) = |x|2 = x · x für x ∈ Rn ist auf ganz Rn in jede
Richtung v ∈ Rn differenzierbar mit

∂vf(x) = lim
h→0

|x+ hv|2 − |x|2
h

= lim
h→0

|x|2 + 2hx · v + h2|v|2 − |x|2
h

= 2x · v.

In diesem Fall gelten also Jf (x) = 2xT und ∇f(x) = 2x.

(ii) Die Funktion f : R2 → R definiert als

f(x1, x2) := x1 exp(3x2) für x1, x2 ∈ R

ist auf ganz R2 in jede Richtung v ∈ R2 differenzierbar und hat insbesondere die partiellen
Ableitungen

∂1f(x1, x2) = exp(3x2) und ∂2f(x1, x2) = 3x1 exp(3x2).

(iii) Die Funktion f : R2 → R definiert als

f(x1, x2) :=

{
2x2

1x2

x2
1+x2

2
falls (x1, x2) 6= (0, 0)

0 falls (x1, x2) = (0, 0)

ist ebenfalls auf ganz R2 in jede Richtung v ∈ R2 differenzierbar. Im Ursprung gilt hierbei

∂vf(0, 0) = f(v1, v2) und insbesondere ∂1f(0, 0) = 0 = ∂2f(0, 0).
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(iv) Die Funktion f : R2 → R definiert als

f(x1, x2) :=

{
2x1x2

x2
1+x2

2
falls (x1, x2) 6= (0, 0)

0 falls (x1, x2) = (0, 0)

ist auf ganz R2 partiell differenzierbar mit

∂1f(x1, x2) :=

{
2x2(x2

2−x2
1)

(x2
1+x2

2)2
falls (x1, x2) 6= (0, 0)

0 falls (x1, x2) = (0, 0)

und

∂2f(x1, x2) :=

{
2x1(x2

1−x2
2)

(x2
1+x2

2)2
falls (x1, x2) 6= (0, 0)

0 falls (x1, x2) = (0, 0).

Warnung. Anders als im Eindimensionalen können partielle Ableitungen auch dann existieren, wenn
die Funktion nicht einmal stetig ist! Dies kommt gerade davon, dass man sich für das Konzept der Rich-
tungsableitung nur die Funktion entlang eines Vektors v anschaut, jedoch nicht entlang einer beliebigen
Kurve. Im Beispiel 3.6 (iv) oben etwa gilt auf der Geraden x 7→ (x, x) ∈ R2

f(x, x) =
2x2

x2 + x2
= 1 für x 6= 0, aber f(0, 0) = 0,

so dass f im Ursprung unstetig ist. Es gibt tatsächlich unstetige Funktionen, die sogar überall in jede
Richtung differenzierbar sind.

Da Richtungsableitungen nichts anderes sind als gewöhnliche Ableitungen einer auf einer Teilmenge
von R definierten Funktion, übertragen sich die Rechenregeln für Ableitungen aus der Analysis I direkt
auf Richtungsableitungen, und wir erhalten auch eine erste (sehr einfache) Variante der Kettenregel für
Richtungsableitungen.

Lemma 3.7 (Rechenregeln für Richtungsableitungen). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, f, g : U → R

Funktionen, die in einer Stelle x0 ∈ U in Richtung v ∈ Rn differenzierbar sind, und λ, µ ∈ R. Dann
gelten:

(i) Linearität: die Funktion λf + µg : U → R ist in x0 in Richtung v differenzierbar mit

∂v(λf + µg)(x0) = λ∂vf(x0) + µ∂vg(x0),

(ii) Produktregel: die Funktion fg : U → R ist in x0 in Richtung v differenzierbar mit

∂v(fg)(x0) = g(x0)∂vf(x0) + f(x0)∂vg(x0),

(iii) Quotientenregel: gilt 0 /∈ g(U), so ist die Funktion f/g : U → R in x0 in Richtung v differenzierbar
mit

∂v(f/g)(x0) =
g(x0)∂vf(x0)− f(x0)∂vg(x0)

g(x0)2
,

(iv) Homogenität der Ableitung in der Richtung: f ist in x0 in Richtung λv differenzierbar mit

∂λvf(x0) = λ∂vf(x0),

(v) Kettenregel für Richtungsableitungen: Ist V ⊂ R eine offene Menge mit f(U) ⊂ V und ist
h : V → R eine Funktion, die in f(x0) differenzierbar ist, so ist h ◦ f : U → R in x0 in Richtung v
differenzierbar mit

∂v(h ◦ f)(x0) = h′(f(x0))∂vf(x0).
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Beweis. Die Eigenschaften (i)–(iii) sowie (v) folgen direkt aus den Rechenregeln für Ableitungen von
Funktionen in einer Variable, und die Homogenität in der Richtung in (iv) sieht man anhand der
Umformung

∂λvf(x0) = lim
h→0

f(x0 + hλv)− f(x0)

h
= λ lim

h→0

f(x0 + hλv)− f(x0)

hλ
= λ∂vf(x0).

Mithilfe der Einschränkung einer Funktion in mehreren Veränderlichen auf eine einzelne Richtung
und somit die Rückführung auf eine Situation mit einer Funktion in einer Veränderlichen können wir
auch Versionen des Mittelwert- und Schrankensatzes herleiten.

Satz 3.8 (Mittelwert- und Schrankensatz). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, x0, x1 ∈ U zwei ver-
schiedene Punkte mit [x0, x1] ⊂ U und v := (x1 − x0)/|x1 − x0| ∈ Rn. Für eine Funktion f : U → R,
die in jedem x ∈ [x0, x1] in Richtung v differenzierbar ist, gelten dann:

(i) Mittelwertsatz: es gibt einen Punkt ξ ∈ [x0, x1] mit der Eigenschaft

f(x1)− f(x0) = ∂vf(ξ)|x1 − x0|,

(ii) Schrankensatz: es gilt die Abschätzung

|f(x1)− f(x0)| ≤ sup
{
|∂vf(x)| : x ∈ [x0, x1]

}
|x1 − x0|.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g : [0, |x1 − x0|] → R definiert durch g(t) := f(x0 + tv), mit
g(0) = f(x0) und g(|x1−x0|) = f(x1). Nach Annahme ist g auf [0, |x1−x0|] stetig und auf (0, |x1−x0|)
differenzierbar, also existiert nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung für Funktionen in einer
Variable eine Zwischenstelle τ ∈ (0, |x1 − x0|) mit

g(|x1 − x0|)− g(0)

|x1 − x0| − 0
= g′(τ).

Wegen g′(τ) = ∂vf(x0 + τv) folgern wir daraufhin

f(x1)− f(x0) = g(|x1 − x0|)− g(0) = g′(τ)|x1 − x0|
= ∂vf(x0 + τv)|x1 − x0|,

was für ξ := x0 + τv ∈ [x0, x1] gerade die Behauptung in (i) ist. Die Aussage in (ii) ergibt sich nun
direkt, indem wir zuerst zu den Beträgen und dann zum Supremum der Richtungsableitung auf der
Verbindungslinie [x0, x1] übergehen.

Bemerkung 3.9.

(1) Die Aussage des Mittelwertsatzes ist für vektorwertige Funktionen f : U → RN mit N > 1 im
Allgemeinen falsch, da man zwar für jede einzelne Komponentenfunktion f1, . . . , fN eine geeignete
Zwischenstelle finden kann, diese jedoch nicht notwendigerweise übereinstimmen. Die Funktion
f : R → R2 mit f(x) = (cos(x), sin(x)) für x ∈ R erfüllt etwa f(2π) − f(0) = 0, jedoch gilt
f ′(x) = (− sin(x), cos(x)) 6= 0 für jedes x ∈ R.

(2) Die Aussage des Schrankensatzes hingegen gilt auch für vektorwertige Funktionen f : U → RN mit
N > 1, da in der Abschätzung nur das Supremum des Betrags der Richtungsableitungen eingeht.

Beweis von (2). Zu ε > 0 definieren wir L := sup{|∂vf(x)| : x ∈ [x0, x1]} und setzen

T := sup
{
t ∈ [0, |x1 − x0|] : |f(x0 + tv)− f(x0)| ≤ (L+ ε)t

}
.

Nun bemerken wir, dass das Supremum wohldefiniert ist mit T ∈ [0, |x1 − x0|] (da die Ungleichung
für t = 0 offensichtlich erfüllt ist) und es sogar ein Maximum ist (da beide Seiten der definierenden
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Ungleichung stetig von t abhängen). Wir wollen nun T = |x1 − x0| zeigen. Dazu nehmen wir für ein
Widerspruchsargument T < |x1 − x0| an. Da f bei x0 + Tv in Richtung v differenzierbar ist, finden wir
ein δ ∈ (0, |x1 − x0| − T ) mit der Eigenschaft∣∣f(x0 + (T + h)v)− f(x0 + Tv)− ∂vf(x0 + Tv)h

∣∣ < εh für alle h ∈ (0, δ).

Daraus schließen wir nach Definition von L dann |f(x0 + (T + h)v)− f(x0 + Tv)| ≤ (L+ ε)h, und aus
der Dreiecksungleichung folgt dann mithilfe der Definition von T

|f(x0 + (T + h)v)− f(x0)| ≤ |f(x0 + (T + h)v)− f(x0 + Tv)|+ |f(x0 + Tv)− f(x0)|
≤ (L+ ε)h+ (L+ ε)T = (L+ ε)(T + h).

Wegen h > 0 widerspricht dies der Maximimalität von T , also folgt T = |x1 − x0| und damit

|f(x1)− f(x0)| ≤ (L+ ε)|x1 − x0|.

Aus der Beliebigkeit von ε > 0 folgt nun die Behauptung des Schrankensatzes auch für RN -wertige
Funktionen.

Bisher haben wir für Funktionen in mehreren Veränderlichen mit der Richtungsableitung einen Ab-
leitungsbegriff eingeführt, der Informationen über Änderungsverhalten der Funktion in eine einzelne
Richtung widerspiegelt. Nun wollen wir zu einem Ableitungsbegriff kommen, der Informationen über
das Änderungsverhalten in seiner Gesamtheit beinhaltet und orientieren uns dabei an der Idee der Ap-
proximierbarkeit durch eine affine Funktion aus Lemma 3.1, die sich direkt auf Funktionen in mehreren
Variablen übertragen lässt.

Definition 3.10 (totale Ableitung). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge und f : U → RN eine Funktion.
Ist x0 ∈ U , so heißt f in x0 (total) differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung A ∈ L(Rn,RN ) gibt
mit

lim
x→x0

f(x)− f(x0)−A(x− x0)

|x− x0|
= 0.

In diesem Fall nennen wir die Abbildung A die (totale) Ableitung von f in x0 und bezeichnet sie
mit Df(x0). Ist Df(x0) für alle x0 ∈ U erklärt, so nennen wir f auf U (total) differenzierbar und
bezeichnen in diesem Fall die Abbildung Df : U → L(Rn,RN ) als die (totale) Ableitung von f .

Bemerkung 3.11.

(1) Da die totale Differenzierbarkeit einer Funktion f : U → RN über die Existenz des Grenzwerts
in RN definiert ist, sehen wir sofort, dass f genau dann in x0 total differenzierbar ist, falls jede
der Komponentenfunktionen f1, . . . , fN : U → R in x0 total differenzierbar ist.

(2) Die totale Differenzierbarkeitsbedingung von f in x0 kann man mit der Ersetzung x = x0 + v auch
äquivalent ausdrücken als

f(x0 + v) = f(x0) +Av + ϕ(v) für eine geeignete Funktion ϕ mit lim
v→0

ϕ(v)

|v| = 0.

Kürzer kann man dies mithilfe der Landau-Notation schreiben als

f(x0 + v) = f(x0) +Av + o(|v|) bei v → 0.

(3) Die lineare Abbildung A ∈ L(Rn,RN ) ist stets eindeutig (falls existent): ist Ã ∈ L(Rn,RN )
eine weitere lineare Abbildung mit der geforderten Eigenschaft, so folgt aus der Linearität von
A, Ã ∈ L(Rn,RN ) und mit Funktionen ϕ, ϕ̃ wie in (2)

(A− Ã)(v) = |v| lim
t→0

(A− Ã)(|t|v)

|tv| = |v| lim
t→0

ϕ̃(|t|v)− ϕ(|t|v)

|tv| = 0 für jedes v ∈ Rn \ {0}

und damit A = Ã.
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(4) Ist f differenzierbar in x0, dann sieht man aus der Umformung in (2) sofort f(x0 + v) → f(x0)
bei v → 0 und somit ist f insbesondere auch stetig in x0.

(5) Die Abbildung x 7→ f(x0) +A(x− x0) ist die beste affine Approximation von f in x0.

(6) Sind allgemeiner (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) zwei normierte Räume, U ⊂ X eine offene Teilmenge
und x0 ∈ U , so nennt man eine Funktion f : U → Y in x0 (Fréchet-)differenzierbar, falls es eine
stetige lineare Abbildung A ∈ L(X,Y ) gibt mit

lim
x→x0

‖f(x)− f(x0)−A(x− x0)‖Y
‖x− x0‖X

= 0.

In diesem Fall nennt man Df(x0) := A die (Fréchet-)Ableitung von f in x0.

Beispiel 3.12.

(i) Die affine Abbildung f : Rn → RN mit f(x) := Ax+b für alle x ∈ Rn, eine feste Matrix A ∈ RN×n
und einen festen Vektor b ∈ RN erfüllt f(x0 + v) = f(x0) + Av für alle x0, v ∈ Rn, also ist die
totale Ableitung von f konstant mit Df ≡ A (und entsprechend ϕ ≡ 0).

(ii) Die quadratische Funktion f : Rn → R mit f(x) = |x|2 für alle x ∈ Rn erfüllt

f(x0 + v) = (x0 + v) · (x0 + v) = x0 · x0 + 2x0 · v + v · v
= f(x0) + 2x0 · v + v · v

für alle x0, v ∈ Rn. Mit ϕ(v) = v · v und der Beobachtung limv→0 ϕ(v)/|v| = limv→0 |v| = 0
ergibt sich, dass die lineare Abbildung x 7→ 2x0 · x die totale Ableitung von f in x0 darstellt, also
Df(x0) = 2xT0 gilt.

Für die totale Ableitung können wir sofort die algebraischen Rechenregeln für Linearkombinationen
und Produkte von Funktionen ablesen.

Lemma 3.13 (Rechenregeln für totale Ableitungen). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, f, g : U → R

Funktionen, die in einer Stelle x0 ∈ U total differenzierbar sind, und λ, µ ∈ R. Dann gelten:

(i) Linearität: die Funktion λf + µg : U → R ist in x0 total differenzierbar mit

D(λf + µg)(x0) = λDf(x0) + µDg(x0),

(ii) Produktregel: die Funktion fg : U → R ist in x0 total differenzierbar mit

D(fg)(x0) = g(x0)Df(x0) + f(x0)Dg(x0).

Der folgende wichtige Satz stellt den Zusammenhang zwischen totaler Ableitung und den partiellen
Ableitungen einer Funktion her.

Satz 3.14 (Darstellung der totalen Ableitung durch partielle Ableitungen). Es sei U ⊂ Rn eine offene
Menge und f : U → RN eine Funktion.

(i) Ist f in einem Punkt x0 ∈ U total differenzierbar, so wird die totale Ableitung von f durch
die Jacobi-Matrix dargestellt, d.h. Df(x0) = Jf (x0), und f ist in x0 in jede Richtung v ∈ Rn
differenzierbar mit

∂vf(x0) = Df(x0)v.

Insbesondere gilt damit in Koordinatenschreibweise die Beziehung ∂vf(x0) =
∑n
j=1 ∂jf(x0)vj.

(ii) Ist f auf U partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen ∂1f, . . . , ∂nf in einem
Punkt x0 ∈ U stetig, so ist f in x0 total differenzierbar mit Df(x0) = Jf (x0).
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Beweis.

(i) Aus der totalen Differenzierbarkeit von f in x0 mit Df(x0) ∈ L(Rn,RN ) folgt für jede Richtung
v ∈ Rn

∂vf(x0) = lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)

h

= lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)−Df(x0)(hv)

h
+Df(x0)v

= lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)−Df(x0)(hv)

|hv|
|hv|
h

+Df(x0)v = Df(x0)v.

Insbesondere gilt damit für die partiellen Ableitungen ∂jf(x0) = Df(x0)ej für j ∈ {1, . . . , n},
woraus sich unmittelbar ergibt, dass Df(x0) durch die Jacobi-Matrix Jf (x0) dargestellt wird.

(ii) Da f partiell differenzierbar ist, ist die Jabobi-Matrix Jf (x0) ∈ L(Rn,RN ) wohldefiniert, und wir
werden nun verifizieren, dass

A := Jf (x0)

die totale Ableitung von f in x0 ist. Dazu fixieren wir wegen der Offenheit von U zunächst δ > 0
mit Bδ(x0) ⊂ U und wählen dann ein beliebiges v ∈ Rn mit |v| < δ, d.h. mit x0 + v ∈ Bδ(x0).
Zu v definieren wir Punkte x(0), x(1), . . . , x(n) ∈ Bδ(x0) mittels

x(k) := x0 +

k∑
j=1

vjej für k ∈ {0, 1, . . . , n},

was gerade die Punkte eines Streckenzuges definiert, der x0 := x(0) mit x0 + v = x(n) verbindet
und für die sich die Punkte x(k−1) und x(k) wegen x(k)−x(k−1) = vkek jeweils nur in der k-ten Ko-
ordinate unterscheiden. Indem wir die Definition von A als Jacobi-Matrix Jf (x0) berücksichtigen
und eine Teleskopsumme bilden, können wir die Differenz f(x0 + v)− f(x0)−Av ausdrücken als

f(x0 + v)− f(x0)−Av =

n∑
k=1

[
f(x(k))− f(x(k−1))

]
−

n∑
k=1

∂kf(x0)vk.

Wir betrachten nun eine beliebige Komponentenfunktion fi mit i ∈ {1, . . . , N}. Mithilfe der
partiellen Differenzierbarkeit von fi auf U und des Mittelwertsatzes 3.8 finden wir zu jedem k ∈
{1, . . . , n} eine Stelle ξi,k ∈ [x(k−1), x(k)] mit

fi(x
(k))− fi(x(k−1)) = ∂kfi(ξ

i,k)vk.

Aus den letzten beiden Identitäten und der Hölder-Ungleichung folgt nun die Abschätzung∣∣fi(x0 + v)− fi(x0)− (Av)i
∣∣ =

∣∣∣ n∑
k=1

[
fi(x

(k))− fi(x(k−1))
]
−

n∑
k=1

∂kfi(x0)vk

∣∣∣
=
∣∣∣ n∑
k=1

[
∂kfi(ξ

i,k)− ∂kfi(x0)
]
vk

∣∣∣
≤ |v|

( n∑
k=1

∣∣∂kfi(ξi,k)− ∂kfi(x0)
∣∣2) 1

2

.

Beachten wir ξi,k ∈ Bδ(x0) wegen ξi,k ∈ [x(k−1), x(k)] und x(k−1), x(k) ∈ Bδ(x0) sowie die Stetigkeit
der partiellen Ableitungen in x0, so folgt

∣∣∂kfi(ξi,k)− ∂kfi(x0)
∣∣→ 0 bei v → 0 und damit wegen

der Beliebigkeit von i ∈ {1, . . . , N}

lim
v→0

f(x0 + v)− f(x0)−Av
|v| = 0,

was die behauptete totale Differenzierbarkeit von f in x0 mit Ableitung A = Jf (x0) zeigt.
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Bemerkung 3.15.

(1) Mit Satz 3.14 wissen wir über partielle und totale Differenzierbarkeit einer Funktion f : U → RN

insbesondere die beiden Implikationen

f ist partiell stetig differenzierbar ⇒ f ist total differenzierbar,

f ist total differenzierbar ⇒ f ist partiell differenzierbar.

(2) Damit gibt es nun eine klare Strategie, wie man eine Funktion auf totale Differenzierbarkeit unter-
suchen kann: man überprüft zunächst die partielle Differenzierbarkeit. Ist diese gegeben, so ist die
Jacobi-Matrix der einzige mögliche Kandidat für die totale Ableitung. Sind die partiellen Ablei-
tungen stetig, so ist die totale Differenzierbarkeit bereits gewährleistet, und andernfalls muss man
gesondert überprüfen, ob die Jacobi-Matrix die Bedingung der totalen Ableitung erfüllt.

Warnung. Die Rückrichtungen der obigen Implikationen gelten im Allgemeinen nicht. Insbesondere
muss eine Funktion f : U → RN nicht total differenzierbar sein, auch wenn alle partiellen Ableitungen
existieren! Dies ist etwa für die Funktion aus Beispiel 3.6 (iii) der Fall: hier hängt die partielle Ableitung
im Ursprung nicht linear von der Richtung v ab, also kann f dort nicht total differenzierbar sein, da
man sonst ∂vf(0) = Df(0)v und damit Linearität der partiellen Ableitung in v hätte.

Mithilfe des letzten Satzes erhalten wir nun auch eine
erste geometrische Interpretation des Gradienten.

Korollar 3.16 (Gradient als Richtung des steilsten
Anstiegs). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge und
f : U → R eine skakarwertige Funktion. Ist f in einem
Punkt x0 ∈ U total differenzierbar, so gibt der Gradi-
ent ∇f(x0) die Richtung und den Betrag des steilsten
Anstiegs von f bei x0 an.

x1

x2

y(x1, x2) 7→ f(x1, x2)

∇f(x0)

x0

Beweis. Aufgrund von Satz 3.14 gilt für die Ableitung von f in eine Richtung v ∈ Rn mit |v| = 1

lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)

h
= ∂vf(x0) = Df(x0)v = ∇f(x0) · v.

Im Fall ∇f(x0) 6= 0 ist diese genau dann maximal, wenn v und ∇f(x0) parallel und gleichgerichtet sind,
also für v = ∇f(x0)/|∇f(x0)|, und dann ist der Betrag des Anstiegs gerade ∇f(x0) · v = |∇f(x0)|.

Wir halten außerdem noch eine einfache Konsequenz des Schrankensatzes fest.

Korollar 3.17 (Konstanzsatz). Es sei U ⊂ Rn eine offene, zusammenhängende Menge. Ist f : U → R

eine Funktion, die auf ganz U total differenzierbar ist mit Df ≡ 0, so ist f konstant auf U .

Beweis. Wir folgern aus Satz 3.14 zunächst, dass ∂vf(x) = Df(x)v = 0 für jedes x ∈ U und v ∈ Rn
gilt. Zu beliebigem x0 ∈ U existiert wegen der Offenheit von U ein δ > 0 mit Bδ(x0) ⊂ U . Für jedes
x1 ∈ Bδ(x0) folgt nun aus dem Schrankensatz 3.8 f(x0) = f(x1), also ist f auf Bδ(x0) konstant. Da
x0 ∈ U beliebig war, ist f somit lokal konstant auf U . Da U eine zusammenhängende Menge ist, folgt
schließlich mit dem verallgemeinerten Zwischenwertsatz 2.76, dass f konstant auf ganz U ist.

Als nächstes zeigen wir als weitere Rechenregel für totale Ableitungen die allgemeine Kettenregel.

Satz 3.18 (Kettenregel). Es seien U ⊂ Rn, V ⊂ RN offene Mengen, f : U → V eine Funktion, die
differenzierbar in einem Punkt x0 ∈ U ist und h : V → RM eine Funktion, die differenzierbar im Punkt
f(x0) ∈ V ist. Dann ist die Funktion h ◦ f : U → RM differenzierbar in x0 mit

D(h ◦ f)(x0) = Dh(f(x0))Df(x0).
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Beweis. Nach Voraussetzung der totalen Differenzierbarkeit von f in x0 und h in f(x0) haben wir

f(x0 + u) = f(x0) +Df(x0)u+ ϕf (u) für alle u ∈ Rn mit x0 + u ∈ U,
h(f(x0) + v) = h(f(x0)) +Dh(f(x0))v + ϕh(v) für alle v ∈ RN mit f(x0) + v ∈ V,

mit geeigneten Funktionen ϕf , ϕh mit

lim
u→0

ϕf (u)

|u| = 0 und lim
v→0

ϕh(v)

|v| = 0.

Betrachten wir nun u ∈ Rn mit x0 + u ∈ U wie in der ersten Identität, so können wir die Wahl
v = Df(x0)u+ ϕf (u)(= f(x0 + u)− f(x0)) in der zweiten Identität treffen und erhalten

h(f(x0 + u)) = h(f(x0) +Df(x0)u+ ϕf (u))

= h(f(x0)) +Dh(f(x0))Df(x0)u+Dh(f(x0))ϕf (u) + ϕh(Df(x0)u+ ϕf (u))

= h(f(x0)) +Dh(f(x0))Df(x0)u+ ψ(u)

mit ψ(u) := Dh(f(x0))ϕf (u) + ϕh(Df(x0)u+ ϕf (u)). Für die so definiert Funktion ψ haben wir

lim
u→0

ψ(u)

|u| = Dh(f(x0)) lim
u→0

ϕf (u)

|u| + lim
u→0

ϕh(Df(x0)u+ ϕf (u))

|Df(x0)u+ ϕf (u)|
|Df(x0)u+ ϕf (u)|

|u| = 0,

denn nach Annahme an ϕf verschwindet der zweite Faktor im ersten Term und zudem gilt auch
Df(x0)u + ϕf (u) → 0 im Limes u → 0, und beim zweiten Term verschwindet damit der erste Fak-
tor im Limes u→ 0 nach Annahme an ϕh, während der zweite Faktor beschränkt bleibt.

Warnung. Die Kettenregel gilt im Allgemeinen nicht, wenn die verketteten Funktionen nur partiell
differenzierbar sind.

Korollar 3.19 (Kettenregel für Richtungsableitungen). Es seien U ⊂ Rn, V ⊂ RN offene Mengen,
f : U → V eine Funktion, die differenzierbar in einem Punkt x0 ∈ U ist und h : V → RM eine Funktion,
die differenzierbar im Punkt f(x0) ∈ V ist. Für die Ableitung von h ◦ f in x0 in Richtung v ∈ Rn gilt
dann

∂v(h ◦ f)(x0) = ∂wh(f(x0)) mit w := ∂vf(x0) = Df(x0)v.

Insbesondere gilt für die partiellen Ableitungen mit k ∈ {1, . . . , n}

∂k(h ◦ f)(x0) =

N∑
j=1

∂jh(f(x0))∂kfj(x0).

Beweis. Mit Satz 3.14, der Kettenregel in Satz 3.18 sowie der Definition w = Df(x0)v erhalten wir für
die Richtungsableitung ∂v(h ◦ f)(x0) die gewünschte Darstellung:

∂v(h ◦ f)(x0) = D(h ◦ f)(x0)v = Dh(f(x0))Df(x0)v = Dh(f(x0))w = ∂wh(f(x0)).

Für die Darstellung der partiellen Ableitung wählen wir v = ek und erhalten somit w = ∂kf(x0). Die
angegebene Formel folgt nun aus der Durchführung der Matrizenmultiplikation mit

∂k(h ◦ f)(x0) = Dh(f(x0))∂kf(x0) =

N∑
j=1

∂jh(f(x0))∂kfj(x0).

Beispiel 3.20 (Ableitung in Polarkoordinaten). Die Abbildung f : R2 → R2 definiert durch

(x1, x2) = f(r, ϕ) := (r cos(ϕ), r sin(ϕ))
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stellt die Transformation von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten dar, wobei r =
√
x2

1 + x2
2 der

euklidischen Abstand von (x1, x2) zum Ursprung und ϕ der (in mathematisch positiven Sinn orientierte)
Winkel zur x1-Achse ist. Für diese Abbildung existieren die partiellen Ableitungen, die Jacobi-Matrix

Jf (r, ϕ) =

(
cos(ϕ) −r sin(ϕ)
sin(ϕ) r cos(ϕ)

)
.

ist stetig, und damit ist f total differenzierbar mit Ableitung Df(r, ϕ) = Jf (r, ϕ).
Ist nun eine total differenzierbare Funktion h : R2 → RN in kartesischen Koordinaten (x1, x2) gege-

ben, so entspricht die Abbildung

(h ◦ f)(r, ϕ) = h(r cos(ϕ), r sin(ϕ))

gerade ihrer Darstellung in Polarkoordinaten. Über die Kettenregel gewinnt man nun die totale Ablei-
tung von h ◦ f als

D(h ◦ f)(r, ϕ) = Dh(f(r, ϕ))Df(r, ϕ)

und die partiellen Ableitungen als

∂r(h ◦ f)(r, ϕ) = ∂x1
h(f(r, ϕ))∂rf1(r, ϕ) + ∂x2

h(f(r, ϕ))∂rf2(r, ϕ)

= ∂x1
h(f(r, ϕ)) cos(ϕ) + ∂x2

h(f(r, ϕ)) sin(ϕ),

∂ϕ(h ◦ f)(r, ϕ) = ∂x1
h(f(r, ϕ))∂ϕf1(r, ϕ) + ∂x2

h(f(r, ϕ))∂ϕf2(r, ϕ)

= −∂x1
h(f(r, ϕ))r sin(ϕ) + ∂x2

h(f(r, ϕ))r cos(ϕ).

Aus der Kettenregel können wir außerdem noch eine Darstellung für die totale Ableitung der Umkehr-
funktion f−1 einer in einem Punkt x0 differenzierbaren Funktion f folgern, falls die Differenzierbarkeit
von f−1 in f(x0) vorausgesetzt wird (als hinreichendes Kriterium für die lokale Existenz und Differen-
zierbarkeit der Umkehrfunktion werden wir später in Satz 3.62 die Invertierbarkeit der Matrix Df(x0)
kennenlernen).

Korollar 3.21 (Darstellungsformel für die Ableitung der Umkehrfunktion). Es seien U, V ⊂ Rn offene
Mengen und f : U → V eine bijektive Abbildung. Ist f an einer Stelle x0 ∈ U differenzierbar und ist
ihre Umkehrfunktion f−1 an der Stelle f(x0) ∈ V , so gilt

D(f−1)(f(x0)) = (Df(x0))−1,

wobei (Df(x0))−1 die zu Df(x0) inverse lineare Abbildung bezeichnet.

Beweis. Nach Voraussetzung gelten f−1 ◦f = IdU (und auch f ◦f−1 = IdV ), und damit haben wir, dass
D(f−1 ◦ f) auf U gerade die Einheitsmatrix 1n×n ist. Aus der Kettenregel aus Satz 3.18 angewandt auf
f−1 ◦ f folgern wir wegen der angenommenen Differenzierbarkeit von f in x0 und von f−1 in f(x0)

1n×n = D(f−1)(f(x0))Df(x0),

was die Invertierbarkeit von Df(x0) sowie die angegebene Formel für die Ableitung D(f−1) in f(x0)
impliziert.

Abschließend überlegen wir uns noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes aus Satz 3.8, wobei
nun nicht mehr entlang einer Gerade differenziert wird, sondern entlang einer stetig differenzierbaren
Kurve.

Lemma 3.22 (Mittelwertsatz II). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, f : U → R eine differenzierbare
Funktion mit stetiger Ableitung, a < b und γ : [a, b]→ U eine stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt

f(γ(b))− f(γ(a)) =

∫ b

a

Df(γ(t))γ′(t) dt.
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Beweis. Aus Kettenregel aus Satz 3.18 folgern wir zunächst, dass die Abbildung f ◦ γ : [a, b]→ R diffe-
renzierbar ist mit stetiger Ableitung (f ◦γ)′(t) = Df(γ(t))γ′(t). Daher folgt die Behauptung unmittelbar
aus dem Hauptsatz 1.39 der Differential- und Integralrechnung

f(γ(b))− f(γ(a)) =

∫ b

a

d

dt
f(γ(t)) dt =

∫ b

a

Df(γ(t))γ′(t) dt.

3.2 Ableitungen höherer Ordnung

Auch für Funktionen in mehreren unabhängigen Variablen kann man Differenzierbarkeitskonzepte iterie-
ren und so Ableitungen höherer Ordnung einführen. Wir überlegen uns dies zunächst im Fall partieller
Ableitungen.

Definition 3.23 (höhere partielle Ableitungen). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, f : U → RN eine
Funktion und k ∈ N.

(i) Wir bezeichnen die Abbildung f als zweimal partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitun-
gen ∂if für i ∈ {1, . . . , n} auf U existieren und selbst partiell differenzierbar sind, also falls die
partiellen Ableitungen

∂j∂if := ∂j(∂if) : U → RN

für alle i, j ∈ {1, . . . , n} existieren. Rekursiv bezeichnen wir f als (k+ 1)-mal partiell differenzier-
bar, falls alle partiellen Ableitungen ∂i1 . . . ∂ikf für i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} auf U existieren und
selbst partiell differenzierbar sind.

(ii) Wir bezeichnen die Abbildung f als k-mal stetig partiell differenzierbar, falls sie k-fach partiell
differenzierbar ist und alle Ableitungen ∂i1f, . . . , ∂i`f der Ordnung ` ≤ k stetig sind. Den Raum
aller k-mal stetig partiell differenzierbarer Funktionen notieren wir mit

Ck(U,RN ) :=
{
f : U → RN : f ist k-mal stetig partiell differenzierbar

}
.

Ferner setzen wir

C0(U,RN ) := C(U,RN ) und C∞(U,RN ) :=
⋂
k∈N

Ck(U,RN ).

Funktionen in C∞(U,RN ) nennen wir auch unendlich oft differenzierbar oder glatt. Im skalaren
Fall N = 1 schreiben wir typischerweise C0(U), Ck(U), C∞(U) anstelle von C0(U,R), Ck(U,R),
C∞(U,R).

Grundsätzlich können zweite (oder auch höhere) partielle Ableitungen von der Reihenfolge der par-
tiellen Ableitungen abhängen. Sind diese jedoch stetig, so kommutieren die partiellen Differentialopera-
toren und ihre Reihenfolge spielt keine Rolle.

Satz 3.24 (Schwarz). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, i, j ∈ {1, . . . , n} und f : U → RN eine
Funktion, deren erste partielle Ableitungen ∂if , ∂jf und zweite partielle Ableitungen ∂i∂jf , ∂j∂if auf U
existieren. Sind ∂i∂jf und ∂j∂if in einem Punkt x0 ∈ U stetig, so gilt

∂j∂if(x0) = ∂i∂jf(x0).

Beweis. Wir überlegen uns zunächst, dass wir uns auf eine einfachere Situation beschränken können:
indem wir die einzelnen Komponentenfunktionen betrachten, dürfen wir ohne Einschränkung annehmen,
dass f eine skalarwertige Funktion ist, alsoN = 1 gilt, und durch eine Verschiebung im Argument können
wir x0 = 0 erreichen. Da der Fall i = j trivial ist und für i 6= j alle Differenzenquotienten in der von ei
und ej aufgespannten Ebene gebildet werden, dürfen wir uns außerdem auf den zweidimensionalen Fall
n = 2 beschränken und i = 1, j = 2 annehmen.
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Um in dieser Situation ∂2∂1f(0, 0) = ∂1∂2f(0, 0) zu zeigen, betrachten wir im Folgenden ein hinrei-
chend kleines δ > 0 mit Bδ(0) ⊂ U in (R2, ‖ · ‖∞) (also Bδ(0) = (−δ, δ)2) und einen beliebigen Punkt
(x1, x2) ∈ Bδ(0). Wir betrachten nun die Funktion gx1 : (−δ, δ)→ R definiert durch

gx1(t) := f(x1, t)− f(0, t) für t ∈ (−δ, δ).

Mithilfe des (eindimensionalen) Mittelwertsatzes der Differentialrechnung finden wir für gx1
einen Punkt

ξ2 ∈ R zwischen 0 und x2, so dass

gx1
(x2)− gx1

(0) = x2g
′
x1

(ξ2)

gilt, was nach Definition von gx1 sowie mit g′x1
(t) = ∂2f(x1, t)− ∂2f(0, t) gerade

f(x1, x2)− f(0, x2)− f(x1, 0) + f(0, 0) = x2

[
∂2f(x1, ξ2)− ∂2f(0, ξ2)

]
(3.1)

bedeutet. Nun wenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung erneut an, und zwar auf die
Funktion hξ2 : (−δ, δ)→ R definiert durch

hξ2(t) := ∂2f(t, ξ2) für t ∈ (−δ, δ).

Dies liefert uns einen Punkt η1 ∈ R zwischen 0 und x1 mit

hξ2(x1)− hξ2(0) = x1h
′
ξ2(η1) ⇔ ∂2f(x1, ξ2)− ∂2f(0, ξ2) = x1∂1∂2f(η1, ξ2),

wobei wir für die Äquivalenzumformung h′ξ2(t) = ∂1∂2f(t, ξ2) ausgenutzt haben. Setzen wir diese Iden-
tität in (3.1) ein, erhalten wir schließlich

f(x1, x2)− f(0, x2)− f(x1, 0) + f(0, 0) = x2x1∂1∂2f(η1, ξ2).

Nun vertauschen wir die Rolle von x1 und x2 und finden so einen Punkt ξ1 ∈ R zwischen 0 und x1 und
einen Punkt η2 ∈ R zwischen 0 und x2 mit

f(x1, x2)− f(x1, 0)− f(0, x2) + f(0, 0) = x1x2∂2∂1f(ξ1, η2).

Vergleichen wir die letzten beiden Formeln, bekommen wir

∂1∂2f(η1, ξ2) = ∂2∂1f(ξ1, η2)

für x1, x2 6= 0. Betrachten wir nun den Limes (R \ {0})2 3 (x1, x2)→ 0, so folgt ξ1, ξ2, η1, η2 → 0, und
mit der (Folgen-Charakterisierung der) Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen in (0, 0) gilt dann
wie behauptet

∂1∂2f(0, 0) = ∂2∂1f(0, 0).

Bemerkung 3.25.

(1) Tatsächlich gilt sogar die etwas stärkere Aussage, dass aus der Existenz der partiellen Ableitungen
∂if , ∂jf , ∂i∂jf auf U sowie der Stetigkeit von ∂i∂jf in einem Punkt x0 ∈ U die Existenz der
partiellen Ableitung ∂j∂if in x0 mit ∂j∂if(x0) = ∂i∂jf(x0) folgt.

(2) Existieren zwar die zweiten partiellen Ableitungen, sind jedoch nicht stetig, so vertauschen die
Ableitungen nicht notwendigerweise, wie das nachfolgende Beispiel 3.26 zeigt.

Beispiel 3.26 (von Peano (1884) zur Nichtvertauschbarkeit zweiter partieller Ableitungen). Für die
Funktion f : R2 → R, definiert als

f(x1, x2) :=

{
x1x2

x2
1−x2

2

x2
1+x2

2
falls (x1, x2) 6= (0, 0),

0 falls (x1, x2) = (0, 0),
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berechnet man zunächst die ersten partiellen Ableitungen als

∂1f(x1, x2) :=

{
x2

x2
1−x2

2

x2
1+x2

2
+ x1x2

4x1x
2
2

(x2
1+x2

2)2
falls (x1, x2) 6= (0, 0),

0 falls (x1, x2) = (0, 0),

∂2f(x1, x2) :=

{
x1

x2
1−x2

2

x2
1+x2

2
+ x1x2

4x2
1x2

(x2
1+x2

2)2
falls (x1, x2) 6= (0, 0),

0 falls (x1, x2) = (0, 0).

Für die zweiten partiellen Ableitungen im Ursprung zeigt man dann

∂2∂1f(0, 0) = lim
h→0

∂1f(0, h)− ∂1f(0, 0)

h
= −1,

∂1∂2f(0, 0) = lim
h→0

∂2f(h, 0)− ∂2f(0, 0)

h
= 1,

also vertauschen diese zweiten partiellen Ableitungen nicht. Es lässt sich auch leicht nachrechnen, dass
die zweiten partiellen Ableitungen unstetig im Ursprung sind, also ist die Stetigkeit der zweiten parti-
ellen Ableitungen eine notwendige Voraussetzung für die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen im
Satz 3.24 von Schwarz.

Bei skalarwertigen, zweimal partiell differenzierbaren Funktionen kann man alle zweiten partiellen
Ableitungen in einer Matrix, der Hesse-Matrix, notieren.

Definition 3.27. Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, x0 ∈ U und f : U → R eine zweimal partiell
differenzierbare Funktion. Dann bezeichnen wir die (n× n)-Matrix

Hf (x0) :=

∂1∂1f(x0) · · · ∂n∂1f(x0)
...

. . .
...

∂1∂nf(x0) · · · ∂n∂nf(x0)


als die Hesse-Matrix von f in x0.

Bemerkung 3.28.

(1) Sind die zweiten partiellen Ableitungen in x0 sogar stetig, so können wir aus Satz 3.24 von Schwarz
folgern, dass die Hesse-Matrix Hf (x0) symmetrisch ist.

(2) Die Hesse-Matrix ist ein mehrdimensionales Analogon der zweiten Ableitung einer Funktion auf R
und hat etwa für die Kurvendiskussion auch eine geometrische Bedeutung (insbesondere für die
Untersuchung einer Funktion auf Vorliegen und Art lokaler Extrema, vgl. Kapitel 3.4, oder auf
Konvexität).

Induktiv erhalten wir aus dem Satz 3.24 von Schwarz, dass für jede k-mal stetig partiell differenzier-
bare Funktion alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k vertauscht werden können und es damit
nicht auf die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ankommt.

Korollar 3.29 (Vertauschbarkeit höherer partieller Ableitungen). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge
und f ∈ Ck(U,RN ) für ein k ≥ 2. Sind i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}, so kommt es bei der Berechnung von
∂i1 . . . ∂ikf nicht auf die Reihenfolge der Differentialoperatoren an, d.h. es gilt

∂i1 . . . ∂ikf = ∂iσ(1) . . . ∂iσ(k)f auf U

für jede Permutation σ der Zahlen {1, . . . , k}.
Insbesondere können wir für jede Funktion aus Ck(U,RN ) die partiellen Ableitungen nach Richtun-

gen sortieren und für ` ≤ k und j ∈ {1, . . . , n}
∂`j := ∂j . . . ∂j︸ ︷︷ ︸

`-mal

schreiben. Mithilfe von Multiindizes kann man so eine praktische Schreibweise für allgemeine partielle
Ableitungen höherer Ordnung einführen.
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Definition 3.30 (Multiindex-Schreibweise für Polynome und Differentialoperatoren). Es sei n ∈ N.

(i) Wir bezeichnen ein n-Tupel α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 als Multiindex und definieren seine Ordnung
|α| ∈ N0 und sein Fakultät α! ∈ N als

|α| := α1 + . . .+ αn und α! := α1! · . . . · αn!.

Ist β ∈ Nn0 ein weiterer Multiindex, so schreiben wir α ≤ β, falls αj ≤ βj für alle j ∈ {1, . . . , n}
gilt.

(ii) Für einen Vektor x ∈ Rn und einen Multiindex α ∈ Nn0 setzen wir

xα := xα1
1 . . . xαnn

und bezeichnen die Funktion x 7→ xα auch als Monom. Allgemeiner nennen wir für k ∈ N0 eine
Funktion p : Rn → R der Form

p(x) =
∑
|α|≤k

aαx
α

mit Koeffizienten aα ∈ R für α ∈ Nn0 mit |α| ≤ k, so dass aα 6= 0 für ein α ∈ Nn0 mit |α| = k gilt,
ein Polynom vom Grad k.

(iii) Für eine offene Menge U ⊂ Rn und einen Multiindex α ∈ Nn0 definieren wir auf C |α|(U,RN ) den
Differentialoperator ∂α mittels

∂αf := ∂α1
1 . . . ∂αnn f für f ∈ C |α|(U,RN ).

Bemerkung 3.31. Mit der Multiindexschreibweise kann man Ableitungsregel zum Teil sehr kurz und
als direkte Verallgemeinerung der Differentiation in nur einer Veränderlichen schreiben. Beispielsweise
gilt für Monome xα die Regel

∂αxβ =

{
β!

(α−β)!x
β−α falls α ≤ β,

0 sonst.

Nachdem wir höhere partielle Ableitungen kennengelernt haben, wollen wir noch kurz ohne Beweise
skizzieren, wie man auch höhere totale Ableitungen einführen kann und in welchem Zusammenhang
diese mit höheren partiellen Ableitungen stehen. Höhere totale Ableitungen werden wie höhere partielle
Ableitungen ebenfalls iterativ definiert, jedoch benötigt man hierzu den Begriff der multilinearen Abbil-
dung. Schon im Fall der zweiten totalen Ableitung einer Funktion f : U ⊂ Rn → RN muss man nämlich
Differenzierbarkeit der totalen Ableitung Df : U → L(Rn,RN ) verlangen, und dementsprechend ist die
zweite totale Ableitung D2f = D(Df) eine Abbildung in L(Rn, L(Rn,RN )), die bei Evaluation in zwei
Vektoren v1, v2 ∈ Rn einen Vektor in RN zurückliefert. Für k-te totale Differenzierbarkeit sollte entspre-
chend Dkf eine Abbildung in L(Rn, L(Rn, . . . , L(Rn,RN ) · · · )) sein, die bei Evaluation in k Vektoren
v1, . . . , vk ∈ Rn einen Vektor in RN zurückliefert. Die Abhängigkeit in diesen Vektoren ist jeweils linear
und daher möchte man Dkf als eine k-multilineare Abbildung in folgendem Sinn auffassen:

Definition 3.32 (multilineare Abbildung). Es sei k ∈ N.

(i) Eine Abbildung ϕ : (Rn)k → RN mit der Eigenschaft, dass vj 7→ ϕ(v1, . . . , vk) eine lineare Ab-
bildung von Rn nach RN für jedes j ∈ {1, . . . , k} und alle v1, . . . , vk ∈ Rn ist, nennen wir eine
k-(multi)lineare Abbildung von Rn nach RN . Die Menge aller k-linearen Abbildungen von Rn

nach RN notiert man auch mit Lk(Rn,RN ).

(ii) Eine k-lineare Abbildung ϕ ∈ Lk(Rn,RN ) nennen wir

• symmetrisch, falls
ϕ(v1, . . . , vk) = ϕ(vσ(1), . . . , vσ(k))

für alle Vektoren v1, . . . , vk ∈ Rn und jede Permutation σ der Zahlen {1, . . . , k} gilt,
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• alternierend, falls ϕ(v1, . . . , vk) = 0 für alle Vektoren v1, . . . , vk ∈ Rn gilt, die vi = vj für
zwei geeignete Indizes i 6= j ∈ {1, . . . , k} erfüllen.

Bemerkung 3.33.

(1) Für k ∈ N können wir den Raum L(Rn, Lk(Rn,RN )) mit Lk+1(Rn,RN ) identifizieren. Diese
Identifikation erfolgt induktiv, und für den Induktionsanfang k = 1 überlegt man sich hierzu: ist
A ∈ L(Rn, L(Rn,RN )) gegeben, so wird durch ϕA : Rn ×Rn → RN mit ϕA(v1, v2) := (A(v1))(v2)
für alle v1, v2 ∈ Rn eine Abbildung in L2(Rn,RN ) definiert; ist umgekehrt ϕ ∈ L2(Rn,RN )
gegeben, so wird durch Aϕ mit (Aϕ(v1))(v2) := ϕ(v1, v2) für alle v1, v2 ∈ Rn eine Abbildung in
L(Rn, L(Rn,RN )) definiert.

(2) Den Raum Lk(Rn,RN ) kann man mit der Operator-Norm ausstatten, definiert als

‖ϕ‖Lk(Rn,RN ) := inf
{
C > 0: |ϕ(v1, . . . , vk)| ≤ C|v1| · . . . · |vk| für alle v1, . . . , vk ∈ Rn

}
für ϕ ∈ Lk(Rn,RN ), vgl. Bemerkung 2.69. Folglich kann man Lk(Rn,RN ) als einen normierten
Raum auffassen.

Definition 3.34 (Höhere totale Ableitungen). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, f : U → RN eine
Funktion und k ∈ N. Wir bezeichnen die Abbildung f als zweimal (total) differenzierbar, falls f diffe-
renzierbar auf U ist und die Ableitung Df : U → L(Rn,RN ) selbst differenzierbar ist. In diesem Fall
definieren wir D2f := D(Df) : U → L2(Rn,RN ). Rekursiv bezeichnen wir f als (k + 1)-mal (total)
differenzierbar, falls f k-mal differenzierbar auf U ist und Dkf : U → Lk(Rn,RN ) selbst differenzierbar
ist. In diesem Fall definieren wir Dk+1f := D(Dkf) : U → Lk+1(Rn,RN ).

Induktiv und mithilfe von Korollar 3.29 kann man sich den folgenden wichtigen Zusammenhang zwi-
schen höheren totalen und partiellen Ableitungen überlegen, der eine Verallgemeinerung von Satz 3.14
darstellt.

Lemma 3.35. Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, f : U → RN eine Funktion und k ∈ N.

(i) Ist f k-mal total differenzierbar, so ist f auch k-mal partiell differenzierbar und Dkf wird durch

Dkf(x0)(ei1 , . . . , eik) = ∂i1 . . . ∂ikf(x0) für alle x0 ∈ U

und jede Wahl von i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} vollständig bestimmt.

(ii) Ist f ∈ Ck(U,RN ), so ist f k-mal total differenzierbar und Dkf(x0) ∈ Lk(Rn,RN ) ist für jedes
x0 ∈ U symmetrisch.

Bemerkung 3.36. Ist f ∈ Ck(U,RN ), x0 ∈ U und sind v1, . . . , vk ∈ Rn Vektoren mit Koordinaten-
darstellung vj = (v1,j , . . . , vn,j)

T für j ∈ {1, . . . , k}, so folgt aus Lemma 3.35 wegen der Multilinearität
von Dkf(x0) die Identität

Dkf(x0)(v1, . . . , vk) =

n∑
i1,...,ik=1

∂i1 . . . ∂ikf(x0)vi1,1 . . . vik,k.

3.3 Taylor-Approximation

Wir beschäftigen uns nun mit der lokalen Approximation von allgemeinen (hinreichend regulären) Funk-
tionen durch Polynome (die man sehr leicht auswerten kann).
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Taylor-Approximation im Eindimensionalen. Wir betrachten zunächst den Fall von Funktionen
im Eindimensionalen und erinnern hier an den Begriff des Taylorpolynoms aus der Analysis I:

Definition 3.37 (Taylorpolynom und Taylorreihe für Funktionen in einer Variable). Es sei I ⊂ R ein
Intervall und x0 ∈ I. Für k ∈ N0 und eine Funktion f ∈ Ck(I) nennen wir das Polynom Tk[f, x0] : R→
R definiert durch

Tk[f, x0](x) :=

k∑
j=0

1

j!
f (j)(x0)(x− x0)j für x ∈ R

das Taylorpolynom der Ordnung k von f mit Entwicklungspunkt x0 und die Funktion Rk+1[f, x0] : I →
R definiert durch

Rk+1[f, x0](x) := f(x)− Tk[f, x0](x) für x ∈ I
das Restglied der Ordnung k von f in x0. Ist f ∈ C∞(I), so definieren wir die Taylorreihe von f in x0

als die (formale) Reihe

T [f, x0](x) :=

∞∑
j=0

1

j!
f (j)(x0)(x− x0)j für x ∈ R.

Bemerkung 3.38.

(1) Das Taylorpolynom der Ordnung 0 ist konstant mit dem Wert von f im Entwicklungspunkt x0,
und das Taylorpolynom der Ordnung 1 ist die Tangente an den Graphen von f an x0.

(2) Alle Ableitungen einer Funktion f ∈ Ck(I) und seines Taylorpolynoms Tk[f, x0] mit Entwicklungs-
punkt x0 ∈ I stimmen bis zur Ordnung k in x0 überein, d.h.

f (j)(x0) = T
(j)
k [f, x0](x0) für j ∈ {0, 1, . . . , k}.

(3) Die Taylorreihe einer Funktion f ∈ C∞(I) ist erst einmal nur formal als Potenzreihe definiert,
deren Konvergenzbereich sowie Zusammenhang mit f a priori nicht klar sind. Tatsächlich gibt es
Funktionen f ∈ C∞(R), so dass

• die Taylorreihe T [f, x0](x) mit Entwicklungspunkt x0 für alle x 6= x0 divergiert: dies ist
beispielsweise bei der Funktion

f(x) :=

∞∑
j=1

2−j cos(j2x) für x ∈ R

und der Wahl x0 = 0 der Fall,

• die Taylorreihe T [f, x0](x) für x 6= x0 zwar konvergiert, aber nicht mit f(x) übereinstimmt:
dies passiert etwa bei der Funktion

f(x) = 1R\{0}(x) exp(−1/x2) für x ∈ R

(beachte f (j)(0) = 0 für alle j ∈ N0 und damit T [f, 0] ≡ 0, obwohl f > 0 für x 6= 0 gilt).

Falls f dagegen bereits als Potenzreihe f(x) :=
∑∞
k=0 ak(x − x0)k mit Entwicklungspunkt x0 ∈ R

und Konvergenzradius R > 0 gegeben ist, so ist die Situation einfacher. Da man jede Potenzreihe
im Inneren des Konvergenzbereiches gliedweise differenzieren kann, sieht man hier, dass Potenz-
reihe und ihre Taylorreihe übereinstimmen, also f ≡ T [f, x0] auf (x0 −R, x0 +R) gilt.

Beispiel 3.39. Für die Exponentialfunktion und den Entwicklungspunkt 0 ist das Taylorpolynom der
Ordnung k ∈ N0 von f gerade

Tk[exp, 0](x) =

k∑
j=0

1

j!
xj für x ∈ R
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und die Taylorreihe

T [exp, 0](x) = exp(x) =

∞∑
j=0

1

j!
xj für x ∈ R.

Wir überlegen uns nun, wie gut sich eine gegebene (hinreichend reguläre) Funktion sich durch ihre
Taylorpolynome approximieren lässt. Daher interessieren wir uns nun für Abschätzungen des Restglieds.

Satz 3.40 (Taylor; quantitative Version für Funktionen in einer Variable). Es sei I ⊂ R ein Intervall,
x0 ∈ I, k ∈ N und f ∈ Ck(I). Dann gelten für x ∈ I:

(i) Integralform des Restglieds:

Rk[f, x0](x) =
1

(k − 1)!

∫ x

x0

f (k)(t)(x− t)k−1 dt,

(ii) Lagrangeform des Restglieds: es gibt einen Punkt ξ zwischen x0 und x mit

Rk[f, x0](x) =
1

k!
f (k)(ξ)(x− x0)k.

Beweis. Wir beweisen zunächst die Integraldarstellung des Restglieds. Dazu gehen wir mit vollständiger
Induktion nach k vor. Für k = 1 folgt hier direkt aus der Definition von R1[f, x0] und dem Hauptsatz 1.39
der Differential- und Integralrechnung

R1[f, x0](x) = f(x)− T0[f, x0](x) = f(x)− f(x0) =

∫ x

x0

f ′(t) dt.

Wir nehmen nun an, dass die Aussage für k− 1 bereits gezeigt ist. Mithilfe dieser Induktionsvorausset-
zung sowie partieller Integration aus Satz 1.46 ergibt sich

f(x)− Tk−2[f, x0](x) = Rk−1[f, x0](x) =
1

(k − 2)!

∫ x

x0

f (k−1)(t)(x− t)k−2 dt

=
1

(k − 1)!
f (k−1)(x0)(x− x0)k−1 +

1

(k − 1)!

∫ x

x0

f (k)(t)(x− t)k−1 dt.

Mit

Tk−1[f, x0](x) = Tk−2[f, x0](x) +
1

(k − 1)!
f (k−1)(x0)(x− x0)k−1

folgt mit der Definition von Rk[f, x0] nach Umstellung der obigen Gleichung die behauptete Darstellung.
Um die Lagrangedarstellung des Restglieds zu beweisen, bemerken wir zunächst, dass die Funktion

t→ (x−t)k−1 für alle t zwischen x und x0 ein einheitliches Vorzeichen hat. Damit können wir die verall-
gemeinerte Version des Mittelwertsatzes der Integralrechnung aus Satz 1.33 auf die Integraldarstellung
des Restglieds in (i) anwenden und finden so ein ξ zwischen x0 und x mit

Rk[f, x0](x) =
1

(k − 1)!

∫ x

x0

f (k)(t)(x− t)k−1 dt

=
1

(k − 1)!
f (k)(ξ)

∫ x

x0

(x− t)k−1 dt =
1

k!
f (k)(ξ)(x− x0)k.

Bemerkung 3.41. Ist f ∈ Ck(I) wie oben und gilt f (k) ≡ 0 in I, so haben wir Rk[f, x0] ≡ 0. Also ist
in diesem Fall f ein Polynom von höchstens Grad k − 1.

Als Folgerung des letzten Satzes können wir nun eine qualitative Aussage über die Approximation
einer Funktion durch ihr Taylor-Polynom nahe des Entwicklungspunktes herleiten. Wir zeigen, dass jede
k-fach stetig differenzierbare Funktion mit ihrem Taylorpolynom der Ordnung k nahe des Entwicklungs-
punktes x0 bis auf einen Fehler, der kleiner als |x− x0|k ist, übereinstimmt.
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Satz 3.42 (Taylor; qualitative Version für Funktionen in einer Variable). Es sei I ⊂ R ein Intervall,
x0 ∈ I, k ∈ N und f ∈ Ck(I). Dann gibt es eine stetige Funktion r ∈ C(I) mit r(x0) = 0 und

f(x) = Tk[f, x0](x) + r(x)(x− x0)k.

Beweis. Aus der Lagrangedarstellung des Restglieds aus Satz 3.40 bekommen wir für x ∈ I

f(x) = Tk−1[f, x0](x) +Rk[f, x0](x)

= Tk[f, x0](x)− 1

k!
f (k)(x0)(x− x0)k +

1

k!
f (k)(ξ)(x− x0)k

für ein geeignetes ξ zwischen x0 und x (in Abhängigkeit von x), was

r(x) :=
1

k!

(
f (k)(ξ)− f (k)(x0)

)
impliziert. Letzteres stimmt auch für k = 0 mit ξ = x. Wegen ξ → x0 bei x → x0 sowie der Stetigkeit
von f (k) folgt dann die Stetigkeit von r mit r(x0) = 0.

Bemerkung 3.43.

(1) Mit der Landau-Notation kann man die Aussagen der letzten beiden Sätze 3.40 und 3.42 (wobei der
Satz 3.40 mit k+1 anstelle von k angewandt wird) über die Größe des Restglieds Rk+1[f, x0](x) =
f(x)− Tk[f, x0](x)f(x) auch kürzer schreiben als

f ∈ Ck+1(I) ⇒ Rk+1[f, x0](x) = O((x− x0)k+1) bei x→ x0 ∈ I,
f ∈ Ck(I) ⇒ Rk+1[f, x0](x) = o((x− x0)k) bei x→ x0 ∈ I.

(2) Der Satz 3.42 von Taylor gibt eine asymptotische Aussage, d.h. man weiss für eine gegebene (hin-
reichend reguläre) Funktion f , dass der Fehler Rk+1[f, x0](x) = f(x) − Tk[f, x0](x) bei x → x0

schneller gegen 0 geht als das Polynom (x − x0)k. Ein Taylor-Polynom höherer Ordnung appro-
ximiert im Allgemeinen nur in dem Sinne besser, dass der Fehler auf einem hinreichend kleinen
Intervall um den Entwicklungspunkt x0 ein kleineres Restglied aufweist. Dies liegt letztendlich
daran, dass in die Konstruktion des Taylor-Polynoms nur das lokale Verhalten von f eingeht. Auf
einem konkret vorgegebenen Intervall kann der Fehler in der Approximation sogar größer werden,
wie man sich auch leicht an Beispielen überlegen kann (vgl. auch den Satz 3.40 von Taylor in der
quantitativen Version, bei dem für den Fehler Rk[f, x0] die Werte der Ableitung f (k) auf diesem
Intervall eingehen).

x
x0

f

T0[f, x0]

R1[f, x0]

T1[f, x0]

R2[f, x0]

x
x0

f

T2[f, x0]

R3[f, x0]

T3[f, x0]

R4[f, x0]
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Taylor-Approximation im Mehrdimensionalen. Wir wollen nun die Approximation von Funktio-
nen durch ihr Taylorpolynom auf Funktionen in mehreren Variablen verallgemeinern. Die Idee hierbei ist
es, für eine auf einer offenen Menge U ⊂ Rn definierte Funktion f und Punkte x, x0 ∈ U mit [x, x0] ⊂ U
(was man wegen der Offenheit von U immer annehmen kann, wenn x nahe genug bei x0 ist) die Funktion

[0, 1] 3 t 7→ f(x0 + t(x− x0))

zu betrachten und auf diese die zuvor kennengelernten Konzepte und Aussage anzuwenden. Für die
Ableitungen dieser auf [0, 1] ⊂ R definierten Funktion gilt:

Lemma 3.44. Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, x0, x ∈ U mit [x, x0] ⊂ U , k ∈ N und f ∈ Ck(U).
Dann gilt für t ∈ [0, 1]

dk

dtk
f(x0 + t(x− x0)) =

n∑
i1,...,ik=1

∂i1 . . . ∂ikf(x0 + t(x− x0))(x− x0)i1 . . . (x− x0)ik

=
∑
|α|=k

k!

α!
∂αf(x0 + t(x− x0))(x− x0)α.

Beweis. Mithilfe der Kettenregel aus Satz 3.18 sehen wir sofort, dass die Funktion t 7→ f(x0 + t(x−x0))
in Ck([0, 1]) liegt. Für die erste Ableitung ergibt sich so auch direkt

d

dt
f(x0 + t(x− x0)) = Df(x0 + t(x− x0)(x− x0) =

n∑
i=1

∂if(x0 + t(x− x0))(x− x0)i,

und die Ableitungen höherer Ordnung ergeben sich dann iterativ. Für die Umformung auf die zweite
Identität gilt zu beachten, dass wir nach dem Satz 3.24 von Schwarz die partiellen Ableitungen um-
sortieren dürfen. Ist α ∈ Nn0 ein Multiindex der Länge |α| = k, so gibt es für einen solchen gerade
k!/α! Anordnungsmöglichkeiten, da wir insgesamt k Indizes haben und von diesen αi mal der Index i
vorkommen muss, für i ∈ {1, . . . , n}. Damit sind dann beide Darstellungen der k-ten Ableitung der
Funktion t 7→ f(x0 + t(x− x0)) bewiesen.

Über die Auswertung der Ableitungen der Funktion t 7→ f(x0+t(x−x0)) bei t = 0, also entsprechend
der Auswertung der partiellen Ableitungen von f bei x0, können wir in Analogie zu Definition 3.37 das
Taylorpolynom auch für Funktionen in mehreren Variablen einführen.

Definition 3.45 (Taylorpolynom für Funktionen in mehreren Variablen). Es sei U ⊂ Rn eine offene
Menge und x0 ∈ U . Für k ∈ N0 und f ∈ Ck(U) nennen wir das Polynom Tk[f, x0] : Rn → R definiert
durch

Tk[f, x0](x) :=
∑
|α|≤k

1

α!
∂αf(x0)(x− x0)α

das Taylorpolynom der Ordnung k von f mit Entwicklungspunkt x0 und die Funktion Rk+1[f, x0] : U →
R definiert durch

Rk+1[f, x0](x) := f(x)− Tk[f, x0](x)

das Restglied der Ordnung k von f in x0.

Bemerkung 3.46 (andere Darstellungen des Taylorpolynoms).

(1) Darstellung mit partiellen Ableitungen: Wie in Aussage und Beweis des letzten Lemmas können
wir das Taylorpolynom auch mit partiellen Ableitungen anstelle von Ableitungen in Multiindex-
Schreibweise angeben und haben dann die Darstellung

Tk[f, x0](x) =

k∑
j=0

1

j!

n∑
i1,...,ij=1

∂i1 . . . ∂ijf(x0)(x− x0)i1 . . . (x− x0)ij .
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Für die in Anwendungen am häufigsten auftretenden Fälle k = 1, 2 schreiben wir die Taylorpo-
lynome explizit aus und formen sie dann mithilfe des Gradienten und der Hesse-Matrix (siehe
Definitionen 3.5 und 3.27) um:

• für k = 1 haben wir für f ∈ C1(U)

T1[f, x0](x) = f(x0) +

n∑
i=1

∂if(x0)(x− x0)i

= f(x0) +∇f(x0) · (x− x0)

• und für k = 2 haben wir für f ∈ C2(U)

T2[f, x0](x) = f(x0) +

n∑
i=1

∂if(x0)(x− x0)i +
1

2

n∑
i,j=1

∂i∂jf(x0)(x− x0)j(x− x0)i

= f(x0) +∇f(x0) · (x− x0) +
1

2
(x− x0)THf (x0)(x− x0).

(2) Koordinatenfreie Darstellung: Mithilfe von Bemerkung 3.36 können wir das Taylorpolynom auch
über höhere totale Ableitungen ausdrücken als

Tk[f, x0](x) =

k∑
j=0

1

j!
Djf(x0)(x− x0, . . . , x− x0).

Durch die Anwendung der eindimensionalen Taylor-Formel auf die Funktion t 7→ f(x0 +t(x−x0)) er-
gibt sich nun eine entsprechende Abschätzung des Restglieds auch für Funktionen im mehrdimensionalen
Fall.

Satz 3.47 (von Taylor für Funktionen in mehreren Variablen). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge und
x0 ∈ U .

(i) Quantitative Version: Ist k ∈ N und f ∈ Ck(U), so existiert für jedes x ∈ U mit [x, x0] ⊂ U ein
ξ ∈ [x, x0] mit

Rk[f, x0](x) =
∑
|α|=k

1

α!
∂αf(ξ)(x− x0)α.

(ii) Qualitative Version: Ist k ∈ N0 und f ∈ Ck(U), so gibt es eine stetige Funktion r ∈ C(U) mit
r(x0) = 0 und

|Rk+1[f, x0](x)| = r(x)|x− x0|k.

Beweis. Wir beweisen zunächst die Aussage in (i). Dazu definieren wir eine Funktion g ∈ Ck([0, 1])
durch g(t) := f(x0 + t(x − x0)) für t ∈ [0, 1] und bemerken anhand der Definition des Taylorpolynoms
sowie Lemma 3.44

Tk−1[g, 0](1) =

k−1∑
j=0

1

j!
g(j)(0) =

∑
|α|≤k−1

1

α!
∂αf(x0)(x− x0)α = Tk−1[f, x0](x),

also gilt wegen g(1) = f(x) auch
Rk[g, 0](1) = Rk[f, x0](x).

Aus der Lagrangedarstellung des Restglieds in Satz 3.40 und der erneuten Anwendung von Lemma 3.44
schließen wir daraus

Rk[f, x0](x) = Rk[g, 0](1) =
1

k!
g(k)(t0)1k =

∑
|α|=k

1

α!
∂αf(x0 + t0(x− x0))(x− x0)α
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für ein t0 ∈ [0, 1]. Dies ist mit ξ := x0 + t0(x− x0) ∈ [x, x0] gerade die Behauptung aus (i).
Die Aussage in (ii) folgt mit einer ähnlichen Argumentation wie im Beweis von Satz 3.42. Da U offen

ist, finden wir ein δ > 0 mit Bδ(x0) ⊂ U . Zu jedem x ∈ Bδ(x0) und k ∈ N finden wir mithilfe von (i)
ein ξ ∈ [x, x0] ⊂ Bδ(x0) mit

Rk+1[f, x0](x) = Rk[f, x0](x) + Tk−1[f, x0](x)− Tk[f, x0](x)

=
∑
|α|=k

1

α!
∂αf(ξ)(x− x0)α −

∑
|α|=k

1

α!
∂αf(x0)(x− x0)α,

und im Fall k = 0 gilt nach Definition des Restglieds

R1[f, x0](x) = f(x)− f(x0).

Mit der Stetigkeit von ∂αf mit |α| = k folgt schließlich aus diesen beiden Identitäten die Behauptung
in (ii).

Bemerkung 3.48. Ähnlich wie für Funktionen in einer Variable haben wir nun für Funktionen auf
einer offenen Menge U ⊂ Rn die Implikationen

f ∈ Ck+1(U) ⇒ Rk+1[f, x0](x) = O(|x− x0|k+1) bei x→ x0 ∈ U,
f ∈ Ck(U) ⇒ Rk+1[f, x0](x) = o(|x− x0|k) bei x→ x0 ∈ U.

3.4 Lokale Extrema

Wir wollen nun skalarwertige Funktionen auf Extrema untersuchen und für das Vorliegen eines lokalen
Extremums insbesondere notwendige und hinreichende Kriterien erster und zweiter Ordnung herleiten,
in Analogie zu Funktionen in einer Variable.

Definition 3.49 (Extremum und Extremstelle). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X → R

eine Funktion. Wir sagen, dass f in einem Punkt x0 ∈ X ein lokales Minimum bzw. lokales Maximum
hat, falls eine Umgebung V ⊂ X von x0 existiert mit

f(x0) ≤ f(x) bzw. f(x0) ≥ f(x) für alle x ∈ V.

In diesem Fall nennen wir x0 auch einen lokalen Minimierer bzw. lokalen Maximierer von f . Kann die
Umgebung V sogar so gewählt werden, dass

f(x0) < f(x) bzw. f(x0) > f(x) für alle x ∈ V \ {x0}

gilt, so sprechen wir von einem isolierten oder strikten lokalen Minimum bzw. Maximum.
Bei einem (strikten) lokalen Minimum oder Maximum sprechen wir auch von einem (strikten) loka-

len Extremum und bei einem lokalen Minimierer oder Maximierer auch von einer lokalen Extremstelle.

Notwendige Kriterien für lokale Extrema. Für differenzierbare Funktionen in einer Variable ist
ein einfaches notwendiges Kriterium erster Ordnung für das Vorliegen einer inneren lokalen Extremstelle
das Verschwinden der ersten Ableitung, d.h. für eine differenzierbare Funktion g : I → R auf einem
offenen Intervall I ⊂ R gilt

• hat g bei x0 ∈ I ein lokales inneres Extremum, so gilt g′(x0) = 0.

Dieses verallgemeinert sich für Funktionen in mehreren Variablen auf das notwendige Kriterium, dass
der Gradient in einem inneren lokalen Extremum verschwinden muss.

Satz 3.50 (notwendiges Kriterium erster Ordnung für ein (inneres) lokales Extremum). Es sei U ⊂ Rn
eine offene Menge und f : U → R eine Funktion. Falls f in einem Punkt x0 ∈ U ein lokales Extremum
hat und dort differenzierbar ist, so gilt

∇f(x0) = 0.
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Beweis. Für ein fixiertes j ∈ {1, . . . , n} finden wir wegen der Offenheit von U zunächst ein δ > 0 mit
x0+tej ∈ U für alle t ∈ (−δ, δ). Definiert man nun eine Funktion g : (−δ, δ)→ R durch g(t) := f(x0+tej)
für t ∈ (−δ, δ), so hat diese nach Voraussetzung in t = 0 ein lokales Extremum. Da g wegen der
Kettenregel außerdem differenzierbar ist, folgt aus dem ersten Ordnungskriterium für innere lokale
Extrema für Funktionen in einer Variable

0 = g′(0) = ∂jf(x0).

Da j ∈ {1, . . . , n} beliebig war, folgt wie behauptet

∇f(x0) = (∂1f(x0), . . . , ∂nf(x0))T = 0.

Für eine Funktion, die auf einer offenen Menge definiert ist, hat man als natürliche Kandidaten
für lokale Extremstellen neben Nicht-Differenzierbarkeitsstellen also die Nullstellen des Gradienten und
bezeichnet diese daher als kritische Punkte:

Definition 3.51 (kritischer Punkt und Sattelpunkt). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge und f : U → R

eine Funktion. Falls f in einem Punkt x0 ∈ U partiell differenzierbar ist und ∇f(x0) = 0 erfüllt, so
nennen wir x0 einen kritischen Punkt von f . Ferner bezeichnen wir einen kritischen Punkt von f , der
keine lokale Extremstelle ist, als Sattelpunkt von f .

Sucht man auf einer abgeschlossenen Menge nach lokalen Extremstellen, so muss man wie für Funk-
tionen in einer Variable auch noch zusätzlich den Rand auf lokale Extremstellen untersuchen. Hierzu
halten wir das folgende notwendige Kriterium fest (auf ein verwandtes Kriterium für lokale Extrema
unter allgemeineren Nebenbedingungen kommen wir auch später in Kapitel 3.7 noch einmal zurück).

Satz 3.52 (notwendiges Kriterium erster Ordnung für lokale Extremstellen auf einem implizit beschrie-
benen Rand). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, A ⊂ U eine abgeschlossene Menge und b : U → R eine
differenzierbare Funktion, die den Rand von A implizit beschreibt mittels

∂A = {x ∈ U : b(x) = 0},
A◦ = {x ∈ U : b(x) > 0},

U \A = {x ∈ U : b(x) < 0}.

Für eine differenzierbare Funktion f : U → R gelten:

• Hat die auf A eingeschränkte Funktion f |A : A → R in x0 ∈ ∂A ein lokales Minimum, dann
sind die Gradienten ∇f(x0) und ∇b(x0) positiv linear abhängig, d.h. es existiert ein λ ≥ 0 mit
∇f(x0) = λ∇b(x0),

• hat die auf A eingeschränkte Funktion f |A : A → R in x0 ∈ ∂A ein lokales Maximum, dann
sind die Gradienten ∇f(x0) und ∇b(x0) negativ linear abhängig, d.h. es existiert ein λ ≤ 0 mit
∇f(x0) = λ∇b(x0).

x1

x2

y

(x1, x2) 7→ f(x1, x2)

∂A

f(∂A)

x1

x2

y
(x1, x2) 7→ b(x1, x2)

∂A
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Beweis. Wir untersuchen zunächst den Fall, dass f |A in einem Randpunkt x0 ∈ ∂A ein lokales Minimum
hat. Angenommen, ∇f(x0) und ∇b(x0) sind nicht positiv linear abhängig, dann gibt es einen Vektor
v ∈ Rn, so dass

∇b(x0) · v > 0 und ∇f(x0) · v < 0

gelten. Da x0 ein innerer Punkt von U ist, finden wir wegen der letzten beiden Ungleichungen in
Kombination mit der Definition der Ableitung in Richtung v ein h0 > 0, so dass x0 + hv ∈ U für alle
0 < h < h0 gilt, zusammen mit den Ungleichungen

b(x0 + hv)− b(x0) > 0 und f(x0 + hv)− f(x0) < 0.

Die erste Ungleichung besagt wegen der angenommenen impliziten Beschreibung des Randes ∂A gerade,
dass x0 + hv ∈ A◦ für alle 0 < h < h0 gilt. Damit steht die zweiten Ungleichung f(x0 + hv) < f(x0) im
Widerspruch dazu, dass f |A in x0 ein lokales Minimum annimmt. Also müssen ∇f(x0) und ∇b(x0) wie
behauptet positiv linear abhängig sein.

Die zweite Aussage, dass ∇f(x0) und ∇b(x0) negativ linear abhängig sind, falls f |A im Randpunkt
x0 ∈ ∂A ein lokales Maximum hat, folgt nun aus dem ersten Fall durch Übergang von f auf −f .

Kriterien zweiter Ordnung für lokale Extrema. Für zweimal differenzierbare Funktionen in einer
Variable gibt es auch einfache notwendige und hinreichende Kriterien zweiter Ordnung für das Vorliegen
eines lokalen Minimums oder Maximums in einem kritischen Punkt, über Positivität oder Negativität
der zweiten Ableitung. Genauer gilt für eine zweifach differenzierbare Funktion g : I → R auf einem
offenen Intervall I ⊂ R

• hat g ein lokales Minimum bei x0 ∈ I, so gilt g′′(x0) ≥ 0,

• hat g ein lokales Maximum bei x0 ∈ I, so gilt g′′(x0) ≤ 0,

• ist x0 ∈ I ein kritischer Punkt und gilt g′′(x0) > 0, so hat g bei x0 ein lokales Minimum,

• ist x0 ∈ I ein kritischer Punkt und gilt g′′(x0) < 0, so hat g bei x0 ein lokales Maximum.

Für Funktionen in mehreren Variablen werden wir nun entsprechende Kriterien mittels Definitheit der
Hesse-Matrix kennenlernen.

Definition 3.53 ((semi-)definite Matrizen). Wir nennen eine symmetrische Matrix A ∈ Rn×n

• positiv definit, falls vTAv > 0 für alle v ∈ Rn \ {0} gilt,

• positiv semidefinit, falls vTAv ≥ 0 für alle v ∈ Rn gilt,

• negativ definit, falls −A positiv definit ist, also falls vTAv < 0 für alle v ∈ Rn \ {0} gilt,

• negativ semidefinit, falls −A positiv semidefinit ist, also falls vTAv ≤ 0 für alle v ∈ Rn gilt,

• indefinit, falls A weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist.

Aus der linearen Algebra erinnern wir an die beiden Möglichkeiten, für symmetrische Matrizen
(Semi-)Definitheit anhand von Eigenwerten und Definitheit anhand einer Vorzeichenbedingung an die
Hauptminoren zu verifizieren.

Satz 3.54 (Eigenwertkriterium für Definitheit). Ist A ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix, so gelten die
folgenden Aussagen:

• A ist genau dann positiv definit, falls alle Eigenwerte von A positiv sind,

• A ist genau dann positiv semidefinit, falls alle Eigenwerte von A nicht-negativ sind,

• A ist genau dann negativ definit, falls alle Eigenwerte von A negativ sind,
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• A ist genau dann negativ semidefinit, falls alle Eigenwerte von A nicht-positiv sind,

• A ist genau dann indefinit, falls A sowohl positive als auch negative Eigenwerte besitzt.

Satz 3.55 (Hauptminorenkriterium von Hurwitz–Sylvester für Definitheit). Es sei A = (aij)i,j∈{1,...,n} ∈
Rn×n eine symmetrische Matrix. Definiert man für k ∈ {1, . . . , n} die Matrizen

Ak := (aij)i,j∈{1,...,k} ∈ Rk×k,

so gelten:

• A ist genau dann positiv definit, falls det(Ak) > 0 für alle k ∈ {1, . . . , n} gilt,

• A ist genau dann negativ definit, falls (−1)k det(Ak) > 0 für alle k ∈ {1, . . . , n} gilt.

Damit können wir nun die notwendigen und hinreichenden Kriterien zweiter Ordnung für das Vor-
liegen von inneren lokalen Extremstellen formulieren.

Satz 3.56 (Kriterien zweiter Ordnung für innere lokale Extremstellen). Es sei U ⊂ Rn eine offene
Menge und f ∈ C2(U). Dann gelten:

(i) Notwendige Kriterien:

• Hat f bei x0 ∈ U ein lokales Minimum, dann ist Hf (x0) positiv semidefinit,

• hat f bei x0 ∈ U ein lokales Maximum, dann ist Hf (x0) negativ semidefinit.

(ii) Hinreichende Kriterien: Es sei x0 ∈ U ein kritischer Punkt von f .

• Ist Hf (x0) positiv definit, dann hat f bei x0 ein isoliertes lokales Minimum,

• ist Hf (x0) negativ definit, dann hat f bei x0 ein isoliertes lokales Maximum,

• ist Hf (x0) indefinit, dann ist x0 ein Sattelpunkt von f und es gibt Geraden G1 und G2

durch x0, so dass die auf U ∩G1 eingeschränkte Funktion f |U∩G1
in x0 ein isoliertes lokales

Minimum und die auf U ∩ G2 eingeschränkte Funktion f |U∩G2
in x0 ein isoliertes lokales

Maximum hat.

Beweis.

(i) Wir betrachten bei den notwendigen Kriterien zunächst den Fall, dass f bei x0 ∈ U ein lokales
Minimum annimmt. Ist v ∈ Rn beliebig, so finden wir wegen der Offenheit von U ein δ > 0
mit der Eigenschaft, dass x0 + tv ∈ U für alle t ∈ (−δ, δ) gilt. Definiert man nun eine Funktion
g : (−δ, δ) → R ähnlich wie im Beweis von Satz 3.50 durch g(t) := f(x0 + tv) für t ∈ (−δ, δ),
so hat diese nach Voraussetzung in t = 0 ein lokales Extremum. Da g wegen der Kettenregel
außerdem zweimal differenzierbar ist, folgt aus dem notwendigen Kriterium zweiter Ordnung für
das Vorliegen von lokalen Extremstellen für Funktionen in einer Variable

0 ≤ g′′(0) = ∂v∂vf(x0) = vTHf (x0)v.

Wegen der Beliebigkeit von v ∈ Rn folgt damit positive Semidefinitheit der Hesse-Matrix Hf (x0).

Das andere notwendige Kriterium, dass Hf (x0) negativ semidefinit ist, falls f in x0 ∈ U ein lokales
Maximum hat, folgt dann wieder aus dem ersten Fall durch den Übergang von f auf −f .

(ii) Wir betrachten bei den hinreichenden Kriterien zunächst den Fall, dass x0 ∈ U ein kritischer
Punkt ist, also ∇f(x0) = 0 gilt, und die Hesse-Matrix Hf (x0) positiv definit ist. Mithilfe des Tay-
lorpolynoms zweiter Ordnung (beachte die Darstellung von T2[f, x0] in Bemerkung 3.46) können
wir dann f(x) für x ∈ U umschreiben als

f(x) = f(x0) +
1

2
(x− x0)Hf (x0)(x− x0) +R3[f, x0](x) (3.2)
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und folgern dann für das Restglied aus Satz 3.47 (ii) von Taylor angewandt für k = 2

R3[f, x0](x) = o(|x− x0|2), also
R3[f, x0](x)

|x− x0|2
= 0 bei x→ x0. (3.3)

Aus diesem asymptotischen Verhalten sowie der positiven Definitheit von Hf (x0) wollen wir nun
folgern, dass die Summe der letzten beiden Terme in der Darstellung (3.2) für x ∈ U hinreichend
nahe bei x0 echt positiv ist und damit f(x) > f(x0) gilt. Um dies einzusehen, stellen wir zwei
Überlegungen an. Zum einen ist die Funktion Rn 3 v 7→ vTHf (x0)v stetig und wegen der positiven
Definitheit von Hf (x0) auf der kompakten Menge der Einheitssphäre Sn−1 := {v ∈ Rn : |v| = 1}
echt positiv, weswegen sie dort nach Satz 2.92 ihr Minimum annimmt mit

m := min{vTHf (x0)v : v ∈ Sn−1} > 0.

Dies impliziert nach Skalierung

(x− x0)Hf (x0)(x− x0) ≥ m|x− x0|2 für alle x ∈ U.

Zum anderen können wir aus dem Grenzwert (3.3) zu diesem m > 0 ein δ > 0 bestimmen mit

|R3[f, x0](x)|
|x− x0|2

<
m

4
für alle x ∈ U mit |x− x0| < δ.

Eingesetzt in die Identität (3.2) folgt aus den letzten beiden Ungleichungen

f(x) ≥ f(x0) +
m

4
|x− x0|2 für alle x ∈ U mit |x− x0| < δ,

was wegen m > 0 beweist, dass f in x0 tatsächlich ein isoliertes lokales Minimum besitzt.

Das zweite hinreichende Kriterium, dass f in x0 ∈ U ein striktes lokales Maximum hat, falls x0

ein kritischer Punkt ist, so dass die Hesse-Matrix Hf (x0) negativ definit ist, folgt wieder aus dem
ersten Fall durch den Übergang von f auf −f .

Falls schließlich x0 ∈ U ein kritischer Punkt von f ist, so dass Hf (x0) indefinit ist, kann weder ein
lokales Minimum noch ein lokales Maximum vorliegen, weil dies andernfalls dem ersten bzw. dem
zweiten notwendigen Kriterium in (i) widersprechen würde. Also ist x0 in diesem Fall wie behauptet
ein Sattelpunkt von f . Um den Zusatz zu beweisen, bemerken wir, dass wir wegen der Indefinitheit
von Hf (x0) Vektoren v1, v2 ∈ Rn finden können, so dass

vT1 Hf (x0)v1 > 0 und vT2 Hf (x0)v2 < 0

gelten. Wählen wir nun δ > 0 klein genug, so dass x0 + tvj ∈ U für alle t ∈ (−δ, δ) und j ∈ {1, 2}
gelten, so kann man Funktionen g1, g2 : (−δ, δ)→ R durch gj(t) := g(x0 + tvj) für t ∈ (−δ, δ) und
j ∈ {1, 2} definieren. Nach Voraussetzung gelten mit der Kettenregel dann

g′1(0) = ∇f(x0) · v1 = 0 und g′′1 (0) = vT1 Hf (x0)v1 > 0,

g′2(0) = ∇f(x0) · v2 = 0 und g′′2 (0) = vT2 Hf (x0)v2 < 0,

so dass aus den hinreichenden Kriterien zweiter Ordnung für das Vorliegen von lokalen Extrem-
stellen für Funktionen in einer Variable folgt, dass g1 in 0 ein isoliertes lokales Minimum und g2

in 0 ein isoliertes lokales Maximum hat. Dies beweist die letzte Behauptung mit den Wahlen
Gj := {x0 + tvj : t ∈ R} für j ∈ {1, 2}.

Warnung. Ist die Hesse-Matrix in einem kritischen Punkt nur semidefinit, so kann – wie schon für
Funktionen in einer Variable – keine Aussage über das Vorliegen einer lokalen Extremstelle gemacht
werden. So haben etwa die Funktionen f1, f2 : R2 → R definiert durch

f1(x1, x2) := x2
1 + x3

2 und f2(x1, x2) := x2
1 + x4

2 für (x1, x2) ∈ R2
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beide lediglich den Ursprung (0, 0) als kritischen Punkt mit Funktionswert 0, und die Hesse-Matrix ist
dort jeweils von der Form

Hf1(0, 0) = Hf2(0, 0) =

(
2 0
0 0

)
.

Die Funktion x2 7→ f1(0, x2) hat in x2 = 0 weder Minimum noch Maximum, so dass für die Funktion f1

in (0, 0) kein lokales Extremum vorliegt. Die Funktion f2 hingegen ist auf R2 \0 strikt positiv, so dass f2

in (0, 0) ein striktes lokales und sogar globales Minimum besitzt.

Beispiel 3.57.

(i) Zu k ∈ N gegebenen Punkten a1, . . . , ak ∈ Rn (beispielsweise Messungen) wollen wir ein x0 ∈ Rn
finden, das die Summe der quadratischen Abstände zu a1, . . . , ak minimiert, d.h. wir wollen die
Funktion f : Rn → R gegeben durch

f(x) :=

k∑
j=1

|x− aj |2 für x ∈ Rn

auf Rn minimieren. Als Gradient berechnet man für diese Funktion

∇f(x) =

k∑
j=1

∇|x− aj |2 = 2

k∑
j=1

(x− aj) = 2
(
kx−

k∑
j=1

aj

)
,

und somit gibt es nur einen einzigen kritischen Punkt, nämlich

x0 =
1

k

k∑
j=1

aj ,

das arithmetisches Mittel der a1, . . . , ak. Als Hesse-Matrix hat man ferner Hf ≡ 2k1n×n, so dass
bei x0 wegen Satz 3.56 (ii) ein lokales Minimum vorliegt. Wegen f(x)→∞ bei |x| → ∞ handelt
es sich sogar um ein globales Minimum und das arithmetisches Mittel der a1, . . . , ak ist daher der
gesuchte Minimierer von f auf Rn.

(ii) Wir wollen die Funktion f : R2 → R definiert durch

f(x1, x2) := (x1 − 3)x2
2 + x2

1(x1 + 3) für (x1, x2) ∈ R2

auf Extrema untersuchen. Diese Funktion ist auf ganz R2 beliebig oft differenzierbar, und als
Gradient berechnen wir zunächst

∇f(x1, x2) =

(
x2

2 + 3x2
1 + 6x1

2(x1 − 3)x2

)
.

Daher sind die einzigen Kandidaten für lokale Extremstellen die beiden kritischen Punkte (0, 0)
und (−2, 0). Die Hesse-Matrix von f bestimmt man dann als

Hf (x1, x2) =

(
6x1 + 6 2x2

2x2 2x1 − 6

)
,

so dass wir für die kritischen Punkte folgern:

Hf (0, 0) =

(
6 0
0 −6

)
ist indefinit ⇒ (0, 0) ist ein Sattelpunkt von f,

Hf (−2, 0) =

(
−6 0
0 −10

)
ist negativ definit ⇒ (−2, 0) ist ein lokaler Maximierer von f.

Damit ist der Punkt (−2, 0) die einzige Extremstelle von f , und wegen des asymptotischen Ver-
haltens f(x1, 0)→∞ im Limes x1 →∞ liegt dort ein lokales, aber kein globales Maximum von f
vor.
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Bemerkung 3.58 (neue Phänomene für Funktionen in mehreren Veränderlichen). Auch wenn für die
Herleitung der notwendigen und hinreichenden Kriterien für innere lokale Extremstellen die entspre-
chenden Kriterien für Funktionen in einer Variable ausgenutzt wurden, gibt es einige Phänomene, die
für Funktionen in mehreren Variablen auftreten können, aber nicht für Funktionen in einer Variable,
und die das globale Verhalten der Funktion und ihrer lokalen Extrema betreffen. Dies liegt nicht an einer
komplizierteren Struktur des Definitionsbereichs oder möglichen Undifferenzierbarkeitsstellen, sondern
dies passiert bereits für glatte Funktion in zwei Variablen.

(1) Für Funktionen in einer Variable gibt es kein hinreichendes zweites Ordnungskriterium für das
Vorliegen eines Sattelpunktes, für Funktionen in mindestens zwei Variablen stellt die Indefinitheit
der Hesse-Matrix ein solches dar.

(2) Hat eine stetige Funktion g : R→ R genau ein (striktes) lokales Extremum, so muss dieses bereits
global sein (wäre das nicht der Fall, so müsste es wegen der Stetigkeit von g eine Stelle x1 6= x0

mit g(x0) = g(x1) geben, und nach dem Satz 2.92 vom Maximum und Minimum würde dann ein
weiteres Extremum echt zwischen x0 und x1 angenommen werden).

Hat dagegen eine stetige Funktion f : Rn → R mit n ≥ 2 genau ein lokales Extremum, so muss
dieses nicht global sein. Dies ist insbesondere für die Funktion f : R2 → R definiert durch

f(x1, x2) = x2
1 + (1− x1)3x2

2

für (x1, x2) ∈ R2 der Fall. Hier gelten

∇f(x1, x2)

(
2x1 − 3(1− x1)2x2

2

2(1− x1)3x2

)
und

Hf (x1, x2) =

(
2 + 6(1− x1)x2

2 −6(1− x1)2x2

−6(1− x1)2x2 2(1− x1)3

)
,

für (x1, x2) ∈ R2. Man verifiziert leicht, dass
(0, 0) der einzige kritische Punkt von f ist und die
Hesse-Matrix dort positiv definit ist, also dort ein
isoliertes lokales Minimum vorliegt. Es ist jedoch
kein globales Minimum, wie man etwa anhand von
limx2→∞ f(2, x2) = −∞ sieht.

x1

x2

y

(x1, x2) 7→ f(x1, x2)

(3) Hat eine stetige Funktion g : R→ R zwei verschiedene lokale Minimalstellen x0, x̃0 ∈ R, so muss
zwischen diesen beiden Punkten eine lokale Maximalstelle liegen (denn nach dem Satz 2.92 vom
Maximum und Minimum wird das Maximum von g auf [x1, x2] angenommen, und das sogar in
(x1, x2), so dass dort ein lokales Maximum vorliegt).

Für eine stetige Funktion f : Rn → R mit n ≥ 2
dagegen kann es vorkommen, dass sie mehrere (sogar
unendlich viele) lokale Extrema hat und diese alle
vom gleichen Typ sind. Dies passiert insbesondere für
die Funktion f : R2 → R definiert durch

f(x1, x2) = (x2
1 − 1)2 + (x2

1x2 + x1 + 1)2

für (x1, x2) ∈ R2. Diese Funktion ist offensichtlich
nicht-negativ, und man kann verifizieren, dass die
beiden Nullstellen (−1, 0), (1,−2) der Funktion die
einzigen kritischen Punkte sind und beide globale Mi-
nimalstellen von f sind.

x1

x2

y

(x1, x2) 7→ f(x1, x2)
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3.5 Der Umkehrsatz

Wir beschäftigen uns nun mit Kriterien, die sicherstellen, dass eine Funktion f : U → Rn auf einer
offenen Menge U ⊂ Rn entweder lokal um einen Bildpunkt f(x0) mit x0 ∈ U oder global auf ganz f(U)
eine Umkehrfunktion besitzt. Konkret untersuchen wir hier also die für viele Anwendungen fundamentale
Frage, ob das nichtlineare Gleichungssystem

f(x) = y,

in dem n Gleichungen in n Unbekannten vorkommen, für gegebene y ∈ Rn lösbar ist und wie in diesem
Fall die Lösung x des Gleichungssystems von dem Bildpunkt y abhängt.

Für topologische Konzepte spielen Homöomorphismen eine wichtige Rolle, also stetige Abbildungen,
deren Umkehrabbildung existiert und stetig ist (vgl. Definition 2.62). Für analytische Konzepte dagegen
benötigt man typischerweise Diffeomorphismen, die auch Differenzierbarkeit sowohl der Abbildung als
auch ihrer Umkehrabbildung verlangen.

Definition 3.59 (Diffeomorphismus). Es seien U, V ⊂ Rn offene Mengen. Wir nennen eine bijektive
Abbildung f : U → V einen C1-Diffeomorphismus von U auf V , falls sowohl f als auch die Umkehrabbil-
dung f−1 stetig differenzierbar sind. Sind f und f−1 sogar k-mal stetig differenzierbar für ein k ∈ N, so
bezeichnen wir f als einen Ck-Diffeomorphismus, und sind f und f−1 beliebig oft stetig differenzierbar,
dann als einen C∞-Diffeomorphismus.

Beispiel 3.60. Die Abbildung f : R+×(−π, π)→ R2\(R−0 ×{0}) von Polarkoordinaten auf kartesische
Koordinaten definiert durch

f(r, ϕ) := (r cos(ϕ), r sin(ϕ)) für (r, ϕ) ∈ R+ × (−π, π)

aus Beispiel 3.20 ist ein C∞-Diffeomorphismus von der offenen Menge R+×(−π, π) auf die offene Menge
der geschlitzte Ebene R2 \ (R−0 ×{0}). Die Umkehrfunktion f−1 ist auf der rechten Halbebene gegeben
durch

f−1(x1, x2) = ((x2
1 + x2

2)
1
2 , arctan(x2/x1)) für (x1, x2) ∈ R+ ×R.

Die Frage der lokalen und globalen Umkehrbarkeit einer Funktion in einer Variable wurde bereits in
der Analysis I untersucht. Hier gelten für (stetig) differenzierbare, injektive Funktionen f : I → R auf
einem Intervall I ⊂ R die folgende lokale und (daraus resultierende) globale Variante des Umkehrsatzes:

• Ist x0 ∈ I mit f ′(x0) 6= 0, so gibt es eine Umgebung I0 ⊂ I von x0, so dass die Einschränkung
f |I0 : I0 → f(I0) invertierbar und die Umkehrfunktion (f |I0)−1 : f(I0)→ I0 (stetig) differenzierbar
ist.

• Gilt f ′(x0) 6= 0 für jedes x0 ∈ I, so ist f : I → f(I) invertierbar und die Umkehrfunktion
f−1 : f(I)→ I (stetig) differenzierbar.

In beiden Situationen gewinnt man über den Zusammenhang f−1 ◦ f(x) = x für x ∈ I0 bzw. x ∈ I
und die Anwendung der Kettenregel außerdem eine einfache Berechnungsformel für die Ableitung der
Umkehrfunktion

(f−1)′(f(x)) = (f ′(x))−1.

Wir können also die Ableitung der Umkehrfunktion aus der Ableitung der Funktion selbst bestimmen,
ohne die Umkehrfunktion konkret zu berechnen. Wir wollen nun eine Verallgemeinerung dieser Resultate
für Funktionen in mehreren Veränderlichen beweisen. Betrachten wir zunächst den Spezialfall einer
affinen Abbildung f : Rn → Rn gegeben durch f(x) := Ax + b mit A ∈ Rn×n und b ∈ Rn, so ist
lokale Invertierbarkeit von f genau dann möglich, wenn die Matrix A invertierbar ist. In diesem Fall
hat man sogar die explizite Darstellung der Umkehrfunktion mittels f−1(y) = A−1(y − b), und somit
gilt D(f−1)(y) = A−1 = (Df(f−1(y)))−1. Ist f eine nicht-lineare Funktion, die stetig differenzierbar
und damit von erster Ordnung approximierbar ist, so könnte man lokale Umkehrbarkeit von f unter der
analogen Bedingung erwarten, dass Df(x0) invertierbar ist. Dass dies tatsächlich der Fall ist, werden
wir gleich beweisen, erinnern aber für spätere Zwecke erst an einige Eigenschaften zur Rechnung mit
Matrizen aus der linearen Algebra.
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Lemma 3.61.

(i) Die Abbildung det : Rn×n → R der Determinantenbildung, also

det(A) :=
∑
σ∈Σn

sign(σ)a1σ(1) · . . . · anσ(n) für A = (aij)i,j∈{1,...,n}

wobei Σn die Menge aller Permutationen der Zahlen {1, . . . , n} bezeichnet, ist beliebig oft stetig
differenzierbar.

(ii) Die Menge GL(n) := {A ∈ Rn×n : det(A) 6= 0} der invertierbaren Matrizen ist eine offene Menge
in Rn×n.

(iii) Die Abbildung Inv : GL(n) → GL(n) der Matrixinvertierung, definiert als Inv(A) := A−1 für
A ∈ GL(n), ist beliebig oft stetig differenzierbar.

Beweis.

(i) Die Determinante ist ein Polynom in den Matrixelementen und daher ist die Determinantenbildung
als Funktion von Rn×n nach R insbesondere beliebig oft differenzierbar.

(ii) Die Menge GL(n) ist das Urbild der offenen Menge R \ {0} unter der Determinantenabbildung.
Da die Determinante nach (i) stetig ist, folgt aus Satz 2.59, dass GL(n) als Urbild unter einer
stetigen Abbildung eine offene Menge in Rn×n ist.

(iii) Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass man die Inverse einer invertierbaren Matrix A ∈ GL(n)
darstellen kann mittels der Formel

A−1 = (det(A))−1(Cof(A))T ,

wobei Cof(A) ∈ Rn×n die Kofaktormatrix von A bezeichnet, deren Einträge gegeben sind durch

(Cof(A))ij = (−1)i+j det(Ā(i, j)) für i, j ∈ {1, . . . , n}

und hierbei Ā(i, j) die Matrix in R(n−1)×(n−1) darstellt, die bei Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte von A entsteht. Aus dieser Darstellung sieht man, dass A−1 als rationale Funktion
von Polynomen in den Matrixelementen (mit nicht-verschwindendem Nenner) geschrieben werden
kann, also die Invertierung einer Matrix ebenfalls eine beliebig oft differenzierbare Abbildung
darstellt.

Nun kommen wir zum angekündigten Satz über die lokale Umkehrbarkeit einer stetig differenzierba-
ren Funktion f : U → Rn für eine offene Menge U ⊂ Rn. Dieser besagt, dass die lokale Invertierbarkeit
der Jacobi-Matrix Df(x0) in einem Punkt x0 ∈ U garantiert, dass f als Abbildung auf einer hinreichend
kleinen Umgebung von x0 in eine geeignete Umgebung von f(x0) invertierbar ist und dass diese Umkehr-
funktion ebenfalls differenzierbar ist. Analog zur Situation einer Funktion in einer Veränderlichen folgt
aus der Kettenregel die Formel D(f−1)(f(x0)) = (Df(x0))−1 für die Ableitung der Umkehrfunktion,
wie wir bereits in Korollar 3.21 gesehen haben. Die Quintessenz dieser Aussage ist wie zuvor, dass wir
das grundsätzlich schwierige Problem der lokalen Invertierbarkeit einer Funktion auf das wesentlich ein-
fachere Problem der Invertierbarkeit der quadratischen Matrix der Ableitung zurückgeführt haben, und
dass wir wiederum die Ableitung der Umkehrfunktion in einem Bildpunkt bestimmen können, indem
wir die Ableitung der Funktion im Urbild bestimmen und eine Martrixinvertierung vornehmen.

Satz 3.62 (lokaler Umkehrsatz). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge und f ∈ C1(U,Rn). Ist x0 ∈ U ein
Punkt, so dass

Df(x0) ∈ Rn×n invertierbar ist,

so gibt es eine offene Umgebung U0 ⊂ U von x0, so dass V0 := f(U0) eine offene Umgebung von f(x0)
ist und so dass die auf U0 eingeschränkte Abbildung f |U0 : U0 → V0 ein C1-Diffeomorphismus ist mit

D(f |−1
U0

)(f(x)) = (Df(x))−1 für alle x ∈ U0.
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Beweis. Schritt 1: Reduktion auf eine Modellsituation. Wir überlegen uns zunächst, dass wir ohne Ein-
schränkung annehmen können, dass x0 = f(x0) = 0 sowie Df(x0) = 1n×n gelten. Andernfalls können
wir auf die Funktion f̃ ∈ C1(U − x0,R

n) definiert als

f̃(x̃) := (Df(x0))−1[f(x̃+ x0)− f(x0)] für x̃ ∈ U − x0

übergehen, und für diese verifiziert man wegen x0 ∈ U sofort 0 ∈ U − x0 sowie nach Definition von f̃
auch

f̃(0) = (Df(x0))−1[f(x0)− f(x0)] = 0 und Df̃(0) = (Df(x0))−1Df(x0) = 1n×n.

Schritt 2: Bestimmung von V0 und U0 über eine Umformulierung als Fixpunktproblem. Um die Um-
kehrfunktion lokal in der Nähe des Ursprungs zu konstruieren, definieren wir uns zu einem beliebigen
y ∈ Rn eine Abbildung Ty : U → Rn mittels

Ty(x) := y + x− f(x) für x ∈ U.

Damit haben wir die Äquivalenz

Ty(x̄) = x̄ ⇔ f(x̄) = y,

so dass wir die Bestimmung der Lösungen f−1(y) auf ein Fixpunktproblem für die Abbildung Ty
überführt haben. Dessen eindeutige Lösbarkeit wollen wir nun mittels des Banachschen Fixpunktsat-
zes 2.106 beweisen, zumindest für alle y in einer kleinen Umgebung des Ursprungs. Wegen der Offenheit
von U und der Stetigkeit der Ableitung Df fixieren wir zunächst einen Radius r > 0 mit B̄r(0) ⊂ U
und

‖Df(x)− 1n×n‖op = ‖Df(x)−Df(0)‖op ≤
1

2
für alle x ∈ B̄r(0), (3.4)

wobei wir hier die Operator-Norm aufRn×n ' L(Rn,Rn) verwenden. Für beliebige Punkte x, x′ ∈ B̄r(0)
erhalten wir dann mithilfe der komponentenweisen Anwendung des Mittelwertsatzes II aus Lemma 3.22
auf die Abbildung Ty mit DTy = 1n×n − Df und einen Pfad γ : [0, 1] → Rn gegeben durch γ(t) =
tx+ (1− t)x′ für t ∈ [0, 1] die Abschätzung

|Ty(x)− Ty(x′)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

DTy(γ(t))γ′(t) dt
∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

‖DTy(γ(t))‖op|γ′(t)| dt ≤
1

2
|x− x′|. (3.5)

Dies bedeutet gerade, dass Ty auf B̄r(0) Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante 1/2, also eine strikte
Kontraktion ist. Speziell für x′ = 0 sehen wir anhand der letzten Ungleichung außerdem

|Ty(x)| ≤ |Ty(x)− Ty(0)|+ |Ty(0)| ≤ 1

2
|x|+ |y|,

so dass Ty(x) ∈ Br(0) für y ∈ Br/2(0) und x ∈ B̄r(0) gilt. Für solche y ist die Funktion Ty : B̄r(0) →
Br(0) ⊂ B̄r(0) also eine Selbstabbildung. Da schließlich B̄r(0) als abgeschlossene Menge eines vollstän-
digen Raums selbst vollständig ist, können wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden und finden so
für jedes y ∈ Br/2(0) ein eindeutiges x̄ ∈ Br(0) mit Ty(x̄) = x̄ (beachte, dass wegen Ty(B̄r(0)) ⊂ Br(0)
der Fixpunkt tatsächlich in der offenen Kugel Br(0) liegt). Zurückübertragen auf die Abbildung f
bedeutet das gerade, dass wir für jedes y ∈ Br/2(0) ein eindeutiges x̄ ∈ Br(0) mit f(x̄) = y finden.
Dementsprechend wählen wir nun

V0 := Br/2(0) und U0 := f−1(V0) ∩Br(0).

Nach Definition ist V0 also eine offene Umgebung von 0, f−1(V0) als Urbild einer offenen Menge offen
und enthält 0, und somit U0 als Schnitt zweiter offener Mengen offen und damit ebenfalls eine offene
Umgebung von 0. Zudem gilt nach Definition, dass f : U0 → V0 eine bijektive Abbildung ist, wobei die
Umkehrfunktion (f |U0)−1 gerade durch die oben konstruierte Abbildung y 7→ x̄ gegeben ist.
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Schritt 3: Lokale Lipschitz-Stetigkeit von (f |U0
)−1 auf V0. Zu beliebigen Punkten y 6= y′ ∈ V0

bezeichnen wir mit x, x′ ∈ U0 die Punkte mit f(x) = y und f(x′) = y′. Nach obiger Definition von T0

sowie der Abschätzung (3.5) gilt dann

|x− x′| = |T0(x) + f(x)− T0(x′)− f(x′)|

≤ |T0(x)− T0(x′)|+ |f(x)− f(x′)| ≤ 1

2
|x− x′|+ |f(x)− f(x′)|,

also wegen
|x− x′| ≤ 2|f(x)− f(x′)| ⇔ |(f |U0

)−1(y)− (f |U0
)−1(y′)| ≤ 2|y − y′|

die Lipschitz-Stetigkeit von (f |U0)−1 auf V0 mit Lipschitz-Konstante 2.
Schritt 4: Invertierbarkeit von Df(x) für alle x ∈ U0. Wäre Df(x) für ein x ∈ U0 nicht invertierbar,

dann fänden wir einen Vektor v ∈ Rn mit |v| = 1 und Df(x)v = 0. Somit hätten wir aber einen
Widerspruch wegen

|(Df(x)− 1n×n)v| = |v| = 1 >
1

2
≥ ‖Df(x)− 1n×n‖op,

wobei die letzte Ungleichung nach Wahl von U0 ⊂ Br(0) und wegen (3.4) gilt.
Schritt 5: Stetige Differenzierbarkeit von (f |U0

)−1 auf V0. Es seien y 6= y′ ∈ V0 und x, x′ ∈ U0 wieder
wie in Schritt 3 mit f(x) = y und f(x′) = y′. Wir wollen im Folgenden nun zunächst die Definition
der Differenzierbarkeit von (f |U0

)−1 bei y nachweisen, mit Ableitung (Df(x))−1. Dazu schreiben wir
sie erst um und schätzen dann ab:

|(f |U0
)−1(y′)− (f |U0

)−1(y)− (Df(x))−1(y′ − y)|
|y′ − y| =

|x′ − x− (Df(x))−1(f(x′)− f(x))|
|y′ − y|

≤ ‖(Df(x))−1‖op
|Df(x)(x′ − x)− f(x′) + f(x)|

|y′ − y|

= ‖(Df(x))−1‖op
|f(x′)− f(x)−Df(x)(x′ − x)|

|x′ − x|
|(f |U0)−1(y′)− (f |U0)−1(y)|

|y′ − y| .

Wir betrachten nun den Grenzwert y′ → y. Wegen der Stetigkeit von (f |U0)−1 auf V0 impliziert dies ge-
rade x′ → x. Der erste Term auf der rechten Seite ist eine Konstante, der zweite Term konvergiert wegen
der Differenzierbarkeit von f bei x gegen 0, und der dritte Term ist wegen der in Schritt 3 bewiesenen
Lipschitz-Stetigkeit von (f |U0

)−1 beschränkt durch 2. Daraus folgern wir nun die Differenzierbarkeit
von (f |U0

)−1 in jedem beliebigen Punkt y ∈ V0. Die Ableitung ist dabei von der Form

D((f |U0)−1) = Inv ◦Df ◦ f−1

und somit wegen Lemma 3.61 als Verkettung stetiger Abbildungen wieder stetig. Damit ist die stetige
Differenzierbarkeit von (f |U0

)−1 auf V0 bewiesen und der Beweis des Satzes abgeschlossen.

Bemerkung 3.63.

(1) Auf die Voraussetzung der Invertierbarkeit der Ableitung kann bereits für Funktionen in einer
Variable nicht verzichtet werden: die Funktion f : R→ R definiert durch f(x) = x3 für x ∈ R lässt
sich überall lokal umkehren, und die Umkehrfunktion ist gegeben durch f−1(y) = y1/3 für y ∈ R.
In diesem Beispiel verschwindet die Ableitung von f im Ursprung, ist also nicht invertierbar,
und der lokale Umkehrsatz gilt hier tatsächlich nicht, da die Umkehrfunktion im Ursprung nicht
differenzierbar ist.

(2) Beim Umkehrsatz handelt es sich um eine lokale Aussage, und anders als im Fall von Funktionen
in einer Variable kann man nicht direkt eine globale Version ableiten, selbst wenn die Ableitungen
Df(x) für alle x ∈ U invertierbar sind. Beispielsweise ist die Funktion f : R2 → R2 definiert
durch

f(x1, x2) :=

(
exp(x1) cos(x2)
exp(x1) sin(x2)

)
für (x1, x2) ∈ R2
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auf R2 beliebig oft stetig differenzierbar und die Ableitung

Df(x1, x2) =

(
exp(x1) cos(x2) − exp(x1) sin(x2)
exp(x1) sin(x2) exp(x1) cos(x2)

)
wegen det(Df(x1, x2)) = exp(2x1) 6= 0 für alle (x1, x2) ∈ R2 invertierbar. Es existiert jedoch keine
globale Umkehrfunktion, da f in der Variable x2 periodisch und somit nicht injektiv ist. Unter der
zusätzlichen Annahme der Injektivität kann man aus der lokalen Umkehrbarkeit jedoch die globale
Umkehrbarkeit folgern, siehe Korollar 3.64.

(3) Induktiv lässt sich aus der Darstellung der Ableitung von f−1 leicht sehen, dass sich die Regularität
von f unmittelbar auf f−1 überträgt und insbesondere im Fall f ∈ Ck(U,RN ) für ein k ∈ N auch
f−1 ∈ Ck(V0, U0) gilt, also in diesem Fall f |U0

ein Ck-Diffeomorphismus von U0 auf V0 ist.

Korollar 3.64. Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge und f ∈ C1(U,Rn), so dass Df(x0) für alle x0 ∈ U
invertierbar ist. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Offenheitssatz: die Menge f(U) ist offen,

(ii) Globaler Umkehrsatz: ist f zusätzlich injektiv, so ist f : U → f(U) ein C1-Diffeomorphismus.

Beweis.

(i) Als Konsequenz des Umkehrsatzes 3.62 wissen wir, dass zu jedem x ∈ U eine offene Umge-
bung Ux ⊂ U von x existiert, so dass f |Ux : Ux → f(Ux) ein C1-Diffeomorphismus ist. Wegen
der Stetigkeit der Umkehrfunktion und Satz 2.59 haben wir damit insbesondere, dass f(Ux) =
(f |−1

Ux
)−1(Uε) eine offene Menge ist. Schreiben wir nun

f(U) =
⋃
x∈U

f(Ux),

so ist ersichtlich, dass f(U) als Vereinigung offener Mengen selbst offen ist.

(ii) Da f : U → f(U) injektiv ist, existiert die Umkehrfunktion f−1 : f(U)→ U , und diese ist stetig, da
nach (i) für jede offene Menge U0 ⊂ U das Urbild (f−1)−1(U0) = f(U0) offen ist. Daraus schließen
wir, dass f : U → f(U) ein Homöomorphismus ist. Da weiter Differenzierbarkeit von f−1 eine lokale
Eigenschaft ist, folgt die Behauptung direkt aus Satz 3.62 über die lokale Differenzierbarkeit der
Umkehrfunktion.

3.6 Der Satz über implizite Funktionen

Wir diskutieren nun ein ähnliches Problem wie im letzten Abschnitt, und zwar das Lösen von nichtlinea-
ren Gleichungssystemen, bei denen es weniger Gleichungen als Unbekannte gibt. Konkret untersuchen
wir für eine Funktion f : U → RN auf einer offenen Menge U ⊂ Rn und mit n > N die Frage, wie
Urbilder eines Punktes aus RN unter der Abbildung f strukturell aussehen, und hierbei können wir uns
nach Translation auf die Untersuchung der Nullstellenmenge, also des Urbildes f−1(0) vom Ursprung,
beschränken, entweder lokal um eine gegebene Nullstelle von f oder global auf ganz U .

Beispiel 3.65. Es sei f : R2 → R gegeben durch

f(x, y) = x2 + y2 − 1 für (x, y) ∈ R2.

Die Nullstellenmenge von f ist offensichtlich der Einheitskreis S1 := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.
Ist eine Nullstelle (x0, y0) ∈ S1 mit y0 6= 0 gegeben, so können wir die Nullstellenmenge von f lokal

um die gegebene Nullstelle (x0, y0) über den Graph einer Funktion g : (−1, 1)→ R definiert als
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g(x) := sign(y0)(1− x2)
1
2 für x ∈ (−1, 1)

beschreiben als

f−1(0) ∩
(
(−1, 1)× (sign(y0)− 1, sign(y0) + 1)

)
=
{

(x, g(x)) : x ∈ (−1, 1)
}
.

Lokal um die beiden Nullstellen (±1, 0) ist eine solche Darstellung als
Graph einer Funktion in x nicht möglich (denn hier müssten jedem
Punkt x die beiden Werte ±(1− x2)1/2 zugewiesen werden).

x

y

f−1(0)

(x0, y0)

g(x)

Eine explizite Bestimmung der Nullstellenmenge einer Funktion oder allgemeiner ihrer Urbilder ist –
wie auch die Bestimmung der Umkehrfunktion – häufig schwierig, und daher versucht man, ein ähnlich
einfaches Kriterium für die Darstellbarkeit als Graph zu finden wie für die lokale Umkehrbarkeit einer
Funktion in Satz 3.62. Da man die Lösung eines Gleichungssystems sucht, in dem mehr Unbekannte
als Gleichungen vorkommen, handelt es wie im Beispiel 3.65 des Einheitskreises häufig um eine gan-
ze Lösungsmenge. Für eine ähnliche lokale Darstellung der Nullstellenmenge als Graph einer Funktion
spaltet man typischerweise die unabhängigen Variablen aus U in (x, y) ∈ Rn−N ×RN auf, fixiert dann
die Komponente x ∈ Rn−N und betrachtet schließlich die Funktion y 7→ f(x, y) in der unabhängigen Va-
riable y ∈ RN . Damit ist man wieder in einer Situation, in der gleich viele Unbekannte wie Gleichungen
vorliegen. Unter geeigneten Voraussetzungen kann man nun eine eindeutige Lösung y(x) finden. Da man
die x-Komponente fixiert hat, erscheint es angesichts des Umkehrsatzes 3.62 sinnvoll, dass die Ableitung
der Abbildung y 7→ f(x, y) (die eine Teilmenge von RN nach RN abbildet) invertierbar sein muss. Dazu
führen wir eine geeignete Notation ein: wir schreiben Dxf(x, y) ∈ L(Rn−N ,RN ) ' RN×(n−N) für die
Ableitung nach x definiert als Dxf(x, y) := D(x 7→ f(x, y)) und entsprechend Dyf(x, y) ∈ L(RN ,RN ) '
RN×N für die Ableitung nach y definiert als Dyf(x, y) := D(y 7→ f(x, y)). Für f ∈ C1(U,RN ) haben
wir dann die einfachen Darstellungen als

Dxf(x, y) =

∂1f1(x, y) · · · ∂n−Nf1(x, y)
...

. . .
...

∂1fN (x, y) · · · ∂n−NfN (x, y)

 ∈ RN×(n−N),

und

Dyf(x, y) =

∂n−N+1f1(x, y) · · · ∂nf1(x, y)
...

. . .
...

∂n−N+1fN (x0) · · · ∂nfN (x, y)

 ∈ RN×N ,
so dass wir die totale Ableitung von f dann schreiben können als

Df(x, y) =
(
Dxf(x, y) Dyf(x, y)

)
.

Satz 3.66 (über implizite Funktionen). Es sei n > N ∈ N, U ⊂ Rn−N ×RN ' Rn eine offene Menge,
f ∈ C1(U,RN ) eine Funktion und (x0, y0) ∈ U mit f(x0, y0) = 0. Falls

Dyf(x0, y0) ∈ RN×N invertierbar ist,

dann existieren offene Umgebungen U ′0 ⊂ Rn−N von x0, U ′′0 ⊂ RN von y0 sowie eine Funktion g ∈
C1(U ′0, U

′′
0 ) mit der Eigenschaft, dass die Niveaulinie f−1(0)∩ (U ′0×U ′′0 ) gerade der Graph von g auf U ′0

ist, also so dass für alle (x, y) ∈ U ′0 × U ′′0
f(x, y) = 0 ⇔ y = g(x)

gilt. Für die Ableitung von g gilt außerdem

Dg(x) = −
(
Dyf(x, g(x))

)−1
Dxf(x, g(x)) für alle x ∈ U ′0.
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x

y

(x, y) 7→ f(x, y) {(x, y) : f(x, y) = 0}

(x0, y0)

x 7→ g(x)

x

y

U ′
0 × U ′′

0

Beweis. Die Idee des Beweises ist es, die Funktion f durch das Hinzufügen von n − N geeigneten
weiteren Komponentenfunktionen zu einer Funktion F : U → Rn zu erweitern, so dass einerseits eine
“Graphenstruktur” in der x-Variable vorliegt und andererseits der Umkehrsatz anwendbar ist. Dazu
setzen wir

F (x, y) := (x, f(x, y)) für (x, y) ∈ U
und bemerken, dass die Ableitung DF : U → L(Rn,Rn) von der Form

DF (x, y) =

(
1(n−N)×(n−N) 0
Dxf(x, y) Dyf(x, y)

)
für (x, y) ∈ U

ist. In (x0, y0) gilt aufgrund der Blockstruktur von DF (x, y) nach Voraussetzung

det(DF (x0, y0)) = det(Dyf(x0, y0)) 6= 0,

also ist DF (x0, y0) ∈ Rn×n invertierbar und der lokale Umkehrsatz 3.62 auf F bei (x0, y0) anwendbar.
Damit finden wir offene Umgebungen U0 ⊂ U von (x0, y0), V0 ⊂ Rn von F (x0, y0) = (x0, 0), so dass
die auf U0 eingeschränkte Abbildung F |U0 : U0 → V0 ein C1-Diffeomorphismus ist. Nach gegebenenfalls
einer Verkleinerung von V0 können wir hierbei annehmen, dass V0 = U ′0 × V ′′0 für offene Umgebungen
U ′0 ⊂ Rn−N von x0 und V ′′0 ⊂ RN von 0 gilt. Wegen der Tatsache, dass F bijektiv ist und in den
ersten n − N Komponenten gerade als Identitätsabbildung, in den restlichen N Komponenten als die
stetige Funktion f definiert ist, gilt entsprechend U0 = U ′0×U ′′0 , mit einer offenen Menge U ′′0 ⊂ RN , die
nach Voraussetzung y0 enthält. Wegen der Struktur mit der Identitätsabbildung in den ersten n − N
Komponenten von F muss die Umkehrfunktion (F |U ′0×U ′′0 )−1 : U ′0×V ′′0 → U ′0×U ′′0 zudem von der Form

(F |U ′0×U ′′0 )−1(x, z) = (x, h(x, z)) für (x, z) ∈ U ′0 × V ′′0 ⊂ Rn−N ×RN

sein, mit einer Funktion h ∈ C1(U ′0×V ′′0 , U ′′0 ). Wegen der Injektivität von F |U ′0×U ′′0 haben wir schließlich

für (x, y) ∈ U ′0 × U ′′0 die Äquivalenzen

f(x, y) = 0 ⇔ F (x, y) = (x, 0)

⇔ (x, y) = F−1(x, 0) = (x, h(x, 0)) ⇔ y = h(x, 0).

Definieren wir nun g ∈ C1(U ′0, U
′′
0 ) mittels

g(x) := h(x, 0) für x ∈ U ′0,

so haben wir damit die behauptete Äquivalenz f(x, y) = 0⇔ y = g(x) für (x, y) ∈ U ′0 × U ′′0 bewiesen.
Um noch die Formel für die Ableitung einzusehen, bemerken wir, dass nach Konstruktion von g die

Identität
f(x, g(x)) = 0 für alle x ∈ U ′0
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gilt, so dass aus der Kettenregel aus Satz 3.18

0 =
d

dx

(
f(x, g(x))

)
= Dxf(x, g(x)) +Dyf(x, g(x))Dg(x) für alle x ∈ U ′0

folgt. Wegen der Invertierbarkeit von DF (x, g(x)) und damit auch von Dyf(x, g(x)) für x ∈ U ′0 gilt
nach Umstellung der obigen Identität also auch die letzte Behauptung.

Bemerkung 3.67.

(1) Wie Satz 3.62 von der lokalen Umkehrbarkeit ist der Satz 3.66 über implizite Funktionen eine
lokale Aussage und sichert die Existenz von Nullstellen einer Funktion in impliziter Beschreibung
nur in der Nähe der gegebenen Nullstelle (x0, y0).

(2) Ist g ∈ C1(U ′0, U
′′
0 ) eine implizite Darstellung der Nullstellen von f in U0 × U ′′0 , also mit

f(x, y) = 0 ⇔ y = g(x),

so kann man sich die Formel für die Ableitung Dg einfach über die Kettenregel herleiten (vgl. das
Ende des Beweises) und so merken: wegen der Konstanz von x 7→ f(x, g(x)) gilt

d

dx
f(x, g(x)) = 0 ⇔ Dxf(x, g(x)) +Dyf(x, g(x))Dg(x) = 0 für x ∈ U ′0.

(3) Induktiv lässt sich aus der Darstellung der ersten Ableitung von g leicht sehen, dass sich Regularität
von f unmittelbar auf g überträgt und insbesondere im Fall f ∈ Ck(U,RN ) für ein k ∈ N auch
g ∈ Ck(U ′0, U

′′
0 ) gilt.

Beispiel 3.68. Wir betrachten die Funktion f : R×R2 → R2 gegeben durch

f(x, y1, y2) :=

(
3x+ y2

1 + y3
2

x(y1 − y2) + (y1 + y2)2 + 2

)
für (x, y1, y2) ∈ R × R2. In der Nähe der Nullstelle (−1, 2,−1) soll die Gleichung f(x, y1, y2) = 0 nun
nach y1 und y2 aufgelöst werden, d.h. diese Variablen als Funktionen in x ausgedrückt werden. Dazu
berechnen wir zunächst die Ableitung Dyf(x, y1, y2) in der Nullstelle als

Dyf(x, y1, y2) =

(
2y1 3y2

2

x+ 2(y1 + y2) −x+ 2(y1 + y2)

)
⇒ Dyf(−1, 2,−1) =

(
4 3
1 3

)
.

Die Matrix Dyf(−1, 2,−1) ∈ R2×2 ist invertierbar und daher finden wir nach Satz 3.66 eine offene
Umgebungen U ′0 von x = −1 und U ′′0 von (y1, y2) = (2,−1) sowie eine stetige Funktion g : U ′0 → U ′′0 mit
g(−1) = (2,−1), so dass f(x, g(x)) = 0 für alle x ∈ U ′0 gilt und alle Nullstellen von f in U ′0×U ′′0 gegeben
sind durch die Menge {(x, g(x)) : x ∈ U ′0}. Wir berechnen nun noch Dxf(x, y1, y2) = (3, y1 − y2)T und
erhalten damit für die Ableitung von g in x = −1

g′(−1) = −
(
Dyf(−1, 2,−1))

)−1
Dxf(−1, 2,−1)

= −
(

4 3
1 3

)−1(
3
3

)
= −1

9

(
3 −3
−1 4

)(
3
3

)
=

(
0
−1

)
.

Im Satz 3.66 über implizite Funktionen wurde die Nullstellenmenge lokal durch den Graph einer
Funktion g in der ersten Variable ausgedrückt. Für manche Nullstellen ist dies jedoch nicht möglich,
wie wir bereits in Beispiel 3.65 für die Nullstellen (x0, y0) = (±1, 0) gesehen haben. Dort wäre es jedoch
möglich gewesen, die Nullstellenmenge durch eine Funktion g in der zweiten Variable auszudrücken als

f−1(0) ∩
(
(sign(x0)− 1, sign(x0) + 1)× (−1, 1)

)
=
{

(g(y), y) : y ∈ (−1, 1)
}
,

mit g ∈ C1((−1, 1)) definiert durch g(y) := sign(x0)(1−y2)1/2 für y ∈ (−1, 1). Ein allgemeines Kriterium,
dass man die Nullstellenmenge einer Funktion nach RN in n > N Variablen lokal (gegebenenfalls nach
Umsortierung der Variablen) als Graph in irgendwelchen N Komponenten ausdrücken kann, erhält man
über den Rang der Ableitung:
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Korollar 3.69 (über implizite Funktionen mit Rangbedingung). Es sei n > N ∈ N, U ⊂ Rn eine
offene Menge, f ∈ C1(U,RN ) eine Funktion und x0 ∈ U mit f(x0) = 0. Falls

Df(x0) ∈ RN×n den maximalen Rang N hat,

dann existieren eine Zerlegung Rn = E′ × E′′ in eine direkte Summe von Unterräumen E′, E′′ der
Dimensionen n − N und N (und x = x′ + x′′ mit x′ ∈ E′ und x′′ ∈ E′′ für alle x ∈ Rn), offene
Umgebungen U ′0 ⊂ E′ von x′0, U ′′0 ⊂ E′′ von x′′0 , sowie eine Funktion g ∈ C1(U ′0, U

′′
0 ) mit der Eigenschaft,

dass für alle (x′, x′′) ∈ U ′0 × U ′′0 die Äquivalenz

f(x′, x′′) = 0 ⇔ x′′ = g(x′)

gilt. Dabei kann E′′ als der von ej1 , . . . , ejN erzeugte Unterraum des Rn gewählt werden, so dass die N
Vektoren Dj1f(x0), . . . , DjN f(x0) linear unabhängig sind.

Beweis. Wegen der Rangbedingung findet man zunächst N Spalten j1, . . . , jN ∈ {1, . . . , n} der Ma-
trix Df(x0), die linear unabhängig sind. Dann sortiert man die Komponenten des Rn so um, dass
Dj1f(x0), . . . , DjN f(x0) die letzten N Spalten von Df(x0) werden und wendet dann Satz 3.66 an.

3.7 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Wir untersuchen noch einmal eine differenzierbare Funktion f : U → R für eine offene Menge U ⊂ Rn
auf lokale Extrema, stellen im Gegensatz zu Kapitel 3.4 nun jedoch zusätzliche Nebenbedingungen,
nämlich das f nur auf einer geeigneten niederdimensionalen Menge betrachtet wird. Solche Nebenbe-
dingungen sind insbesondere für Optimierungsprobleme relevant, bei denen man sich gewissermaßen nur
für die Optimierung unter “relevanten” Zuständen interessiert. So ist etwa die Temperatur auf der Welt
grundsätzlich eine Funktion, die auf (einer Teilmenge des) R3 definiert ist, jedoch interessiert man sich
im Allgemeinen nur für lokale extremale Temperaturen auf der Erdoberfläche, was man näherungsweise
als eine zweidimensionale Sphäre auffassen kann, oder entlang einer Route, die man als eindimensionale
Kurve interpretieren kann. Eine solche Nebenbedingung lässt sich über die Nullstellenmenge einer Funk-
tion beschreiben, so dass wir (lokale) Extrema unter einer Nebendingung wie folgt einführen können:

Definition 3.70 (Extremum und Extremstelle unter einer Nebenbedingung). Es sei (X, d) ein metri-
scher Raum und f : X → R, b : X → Rm Funktionen mit m ∈ N. Wir sagen, dass f in einem Punkt
x0 ∈ X ein lokales Minimum bzw. lokales Maximum unter der Nebenbedingung b hat, falls b(x0) = 0
gilt und eine Umgebung V ⊂ X von x0 existiert mit

f(x0) ≤ f(x) bzw. f(x0) ≥ f(x) für alle x ∈ V mit b(x) = 0.

In diesem Fall nennen wir x0 auch einen lokalen Minimierer bzw. lokalen Maximierer von f unter der
Nebenbedingung b. Bei einem lokalen Minimum oder Maximum unter der Nebenbedingung b sprechen wir
auch von einem lokalen Extremum unter der Nebenbedingung b und bei einem lokalen Minimierer oder
Maximierer unter der Nebenbedingung b von einer lokalen Extremstelle unter der Nebenbedingung b.

In einem Punkt x0 ∈ U liegt also genau dann ein lokales Minimum oder Maximum der Funktion f
unter der Nebenbedingung b vor, falls die auf die Urbildmenge M := b−1(0) ⊂ U eingeschränkte Funk-
tion f |M : M → U ein lokales Minimum oder Maximum in x0 hat. Die notwendigen und hinreichenden
Kriterien für lokale Extremstellen aus Kapitel 3.4 sind auf solche Probleme im Allgemeinen nicht mehr
anwendbar. Bei differenzierbaren Funktionen auf (Teilmengen des) Rn erhalten wir nun das folgende
notwendige Kriterium für lokale Extremstellen unter einer Nebenbedingung:

Satz 3.71 (notwendiges Kriterium erster Ordnung für ein (lokales) Extremum unter einer Nebenbe-
dingung). Es sei U ⊂ Rn eine offene Menge, f ∈ C1(U) und b ∈ C1(U,Rm) für ein m ≤ n. Falls f
in einem Punkt x0 ∈ U ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung b und Db(x0) den maximalen
Rang m hat, so sind die Vektoren

∇f(x0),∇b1(x0), . . . ,∇bm(x0) linear abhängig,
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d.h. es existieren eindeutig bestimmte Zahlen λ1, . . . , λm ∈ R mit der Eigenschaft

∇f(x0) =

m∑
`=1

λ`∇b`(x0). (3.6)

Beweis. Im Folgenden schreiben wir für die unabhängige Variable x = (x′, x′′) ∈ Rn−m ×Rm. Gegebe-
nenfalls nach Umnummerierung des Koordinaten dürfen wir annehmen, dass die Matrix

Dx′′b(x0) = Dx′′b(x
′
0, x
′′
0) ∈ Rm×m invertierbar ist. (3.7)

Wir betrachten nun zunächst die letzten m Einträge von ∇f(x0) (also die Anleitung von f nach der
x′′-Variable). In diesen letzten m Einträgen lässt sich die Forderung (3.6) umschreiben zu

m∑
`=1

λ`∂jb`(x0) = ∂jf(x0) für alle j ∈ {n−m+ 1, . . . , n} ⇔ (λ1, . . . , λm)Dx′′b(x0) = Dx′′f(x0),

was wegen der Invertierbarkeit von Dx′′b(x0) auf

(λ1, . . . , λm) := Dx′′f(x0)
(
Dx′′b(x0)

)−1

als einzig mögliche Wahl für die Zahlen λ1, . . . , λm führt. Wir müssen noch zeigen, dass damit automa-
tisch auch die Identität (3.6) in den ersten n−m Einträgen gilt. Wegen (3.7) existieren nach Satz 3.66
offene Umgebungen U ′0 ⊂ Rn−m von x′0, U ′′0 ⊂ Rm von x′′0 sowie eine Funktion g ∈ C1(U ′0, U

′′
0 ) mit der

Eigenschaft, dass für alle (x′, x′′) ∈ U ′0 × U ′′0 die Äquivalenz

b(x′, x′′) = 0 ⇔ x′′ = g(x′)

gilt. Zudem erfüllen die Ableitungen die Gleichung

Dg(x′) = −
(
Dx′′b(x

′, g(x′))
)−1

Dx′b(x
′, g(x′)) für alle x′ ∈ U ′0.

Da x0 = (x′0, x
′′
0) nach Voraussetzung eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung b ist,

hat die Funktion U ′0 3 x′ 7→ f(x′, g(x′)) bei x′0 ein lokales Extremum. Folglich gilt nach Satz 3.50 und
unter Berücksichtung von g(x′0) = x′′0 sowie der Formel für die Ableitung Dg(x′0)

0 =
d

dx′
f(x′0, g(x′0)) = Dx′f(x′0, g(x′0)) +Dx′′f(x′0, g(x′0))Dg(x′0)

= Dx′f(x0)−Dx′′f(x0)
(
Dx′′b(x0)

)−1
Dx′b(x0).

Mit der Definition von (λ1, . . . , λm) führt dies auf

Dx′f(x0) = (λ1, . . . , λm)Dx′b(x0) ⇔ ∂jf(x0) =

m∑
`=1

λ`∂jb`(x0) für alle j ∈ {1, . . . , n−m},

womit der Beweis des Satzes abgeschlossen ist.

Bemerkung 3.72.

(1) Die Zahlen λ1, . . . , λm ∈ R nennt man Lagrange-Multiplikatoren und die Aussage des Satz be-
zeichnet man auch als die Multiplikatorenregel von Lagrange.

(2) Ein Spezialfall des obigen Satzes mit einer skalarwertigen Funktion als Nebenbedingung (also mit
m = 1) stellt Satz 3.52 über das notwendige Kriterium erster Ordnung für lokale Extremstellen
auf einem implizit beschriebenen Rand dar.
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(3) Will man die lokalen Extremstellen einer Funktion f ∈ C1(U) unter einer Nebenbedingung b ∈
C1(U,Rm) bestimmen, so gibt Satz 3.71 eine allgemeine Anleitung für das Vorgehen: zunächst
stellt man das System von n+m Gleichungen

∂if(x) = λ1∂ib1(x) + . . .+ λm∂ibm(x) für alle i ∈ {1, . . . , n}

und
bj(x) = 0 für alle j ∈ {1, . . . ,m}

in den n+m unbekannten Variablen x1, . . . , xn und λ1, . . . , λm auf und bestimmt dessen Lösungen.
Formal erhält man dieses System an Gleichungen auch, wenn man die Lagrange-Hilfsfunktion

L(x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm) := f(x1, . . . , xm)−
m∑
`=1

λ`b`(x1, . . . , xm)

in den n + m Variablen x1, . . . , xn und λ1, . . . , λm betrachtet und nach kritischen Punkten (also
Nullstellen der Ableitung in diesen Variablen) sucht. Für die Lösungen dieser Gleichungen sowie
für alle weiteren Punkte x0 ∈ M , für die Rang(Db(x0)) < m gilt, muss nun einzeln überprüft
werden, ob ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung b vorliegt.

Beispiel 3.73. Gegeben sei eine Funktion f ∈ C∞(R3) mit

f(x1, x2, x3) = 4x1 + 4x3 − 5 für alle (x1, x2, x3) ∈ R3.

Wir wollen f nun auf lokale Extremstellen unter der Nebenbedingung b ∈ C∞(R3,R2) definiert als

b(x1, x2, x3) =

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 − 1
x1 + x2 + x3 − 1

)
für alle (x1, x2, x3) ∈ R3

untersuchen, d.h. wir suchen nach lokalen Extremstellen von f auf der eindimensionalen Untermannig-
faltigkeit M , die gerade die Schnitt der Einheitssphäre S2 = {(x1, x2, x3) : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1} mit der
Ebene E = {(x1, x2, x3) : x1 + x2 + x3 = 1} ist. Dazu berechnen wir zunächst die Ableitungen

Df(x1, x2, x3) = (4, 0, 4) und Db(x1, x2, x3) =

(
2x1 2x2 2x3

1 1 1

)
für (x1, x2, x3) ∈ R3 und überlegen uns dann, dass Rang(Db) ≡ 2 auf M gilt. Die einzigen Kandidaten
für lokale Extremstellen unter der Nebenbedingung b erhalten wir also anhand der Multiplikatorenregel
von Lagrange aus Satz 3.71. Dazu stellen wir die 5 Gleichungen

4 = 2λ1x1 + λ2

0 = 2λ1x2 + λ2

4 = 2λ1x3 + λ2

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1

x1 + x2 + x3 = 1

in den Unbekannten x1, x2, x3, λ1, λ2 auf. Zunächst bemerken wir, dass λ1 6= 0 gelten muss (denn sonst
hätten wir wegen der zweiten Gleichung auch λ2 = 0, was dann zu einem Widerspruch in der ersten
und dritten Gleichung führt). Aus der ersten und dritten Gleichung erhalten wir daher

2λ1x1 + λ2 = 2λ1x3 + λ2 ⇒ x1 = x3.

Setzen wir x3 = x1 in die fünfte Gleichung ein, bekommen wir x2 = 1− 2x1, und wiederum eingesetzt
in die vierte Gleichung haben wir schließlich

6x2
1 − 4x1 = 0 ⇒ x1 = 0 oder x1 =

2

3
.
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Damit können wir x2, x3 berechnen und erhalten dann als Kandidaten für die Extremstellen unter der
Nebenbedingung b die beiden Punkte (0, 1, 0) und (2

3 ,− 1
3 ,

2
3 ) mit Funktionswerten

f(0, 1, 0) = −5 und f( 2
3 ,− 1

3 ,
2
3 ) = 1

3 .

Da M als beschränkte und abgeschlossene Menge kompakt ist, muss f auf M nach dem Satz 2.92 sein
Minimum und Maximum annehmen. Folglich ist (0, 1, 0) der absolute Minimierer und ( 2

3 ,− 1
3 ,

2
3 ) der

absolute Maximierer von f unter der Nebenbedingung b.

Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten. Sucht man nach einem lokalen Extremum einer Funk-
tion f : U → R unter einer Nebenbedingung b, so braucht man f eigentlich nur auf der Nullstellenmenge
von b näher zu untersuchen. Diese Teilmengen des Rn bezeichnet man im Fall, dass b differenzierbar ist,
als eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit. Diese kann man tatsächlich auf mehrere verschiedene
Arten charakterisieren oder beschreiben.

Satz 3.74 (äquivalente Definitionen von differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten). Es sei n ∈ N, d ∈
{1, . . . , n} und k ∈ N∪{∞}. Eine Teilmenge M ⊂ Rn heißt eine d-dimensionale Ck-Untermannigfaltig-
keit des Rn, falls eine der folgenden äquivalenten Bedingungen gilt:

(i) lokale regulär implizite Darstellung als Nullstellenmenge: zu jedem Punkt x0 ∈ M existieren eine
offene Umgebung U in Rn und eine Funktion b ∈ Ck(U,Rn−d) mit den Eigenschaften, dass

M ∩ U = b−1(0)

gilt und die Jacobi-Matrix Db auf U den maximal Rang n− d auf U hat.

U
M

Rn Rn−d

0

b

b(U)

(ii) lokale explizite Darstellung als Graph nach Koordinatenpermutation: zu jedem x0 ∈M existieren
eine offene Umgebung U von x0 in Rn, eine offene Umgebung V ′ von 0 in Rd, eine Funktion
g ∈ Ck(V ′,Rn−d) und eine Bewegung T des Rn (d.h. es gibt eine orthogonale Matrix O ∈ Rn×n
und ein Vektor b ∈ Rn mit Tx = Ox+ b für alle x ∈ Rn) mit den Eigenschaften T (0, g(0)) = x0

und

M ∩ U = T ({(y′, g(y′)) : y′ ∈ V ′}),

Rd

Rn−d

V ′

g

T

U
M

Rn
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(iii) lokale regulär parametrisierte Darstellung: zu jedem x0 ∈ M existieren eine offene Umgebung U
von x0 in Rn, eine offene Umgebung V ′ von 0 in Rd und eine Funktion ϕ ∈ Ck(V ′,Rn) mit den
Eigenschaften, dass ϕ(0) = x0 gilt,

ϕ : V ′ →M ∩ U ein Homöomorphismus ist

und die Jacobi-Matrix Dϕ auf V ′ den maximalen Rang d hat,

Rd
V ′

0

ϕ U
M

Rn

(iv) lokales Geradebiegen: zu jedem x0 ∈ M existieren offene Umgebungen U von x0, V von 0 in Rn

und ein Ck-Diffeomorphismus Ψ: U → V mit den Eigenschaften Ψ(x0) = 0 und

Ψ(M ∩ U) = V ∩ {y ∈ Rn : yd+1 = . . . = yn = 0}.

U
M

Rn

Rd

Rn−d

Ψ
V

Beweis. Implikation (i) ⇒ (ii): folgt direkt aus dem Korollar 3.69 zum Satz über implizite Funktionen
mit Rangbedingung, wobei die Ck-Regularität von g nach Bemerkung 3.67 (2) aus der von b folgt.

Implikation (ii) ⇒ (iii): Mit den offenen Umgebungen U von x0 in Rn, V ′ von 0 in Rd, der Funktion
g ∈ Ck(V ′,Rn−d) und der Bewegung T wie in (ii) definieren wir die Abbildung ϕ ∈ Ck(V ′,Rn) mittels

ϕ(y′) := T (y′, g(y′)) für y′ ∈ V ′.

Nach Definition von ϕ und mit (ii) gilt ϕ(0) = T (0, g(0)) = x0, nach Konstruktion ist ϕ : V ′ → M ∩ U
eine bijektive Abbildung und bildet zudem jede offene Teilmenge Ṽ ⊂ V wegen

ϕ(Ṽ ) = M ∩ U ∩ T (Ṽ ×Rn−d)

in eine relativ offene Menge in M ab. Daher ist nicht nur ϕ nach Definition, sondern auch die Um-
kehrfunktion ϕ−1 stetig, was zeigt, dass ϕ : V ′ →M ∩ U ein Homöomorphismus ist. Da die Abbildung
Rd ⊃ V ′ 3 y′ → (y′, g(y′)) in den ersten d Komponenten die Identitätsabbildung ist, hat ihre Jacobi-
matrix offensichtlich auf V ′ den maximalen Rang d. Unter der Bewegung T bleibt der Rang erhalten,
also haben wir letztendlich auch Rang(Dϕ) ≡ d auf V ′ und (iii) ist damit bewiesen.

Implikation (iii) ⇒ (iv): Sind U (iii) ⊂ Rn, V ′ ⊂ Rd und ϕ ∈ Ck(V ′,Rn) wie in (iii), so können wir
wegen der Bedingung Rang(Dϕ(0)) = d zunächst j1, . . . , jd ∈ {1, . . . , n} geeignet auswählen, so dass
die Vektoren Dϕj1(0), . . . , Dϕjd(0) linear unabhängig ist. Ohne Einschränkung gelte hierbei ji = i für
i ∈ {1, . . . , d} und wir verwenden im Folgenden die Abkürzung ϕ̃ := (ϕ1, . . . , ϕd) : V ′ → Rd. Mithilfe
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von Satz 3.62 über die lokale Umkehrbarkeit finden wir nun eine offene Umgebung V ′0 ⊂ V ′ von 0 in Rd,
eine offene Umgebung U ′0 von x′0 := (x0,1, . . . , x0,d) in Rd, so dass

ϕ̃ : V ′0 → U ′0 ein Ck-Diffeomorphismus ist.

Als nächstes definieren wir eine Funktion Φ: V ′0 ×Rn−d → U ′0 ×Rn−d, indem wir

Φ(y′, y′′) = ϕ(y′) + (0, y′′) für alle (y′, y′′) ∈ V ′0 ×Rn−d

setzen. Für Φ beobachten wir:

• Φ ∈ Ck(V ′0 ×Rn−d,Rn),

• die Jacobi-Matrix DΦ ist auf V ′0 × Rn−d invertierbar, denn DΦ hat dort eine Blockstruktur, so
dass aus der Tatsache, dass ϕ̃ ein Diffeomorphismus ist, det(DΦ) = det(Dϕ̃) 6= 0 folgt,

• Φ ist injektiv, denn sind (y′, y′′), (ȳ′, ȳ′′) ∈ V ′0 ×Rn−d mit Φ(y′, y′′) = Φ(ȳ′, ȳ′′) gegeben, so folgt
aus der Gleichheit der ersten d Komponenten von Φ sowie der Injektivität von ϕ̃ zunächst y′ = ȳ′,
daraus dann ϕ(y′) = ϕ(ȳ′) und schließlich y′′ = ȳ′′,

• Φ ist surjektiv, denn ist ein beliebiges (x′, x′′) ∈ U ′0 × Rn−d gegeben, so bestimmen wir anhand
der Surjektivität von ϕ̃ : V ′0 → U ′0 zunächst y′ ∈ V ′0 mit ϕ̃(y′) = x′ und sehen dann mit für die
Wahl x′′ := y′′ − (ϕd+1(y′), . . . , ϕn(y′)) ∈ Rn−d

Φ(y′, y′′) = ϕ(y′) + (0, y′′) = (x′, x′′).

Aus Korollar 3.64 schließen wir also, dass Φ: V ′0×Rn−d → U ′0×Rn−d ein Ck-Diffeomorphismus ist. Wir
zeigen nun noch, dass die auf eine geeignete Menge eingeschränkte Umkehrfunktion Φ−1 der gesuchte
Ck-Diffeomorphismus ist. Wegen der Voraussetzung ϕ(0) = x0 gilt

Φ(0) = ϕ(0) = x0 ⇔ Φ−1(x0) = 0,

und außerdem gilt

Φ(V ′0 × {0}) = ϕ(V ′0) = U (iv) ∩M ⇔ Φ−1(U (iv) ∩M) = V ′0 × {0}
für eine offene Umgebung U (iv) ⊂ ((U ′0 ×Rn−d) ∩ U (iii)) von x0 in Rn, da ϕ : V ′ →M ∩ U ein Homöo-
morphismus ist und wegen der Stetigkeit der Umkehrfunktion die offene Umgebung V ′0 ⊂ V ′ von 0
in eine relativ offene Teilmenge von M ∩ U (iii) abbildet, die x0 enthält. Mit obigen Identitäten und
Definitionen gelten also für die Abbildung Ψ := (Φ|U(iv))−1 : U (iv) → V (iv) und V (iv) := Ψ(U (iv)) alle
in (iv) geforderten Eigenschaften.

Implikation (iv) ⇒ (i): Seien U die offene Umgebung von x0 in Rn, V von 0 in Rd und Ψ: U → V
der Ck-Diffeomorphismus wie in (iv). Wir bezeichnen mit π2 : Rd ×Rn−d → Rn−d nun die Projektion
auf die zweite Komponente, d.h. π2(y′, y′′) := y′′ für alle (y′, y′′) ∈ Rd ×Rn−d. Wir weisen nun für die
Funktion b : U → Rn−d definiert durch b := π2 ◦ Ψ die Bedingungen aus (i) nach. Da die Projektion
eine glatte Funktion und Ψ eine Ck-Funktion ist, gilt nach der Kettenregel b ∈ Ck(U,Rn−d). Für x ∈ U
haben wir nach Definition von b mittels der Projektion sowie nach Voraussetzung an Ψ die Äquivalenzen

b(x) = 0 ⇔ Ψ(x) ∈ Rd × {0} ⇔ x ∈M ∩ U,
also b−1(0) = M ∩ U . Da Ψ: U → V als Diffeomorphismus auf U die Bedingung Rang(DΨ) = n erfüllt
und die Projektion π2 : Rn → Rn−d in den letzten n−d Komponenten die Identitätsabbildung ist, folgt
schließlich auch Rang(Db) = n− d auf U und (i) ist damit bewiesen.

Bemerkung 3.75. Das Tupel (M ∩ U,ϕ−1) aus (ii) nennt man typischerweise Karte, und als Atlas
bezeichnet man dann eine Familie (M ∩Ui, ϕ−1

i )i∈I mit Indexmenge I, so dass
⋃{M ∩Ui : i ∈ I} = M

gilt. Mit einem solchen Atlas kann man also lokal Teilmengen einer d-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit beschreiben und insbesondere jedem Punkt der Untermannigfaltigkeit eine Umgebung zuordnen,
die dieselben topologischen Eigenschaften wie Kugeln in Rd hat. Auch Differenzierbarkeit kann man so
einführen und alle wesentlichen Konzepte dafür aus dem Rd mittels der Karten übertragen.
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Über die Kartenabbildung kann man insbesondere auch strukturelle Aussagen einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit zeigen und nachweisen, dass manche niederdimensionalen Mengen keine differenzierba-
ren Untermannigfaltigkeiten sind (wie etwa der Doppelkegel K := {x ∈ Rn : x2

1 + . . .+ x2
n−1 = x2

n}, der
keine (n− 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn ist). Mit den unterschiedlichen Charakterisie-
rungen aus Satz 3.74 kann man sich jedoch einfache Beispiele differenzierbarer Untermannigfaltigkeiten
des Rn überlegen:

Beispiel 3.76.

(i) Eine Menge M ⊂ Rn ist genau dann eine n-dimensionale C∞-Untermannigfaltigkeit des Rn, falls
sie offen ist.

(ii) Die Einheitssphäre Sn−1 := {x ∈ Rn : |x| = 1} ist eine (n − 1)-dimensionale C∞-Untermannig-
faltigkeit des Rn und lässt sich regulär implizit als Nullstellenmenge der Funktion b ∈ C∞(Rn)
mit b(x) := |x|2 − 1 für x ∈ Rn (mit Db(x) = 2xT von Rang 1 für x 6= 0) beschreiben.

(iii) Ist g ∈ Ck(U,RN ) für eine offene Menge U ⊂ Rn−N und N < n, so ist der Funktionsgraph
{(x, g(x)) ∈ Rn : x ∈ U} eine Ck-Untermannigfaltigkeit des Rn.

(iv) Sind M1 ⊂ RN eine d1-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit des RN und M2 ⊂ Rn−N eine
d2-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit des Rn−N mit N < n, so ist das kartesische Produkt
M1 ×M2 eine (d1 + d2)-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit des Rn.

Nun kann man auch Kurven betrachten, die in eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit abbilden.
Über die Ableitung solcher Kurven definiert man dann den Begriff des Tangentialraums in einem Punkt
der Untermannigfaltigkeit, der anschaulich gerade die Richtungen darstellt, in die man sich von diesem
Punkt aus entlang der Untermannigfaltigkeit bewegen kann.

Definition 3.77 (Tangentialvektor und Tangentialraum). Es sei M ⊂
Rn eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit des Rn und x0 ∈ M .
Ein Vektor v ∈ Rn heißt Tangentialvektor oder Geschwindigkeitsvek-
tor an M in x0, falls ein ε > 0 und eine stetig differenzierbare Kurve
γ : (−ε, ε)→M existieren mit

γ(0) = x0 und γ′(0) = v.

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in x0 bezeichnen wir als Tan-
gentialraum von M in x0 und schreiben dafür

Tx0
M := {v ∈ Rn : v ist Tangentialvektor an M in x0}.

x0

M
Tx0

M

Mithilfe der lokalen Darstellungen der Untermannigfaltigkeit als Nullstellenmenge einer Funktion
bzw. über die Kartenabbildung kann man nun auch für den Tangentialraum eine entsprechende Dar-
stellung finden.

Satz 3.78 (Darstellungen des Tangentialraums). Es sei M ⊂ Rn eine d-dimensionale differenzierbare
Untermannigfaltigkeit des Rn und x0 ∈M . Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Tx0
M ist ein d-dimensionaler Untervektorraum des Rn.

(ii) Sind U eine offene Umgebung von x0 in Rn und b ∈ Ck(U,Rn−d) eine Funktion wie in Satz 3.74 (i)
mit M ∩ U = b−1(0) und Rang(Db) = n− d auf U , dann gilt

Tx0
M = Kern(Db(x0)).

(iii) Sind U eine offene Umgebung von x0 in Rn, V ′ eine offene Umgebung von 0 in Rd und ϕ ∈
Ck(V ′,Rn) eine Funktion wie in Satz 3.74 (iii) mit ϕ(0) = x0 und Rang(Dϕ) = d auf V ′, so dass
ϕ : V ′ →M ∩ U ein Homöomorphismus ist, dann gilt

Tx0M = Bild(Dϕ(0)).
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Beweis. Inklusion Tx0
M ⊂ Kern(Db(x0)): Wir nehmen einen beliebigen Tangentialvektor v ∈ Tx0

M
und eine zugehörige Kurve γ : (−ε, ε) → M mit γ(0) = x0 und γ′(0) = v. Wegen der Offenheit der
Menge U in (ii) können wir gegebenenfalls nach Verkleinerung von ε > 0 annehmen, dass γ((−ε, ε)) ⊂
M ∩ U gilt. Wegen b−1(0) = M ∩ U haben wir also b ◦ γ(t) = 0 für alle t ∈ (−ε, ε), und mit der
Kettenregel folgt dann

0 =
d

dt
(b ◦ γ)(0) = Db(γ(0))γ′(0) = Db(x0)v,

so dass die Behauptung v ∈ Kern(Db(x0)) gezeigt ist.
Inklusion Bild(Dϕ(0)) ⊂ Tx0

M : Wir nehmen einen beliebigen Vektor v ∈ Rn aus Bild(Dϕ(0)),
d.h. v = Dϕ(0)w für einen Vektor w ∈ V ′. Wegen der Offenheit von V ′ mit 0 ∈ V ′ können wir
nun ε > 0 so klein wählen, dass tw ∈ V ′ für alle t ∈ (−ε, ε) gilt. Dann definieren wir eine Kurve
γ : (−ε, ε) → Rn mittels γ(t) := ϕ(tw) für t ∈ (−ε, ε). Da ϕ die Menge V ′ nach M abbildet, gilt also
sogar γ : (−ε, ε)→M , mit γ(0) = ϕ(0) = x0. Für die Ableitung von γ gilt nach der Kettenregel

γ′(0) = Dϕ(0)w = v

und nach Definition des Tangentialraums ist damit die Behauptung v ∈ Tx0
M gezeigt.

Abschluss des Beweises: Da M eine differenzierbare d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn

ist, existieren die Mengen und Abbildung aus (ii) und (iii) gemäß Satz 3.74. Bisher haben wir die
Inklusionen

Bild(Dϕ(0)) ⊂ Tx0M ⊂ Kern(Db(x0))

gezeigt. Da Dϕ(0) : Rd → Rn und Db(x0) : Rn → Rn−d lineare Abbildungen sind, stehen auf der linken
und rechten Seite jeweils Untervektorräume des Rn. Anhand der Voraussetzungen an Dϕ(0) und Db(x0)
sieht man, dass beide von der Dimension d sind, denn nach dem Rangsatz aus der linearen Algebra gilt

dim
(

Bild(Dϕ(0))
)

= Rang(Dϕ(0)) = d = n− Rang(Db(x0)) = dim
(

Kern(Db(x0))
)
.

Es folgen nun die Identitäten Bild(Dϕ(0)) = Tx0M = Kern(Db(x0)) und damit insbesondere auch, dass
Tx0

M ein d-dimensionaler Untervektorraum des Rn ist.

Den komplementären Unterraum des Tangentialraums nennt man auch Normalraum, und anschau-
lich stellen das nun alle Richtungen dar, in die man von einem Punkt der Untermannigfaltigkeit aus
nicht laufen kann, wenn man sich entlang der Untermannigfaltigkeit bewegt.

Definition 3.79 (Normalvektor und Normalraum). Es sei M ⊂ Rn eine differenzierbare Unterman-
nigfaltigkeit des Rn und x0 ∈M . Ein Vektor v ∈ Rn heißt Normalvektor an M in x0, falls v orthogonal
auf dem Tangentialraum Tx0M an M in x0 steht (bezüglich des Standardskalarprodukts auf dem Rn).
Die Menge aller Normalvektoren an M in x0 bezeichnen wir als Normalraum von M in x0 und schreiben
dafür

Nx0
M := {v ∈ Rn : v ⊥ Tx0

M} = (Tx0
M)⊥.

Als direkte Konsequenz von Satz 3.78 erhalten wir für den Normalraum:

Korollar 3.80 (Darstellungen des Normalraums). Es sei M ⊂ Rn eine d-dimensionale differenzierbare
Untermannigfaltigkeit des Rn und x0 ∈M . Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Nx0M ist ein (n− d)-dimensionaler Untervektorraum des Rn.

(ii) Sind U eine offene Umgebung von x0 in Rn und b ∈ Ck(U,Rn−d) eine Funktion wie in Satz 3.74 (i)
mit M ∩ U = b−1(0) und Rang(Db) = n− d auf U , dann gilt

Nx0M = span{∇b1(x0), . . . ,∇bn−d(x0)}.
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Beweis.

(i) Der Tangentialraum Tx0
M ist nach Satz 3.78 (i) ein d-dimensionaler Untervektorraum des Rn.

Damit ist Nx0M als sein orthogonales Komplement ein (n − d)-dimensionaler Untervektorraum
des Rn.

(ii) Nach Satz 3.78 (ii) gilt Tx0M = Kern(Db(x0)). Nach Definition des Kerns haben wir damit die
Äquivalenzen

v ∈ Tx0
M = Kern(Db(x0)) ⇔ Db(x0)v = 0

⇔ ∇b1(x0) · v = . . . = ∇bn−d(x0) · v = 0,

so dass jeder der Vektoren ∇b1(x0), . . . ,∇bn−d(x0) ∈ Rn senkrecht auf Tx0
M steht und damit

zum Normalraum Nx0
M gehört. Da ∇b1(x0), . . . ,∇bn−d(x0) außerdem nach Voraussetzung linear

unabhängig sind, folgt aus der Tatsache, dass Nx0
M ein (n− d)-dimensionaler Untervektorraum

des Rn ist, bereits, dass ∇b1(x0), . . . ,∇bn−d(x0) eine Basis von Nx0M bilden.

Beispiel 3.81. Für die Einheitssphäre Sn−1 := {x ∈ Rn : |x| = 1} haben wir in Beispiel 3.76 eine
Beschreibung als Nullstellenmenge der Funktion b ∈ C∞(Rn) mit b(x) = |x|2 − 1 für x ∈ Rn gesehen.
Wegen Db(x) = 2xT erhalten wir als Tangential- und Normalraum an Sn−1 in einem Punkt x0 ∈ Sn−1

gerade

Tx0
Sn−1 = Kern(Db(x0)) = {v ∈ Rn : x0 · v = 0},

Nx0S
n−1 = span{∇b(x0)} = span{x0}.

Die Funktion b ist keineswegs eindeutig (wir hätten etwa auch die Funktion b ∈ C∞(Rn) definiert durch
b(x) := log((1 + |x|42)/2) für x ∈ Rn nehmen können), aber jede solche Funktion führt auf die gleichen
(n− 1)- bzw. 1-dimensionalen Unterräume, die den Tangential- und Normalraum bilden.

Die Nebenbedingung bei der Suche nach lokalen Extremstellen einer Funktion kann man nun als Ein-
schränkung auf eine Untermannigfaltigkeit interpretieren und so einen alternativen Beweis von Satz 3.71
geben, bei dem die Struktur der Untermannigfaltigkeit ausgenutzt wird.

Alternativer Beweis von Satz 3.71. Anhand der Voraussetzungen an die Funktion b der Nebenbedin-
gung bemerken wir mithilfe von Satz 3.74 zunächst, dass M := {x ∈ U : b(x) = 0} eine (n − m)-
dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des Rn darstellt. Wir zeigen nun, dass der Gradient
∇f(x0) orthogonal auf dem Tangentialraum Tx0

M an M in x0 steht, was nach Satz 3.78 gerade

∇f(x0) ⊥ Kern(Db(x0)) = Tx0
M (3.8)

bedeutet. Um diese Behauptung zu beweisen, wählen wir einen beliebigen Tangentialvektor v ∈ Tx0M
und eine zugehörige Kurve γ : (−ε, ε)→M mit γ(0) = x0 und γ′(0) = v. Die Funktion f◦γ : (−ε, ε)→ R

hat dann nach Voraussetzung des Satzes ein lokales Extremum bei t = 0. Demzufolge gilt (f ◦γ)′(0) = 0,
was nach der Kettenregel

0 = (f ◦ γ)′(0) = Df(γ(0))γ′(0) = Df(x0)v

impliziert. Wegen der Beliebigkeit von v ∈ Tx0
M ist damit die Behauptung (3.8) gezeigt. Nach Defi-

nition 3.79 des Normalraums Nx0M haben wir mit (3.8) nun gezeigt, dass ∇f(x0) ∈ Nx0M gilt. Aus
Korollar 3.80 folgt nun

∇f(x0) ∈ span{∇b1(x0), . . . ,∇bm(x0)},
womit die lineare Abhängigkeit von ∇f(x0),∇b1(x0), . . . ,∇bm(x0) gezeigt ist. Die eindeutige Existenz
der Zahlen λ1, . . . , λm ∈ R folgt nun aus der Tatsache, dass die Vektoren ∇b1(x0), . . . ,∇bm(x0) nach
Voraussetzung linear unabhängig sind.
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3.8 Parameter-abhängige Riemann-Integrale

Wir beschäftigen uns nun noch mit Parameter-abhängigen Integralen, also Integralen, die von einem
zusätzlichen Parameter im folgenden Sinne abhängen:

Definition 3.82 (Parameter-abhängiges Riemann-Integral). Es sei P eine Menge (von Parametern),
−∞ ≤ a < b ≤ ∞ und f : (a, b)× P → R eine Funktion. Falls für jedes x ∈ P die Funktion t 7→ f(t, x)
(gegebenenfalls uneigentlich) Riemann-integrierbar auf (a, b) ist, so nennen wir

x 7→
∫ b

a

f(t, x) dt

ein Parameter-abhängiges (uneigentliches) Riemann-Integral.

Mit der Eulerschen Gamma-Funktion aus Beispiel 1.47 (iii) haben wir bereits ein Parameter-abhän-
giges (uneigentliches) Riemann-Integral (mit Parameterbereich P = {z ∈ C : Re(z) > 0}) kennengelernt.
Wir wollen nun die allgemeine Abhängigkeit des Integrals vom Parameter beschreiben, und insbesondere,
wie sich Stetigkeit oder Differenzierbarkeit des Integranden im Parameter auf das Parameter-abhängige
Integral übertragen lassen. Ein ähnliches Prinzip (mit Parameterbereich der natürlichen Zahlen N)
haben wir bereits in Satz 1.23 kennengelernt. Für die Integration auf einem kompakten Intervall, also
dem Fall von Parameter-abhängigen eigentlichen Riemann-Integralen, gelten die folgenden wichtigen
Aussagen.

Satz 3.83 (Vertauschungsprinzipien für Parameter-abhängige Riemann-Integrale).

(i) Stetigkeit des Parameter-abhängigen Integrals: Es sei (X, d) ein metrischer Raum und f : [a, b]×
X → R eine stetige Funktion (bezüglich der Produktmetrik). Dann ist das Parameter-abhängige
Riemann-Integral

x 7→
∫ b

a

f(t, x) dt wohldefiniert und stetig auf X.

(ii) Differentiation unter dem Integral: Es sei U eine offene Menge in Rn, f : [a, b]×U → R eine stetige
Funktion, die für jedes (t, x) ∈ [a, b] × U partiell nach xj für ein j ∈ {1, . . . , n} differenzierbar
ist, mit stetiger partieller Ableitung ∂xjf : [a, b] × U → R. Dann ist das Parameter-abhängige
Riemann-Integral partiell nach xj differenzierbar mit stetiger partieller Ableitung

∂xj

(∫ b

a

f(t, x) dt

)
=

∫ b

a

∂xjf(t, x) dt.

(iii) Vertauschung von Integralen: Es sei f : [a, b] × [c, d] → R eine stetige Funktion. Dann ist das
Parameter-abhängige Riemann-Integral auf [c, d] Riemann-integrierbar mit∫ d

c

(∫ b

a

f(t, x) dt

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

c

f(t, x) dx

)
dt.

Beweis.

(i) Wir beobachten zunächst, dass die Abbildung t 7→ f(t, x) für jedes x ∈ X auf [a, b] stetig und
damit nach Satz 1.27 auf [a, b] Riemann-integrierbar ist. Damit folgt die Wohldefiniertheit des
Parameter-abhängigen Riemann-Integrals. Wir wollen nun die Folgenformulierung der Stetigkeit
nachweisen. Es seien dazu x0 ∈ X beliebig und {xk}k∈N eine Folge in X, die bei k →∞ gegen x0

konvergiert. Betrachten wir nun die Menge K := {xk : k ∈ N} ∪ {x0}, so ist diese kompakt in X,
also ist nach Beispiel 2.84 auch das Produkt [a, b] ×K kompakt in [a, b] × X und damit die auf
[a, b] × K eingeschränkte Funktion f |[a,b]×K : [a, b] × K → R nach Satz 2.94 gleichmäßig stetig.
Demzufolge finden wir δ > 0 mit der Eigenschaft, dass

|f(t, x)− f(t̃, x̃)| < ε

b− a für alle t, t̃ ∈ [a, b], x, x̃ ∈ K mit max{|t− t̃|, d(x, x̃)} < δ
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gilt. Wählen wir nun k0 ∈ N groß genug, so dass d(xk, x0) < δ für alle k ≥ k0 erfüllt ist, so folgt
insbesondere ∣∣∣∣ ∫ b

a

f(t, xk) dt−
∫ b

a

f(t, x0) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t, xk)− f(t, x0)| dt < ε

für alle k ≥ k0. Wegen der Beliebigkeit von ε > 0 und x0 ∈ X zeigt dies die Stetigkeit von f
auf X.

(ii) Da bei der partiellen Differentiation nach xj alle Parameter xi mit i 6= j fixiert sind, können wir
uns hier auf den Fall U ⊂ R beschränken. Wir wählen nun ein beliebiges x0 ∈ U und h ∈ R \ {0}
mit x0 + [0, 1]h ⊂ U . Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es zu jedem t ∈ [a, b]
eine Zwischenstelle ξ(t) zwischen x0 und x0 + h in Abhängigkeit von t mit der Eigenschaft

f(t, x0 + h)− f(t, x0)

h
= ∂xf(t, ξ(t)).

Damit folgern wir ∣∣∣∣ 1h
(∫ b

a

f(t, x0 + h) dt−
∫ b

a

f(t, x0) dt

)
−
∫ b

a

∂xjf(t, x) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ b

a

f(t, x0 + h)− f(t, x0)

h
dt−

∫ b

a

∂xf(t, x) dt

∣∣∣∣
≤
∫ b

a

∣∣∂xf(t, ξ(t))− ∂xf(t, x)
∣∣ dt → 0 bei h→ 0.

Für die Konvergenz bei h → 0 haben wir dabei ausgenutzt, dass die partielle Ableitung ∂xf
stetig und damit gleichmäßig stetig auf der kompakten Menge [a, b] × (x0 + [0, 1]h) ist. Somit
können wir mit der gleichen Argumentation wie für (i) sowie der Tatsache ξ(t) ∈ x0 + [0, 1]h
sehen, dass der Integrand |∂xf(t, ξ(t)) − ∂xf(t, x)| beliebig klein wird für |h| hinreichend klein.
Damit ist die Differenzierbarkeit des Parameter-abhängigen Riemann-Integrals nach x ∈ U mit
der entsprechenden Darstellung der Ableitung gezeigt, und deren Stetigkeit folgt schließlich aus
der Stetigkeit von ∂xf in Kombination mit (i).

(iii) Wir definieren zwei Hilfsfunktionen F,G : [a, b] → R, indem wir in den beiden Doppelintegralen
anstelle von b eine variable obere Integrationsgrenze einführen, also

F (y) :=

∫ d

c

(∫ y

a

f(t, x) dt

)
dx und G(y) :=

∫ y

a

(∫ d

c

f(t, x) dx

)
dt

für alle y ∈ [a, b] setzen. Das innere Integral in der Definition von F ist nach (i) wohldefiniert und
stetig in x, so dass F wiederum nach (i) wohldefiniert ist, mit F (a) = 0. Analog argumentiert
man, dass das innere Integral in der Definition von G wohldefiniert und stetig in t ist, so dass G
wohldefiniert ist, mit G(a) = 0. Wir überlegen uns nun, dass sowohl F als auch G auf (a, b)
differenzierbar sind mit F ′ = G′. Mit dem Hauptsatz 1.39 (i) der Differential- und Integralrechnung
sehen wir, dass das innere Integral in der Definition von F stetig nach y differenzierbar ist mit
Ableitung f(y, x), also folgt nach (ii)

F ′(y) =

∫ d

c

Dy

(∫ y

a

f(t, x) dt

)
dx =

∫ d

c

f(y, x) dx.

Für die Funktion G dagegen sieht man direkt mit dem Hauptsatz 1.39 (i) der Differential- und
Integralrechnung

G′(y) =

∫ d

c

f(y, x) dx.

Da F und G damit Stammfunktionen der gleichen Funktion sind und im Punkt y = a überein-
stimmen, folgt aus Lemma 1.37 bereits F (y) = G(y) für alle y ∈ [a, b]. Für y = b ist dies gerade
die Behauptung.
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Als Anwendung dieser Vertauschungsprinzipien überlegen wir uns die Integration der Funktion
s 7→ exp(s2) auf (−∞,∞). Diese Funktion ist nicht elementar unbestimmt integrierbar (vgl. Bemer-
kung 1.67), jedoch sieht man leicht, dass sie auf (−∞,∞) uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

Lemma 3.84. Es gilt ∫ ∞
−∞

exp(−s2) ds =
√
π.

Beweis. Wir führen zunächst eine Hilfsfunktion G : [0,∞)→ R ein, definiert durch

G(x) :=

(∫ x

0

exp(−s2) ds

)2

für x ∈ [0,∞).

Mit der Kettenregel, dem Hauptsatz 1.39 der Differential- und Integralrechnung und dann der Substi-
tution s = xt (mit ds = xdt) folgt

G′(x) = 2 exp(−x2)

∫ x

0

exp(−s2) ds =

∫ 1

0

2x exp(−x2(1 + t2)) dt

für alle x ∈ [0,∞). Definieren wir nun eine Funktion h ∈ C∞(R2) mittels

h(t, x) = −(1 + t2)−1 exp(−x2(1 + t2)) für (t, x) ∈ R2,

so gilt für die partielle Ableitung nach der zweiten Variable x geradeDxh(t, x) = 2x exp(−x2(1+t2)), was
gerade der Integrand in der rechten Integraldarstellung von G′(x) oben ist. Mithilfe der Differentiation
unter dem Integral nach Satz 3.83 (ii) erhalten wir dann

G′(x) =

∫ 1

0

Dxh(t, x) dt =
d

dx

∫ 1

0

h(t, x) dt für alle x ∈ [0,∞).

Aus Lemma 1.37 schließen wir nun, dass sich G und das Integral auf der rechten Seite nur um eine
Konstante unterscheiden, mit

G(x) = G(x)−G(0) =

∫ 1

0

h(t, x) dt−
∫ 1

0

h(t, 0) dt

=

∫ 1

0

h(t, x) dt+

∫ 1

0

(1 + t2)−1 dt =

∫ 1

0

h(t, x) dt+
π

4
,

da arctan eine Stammfunktion von t 7→ (1 + t2)−1 ist, mit arctan(0) = 0 und arctan(1) = π/4. Um nun
den Limes x→∞ zu betrachten, bemerken wir wegen |h(t, x)| ≤ exp(−x2) für (t, x) ∈ R2 noch∣∣∣∣ ∫ 1

0

h(t, x) dt

∣∣∣∣ ≤ exp(−x2)→ 0 bei x→∞ ⇒ lim
x→∞

∫ 1

0

h(t, x) dt = 0,

und enden damit wegen der Symmetrie von s 7→ exp(−s2) und der Definition von G bei∫ ∞
−∞

exp(−s2) ds = 2

∫ ∞
0

exp(−s2) ds = 2 lim
x→∞

√
G(x) = 2

√
π/4 =

√
π,

was gerade der behaupteten Integralwert ist.

Bemerkung 3.85. Eine verwandte, elegantere Methode zur Bestimmung dieses Integralwerts mithilfe
einer Transformation auf Polarkoordinaten wird im Rahmen der Analysis III vorgestellt.
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3.9 Klassische Differentialoperatoren und Potentiale

Zum Abschluss beschäftigen wir uns noch mit Vektorfeldern, die in vielen Anwendungen beispielsweise
aus der Physik eine zentrale Rolle spielen.

Definition 3.86 (Vektorfeld). Es sei U ⊂ Rn. Eine Funktion f : U → Rn, die jedem Punkt x ∈ U
einen Vektor f(x) ∈ Rn zuordnet, heißt ein Vektorfeld auf U . Ist U offen und f ∈ Ck(U,Rn), so nennen
wir f ein Ck-Vektorfeld.

Neben dem Gradienten, den wir bereits kennengelernt haben, gibt es noch einige andere klassische
Differentialoperatoren.

Definition 3.87 (klassische Differentialoperatoren). Es sei U ⊂ Rn offen.

(i) Für ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : U → Rn definieren wir die Divergenz von f als die
Abbildung div f : U → R mit

div f :=

n∑
j=1

∂jfj ,

und falls div f = 0 in U gilt, so nennen wir f ein divergenzfreies Vektorfeld.

(ii) Für n = 3 und ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : U → R3 definieren wir die Rotation
von f als die Abbildung rot f : U → R mit

rot f :=

∂2f3 − ∂3f2

∂3f1 − ∂1f3

∂1f2 − ∂2f1

 ,

und falls rot f = 0 in U gilt, so nennen wir f ein rotationsfreies Vektorfeld.

(iii) Für eine zweifach partiell differenzierbare Funktion f : U → R definieren wir den Laplace-Opera-
tor von f als die Abbildung ∆f : U → R mit

∆f = div∇f =

n∑
j=1

∂2
j f,

und falls ∆f = 0 in U gilt, so nennen wir f eine harmonische Funktion.

Bemerkung 3.88 (Rechenregeln für Divergenz und Rotation). Mithilfe der Produktregel für partielle
Ableitungen folgert man für eine offene Menge U ⊂ Rn, eine partiell differenzierbare Funktion g : U → R

und ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : U → Rn

div(gf) = g div f +∇g · f

und im Fall n = 3
rot(gf) = g rot f +∇g × f.

Ist f ein C2-Vektorfeld, so gelten nach dem Satz 3.24 von Schwarz außerdem

rot∇f ≡ 0 und div rot f ≡ 0.

Nun wollen wir ein gegebenes stetiges Vektorfeld entlang einer Kurve integrieren.

Definition 3.89 (Kurvenintegral). Es sei U ⊂ Rn offen, f : U → Rn ein stetiges Vektorfeld, a < b
und γ : [a, b] → U eine stetig differenzierbare Kurve. Wir definieren das (orientierte) Kurven- oder
Wegintegral von f entlang γ als ∫

γ

f(x) · dx :=

∫ b

a

f(γ(t)) · γ′(t) dt.
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Ist f dabei ein Kraftfeld, so entspricht der Wert des Integrals gerade der Arbeit, die geleistet werden
muss, um einen Massepunkt im Kraftfeld entlang der Kurve γ zu bewegen. Diese Arbeit hängt im
Allgemeinen sowohl vom Kraftfeld als auch von der Kurve ab, und besonders interessant sind Kriterien
an das Kraftfeld, unter denen das Kurvenintegral nur von den Endpunkten der Kurve, aber nicht vom
Verlauf der Kurve abhängt, also wegunabhängig ist.

Definition 3.90 (Gradientenfeld und konservatives Vektorfeld). Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → Rn

ein Vektorfeld.

(i) Wir nennen f ein Gradientenfeld, falls es eine skalarwertige Funktion g : U → R gibt mit

f = ∇g auf U.

In diesem Fall nennen wir g ein Potential von f .

(ii) Wir nennen f ein konservatives Vektorfeld, falls f stetig ist und für jede stetig differenzierbare
Kurve γ : [0, 1]→ U mit γ(0) = γ(1) ∫

γ

f(x) · dx = 0 gilt.

Jedes stetiges Gradientenfeld ist konservativ und somit das Kurvenintegral entlang einer differen-
zierbaren Kurve wegunabhängig (tatsächlich kann man sogar die Äquivalenz dieser Begriffe zeigen).

Lemma 3.91. Es sei U ⊂ Rn offen. Ist f ∈ C(U,Rn) ein Gradientenfeld mit Potential g ∈ C1(U), so
gilt für jede stetig differenzierbare Kurve γ : [a, b]→ U mit a < b∫

γ

f(x) · dx = g ◦ γ(b)− g ◦ γ(a).

Insbesondere ist damit f ein konservatives Vektorfeld.

Beweis. Mit der Kettenregel aus Satz 3.18 und dem Hauptsatz 1.39 der Differential- und Integralrech-
nung haben wir nach Voraussetzung∫

γ

f(x) · dx =

∫ b

a

∇g(γ(t)) · γ′(t) dt =

∫ b

a

(g ◦ γ)′(t) dt = g ◦ γ(b)− g ◦ γ(a)

Statt nach einem Kriterium an das Vektorfeld zu suchen, das die Wegunabhängigkeit des Weginte-
grals liefert, können wir nun alternativ ein Kriterium dafür suchen, dass es sich um ein Gradientenfeld
handelt. Als notwendiges Kriterium dafür haben wir in Bemerkung 3.88 bereits gesehen, dass für n = 3
die Rotation des Vektorfeldes verschwinden muss. Dies ist tatsächlich auf sternförmigen Gebieten (siehe
Definition 2.80) bereits hinreichend, und in Dimensionen n 6= 3 muss man die Rotationsfreiheit nur
durch eine entsprechend angepasste Bedingung ersetzen.

Satz 3.92 (Lemma von Poincaré). Es sei U ⊂ Rn eine offene, sternförmige Menge und f ∈ C1(U,Rn)
ein Vektorfeld. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) f ist ein Gradientenfeld, d.h. es existiert eine skalare Funktion g ∈ C2(U) mit f = ∇g,

(ii) es gilt ∂jfi = ∂ifj für alle i, j ∈ {1, . . . , n}.

Beweis. Implikation (i) ⇒ (ii): Da g zweimal stetig differenzierbar und Potential von f ist, folgt die
Behauptung sofort aus dem Satz 3.24 von Schwarz:

∂jfi(x) = ∂j∂ig(x) = ∂i∂jg(x) = ∂ifj(x) für alle x ∈ U.
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Implikation (ii) ⇒ (i): Es sei x0 ∈ U ein Sternzentrum von U . Wir definieren nun eine Funktion
g : U → R als das Kurvenintegral von f entlang der Kurve γ : [0, 1]→ U mit γ(t) := tx+ (1− t)x0, also

g(x) :=

∫ 1

0

f(tx+ (1− t)x0) · (x− x0) dt

für x ∈ U . Wir bemerken, dass der Integrand f(tx + (1 − t)x0) · (x − x0) für jedes t ∈ [0, 1] und
jedes i ∈ {1, . . . , n} partiell nach xi differenzierbar ist, und die (stetige) partielle Ableitung erfüllt nach
Voraussetzung (ii) gerade

∂i
(
f(tx+ (1− t)x0) · (x− x0)

)
= ∂i

( n∑
j=1

fj(tx+ (1− t)x0)(x− x0)j

)

=

n∑
j=1

∂ifj(tx+ (1− t)x0)t(x− x0)j + fi(tx+ (1− t)x0)

=

n∑
j=1

∂jfi(tx+ (1− t)x0)t(x− x0)j + fi(tx+ (1− t)x0)

=
d

dt

[
fi(tx+ (1− t)x0)

]
t+ fi(tx+ (1− t)x0) =

d

dt

[
fi(tx+ (1− t)x0)t

]
für jedes x ∈ U und t ∈ [0, 1]. Mit der Differentiation unter dem Integral mithilfe von Satz 3.83, sehen
wir daher mit dem Hauptsatz 1.39 der Differential- und Integralrechnung für die Ableitung von g

∂ig(x) =

∫ 1

0

∂i
(
f(tx+ (1− t)x0) · (x− x0)

)
dt

=

∫ 1

0

d

dt

[
fi(tx+ (1− t)x0)t

]
dt =

[
fi(tx+ (1− t)x0)t

]t=1

t=0
= fi(x)

Da i ∈ {1, . . . , n} beliebig war, bedeutet dies ∇g = f , und wegen f ∈ C1(U,Rn) haben wir so außerdem
g ∈ C2(U).

Bemerkung 3.93.

(1) Mit etwas mehr Aufwand kann man zeigen, dass die Aussage des Lemmas von Poincaré auch auf
sogenannten einfach zusammenhängenden offenen Mengen gilt, auf denen man jede geschlossene
Kurve stetig auf einen einzelnen Punkt zusammenziehen kann.

(2) Dass eine solche Voraussetzung an das Gebiet nötig ist, kann man sich anhand des Vektorfeldes
f ∈ C∞(R2 \ {0},R2) definiert durch

f(x1, x2) =
( −x2

x2
1 + x2

2

,
x1

x2
1 + x2

2

)
für (x1, x2) ∈ R2 \ {0} überlegen: einerseits erfüllt dieses auf der (nicht sternförmigen und nicht
einfach zusammenhängenden) Menge R2 \ {0} die Bedingung ∂1f2 = ∂2f1 aus (ii). Andererseits
ist f nicht konservativ und folglich nach Lemma 3.91 auch kein Gradientenfeld, wie man mit der
geschlossenen Kurve γ : [0, 1] → S1 definiert durch γ(t) := (sin(2πt), cos(2πt)) für t ∈ [0, 1] leicht
nachrechnet: ∫

γ

f(x) · dx = 2π

∫ 1

0

f(sin(2πt), cos(2πt)) · (cos(2πt),− sin(2πt)) dt

= 2π

∫ 1

0

[
− cos2(2πt)− sin2(2πt)

]
dt = −2π 6= 0.
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sternförmige, 94
wegzusammenhängende, 91
zusammenhängende, 91

Metrik
p-Metrik, 62
Definition, 61
diskrete, 61
euklidische, 61
Hamming, 61
induzierte, 62
Produktmetrik, 73

metrischer Raum
Definition, 61
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Mittelwertsatz, 113, 119
Mittelwertsatz der Integralrechnung, 24
Multiindex, 123
Multilineare Abbildung, 123

alternierende, 123
symmetrische, 123

Norm
p-Norm, 45, 46
Äquivalenz, 104
Definition, 63
euklidische, 64
Operator-Norm, 90
Supremumsnorm, 64

Normalraum, 152
Normalvektor, 152
normierter Raum, 63

orthogonale Vektoren, 68

Parallelogrammgleichung, 65
Parameter-abhängiges Riemann-Integral, 154

Differenzierbarkeit, 154
Stetigkeit, 154

Partialbruchzerlegung
auf C, 34
auf R, 35

partielle Integration, 29
Polarisationsformel, 65
Polarkoordinaten, 118
Polstelle, 33
Polynomfunktion, 123
Prä-Hilbert-Raum, 65
Punkt

äußerer, 68
Berührpunkt, 68
Häufungspunkt, 68
innerer, 68
isolierter, 68
Randpunkt, 68

punktweise Konvergenz, 17

Rechenregeln
für Richtungsableitungen, 112
für Skalarprodukte, 65
für totale Ableitungen, 115

Riemannsche Zwischensumme, 40
Rotation, 157

Sattelpunkt, 131
Satz

über die globale Umkehrbarkeit, 141
über die lokale Umkehrbarkeit, 138
über implizite Funktionen, 142, 145
vom Maximum und Minimum, 100
von Arzelà–Ascoli, 101
von Bolzano–Weierstraß, 95
von Heine–Borel, 99
von Pythagoras, 68
von Schwarz, 120
von Taylor, 126, 127, 129
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Schachtelungsprinzip, 80
Schrankensatz, 113
Schraubenlinie, 58
Skalarprodukt

Cauchy–Schwarz-Ungleichung, 65
Definition, 65
euklidisches, 67
in `2, 67
in L2, 67

Skalarprodukt-Raum, 65
Stammfunktion, 25
Stetigkeit

Charakterisierung über Urbilder, 86
Definition, 83
der Umkehrabbildung, 100
des gleichmäßigen Limes, 101
Folgenformulierung, 83
Grenzwertformulierung, 83
linearer Abbildungen, 89
Umgebungsformulierung, 83

Stirlingsche Formel, 56
Substitutionsregel, 31

Tangentialraum, 151
Tangentialvektor, 151
Taylorpolynom, 125, 128
Taylorreihe, 125
Trapezregel, 30
Treppenfunktion, 6

Umgebung, 74
Umkehrsatz, 138, 141
Untermannigfaltigkeit

Atlas, 150
Charakterisierung, 148
Definition, 148
Karte, 150
Normalraum, 152
Normalvektor, 152
Tangentialraum, 151
Tangentialvektor, 151

Vektorfeld, 157
divergenzfreies, 157
Gradientenfeld, 158
konservatives, 158
Potential, 158
rotationsfreies, 157

Vertauschungssatz
Grenzwert und Integration, 18

Vollständigkeit, 78

Wallissches Produkt, 55
Winkel, 68

Youngsche Ungleichung, 46

Zwischenwertsatz, 92
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