F23-T3-A3

Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen der Ordnung 2023 = 7 - 172.

Lésungsvorschlag. Sei G eine Gruppe der Ordnung 2023 und seien ny, bzw. nq7 die Anzahl
der 7-, bzw. der 17-Sylow-Gruppen. Nach den Sylowsétzen gilt
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n7 = 1mod 7,
ny | 172,

niy = 1 mod 17,
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ni7 | 7. (

Aus (2) und (4) folgt ny € {1,17,17%} und ni7 € {1,7}. Wegen (1) und (3) kann man
weiter ausschliefsen und wir erhalten ny; = nq7 = 1.

Sei also P die einzige 7-Sylow-Gruppe und @ die einzige 17-Sylow-Gruppe von G. Als
einzige Gruppen ihrer Ordnung sind sowohl P als auch ) Normalteiler von G und sie
schneiden sich wegen ihrer teilerfremmden Ordnung trivial, sodass

PxQ=P Q<G
gilt. Aus dieser Isomorphie folgt
|P-Ql=IPxQ|=|P||Q =717 =G

und damit G = P-(@Q. Da P von Primzahlordnung ist, ist P zyklisch und isomorph zu Z~.
Q@ ist abelsch, da sie 172 Elemente hat und ist daher nach dem Hauptsatz iiber endlich
erzeugte abelsche Gruppen isomorph zu Z17 X Z17 oder Zq72. Insgesamt erhalten wir zwei
Moéglichkeiten fiir den Isomorphietyp von G, namlich

Z7 X ZU X Z17 oder Z7 X Z172.



