F24-T1-A2

a)

Bestimmen Sie alle n € {1, 2,3, ...}, fiir die die Gruppe Z/nZ aufier der Identitit keinen weiteren

Gruppenautomorphismus besitzt.

Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung > 2 mit der Eigenschaft, dass die Identitit der einzige Grup-

penautomorphismus ist.

b)

c)

Zeigen Sie, dass G eine abelsche Gruppe ist.

Zeigen Sie, dass G = Z./27. ist.

Losung

a)

Wir wissen, dass Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)* gilt. Wir wollen also die Anzahl der Einheiten in
Z./nZ. bestimmen. Dazu benutzen wir die eulersche Phi-Funktion, wir wollen also ¢eyer (1) be-
stimmen. Fir n = 1 und n = 2 gilt ¢eyer(n) = 1. Sei nun n > 3 wir betrachten die eindeutige
Primfaktorzerlegung von n = f-;l P, i > 1 fiir alle i. Jetzt gilt nach den Rechenregeln der
eulerschen Phi-Funktion, dass ¢eyer(n) = {;1 Peuter(p;’) = {-‘Zl(pii — p?i_l) gilt. Jetzt gilt
entweder, dass es ein p; > 2 gibt oder alle p; = 2. Im ersren Fall setzen wir dieses p; := p. Dann
hat man p7— p"' = p"~!(p—1) > 1-2 = 2. Im anderen Fall gilt also n = 2¥ mit k > 1. Demnach
gilt Peylernt = 28°1(2 = 1) > 2 -1 = 2. Und damit folgt fiir alle n > 3 gilt, dass Peyler(n) > 2 und
damit auch die Anzahl der Automorphismen von Z/nZ. Die Antwort auf die Frage ist daher
ne€{1,2}

Wir betrachten die Operation durch Konjugation von G auf sich selbst
GxG—G, (x,y)m yxy .
Dieser induziert uns einen Gruppenhomomorphismus
@:G—->AuG) ym (¢ :G—>G, x> yxy ).

Uberlegen wir uns noch kurz, wieso wir tatsichlich in Aut(G) landen und nicht nur in S(G). Da-
zu priifen wir nach, dass ¢, ein Automorphismus auf G ist. ¢, (ab) = y(ab)y™' = ya(y 'y)by ! =
(yay D(yby™") = ¢,(a)¢p,(b). Das dieser bijektiv ist folgt ja schon aus der Gruppenoperation
(Inverses ist ¢,-1). Jetzt gilt ker(®) = G (nach Voraussetzung ist Aut(G) = idc), also gilt fiir alle
z € G, dass yzy~! = z und das gilt fiir alle y, daher ist G abelsch.



c) Nach b) kann man den Hauptsatz tiber endliche abelsche Gruppen anweden und daher ist G

von folgender Form:
G=[]z/pz.
i=1

wobei p; Primzahlen sind (nicht unbedingt verschieden). Nach a) gilt p; = 2 fur alle i € {1,...,n}
da es sonst mehr als einen Gruppenautomorphismus gébe, denn existiert ein iy € {1, ..., n} mit
pi, # 2sogibteseinid # ¢;, : Z/iyZ — Z/iyZ (Gruppenautomorphismus) und demnach wére
D : 1L, Z/piZ — 11y Z/piZ, (21, - s Zig—15 Zigs Zig+15 - s Zn) > (21, ovs Zig—15 Pig (Zig)s Zig+15 -+ » Zn)
ein Gruppenautomorphismus der nicht die Identitit ist. Folglich erhalten wir G = (Z/2Z)*
fir k € IN5. Angenommen k > 1, dann gibt es auch hier einen nicht trivialen Gruppenau-
tomorphismus. Wir bezeichnen hierzu mit e; die ,Basisvektoren“von (Z/2Z)*, also z.B. ¢; =
(1,0,...,0). Fir k > 1 wird durch (e; — ey, eo — ej,e — ¢ VIl > 2) ein solcher nichttrivialer

Gruppenhomomorphismus gegeben. Demnach folgt G = Z,/27Z.



