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a) Bestimmen Sie alle 𝑛 ∈ {1, 2, 3, …}, für die die Gruppe ℤ/𝑛ℤ außer der Identität keinen weiteren

Gruppenautomorphismus besitzt.

Sei 𝐺 eine endliche Gruppe der Ordnung ≥ 2 mit der Eigenschaft, dass die Identität der einzige Grup-

penautomorphismus ist.

b) Zeigen Sie, dass 𝐺 eine abelsche Gruppe ist.

c) Zeigen Sie, dass 𝐺 ≅ ℤ/2ℤ ist.

Lösung

a) Wir wissen, dass Aut(ℤ/𝑛ℤ) ≅ (ℤ/𝑛ℤ)
× gilt. Wir wollen also die Anzahl der Einheiten in

ℤ/𝑛ℤ bestimmen. Dazu benutzen wir die eulersche Phi-Funktion, wir wollen also 𝜙euler(𝑛) be-

stimmen. Für 𝑛 = 1 und 𝑛 = 2 gilt 𝜙euler(𝑛) = 1. Sei nun 𝑛 ≥ 3 wir betrachten die eindeutige

Primfaktorzerlegung von 𝑛 = ∏
𝑘

𝑖=1
𝑝
𝜂𝑖

𝑖
, 𝜂𝑖 ≥ 1 für alle 𝑖. Jetzt gilt nach den Rechenregeln der

eulerschen Phi-Funktion, dass 𝜙euler(𝑛) = ∏
𝑘

𝑖=1
𝜙euler(𝑝

𝜂𝑖

𝑖
) = ∏

𝑘

𝑖=1
(𝑝

𝜂𝑖

𝑖
− 𝑝

𝜂𝑖−1

𝑖
) gilt. Jetzt gilt

entweder, dass es ein 𝑝𝑖 > 2 gibt oder alle 𝑝𝑖 = 2. Im ersren Fall setzen wir dieses 𝑝𝑖 ∶= 𝑝. Dann

hat man 𝑝
𝜂
−𝑝

𝜂−1
= 𝑝

𝜂𝑖−1
(𝑝−1) ≥ 1 ⋅ 2 = 2. Im anderen Fall gilt also 𝑛 = 2

𝑘 mit 𝑘 > 1. Demnach

gilt 𝜙euler𝑛 = 2
𝑘−1

(2 − 1) ≥ 2 ⋅ 1 = 2. Und damit folgt für alle 𝑛 ≥ 3 gilt, dass 𝜙euler(𝑛) ≥ 2 und

damit auch die Anzahl der Automorphismen von ℤ/𝑛ℤ. Die Antwort auf die Frage ist daher

𝑛 ∈ {1, 2}.

b) Wir betrachten die Operation durch Konjugation von 𝐺 auf sich selbst

𝐺 × 𝐺 → 𝐺, (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑦𝑥𝑦
−1
.

Dieser induziert uns einen Gruppenhomomorphismus

𝛷 ∶ 𝐺 → Aut(𝐺) 𝑦 ↦ (𝜙𝑦 ∶ 𝐺 → 𝐺, 𝑥 ↦ 𝑦𝑥𝑦
−1
).

Überlegen wir uns noch kurz, wieso wir tatsächlich in Aut(𝐺) landen und nicht nur in 𝑆(𝐺). Da-

zu prüfen wir nach, dass𝜙𝑦 ein Automorphismus auf𝐺 ist. 𝜙𝑦(𝑎𝑏) = 𝑦(𝑎𝑏)𝑦
−1

= 𝑦𝑎(𝑦
−1
𝑦)𝑏𝑦

−1
=

(𝑦𝑎𝑦
−1
)(𝑦𝑏𝑦

−1
) = 𝜙𝑦(𝑎)𝜙𝑦(𝑏). Das dieser bijektiv ist folgt ja schon aus der Gruppenoperation

(Inverses ist 𝜙
𝑦
−1 ). Jetzt gilt ker(𝛷) = 𝐺 (nach Voraussetzung ist Aut(𝐺) = id𝐺), also gilt für alle

𝑧 ∈ 𝐺, dass 𝑦𝑧𝑦−1 = 𝑧 und das gilt für alle 𝑦, daher ist 𝐺 abelsch.
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c) Nach b) kann man den Hauptsatz über endliche abelsche Gruppen anweden und daher ist 𝐺

von folgender Form:

𝐺 ≅

𝑛

∏

𝑖=1

ℤ/𝑝𝑖ℤ,

wobei 𝑝𝑖 Primzahlen sind (nicht unbedingt verschieden). Nach a) gilt 𝑝𝑖 = 2 für alle 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}

da es sonst mehr als einen Gruppenautomorphismus gäbe, denn existiert ein 𝑖0 ∈ {1, … , 𝑛} mit

𝑝𝑖0
≠ 2 so gibt es ein id ≠ 𝜙𝑖0

∶ ℤ/𝑖0ℤ → ℤ/𝑖0ℤ (Gruppenautomorphismus) und demnach wäre

𝛷 ∶ ∏
𝑛

𝑖=1
ℤ/𝑝𝑖ℤ → ∏

𝑛

𝑖=1
ℤ/𝑝𝑖ℤ, (𝑧1, … , 𝑧𝑖0−1

, 𝑧𝑖0
, 𝑧𝑖0+1

, … , 𝑧𝑛) ↦ (𝑧1, … , 𝑧𝑖0−1
, 𝜙𝑖0

(𝑧𝑖0
), 𝑧𝑖0+1

, … , 𝑧𝑛)

ein Gruppenautomorphismus der nicht die Identität ist. Folglich erhalten wir 𝐺 ≅ (ℤ/2ℤ)
𝑘

für 𝑘 ∈ ℕ>0. Angenommen 𝑘 > 1, dann gibt es auch hier einen nicht trivialen Gruppenau-

tomorphismus. Wir bezeichnen hierzu mit 𝑒𝑖 die
”
Basisvektoren“von (ℤ/2ℤ)

𝑘 , also z.B. 𝑒1 =

(1, 0, … , 0). Für 𝑘 > 1 wird durch (𝑒1 ↦ 𝑒2, 𝑒2 ↦ 𝑒1, 𝑒𝑙 ↦ 𝑒𝑙 ∀𝑙 > 2) ein solcher nichttrivialer

Gruppenhomomorphismus gegeben. Demnach folgt 𝐺 ≅ ℤ/2ℤ.
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