H25-T1-A2

Sei p eine Primzahl, n € IN>; und F; ein Kérper mit g = p" Elementen.

a) Begriinden Sie, warum ordGLy(F,) = (q—1)?q(q+1) fiir die allgemeine lineare Gruppe GL,(F,)
tiber dem Korper I, gilt.

b) Begriinden Sie, warum ordSL,(IF;) = (g — 1)q(q + 1) fiir die allgemeine lineare Gruppe SL,(FF,)
tiber dem Korper F; gilt.

c¢) Begriinden Sie, warum jede Untergruppe der SL,(IF;) der Ordnung g konjugiert zur Untergruppe

o)

von SL,(IF,) ist. Begriinden Sie, warum H kein Normalteiler in SL,(IF,) ist.

Losung

a) GLy(IFy) besteht genau aus den invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Eintragen in F,. Demnach
missen die Spalten so einer Matrix linear unabhingig sein. Demnach hat man fiir die erste
Spalte v; genau g — 1 Mdglichkeiten (nur nicht der 0-Vektor). Fiir die zweite Spalte muss man
einen Vektor nehmen, der nicht im Unterraum der von v; aufgespannt ist liegt. Darin liegen
genau q viele, deshalb bleiben fiir den zweiten Vektor genau ¢ — ¢ Méglichkeiten. Demnach

gilt ordGL2(Fy) = (¢* — 1)(¢* — ¢) = (¢ — 1)(g + Dg(g — 1) = (¢ — 1)°q(q + 1).

b) Wir erinnern zunachst, dass SLy(Fy) = {A € GLy(F,)| det(A) = 1}. Demnach betrachten wir den
Gruppenhomorphismus
det : GLy(Fy) > E, A det(A),

a 0
mit ker(det) = SLy(F,). Wir betrachten A : = 0 1 mit a € F; und sehen, dass det(A) = a,
demnach ist det ein surjektiver Gruppenhomorphismus. Nach dem Homomorphisatz gilt dem-
|GL2(B)|  |iox| _ o1
nach SLaE,)| — F}| = g — 1. Aus a) folgt damit die Behauptung.

c) Offenbar gilt [H| = g. Aus b) wissen wir, dass SL,(IF;) genau (q—1)g(q+1) Elemente besitzt. Wir
betrachten die p-Sylowgruppen von SLy(F;). Da p { (¢ — 1),(q + 1) sind die p-Sylowgruppen
genau die Untergruppen von SLy(F;) mit q Elemnetn. Demnach ist H eine solche (unter der
Pramisse, dass H eine Untergruppe ist, nachrechnen oder der Angabe glauben). Aus dem 2.
Sylowsatz folgt dann die Behauptung das jede andere Untergruppe der Ordnung q konjugiert

zu H ist. Der zweite Teil der Aufgabe folgt, wenn man sich klar macht, dass

[(21)]



ebenfalls eine Untergruppe von SLy(F,) mit genau q Elementen ist. Da H n H = {0} sind H und
H zwei paarweise verschiedene p-Sylowgruppen von SL,(FFy). Also kann H kein Normalteiler

von SLy(F,) sein.



