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Sei 𝐿 der Zerfällungskörper des Polynoms 𝑓 ∶= 𝑋
4
− 𝑋

3
+ 2𝑋

2
− 2 über ℚ. Bestimmen Sie

a) für eine Nullstelle 1 ≠ 𝛼 ∈ 𝐿 von 𝑓 das Minimalpolynom von 𝛼 über ℚ,

b) den Grad [𝐿 ∶ ℚ].

Lösung

a) Es gilt 𝑓 = (𝑥 − 1)(𝑥
3
+2𝑥 + 2). Seien 𝛼0 = 1, 𝛼1, 𝛼2 und 𝛼3 die Nullstellen von 𝑓 . Definieren wir

zudem 𝑔 ∶= (𝑥
3
+2𝑥 + 2). 𝑔 ist irreduzibel nach Eisenstein (𝑝 = 2), normiert und hat 𝛼1, 𝛼2 und

𝛼3 als Nullstellen. Daher ist 𝑔 das Minimalpolynom von 𝛼𝑖, ∀𝑖 ∈ {1, 2, 3}, über ℚ.

b) 𝑔 hat nur ungerade Exponenten von 𝑥 und hat nach dem Zwischenwertsatz der Analysis daher

eine reelle Nullstelle (oBdA 𝛼1). Betrachten wir daher den Körperturm

𝐿

ℚ(𝛼1)

ℚ

wobei nach Teil a) [ℚ(𝛼1) ∶ ℚ] = 3 gilt. Wie oft in der Literatur bezeichnen wir fortan

Gal(𝐿|ℚ) ∶= Gal(𝑓 ). Da 𝛼0 = 1 ∈ ℚ gilt Gal(𝑓 ) = Gal(𝑔) und deshalb #Gal(𝑓 ) ≤ 3! = 6

(kanonische Einbettung der Galoisgruppe in die S(𝑛)). Andererseits gilt #Gal(𝑓 ) = [𝐿 ∶ ℚ] und

da [ℚ(𝛼1) ∶ ℚ] = 3 und [ℚ(𝛼1) ∶ ℚ]|[𝐿 ∶ ℚ] folgt 3|[𝐿 ∶ ℚ]. Insgesamt bekommt man also

[𝐿 ∶ ℚ] ∈ {3, 6}. Betrachten wir nun die formale Ableitung von 𝑔 , 𝑔′ = 3𝑥
2
+ 2. Die Ableitung

𝑔
′ ist größer als 0 für alle 𝑥 ∈ ℝ und daher hat 𝑔 keine andere reelle Nullstelle als 𝛼1, daher gilt

𝛼2, 𝛼3 ∈ ℂ − ℝ (treten als komplex-konjugiertes Paar auf). Daraus folgt das 𝜏 ∈ Gal(𝑓 ) (mit 𝜏

ist die komplexe Konjugation gemeint) Ordnung 2 hat und daher die Galoisgruppe von gerader

Ordnung ist (dies folgt aus dem Satz von Lagrange, da < 𝜏 > als Untergruppe von Gal(𝑓 ) die

Ordnung 2 hat).
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