H23-T3-A3

Sei L der Zerfillungskorper des Polynoms f := X* — X3 + 2X? — 2 iiber Q. Bestimmen Sie

a) fur eine Nullstelle 1 # « € L von f das Minimalpolynom von « iiber Q,

b) den Grad [L : Q].

Losung

a) Esgilt f = (x —1)(x® + 2x + 2). Seien &y = 1, ay, @, und a3 die Nullstellen von f. Definieren wir

b)

zudem g := (x3+ 2x + 2). g ist irreduzibel nach Eisenstein (p = 2), normiert und hat a;, @, und

a3 als Nullstellen. Daher ist g das Minimalpolynom von «;, Vi € {1, 2, 3}, Giber Q.

g hat nur ungerade Exponenten von x und hat nach dem Zwischenwertsatz der Analysis daher

eine reelle Nullstelle (0BdA «;). Betrachten wir daher den Kérperturm

wobei nach Teil a) [Q(a;) : Q] = 3 gilt. Wie oft in der Literatur bezeichnen wir fortan
Gal(L|Q) := Gal(f). Daay = 1 € Q gilt Gal(f) = Gal(g) und deshalb #Gal(f) < 3! = 6
(kanonische Einbettung der Galoisgruppe in die S(n)). Andererseits gilt #Gal(f) = [L : Q] und
da [Q(a1) : Q] = 3 und [Q(e1) : QJI[L : Q] folgt 3|[L : Q]. Insgesamt bekommt man also
[L : Q] € {3, 6}. Betrachten wir nun die formale Ableitung von g, g’ = 3x? + 2. Die Ableitung
g’ ist groBer als 0 fiir alle x € R und daher hat g keine andere reelle Nullstelle als «;, daher gilt
as, a3 € C — R (treten als komplex-konjugiertes Paar auf). Daraus folgt das 7 € Gal(f) (mit ¢
ist die komplexe Konjugation gemeint) Ordnung 2 hat und daher die Galoisgruppe von gerader
Ordnung ist (dies folgt aus dem Satz von Lagrange, da < 7 > als Untergruppe von Gal(f) die
Ordnung 2 hat).



