H25-T2-A1

a) Fiir eine Matrix W € Mat,(R) sei W' die transponierte Matrix. Gibt es eine Matrix W € Mat,(R),

so dass
, 12
wWWw =
2 5

b) Es seien n € N>; und A € Mat,(R) eine symmetrische Matrix. Das charakteristische Polynom

gilt? Begriinden Sie Ihre Antwort.

von A sei gegeben durch
xa(X) = X"+ 5 X" s X"

mit s, ..., s, € Rund s, # 0. Zeigen Sie, dass der Rang von A gleich r ist.

Losung

a) Ich erinnere zunichst an den Spektralsatz der linearen Algebra, wonach jede symmetrische Ma-
trix in Mat,(R) orthogonal diagonalisierbar ist, d.h. es existiert fiir jedes A € Mat,(R) ein U €
O,(R) (orthogonale Matrix = Spalten orthogonal), sodass A = U'AU, wobei A = diag(14, ..., A,)
mit A, ..., A, die Eigenwerte von A. Beachte, dass W'W symmetrisch ist (ganz allgemein: fiir
V € Mat,(R) ist V'V stets symmetrisch mit und positiv definit). Da also W'W positiv definit
sein muss, sonst gibt es kein passendes W berechnen wir zunichst die Eigenwerte von W'W,
diese lauten 3 + 2+/2 und sind demnach beide in Rs.

Nach dem Spektralsatz der linearen Algebra gibt es also ein U € O3(R), mit UW'WU =
diag(A, A-) mit den Eigenwerten A, von oben. Wir formen um und sehen (WU)'WU = diag(41, A2).

Da nun links eine symmetrische und rechts eine Diagonalmatrix stehen, gilt follich WU =

diag(VA1, VA2), also W = diag(+/A;, VA2)U".

b) Wir klammern X" aus und erhalten y4(X) = X" (X" + s;X" ! + ... + 5,) wobei s, # 0. Dem-
nach ist 0 ein Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit n — r. Da A eine symmetrische
Matrix ist, folgt mit dem Spektralsatz wiederum, dass A diagonalisierbar ist, d.h. die geoemtri-
sche Vielfachheit von 0 ist ebenfalss n — r, also dim(ker(A — 0Id)) = dim(ker(A)) = n — r. Aus
dem Rangsatz folgt nun rk(A) =n—(n—r) =r.



