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Kapitel 1

Maßtheorie

1.1 Das Maßproblem

In der Maßtheorie beschäftigen wir uns mit der Frage, wie man Teilmengen des Rn auf sinnvolle
Weise Zahlen zuordnen kann, so dass noch eine Reihe von Gesetzmäßigkeiten gelten, die für Längen,
Flächeninhalt oder Volumen im ein-, zwei- bzw. dreidimensionalen Raum bekannt sind. Speziell kann
man nach einer Abbildung µ : P(Rn)→ [0,∞] mit den folgenden Eigenschaften suchen:

� µ(∅) = 0,

� µ ist monoton, d.h. für A,B ⊂ Rn mit A ⊂ B gilt µ(A) ≤ µ(B),

� µ ist additiv, d.h. für A,B ⊂ Rn mit A ∩B = ∅ gilt µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B),

� µ ist σ-additiv, d.h. für eine Folge {Aj}j∈N von paarweise disjunkten Mengen gilt µ(∪j∈NAj) =∑
j∈N µ(Aj),

� µ ist translationsinvariant, d.h. für A ⊂ Rn und x0 ∈ Rn gilt µ(A) = µ(x0 +A),

� µ ist rotationsinvariant, d.h. für A ⊂ Rn und T ∈ O(n) gilt µ(A) = µ(TA),

� µ ist normiert mit µ([0, 1]n) = 1.

Durch die letzte Bedingung der Normiertheit wird ausgeschlossen, dass allen nicht-leeren Mengen einfach
der Wert 0 oder ∞ zugewiesen wird. Einige Forderungen kann man dann direkt aus anderen ableiten:
so wird etwa die Monotonie und die Bedingung µ(∅) = 0 bereits durch die Additivität impliziert,
und die Additivität wiederum durch die σ-Additivität. Interessanterweise stellt sich heraus, dass dieses
sogenannte Maßproblem nicht lösbar ist.

Satz 1.1 (von Vitali zur Unlösbarkeit des Maßproblems, 1905). Es existiert keine σ-additive und trans-
lationsinvariante Abbildung µ : P(Rn)→ [0,∞], die µ([0, 1]n) ∈ (0,∞) erfüllt.

Beweis. Wir argumentieren über Widerspruch und nehmen dazu an, dass eine σ-additive und translati-
onsinvariante Abbildung µ : P(Rn)→ [0,∞] mit µ([0, 1]n) ∈ (0,∞) existiert. Wir betrachten auf [0, 1]n

die Äquivalenzrelation
x ∼ y genau dann, wenn x− y ∈ Qn.

Mithilfe des Auswahlaxioms wählen wir nun eine Teilmenge V ⊂ [0, 1]n aus, die aus jeder Äquivalenz-
klasse genau ein Element enthält. Dies bedeutet, dass für jedes y ∈ [0, 1]n ein eindeutiges Element x ∈ V
mit x ∼ y existiert. Wir wählen nun eine Abzählung {qj}j∈N der (abzählbaren) Menge Qn ∩ [−1, 1]n

und halten für die Mengen Vj := qj + V für j ∈ N die folgenden Eigenschaften fest:

(i) Die Mengen {Vj}j∈N sind paarweise disjunkt: falls für i, j ∈ N nämlich Vi ∩ Vj 6= ∅ gilt, so gibt es
Elemente vi, vj ∈ V mit qi + vi = qj + vj . Wegen vi − vj = qi − qj ∈ Qn wären vi und vj dann in
derselben Äquivalenzklasse, weswegen nach Wahl von V schon i = j gelten muss.

5



(ii) Es gilt [0, 1]n ⊂ ∪j∈NVj : für jedes y ∈ [0, 1]n existiert nämlich ein v ∈ V ⊂ [0, 1]n mit y ∼ v. Da
in diesem Fall sogar y − v ∈ Qn ∩ [−1, 1]n gilt, haben wir y − v = qj und damit y ∈ Vj für einen
(eindeutigen) Index j ∈ N.

(iii) Es gilt ∪j∈NVj ⊂ [−1, 2]n: ist y ∈ Vj für ein j ∈ N, so gibt es ein v ∈ V mit y = qj + v. Wegen
qj ∈ [−1, 1]n und v ∈ [0, 1]n gilt dann y ∈ [−1, 2]n.

(iv) Wegen der Translationsinvarianz und der Monotonie gilt

µ(Vj) = µ(V ) ≤ µ([0, 1]n) ∈ (0,∞) für alle j ∈ N.

Wir nutzen nun die Annahmen µ([0, 1]n) ∈ (0,∞), die Monotonie und die σ-Additivität. Dann erhalten
wir einerseits über die Eigenschaften (i), (ii) und (iv)

0 < µ([0, 1]n) ≤ µ
( ⋃
j∈N

Vj

)
=
∑
j∈N

µ(V )

und damit µ(V ) > 0. Berücksichtigen wir

µ([−1, 2]n) ≤
∑

x∈{−1,0,1}n
µ(x+ [0, 1]n) = 3nµ([0, 1]n),

so haben wir andererseits wegen (i), (iii) und (iv)∑
j∈N

µ(V ) = µ
( ⋃
j∈N

Vj

)
≤ µ([−1, 2]n) ≤ 3nµ([0, 1]n) <∞,

[0, 1]2

[−1, 2]2

was nur im Fall µ(V ) = 0 möglich ist. Dies ist der gewünschte Widerspruch, so dass wir insgesamt
gezeigt haben, dass es keine σ-additive und translationsinvariante Abbildung µ : P(Rn) → [0,∞] mit
µ([0, 1]n) ∈ (0,∞) geben kann.

Will man die Eigenschaft der Translationsinvarianz und der Normiertheit beibehalten, so bleiben
nun im Wesentlichen zwei Möglichkeiten, ein “abgeschwächtes” Maßproblem anzugehen.

(a) Einschränkung des Definitionsbereichs von µ: anstelle eine Maßabbildung auf der Potenzmen-
ge P(Rn) zu suchen, können wir nach einer Teilmenge A ⊂ P(Rn), die möglichst groß ist, und
einer Abbildung µ : A → [0,∞] suchen, die σ-additiv, translationsinvariant und normiert ist.

(b) Forderung von σ-Subadditivität anstelle von σ-Additivität von µ: wir können nach einer Abbildung
µ∗ : P(Rn) → [0,∞] auf der gesamten Potenzmenge P(Rn) suchen, die σ-subadditiv ist, d.h. für
jede Folge {Aj}j∈N aus A die Ungleichung µ∗(∪j∈NAj) ≤

∑
j∈N µ

∗(Aj) erfüllt, translationsinva-
riant und normiert ist.

Es wird sich herausstellen, dass beide Varianten tatsächlich miteinander verwandt sind und dass dabei
das Maßproblem jeweils nur aus verschiedenen Blickwinkeln betrachtet wird. Das erste Maß kann man
auf die gesamte Potenzmenge P(Rn) fortsetzen, aber dieses fortgesetzte Maß ist dann nur auf dem
Mengensystem A selbst σ-additiv, auf ganz P(Rn) dagegen lediglich σ-subadditiv. Umgekehrt existiert
für das zweite Maß ein Mengensystem B, auf dem µ∗ sogar σ-additiv anstelle von nur σ-subadditiv
ist. Sucht man dabei nach den maximalen Mengensystemen A und B, so stimmen diese am Ende auch
überein, so dass man tatsächlich dasselbe Problem gelöst und dasselbe Maß konstruiert hat, nämlich das
Lebesgue-Maß. Wir folgen zunächst dem ersten Zugang und definieren dazu (σ-additive) Maße in einem
etwas allgemeineren Sinne auf Mengensystemen A ⊂ P(Rn), die σ-Algebren darstellen. Im Anschluss
betrachten wir wie beim zweiten Zugang (σ-subadditive) äußere Maße auf der Potenzmenge P(Rn) und
stellen die Verbindung zu den zuvor diskutierten Maßen dar.

Bemerkung 1.2. Felix Hausdorff zeigte 1914, dass für n ≥ 3 Dimensionen auch keine (endlich)
additive und translationsinvariante Abbildung µ : P(Rn) → [0,∞] mit µ([0, 1]n) ∈ (0,∞) existiert.
Insofern reicht es nicht, anstelle von σ-Additivität nur (endliche) Additivität von µ zu verlangen.
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1.2 Algebren und σ-Algebren

In diesem Abschnitt führen wir die Definitionen einer Algebra und einer σ-Algebra auf einer gege-
benen Grundmenge ein und zeigen einige elementare Eigenschaften. Dann diskutieren wir kanonische
Konstruktionen für σ-Algebren, nämlich aus einem gegebenem Erzeugersystem, auf dem Produkt von
Räumen, die mit σ-Algebren ausgestattet sind, sowie über die Urbilder einer Funktion. Die Motivati-
on für die Diskussion von σ-Algebren kommt davon, dass Maße auf den Mengen aus einer σ-Algebra
ein Wert zugewiesen werden soll, so dass Eigenschaften gelten, die man für einen verallgemeinerten
Volumenbegriff erwarten würde.

Definition 1.3 (Algebra, σ-Algebra, messbarer Raum). Es sei X eine nicht-leere Menge und A ein
Mengensystem von Teilmengen von X.

(i) Wir nennen A eine Algebra auf X, falls

� ∅ ∈ A,

� A abgeschlossen unter Komplementbildung ist, d.h. mit A ∈ A gilt auch X \A ∈ A,

� A abgeschlossen unter Vereinigungen ist, d.h. mit A1, A2 ∈ A gilt auch A1 ∪A2 ∈ A.

(ii) Wir nennen A eine σ-Algebra auf X, falls A eine Algebra auf X ist und zusätzlich

� A abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen ist, d.h. für jede Folge {Aj}j∈N in A gilt
auch ∪j∈NAj ∈ A.

(iii) Falls A eine σ-Algebra auf X ist, so bezeichnen wir das Paar (X,A) als messbaren Raum und die
Elemente von A als die messbaren Mengen. Falls klar ist, welche σ-Algebra auf X gemeint ist, so
sprechen wir von messbaren Mengen in X (anstelle von in (X,A)).

Beispiel 1.4. Es sei X eine nicht-leere Menge.

(i) Das Mengensystem {∅, X} und die Potenzmenge P(X) von X sind σ-Algebren auf X, die triviale
σ-Algebra und die diskrete σ-Algebra. Dies ist die kleinste bzw. größte σ-Algebra auf X.

(ii) Für jede nicht-leere Menge A ( X ist das Mengensystem {∅, A,X \A,X} eine σ-Algebra auf X.

(iii) Die Mengensysteme {
A ⊂ X : A oder X \A enthält endlich viele Elemente

}
und {

A ⊂ X : A oder X \A enthält höchstens abzählbar viele Elemente
}

sind eine Algebra bzw. eine σ-Algebra auf X.

(iv) Für ein Mengensystem A von Teilmengen von X und eine beliebige nicht-leere Teilmenge E ⊂ X
definieren wir

AE :=
{
E ∩A : A ∈ A

}
.

Falls A eine σ-Algebra auf X ist, dann ist AE eine σ-Algebra auf E, die sogenannte Spur-σ-Algebra
von E in A.

Übung 1.5. Es sei X eine nicht-leere Menge und {Ai}i∈I eine Familie von σ-Algebren auf X mit
beliebiger Indexmenge I. Zeigen Sie, dass der Durchschnitt ∩i∈IAi wieder eine σ-Algebra auf X ist.

Direkt aus der Definition einer Algebra bzw. einer σ-Algebra können wir einige elementare Eigen-
schaften folgern.

Lemma 1.6. Es sei X eine nicht-leere Menge und A eine Algebra auf X. Dann gelten die folgenden
Aussagen:
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� X ∈ A,

� A ist abgeschlossen unter Durchschnitten, d.h. mit A1, A2 ∈ A gilt auch A1 ∩A2 ∈ A,

� A ist abgeschlossen unter relativer Komplementbildung, d.h. mit A1, A2 ∈ A gilt auch A1\A2 ∈ A.

Falls A sogar eine σ-Algebra auf X ist, dann gilt außerdem:

� A ist abgeschlossen unter abzählbaren Durchschnitten, d.h. für jede Folge {Aj}j∈N in A gilt auch
∩j∈NAj ∈ A.

Beweis. Wir stellen zunächst fest, dass A nach Definition einer Algebra die leere Menge ∅ enthält und A
abgeschlossen unter Komplementbildung ist, so dass wegen X = X \ ∅ auch X ∈ A gilt.

Sind A1, A2 ∈ A beliebige Mengen aus A, so gilt nach den Regeln von De Morgan sowie der Abge-
schlossenheit von A unter der Bildung von Komplementen und Vereinigungen

A1 ∩A2 = X \
(
X \ (A1 ∩A2)

)
= X \

(
(X \A1) ∪ (X \A2)

)
∈ A.

Mit der eben gezeigten Abgeschlossenheit von A unter Durchschnitten folgt nun auch die Abgeschlos-
senheit von A unter relativer Komplementbildung über

A1 \A2 = A1 ∩ (X \A2) ∈ A.
Falls A sogar eine σ-Algebra auf X und {Aj}j∈N eine Folge in A ist, so erhalten wir über die

Regeln von De Morgan sowie die Abgeschlossenheit von A unter der Bildung von Komplementen und
abzählbaren Vereinigungen schließlich auch⋂

j∈N
Aj = X \

⋃
j∈N

(X \Aj) ∈ A.

Übung 1.7. Zeigen Sie, dass eine Algebra A genau dann eine σ-Algebra ist, falls sie abgeschlossen
unter abzählbaren Vereinigungen von paarweise disjunkten Mengen ist.

Übung 1.8. Es sei X eine beliebige nicht-leere Menge und E ⊂ X eine nicht-leere Teilmenge. Zeigen
Sie, dass das Mengensystem

A :=
{
B : B ⊂ E

}
∪
{
X \B : B ⊂ E

}
eine σ-Algebra auf X ist.

Übung 1.9. Es sei X eine beliebige nicht-leere Menge und {Pj}j∈J eine Partition von X mit höchstens
abzählbarer Indexmenge J ⊂ N, d.h. die Mengen aus {Pj}j∈J sind disjunkte Teilmengen von X mit
X = ∪j∈JPj . Zeigen Sie, dass das Mengensystem

A :=
{⋃
i∈I

Pi : I ⊂ J
}

eine σ-Algebra auf X ist.

Wir interessieren uns in erster Linie für σ-Algebren (und nicht Algebren), da diese es uns erlauben
werden, Limesargument durchzuführen, die für Maße später benötigt werden. Wir beschäftigen uns als
Nächstes mit einigen Techniken zur Konstruktion von σ-Algebren, da es in der Regel relativ schwierig
ist, komplexere σ-Algebren explizit anzugeben. Zunächst kann man eine (kleinstmögliche) σ-Algebra
aus einem gegebenen Mengensystem erzeugen.

Definition 1.10 (erzeugte σ-Algebra, Erzeuger einer σ-Algebra). Es sei X eine nicht-leere Menge und
G ein Mengensystem von Teilmengen von X. Die von G erzeugte σ-Algebra σ(G) definieren wir als den
Durchschnitt aller σ-Algebren, die G enthalten, d.h.

σ(G) =
⋂{
A : A ist eine σ-Algebra auf X mit G ⊂ A

}
.

Das Mengensystem G bezeichnen wir auch als einen Erzeuger der σ-Algebra σ(G).
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Bemerkung 1.11. Der Durchschnitt in der Definition der von G erzeugten σ-Algebra σ(G) ist nicht-
leer, da mit der Potenzmenge P(X) immer mindestens eine σ-Algebra auf X existiert, die das Men-
gensystem G enthält. Da man sich auch leicht überlegen kann, dass der Durchschnitt einer beliebigen
Familie von σ-Algebren auf X wieder eine σ-Algebra auf X ist (vgl. Übung 1.5), ist σ(G) tatsächlich
selbst eine σ-Algebra auf X. Sie ist sogar die kleinste σ-Algebra auf X, die das Mengensystem G enthält,
denn nach Definition von σ(G) gilt einerseits die Inklusion G ⊂ σ(G) und andererseits die Implikation

A ist eine σ-Algebra auf X mit G ⊂ A ⇒ σ(G) ⊂ A.

Bemerkung 1.12. Ist G ein allgemeines Mengensystem von Teilmengen von X, so ist es häufig nicht
möglich, alle Mengen in der von G erzeugten σ-Algebra σ(G) zu charakterisieren. Für eine Menge
aus σ(G) kann man typischerweise Argumente finden, die begründen, dass die Menge zu σ(G) gehört,
wohingegen es für Mengen aus P(X) \ σ(G) teilweise schwierig ist nachzuweisen, dass die Menge nicht
zu σ(G) gehören kann. Häufig ist man jedoch nicht an einzelnen Mengen interessiert, sondern braucht
bestimmte Eigenschaften der von G erzeugten σ-Algebra. Hierfür gibt es typischerweise die folgenden
beiden Strategien:

(1) Top-down-Ansatz: Man zeigt, dass jede σ-Algebra, die den Erzeuger G enthält, die gewünschte
Eigenschaft hat und dass diese Eigenschaft in dem Durchschnitt in der Definition von σ(G) er-
halten bleibt. Auf diese Weise wird beispielsweise gezeigt, dass σ(G) eine σ-Algebra auf X ist
(vgl. Übung 1.5).

(2) Bottom-up-Ansatz: Man betrachtet die Teilmenge B aller Mengen aus σ(G) mit der gewünschten
Eigenschaft und zeigt, dass B eine σ-Algebra auf X darstellt, die den Erzeuger G enthält. Da σ(G)
die kleinste σ-Algebra auf X ist, die den Erzeuger G enthält, muss dann schon B = σ(G) gelten,
womit jede Menge aus σ(G) diese Eigenschaft hat. Diesen Ansatz werden wir beispielsweise im
Beweis von Lemma 1.18 verfolgen.

Für einige einfache Beispiele von Erzeugern ist es möglich, die erzeugte σ-Algebra vollständig anzu-
geben.

Beispiele 1.13. Es sei X eine nicht-leere Menge.

(i) Für eine nicht-leere Teilmenge A ( X betrachten wir G := {A}. Dann gilt für die erzeugte σ-
Algebra σ(G) = {∅, A,X \ A,X}, da einerseits {∅, A,X \ A,X} eine σ-Algebra auf X ist, die A
enthält, und andererseits jede σ-Algebra, die A enthält, auch die Mengen ∅, X \A und X enthalten
muss. Folglich ist {A} ein Erzeuger der σ-Algebra {∅, A,X \A,X} aus Beispiel 1.4 (ii).

(ii) Wir betrachten G := {A ⊂ X : A ist höchstens abzählbar}. Mit der gleichen Argumentation wie
in (i) erhalten wir σ(G) = {A ⊂ X : A oder X \ A ist höchstens abzählbar} für die erzeugte σ-
Algebra, also die σ-Algebra aus Beispiel 1.4 (iii).

F Übung 1.14 (σ-Algebren sind entweder endlich oder überabzählbar). Es sei X eine beliebige nicht-
leere Menge und A eine σ-Algebra auf X. Zeigen Sie, dass A entweder endlich oder überabzählbar ist.
Nehmen Sie dazu in einem Widerspruchsargument an, dass A ein Mengensystem {Aj}j∈N von abzählbar
vielen verschiedenen Teilmengen von X ist. Zeigen Sie dann, dass

� die Menge Gx := ∩{Aj : j ∈ N mit x ∈ Aj} für jedes x ∈ X zu A gehört,

� das Mengensystem G := {Gx : x ∈ X} eine Partition von X darstellt, d.h. es gilt entweder Gx = Gx̃
oder Gx ∩Gx̃ = ∅ für alle x, x̃ ∈ X,

� das Mengensystem G höchstens abzählbar ist,

� die σ-Algebra A von G erzeugt wird, d.h. σ(G) = A gilt,

� A entweder endlich oder überabzählbar ist, womit der gewünschte Widerspruch gezeigt ist.
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Sind mehrere messbare Räume gegeben, so können wir auf dem Produktraum die σ-Algebra be-
trachten, die von allen Produkten messbarer Mengen erzeugt wird.

Definition 1.15 (Produkt-σ-Algebra). Es seien (X1,A1), . . . , (Xn,An) messbare Räume für ein n ∈
N. Die Produkt σ-Algebra A1 ⊗ . . . ⊗ An von A1, . . . ,An definieren wir als die σ-Algebra auf dem
Produktraum X1 × . . . × Xn, die von allen Mengen der Form A1 × . . . × An mit Aj ∈ Aj für alle
j ∈ {1, . . . , n} erzeugt wird, d.h.

A1 ⊗ . . .⊗An = σ
({
A1 × . . .×An : Aj ∈ Aj für alle j ∈ {1, . . . , n}

})
.

In diesem Sinne definieren wir das Produkt der messbaren Räume (X1,A1), . . . , (Xn,An) als den mess-
baren Raum (X1 × . . .×Xn,A1 ⊗ . . .⊗An).

Im Folgenden werden wir uns auf den Fall beschränken, dass wir nur Produkte von zwei messbaren
Räumen betrachten, da man den allgemeinen Fall von Produkten von endlich vielen messbaren Räumen
induktiv auf diesen Fall zurückführen kann.

Übung 1.16. Es seien (X1,A1) und (X2,A2) zwei messbare Räume. Für einen Erzeuger G1 der σ-
Algebra A1 und einen Erzeuger G2 der σ-Algebra A2 setzen wir

G :=
{
G1 ×G2 : G1 ∈ G1, G2 ∈ G2

}
.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Es gibt Beispiele von messbaren Räumen (X1,A1) and (X2,A2) mit Erzeugern G1 und G2, so dass
σ(G) ( A1 ⊗A2 gilt.

(ii) Falls X1 and X2 höchstens abzählbare Vereinigungen von Mengen der Erzeuger G1 und G2 sind,
dann ist das Mengensystem G ein Erzeuger der Produkt σ-Algebra A1 ⊗A2 auf X1 ×X2.

Für Mengen auf Produkträumen X1 × X2 kann man
über sogenannte Schnitte wieder Mengen in den einzelnen
Räumen X1 und X2 zurückgewinnen.

Definition 1.17. Es seien X1, X2 zwei nicht-leere Mengen
und A ⊂ X1 × X2. Wir definieren für ein fixiertes x1 ∈ X1

den x1-Schnitt von A als die Menge

A2
x1

:=
{
x2 ∈ X2 : (x1, x2) ∈ A

}
⊂ X2

und analog für ein fixiertes x2 ∈ X2 den x2-Schnitt von A als
die Menge

A1
x2

:=
{
x1 ∈ X1 : (x1, x2) ∈ A

}
⊂ X1.

Messbare Mengen in einem Produktraum besitzen die wich-
tige Eigenschaft, dass alle Schnitte wieder messbar sind.

X1

X2
A ⊂ X1 ×X2

x1

A2
x1

x2

A1
x2

Lemma 1.18. Es seien (X1,A1) und (X2,A2) zwei messbare Räume. Falls A ⊂ X1×X2 eine messbare
Menge ist, d.h. mit A ∈ A1 ⊗A2, dann sind die Schnitte von A messbar, d.h. es gilt

A2
x1
∈ A2 für jedes x1 ∈ X1 und A1

x2
∈ A1 für jedes x2 ∈ X2.

Beweis. Wir gehen über den Bottom-up-Ansatz aus Bemerkung 1.12 vor. Für beliebige, fixierte Ele-
mente x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 betrachten wir die Mengensysteme

B(x1) :=
{
B ∈ A1 ⊗A2 : B2

x1
∈ A2

}
und B(x2) :=

{
B ∈ A1 ⊗A2 : B1

x2
∈ A1

}
,
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die jeweils nur aus den Mengen der Produkt-σ-Algebra bestehen, deren Schnitte die gewünschte Mess-
barkeitseigenschaft besitzen. Da B(x1),B(x2) nach Definition jeweils Teilmengen der Produkt-σ-Algebra
A1 ⊗A2 sind, ist es ausreichend zu zeigen, dass sie einerseits σ-Algebren sind und dass sie andererseits
alle erzeugenden Mengen A1 ×A2 für A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 enthalten, um auf

B(x1) = A1 ⊗A2 = B(x2)

zu schließen. Damit ist dann gezeigt, dass alle x1- bzw. x2-Schnitte tatsächlich wie behauptet messbar
in X2 bzw. in X1 sind.

Wir betrachten nur das Mengensystem B(x1), die Argumentation für B(x2) ist vollkommen analog.
Wir weisen zunächst nach, dass B(x1) eine σ-Algebra auf X1 × X2 ist. Offensichtlich gilt ∅ ∈ B(x1),
und B(x1) ist auch abgeschlossen unter Komplementbildung und abzählbaren Durchschnitten, da die
folgenden Eigenschaften der x1-Schnitte gelten:

� ((X1 ×X2) \B)2
x1

= X2 \B2
x1

für jede Menge B ⊂ X1 ×X2,

� (∪j∈NBj)2
x1

= ∪j∈N(Bj)
2
x1

für jede Folge {Bj}j∈N in X1 ×X2.

Damit ist nachgewiesen, dass B(x1) eine σ-Algebra auf X1×X2 ist. Als Nächstes betrachten wir Mengen
der Form A1 ×A2 für A1 ∈ A1, A2 ∈ A2, die die Produkt-σ-Algebra A1 ⊗A2 erzeugen. Hier haben wir
entweder (A1 × A2)2

x1
= A2, falls x1 ∈ A1 gilt, oder (A1 × A2)2

x1
= ∅, falls x1 /∈ A1 gilt. Also erhalten

wir in jedem Fall (A1 × A2)2
x1
∈ A2, woraus wir auf A1 × A2 ∈ B(x1) schließen. Damit ist das Lemma

bewiesen.

Bemerkung 1.19. Die Umkehrung von Lemma 1.18 ist im Allgemeinen falsch, d.h. eine Teilmenge
A ⊂ X1 ×X2 ist nicht notwendigerweise messbar, falls alle ihre x1- und x2-Schnitte messbar sind. Für
ein Gegenbeispiel betrachten wir eine beliebige überabzählbare Menge X = X1 = X2, die wir mit der
σ-Algebra

A = {A ⊂ X : A oder X \A ist höchstens abzählbar}
ausstatten. Dann wählen wir eine nicht-messbare Menge E /∈ A, also eine überabzählbare Menge, deren
Komplement ebenfalls überabzählbar ist. Für die Diagonalmenge

DE :=
{

(e, e) : e ∈ E
}
⊂ X ×X

gilt dann, dass alle x1- und x2-Schnitte messbar in (X,A) sind, da sie jeweils entweder die leere oder
eine ein-elementige Menge sind. Die Menge DE ist jedoch nicht messbar in X ×X: dazu betrachten wir
das Mengensystem

B :=
{
B ∈ A⊗A : DX ∩B oder DX \B ist höchstens abzählbar

}
mit DX := {(x, x) : x ∈ X}, das nach Definition eine Teilmenge der Produkt-σ-Algebra A⊗A ist. Für
Mengen A1×A2 mit A1, A2 ∈ A gilt DX∩(A1×A2) = A1∩A2 und (A1×A2)\DX = (X \A1)∪(X \A2),
woraus man A1 ×A2 ∈ B folgern kann. Schließlich ist noch ∅ ∈ B und es gelten

� DX ∩ ((X ×X) \B) = DX \B für jede Menge B ⊂ X ×X,

� DX ∩ (∪j∈NBj) = ∪j∈N(DX ∩Bj) und DX \ (∪j∈NBj) = ∩j∈N(DX \Bj) für jede Folge {Bj}j∈N
in X ×X,

woraus wir schließen, dass B eine σ-Algebra auf X ×X ist. Damit ist B = A⊗A gezeigt, d.h. für jede
Menge aus A ⊗ A gilt, dass entweder ihre Diagonalmenge oder die Diagonalmenge des Komplements
höchstens abzählbar ist. Da nach Konstruktion sowohl DE als auch DX \ DE überabzählbar sind, gilt
DE /∈ A⊗A und damit ist die Nicht-Messbarkeit von DE in (X ×X,A⊗A) gezeigt. Sobald wir später
messbare Funktionen kennengelernt haben, können wir die Nicht-Messbarkeit von DE etwas einfacher
begründen (nämlich darüber, dass das Urbild DE unter der Diagonalabbildung x 7→ (x, x) die nicht-
messbare Menge E ist).
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Schließlich können wir, ausgehend von einem messbaren Raum, auch eine σ-Algebra über einer
(möglicherweise anderen) Menge konstruieren, indem wir die Urbilder einer Funktion zwischen diesen
beiden Mengen betrachten.

Lemma 1.20 (Pushforward und Pullback einer σ-Algebra). Es seien X,Y nicht-leere Mengen und
f : X → Y eine Funktion.

(i) Falls A eine σ-Algebra auf X ist, dann ist das Mengensystem

f∗A :=
{
B ⊂ Y : f−1(B) ∈ A

}
,

der Pushforward von A unter f , eine σ-Algebra auf Y .

(ii) Falls A eine σ-Algebra auf Y ist, dann ist das Mengensystem

f∗A :=
{
f−1(B) ⊂ X : B ∈ A

}
,

der Pullback von A unter f , eine σ-Algebra auf X.

Beweis. Beide Behauptungen des Lemmas folgen unmittelbar aus den folgenden Eigenschaften des Ur-
bildes:

� f−1(∅) = ∅,

� f−1(Y \B) = X \ f−1(B) für jede Menge B ⊂ Y ,

� f−1(∪j∈NBj) = ∪j∈Nf−1(Bj) für jede Folge {Bj}j∈N in Y .

Beispiel 1.21. Es sei (X,A) ein messbarer Raum. Für eine nicht-leere Teilmenge E ⊂ X betrachten
wir die Funktion IdE : E → X, mit IdE(x) = x für jedes x ∈ E. Wegen Id−1

E (A) = A ∩ E für jede
Teilmenge A ⊂ X haben wir dann

Id∗E A =
{
A ∩ E : A ∈ A

}
.

Die Spur-σ-Algebra AE von E in A aus Beispiel 1.4 (iv) stellt daher auch den Pullback von A unter
der Funktion IdE dar.

F Übung 1.22. Es seien X,Y nicht-leere Mengen, f : X → Y eine Funktion und A eine σ-Algebra
auf Y mit Erzeuger G. Zeigen Sie, dass der Pullback von A unter f mit der σ-Algebra übereinstimmt,
die von den Urbildern aus G erzeugt wird, d.h.

f∗A = σ
(
{f−1(G) : G ∈ G}

)
.

1.3 Maße

Wir definieren nun ein Maß als eine Mengenfunktion (d.h. eine Funktion, deren Definitionsbereich ein
Mengensystem ist), die den Begriff eines Volumens verallgemeinert: ein Maß nimmt für jedes Element
einer σ-Algebra auf einer gegebenen Grundmenge einen nicht-negativen Wert an und erfüllt dabei einige
Strukturbedingungen, die man für ein verallgemeinertes Volumen erwarten würde. So muss ein Maß der
leeren Menge den Wert Null zuweisen und additiv auf (abzählbar vielen) paarweise disjunkten Mengen
operieren.

Definition 1.23 (Additivität, Subadditivität, Monotonie). Es sei (X,A) ein messbarer Raum und
µ : A → [0,∞] eine Mengenfunktion. Wir nennen µ

� additiv auf A, falls für alle disjunkte Mengen A1, A2 ∈ A gilt:

µ(A1 ∪A2) = µ(A1) + µ(A2),
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� σ-additiv auf A, falls für jede Folge {Aj}j∈N paarweise disjunkter Mengen aus A gilt:

µ
( ⋃
j∈N

Aj

)
=
∑
j∈N

µ(Aj),

� subadditiv auf A, falls für alle Mengen A1, A2 ∈ A gilt

µ(A1 ∪A2) ≤ µ(A1) + µ(A2),

� σ-subadditiv auf A, falls für jede Folge {Aj}j∈N von Mengen in A gilt:

µ
( ⋃
j∈N

Aj

)
≤
∑
j∈N

µ(Aj),

� monoton, falls für alle Mengen A1, A2 ∈ A mit A1 ⊂ A2 gilt:

µ(A1) ≤ µ(A2).

Definition 1.24 (Maß). Es sei (X,A) ein messbarer Raum.

(i) Eine Mengenfunktion µ : A → [0,∞] heißt Maß auf (X,A), falls

� µ(∅) = 0,

� µ σ-additiv auf A ist.

Falls klar ist, welche σ-Algebra auf X gemeint ist, so sprechen wir bei µ der Einfachheit halber
von einem Maß auf X.

(ii) Wir nennen eine Menge A ∈ A von endlichem µ-Maß, falls µ(A) <∞ gilt, und von σ-endlichem
µ-Maß, falls eine Folge {Aj}j∈N von Mengen in A existiert, so dass µ(Aj) < ∞ für jedes j ∈ N
sowie A = ∪j∈NAj gilt.

(iii) Wir nennen ein Maß µ auf X endlich, falls X von endlichem µ-Maß ist, und σ-endlich, falls X
von σ-endlichem µ-Maß ist.

(iv) Falls µ ein Maß auf X ist, so bezeichnen wir das Tripel (X,A, µ) als Maßraum.

Bemerkung 1.25.

(1) Für jede additive Mengenfunktion µ : A → [0,∞] können wir

µ(A) = µ(A) + µ(∅) für jede Menge A ∈ A
schreiben. Daher ist µ(∅) = 0 in diesem Fall äquivalent zur Bedingung, dass es mindestens eine
Menge A ∈ A von endlichem µ-Maß gibt.

(2) Man überlegt sich leicht, dass jede σ-additive Mengenfunktion µ : A → [0,∞] auch additiv ist.

Beispiel 1.26. Es sei X eine nicht-leere Mengen und A = P(X) die σ-Algebra aller ihrer Teilmengen.
Einfache Beispiele von Maßen auf dem messbaren Raum (X,A) sind die folgenden:

(i) Dirac-Maß: Für jedes Element x ∈ X definieren wir das Maß δx : A → {0, 1} über

δx(A) :=

{
1 falls x ∈ A
0 sonst

für alle A ∈ A. Ist außerdem {xj}j∈N eine Folge von Elementen in X und {wj}j∈N eine Folgen
von nicht-negativen Zahlen in R+

0 , so können wir ein Maß µ : A → [0,∞] über

µ(A) :=
∑
j∈N

wjδxj
(A) =

∑
j∈N : xj∈A

wj

für alle A ∈ A definieren.
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(ii) Zählmaß: Wir erhalten ein Maß #: A → N0 ∪ {∞}, wenn wir #(A) als die Anzahl der Elemente
von A für alle A ∈ A setzen.

(iii) Nullmaß : Die Mengenfunktion µ0 : A → [0,∞] mit µ0(A) = 0 für jede Menge A ⊂ X ist ein Maß
auf (X,A).

(iv) Unendlichmaß : Die Mengenfunktion µ∞ : A → [0,∞] mit µ∞(∅) = 0 und µ∞(A) = ∞ für jede
nicht-leere Menge A ⊂ X ist ein Maß auf (X,A).

Übung 1.27. Geben Sie ein Beispiel eines σ-endlichen Maßes µ auf dem messbaren Raum (R,P(R))
an, so dass µ([a, b]) =∞ für jede Wahl von a, b ∈ R mit a < b gilt.

Wir überlegen uns nun einige wichtige Eigenschaften von Maßen. Wir stellen zunächst fest, dass
Maße monoton bezüglich der Mengeninklusion sind und das Maß relativer Komplemente zumindest für
endliche Menge über die Differenz der Maße der einzelnen Mengen berechnen kann.

Proposition 1.28 (Monotonie von Maßen). Es sei (X,A) ein messbarer Raum und µ : A → [0,∞] eine
additive Mengenfunktion. Für Mengen A1, A2 ∈ A mit A1 ⊂ A2 haben wir die folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt µ(A2) ≥ µ(A1), d.h. µ ist monoton.

(ii) Für µ(A1) <∞ gilt auch µ(A2)− µ(A1) = µ(A2 \A1).

Beweis. Schreiben wir A2 als die disjunkte Vereinigung A1 ∪ (A2 \A1) von Mengen aus A, so erhalten
wir aus der Additivität von µ die Identität

µ(A2) = µ(A1) + µ(A2 \A1)

Dies zeigt die Aussage in (i). Im Fall µ(A1) < ∞ können wir außerdem von beiden Seiten µ(A1)
subtrahieren, so dass auch sofort die zweite Behauptung µ(A2)− µ(A1) = µ(A2 \A1) folgt.

Als Nächstes zeigen wir, dass Maße stetig entlang von (bezüglich der Mengeninklusion) monotonen
Folgen von Mengen sind. Diese Eigenschaft wird sich insbesondere für Grenzprozesse bei der Approxi-
mation von Mengen als hilfreich erweisen.

Proposition 1.29 (Stetigkeit von Maßen). Es sei (X,A) ein messbarer Raum und µ : A → [0,∞] eine
σ-additive Mengenfunktion. Für Folgen {Aj}j∈N von Mengen in A haben wir die folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) Im Fall Aj ⊂ Aj+1 für alle j ∈ N gilt µ(∪j∈NAj) = limj→∞ µ(Aj).

(ii) Im Fall Aj ⊃ Aj+1 für alle j ∈ N und µ(AJ) <∞ für ein J ∈ N gilt µ(∩j∈NAj) = limj→∞ µ(Aj).

Beweis.

(i) Indem wir A0 := ∅ setzen und die Inklusion Aj ⊂ Aj+1 für alle j ∈ N benutzen, können wir die
Mengen Aj für jedes j ∈ N und ∪j∈NAj als disjunkte Vereinigung

Aj =

j⋃
k=1

(
Ak \Ak−1

)
and

⋃
j∈N

Aj =
⋃
k∈N

(
Ak \Ak−1

)
(1.1)

von Mengen aus A schreiben. Mit der endlichen und der σ-endlichen Additivität von µ erhalten
wir dann

lim
j→∞

µ(Aj) = lim
j→∞

j∑
k=1

µ(Ak \Ak−1) =
∑
k∈N

µ(Ak \Ak−1)

= µ
( ⋃
k∈N

(
Ak \Ak−1

))
= µ

( ⋃
j∈N

Aj

)
.
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(ii) Wegen Aj ⊃ Aj+1 gilt auch die Inklusion AJ \ Aj ⊂ AJ \ Aj+1 für jedes j ∈ N. Mit den Regeln
von De Morgan und (i) erhalten wir dann

µ
(
AJ \

⋂
j∈N

Aj

)
= µ

( ⋃
j∈N

(AJ \Aj)
)

= lim
j→∞

µ(AJ \Aj).

Mit µ(AJ) <∞ und Proposition 1.28 (i) ist µ(B) <∞ für jede Teilmenge B ⊂ AJ erfüllt. Nutzen
wir dies speziell für B = ∩j∈NAj und B = Aj für j ≥ J aus, so liefert Proposition 1.28 (ii)

µ(AJ)− µ
( ⋂
j∈N

Aj

)
= lim
j→∞

µ(AJ \Aj) = µ(AJ)− lim
j→∞

µ(Aj).

Dies impliziert wegen µ(AJ) <∞

µ
( ⋂
j∈N

Aj

)
= lim
j→∞

µ(Aj).

Bemerkung 1.30. Die Bedingung µ(AJ) < ∞ für ein J ∈ N in Proposition 1.29 (ii) ist tatsächlich
notwendig, wie man anhand des folgenden Beispiels erkennen kann. Wir betrachten das Zählmaß #
auf dem messbaren Raum (N,P(N)) sowie die Mengen Aj := {k ∈ N : k ≥ j} für j ∈ N. Dann gilt
#(Aj) =∞ und die Inklusion Aj ⊃ Aj+1 für alle j ∈ N, jedoch ∩j∈NAj = ∅ und damit

lim
j→∞

#(Aj) =∞ 6= 0 = #
( ⋂
j∈N

Aj

)
.

Über die Monotonie von additiven Mengenfunktionen lässt sich zeigen, dass σ-Additivität äquivalent
zu σ-Subadditivität und Additivität ist, wodurch die Maßeigenschaften einer Mengenfunktion für einige
Beispiele leichter nachzuweisen ist.

Lemma 1.31. Es sei (X,A) ein messbarer Raum. Eine Mengenfunktion µ : A → [0,∞] ist σ-additiv
auf A genau dann, wenn sie additiv und σ-subadditiv auf A ist.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass σ-Additivität sowohl Additivität als auch σ-Subadditivität impliziert
(indem man für eine Folge {Aj}j∈N von Mengen inA die disjunkte Zerlegung ∪j∈NAj = ∪k∈N(Ak\Ak−1)
aus (1.1) zusammen mit der Monotonie von µ aus Proposition 1.28 ausnutzt).

Für die umgekehrte Implikation nehmen wir nun an, dass µ additiv und σ-subadditiv ist. Induk-
tiv sieht man, dass die Additivität auch für eine endliche Anzahl disjunkter Mengen aus A gilt. Wir
betrachten dann eine Folge {Aj}j∈N von paarweise disjunkten Mengen aus A und erhalten über die
σ-Subadditivität, endliche Additivität und schließlich die Monotonie aus Proposition 1.28

µ
( ⋃
j∈N

Aj

)
≤
∑
j∈N

µ(Aj) = lim
k→∞

k∑
j=1

µ(Aj) = lim
k→∞

µ
( k⋃
j=1

Aj

)
≤ µ

( ⋃
j∈N

Aj

)
.

Folglich sind alle Ungleichungen tatsächlich Gleichungen und wir haben die behauptete σ-Additivität
von µ nachgewiesen.

Für einen gegebenen Maßraum (X,A, µ) können wir auch die Einschränkung des Maßes bezüglich
einer gegebenen Teilmenge E ⊂ X betrachten und erhalten dadurch wieder ein Maß.

Lemma 1.32 (Einschränkung eines Maßes). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und E ∈ A eine nicht-leere
Menge.

(i) Die Mengenfunktion µ E : A → [0,∞] definiert über

µ E(A) := µ(E ∩A) für alle A ∈ A

ist ein Maß auf (X,A), die Einschränkung von µ auf E.
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(ii) Ist B ⊂ A eine σ-Algebra auf E, so ist die Mengenfunktion µ|B : B| → [0,∞] definiert über

µ|B(A) := µ(A) für alle A ∈ B

ein Maß auf (E,B).

Beweis.

(i) Wir bemerken zunächst µ E(∅) = µ(∅) = 0. Wir betrachten dann eine beliebige Folge {Aj}j∈N
von paarweise disjunkten Mengen aus A. Die Folge {E ∩ Aj}j∈N besteht ebenfalls aus paarweise
disjunkten Mengen aus A, so dass wir aus der σ-Additivität von µ folgern:

µ E
( ⋃
j∈N

Aj

)
= µ

(
E ∩

⋃
j∈N

Aj

)
= µ

( ⋃
j∈N

(E ∩Aj)
)

=
∑
j∈N

µ(E ∩Aj) =
∑
j∈N

µ E(Aj).

Damit ist gezeigt, dass µ E ein Maß auf (X,A) ist.

(ii) Aus den Maßeigenschaften von µ und der Inklusion B ⊂ A folgt sofort, dass µ|B ein Maß auf
(E,B) ist.

Bemerkung 1.33.

(1) Die Aussage von Lemma 1.32 (ii) können wir insbesondere auf die Spur-σ-Algebra AE aus Bei-
spiel 1.4 (iv) anwenden.

(2) Tatsächlich kann man für ein endliches Maß µ auf (X,A) eine Mengenfunktion µ|AE
: AE →

[0,∞] als Maß auf (E,A|E) auch dann konstruieren, wenn E eine nicht-messbare Menge in (X,A)
ist, also E /∈ A gilt. Dazu bestimmt man zunächst eine Menge F ∈ A mit E ⊂ F und

µ(F ) = inf
{
µ(A) : A ∈ A mit E ⊂ A

}
(mithilfe von Proposition 1.29 (ii) kann man eine solche Menge F als abzählbaren Durchschnitt
von Mengen Aj ∈ A mit E ⊂ Aj für alle j ∈ N gewinnen). Dann setzt man

µ|AE
(A) = µ(B ∩ F ) für alle A ∈ A|E ,

wobei B ∈ A eine beliebige Menge mit A = E ∩ B bezeichne. Wegen der Wahl von F kann man
dann verifizieren, dass µ|AE

wohldefiniert ist und ein Maß auf (E,A|E) darstellt.

Außerdem können wir den Pushforward eines Maßes über die Urbilder einer Funktion definieren,
und dieses Konzept ist kompatibel mit dem Pushforward einer σ-Algebra aus Lemma 1.20.

Lemma 1.34 (Pushforward eines Maßes). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum, Y eine nicht-leere Menge
und f : X → Y eine Funktion. Die Mengenfunktion f∗µ : f∗A → [0,∞] definiert über

f∗µ(B) := µ(f−1(B)) für alle B ∈ f∗A

ist ein Maß auf (Y, f∗A), der Pushforward von µ unter f .

Beweis. Dies folgt sofort aus den folgenden Eigenschaften des Urbildes:

� f−1(∅) = ∅,

� f−1(∪j∈NBj) = ∪j∈Nf−1(Bj) für jede Folge {Bj}j∈N in Y ,

� Die Folge {f−1(Bj)}j∈N enthält paarweise disjunkte Teilmengen aus Y , falls die Folge {Bj}j∈N
paarweise disjunkte Teilmengen aus X sind.
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Mengen, denen das Maß den Wert 0 zuweist, spielen eine besondere Rolle in der Maßtheorie und
werden als Nullmengen bezeichnet.

Definition 1.35 (Nullmenge und vollständiges Maß). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum.

(i) Eine Menge N ∈ A heißt µ-Nullmenge, falls µ(N) = 0 gilt.

(ii) Falls P (x) eine Eigenschaft ist, die für alle x ∈ X definiert ist, so sagen wir, dass diese Eigenschaft
µ-fast überall (µ-f.ü.) auf X gilt oder dass sie für µ-fast alle (µ-f.a.) x ∈ X gilt, falls eine µ-
Nullmenge N ∈ A mit {x ∈ X : P (x) gilt nicht} ⊂ N existiert.

(iii) Wir bezeichnen den Maßraum (X,A, µ) als vollständig, falls jede Teilmenge einer µ-Nullmenge
messbar ist.

Wegen der Monotonie von Maßen erscheint es zwar naheliegend, dass alle Teilmengen von µ-Nullmen-
gen ebenfalls das Maß 0 zugewiesen werden sollte, jedoch sind nicht alle Teilmengen von µ-Nullmengen
notwendigerweise messbar und daher nicht jeder Maßraum vollständig.

Beispiel 1.36. Es sei X eine beliebige Menge mit mindestens zwei Elementen. Wir wählen die triviale
σ-Algebra A = {∅, X} und definieren ein Maß µ über µ(∅) = µ(X) = 0. Dann ist jede nicht-leere
Teilmenge A ( X eine Teilmenge der µ-Nullmenge X, aber nicht messbar und damit auch keine µ-
Nullmenge. Insbesondere ist der Maßraum (X,A, µ) damit nicht vollständig.

Übung 1.37. Es sei (X,A) ein messbarer Raum mit {x} ∈ A für ein Element x ∈ X und δx : A → {0, 1}
das assoziierte Dirac-Maß. Zeigen Sie, dass der Maßraum (X,A, δx) genau dann vollständig ist, wenn
A = P(X) gilt.

Wichtige Eigenschaften im Zusammenhang mit µ-Nullmengen sind, dass die abzählbare Vereinigung
von µ-Nullmengen wieder eine µ-Nullmenge darstellt und dass die Modifikation einer messbaren Menge
um eine µ-Nullmenge keine Veränderung des Maßes bewirkt.

Lemma 1.38. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum.

(i) Falls {Nj}j∈N eine Folge von µ-Nullmengen aus X ist, dann ist auch ∪j∈NNj eine µ-Nullmenge.

(ii) Ist A ∈ A und N eine µ-Nullmenge, dann gilt

µ(A ∪N) = µ(A) = µ(A \N).

Beweis.

(i) Dies folgt unmittelbar aus der σ-Subadditivität von µ (siehe Lemma 1.31):

0 ≤ µ
( ⋃
j∈N

Nj

)
≤
∑
j∈N

µ(Nj) = 0.

(ii) Wegen der Monotonie von µ gilt wegen der Inklusionen N \ A ⊂ N sowie N ∩ A ⊂ N zunächst
µ(N \A) = 0 sowie µ(N ∩A) = 0. Schreiben wir A∪N = A∪ (N \A) und A = (A \N)∪ (A∩N)
als disjunkte Vereinigungen, so erhalten wir aus der Additivität von µ

µ(A ∪N) = µ(A) + µ(N \A) = µ(A) = µ(A \N) + µ(A ∩N) = µ(A \N).

Es ist nicht natürlich, mit einem nicht-vollständigen Maßraum (X,A, µ) zu arbeiten, da man – wie
oben bereits festgestellt – erwarten würde, dass jede Teilmenge einer µ-Nullmenge ebenfalls eine µ-
Nullmenge ist und Modifikationen von messbaren Mengen um solche Mengen auch keine Auswirkungen
auf das Maß haben sollten. Wie wir jedoch in Beispiel 1.36 gesehen haben, müssen nicht alle Teilmengen
von µ-Nullmengen wieder messbar sein. Daher stellt sich die Frage, ob man eine größere σ-Algebra Ā
und ein Maß µ̄ auf dem messbaren Raum (X, Ā) finden kann, so dass Ā insbesondere alle Modifikationen
messbarer Mengen um alle Teilmengen von µ-Nullmengen enthält und so dass µ̄ auf der ursprünglichen
σ-Algebra A mit dem ursprünglichen Maß µ übereinstimmt. Dies stellt dann eine Maßfortsetzung im
folgenden Sinne:
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Definition 1.39 (Maßfortsetzung). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Ein Maßraum (X, Ā, µ̄) über der-
selben Menge X heißt eine Fortsetzung von (X,A, µ), falls A ⊂ Ā und µ(A) = µ̄(A) für alle A ∈ A
gilt.

Für die Fortsetzung eines nicht-vollständigen Maßraums (X,A, µ) zu einem vollständigen Maßraum
(X, Ā, µ̄) gibt es eine kanonische Konstruktion, bei der man als erweiterte σ-Algebra Ā die σ-Algebra
nimmt, die von allen messbaren und allen Teilmengen von µ-Nullmengen erzeugt wird, und das erwei-
terte Maß µ̄ dann so definiert, dass die Modifikationen um die Teilmengen von µ-Nullmengen keine
Maßänderung bewirken. Auf diese Weise erhält man tatsächlich eine wohldefinierte Mengenfunktion,
die ein vollständiges Maß auf (X, Ā) darstellt.

Satz 1.40 (Vervollständigung eines Maßraums). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und

N :=
{
M ⊂ X : M ist Teilmenge einer µ-Nullmenge

}
.

Dann ist das Mengensystem
Aµ :=

{
A ∪M : A ∈ A und M ∈ N

}
eine σ-Algebra auf X mit A ⊂ Aµ und Aµ wird als die µ-Vervollständigung von A bezeichnet. Außerdem
ist die Mengenfunktion µ̄ : Aµ → [0,∞] definiert über

µ̄(A ∪M) := µ(A) für alle A ∈ A und M ∈ N

ein Maß auf (X,Aµ) mit µ̄(A) = µ(A) für alle A ∈ A, der Maßraum (X,Aµ, µ̄) ist vollständig und wird
als die Vervollständigung von (X,A, µ) bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass Aµ eine σ-Algebra mit A ⊂ Aµ ist. Wegen ∅ ∈ N gilt zunächst
A ⊂ Aµ. Als Nächstes betrachten wir beliebige Mengen A ∈ A und M ∈ N . Nach Definition von N
gibt es eine µ-Nullmenge N ∈ A mit M ⊂ N , so dass wir das Komplement von A∪M schreiben können
als

X \ (A ∪M) =
(
(X \N) ∪N

)
\ (A ∪M) =

(
X \ (A ∪N)

)
∪
(
N \ (A ∪M)

)
Mit X \ (A ∪ N) ∈ A und N \ (A ∪M) ∈ N folgt X \ (A ∪M) ∈ Aµ, also die Abgeschlossenheit
von Aµ unter Komplementbildung. Schließlich bemerken wir noch, dass beide Mengensysteme A and N
abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen sind, so dass auch das Mengensystem Aµ abgeschlossen
unter abzählbaren Vereinigungen ist. Damit ist verifiziert, dass Aµ tatsächlich eine σ-Algebra auf X mit
A ⊂ Aµ ist.

Wir überlegen uns nun, dass die Abbildung µ̄ wohldefiniert ist. Dazu betrachten wir eine Menge
S ∈ Aµ mit zwei Darstellungen

A1 ∪M1 = S = A2 ∪M2 für Mengen A1, A2 ∈ A und M1,M2 ∈ N ,

und wählen µ-Nullmengen N1, N2 ∈ A mit M1 ⊂ N1, M2 ⊂ N2. Dann gilt

A1 ∪N1 ∪N2 = A2 ∪N1 ∪N2.

und wegen Lemma 1.38 (ii) folgt dann

µ(A1) = µ(A1 ∪N1 ∪N2) = µ(A2 ∪N1 ∪N2) = µ(A2).

Daraus ergibt sich direkt, dass die Definition von µ̄(S) unabhängig von der Wahl der Repräsentation
von S als Vereinigung einer Menge aus A und einer Menge aus N ist, womit die Abbildung µ̄ dann
wohldefiniert ist. Insbesondere gilt damit auch µ̄(A) = µ̄(A ∪ ∅) = µ(A) für alle Mengen A ∈ A, so
dass µ̄ auf A wie behauptet mit dem ursprünglichen Maß µ übereinstimmt.

Um zu zeigen, dass µ̄ ein Maß auf dem messbaren Raum (X,Aµ) ist, müssen wir wegen ∅ ∈ A
und damit auch µ̄(∅) = µ(∅) = 0 nur noch die σ-Additivität von µ̄ nachweisen. Dazu betrachten wir
eine Folge {Sj}j∈N von paarweise disjunkten Mengen aus Aµ. Wir wählen dann Folgen {Aj}j∈N von
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paarweise disjunkten Mengen in A und eine Folge {Mj}j∈N in N mit Sj = Aj ∪Mj für jedes j ∈ N.
Mit der Tatsache, dass die Menge ∪j∈NMj wegen Lemma 1.38 (i) die Teilmenge einer µ-Nullmenge ist,
und der σ-Additivität von µ auf A erhalten wir dann die gewünschte σ-Additivität von µ̄

µ̄
( ⋃
j∈N

Sj

)
= µ̄

( ⋃
j∈N

Aj ∪
⋃
j∈N

Mj

)
= µ

( ⋃
j∈N

Aj

)
=
∑
j∈N

µ(Aj) =
∑
j∈N

µ̄(Aj ∪Mj) =
∑
j∈N

µ̄(Sj).

Zum Schluss begründen wir noch, dass der Maßraum (X,Aµ, µ̄) vollständig ist. Ist N ⊂ X eine belie-
bige µ̄-Nullmenge, so ist N nach Definition von µ̄ ein Element von N . Folglich ist jede Teilmenge M ⊂ N
ebenfalls ein Element von N und damit in Aµ. Hiermit ist der Satz vollständig bewiesen.

Bemerkung 1.41. Der Maßraum (X,Aµ, µ̄) ist die kleinste Fortsetzung des Maßraums (X,A, µ) zu
einem vollständigen Maßraum. Ist also (X, Ā′, µ̄′) ein beliebiger vollständiger Maßraum, der eine Fort-
setzung von (X,A, µ) darstellt, so ist er auch eine Fortsetzung von (X,Aµ, µ̄).

Beweis. Wir müssen zeigen, dass Aµ ⊂ Ā′ gilt und dass das Maß µ̄′ mit µ̄ auf Aµ übereinstimmt.
Da (X, Ā′, µ̄′) nach Voraussetzung eine Fortsetzung von (X,A, µ) darstellt, wissen wir A ⊂ Ā′ mit

µ̄′(A) = µ(A) für alle A ∈ A. Insbesondere ist damit jede µ-Nullmenge auch eine µ̄′-Nullmenge. Da
(X, Ā′, µ̄′) außerdem vollständig ist, folgern wir N ⊂ Ā′. Insgesamt haben wir damit A,N ⊂ Ā′ und
folglich auch Aµ ⊂ Ā′.

Als Nächstes betrachten wir eine beliebige Menge A ∪M ∈ Aµ, mit A ∈ A und M ∈ N . Wegen
µ̄′(M) = 0 gilt nach Lemma 1.38 (ii) und der Definition von µ̄

µ̄′(A ∪N) = µ̄′(A) = µ(A) = µ̄(A ∪N),

so dass die Maße µ̄ und µ̄′ auf Aµ wie behauptet übereinstimmen.

1.4 Äußere Maße

Wir kommen nun zum zweiten Zugang für die Lösung des Maßproblems aus Kapitel 1.1. Dazu definieren
wir zunächst allgemein das Konzept eines äußeren Maßes als eine Mengenfunktion auf der gesamten Po-
tenzmenge einer Grundmenge, die der leeren Menge den Wert Null zuweist, monoton ist und subadditiv
auf (abzählbar vielen) Mengen operiert.

Definition 1.42 (äußeres Maß). Es sei X eine nicht-leere Menge. Eine Mengenfunktion µ∗ : P(X)→
[0,∞] heißt äußeres Maß auf X, falls

� µ∗(∅) = 0,

� µ∗ monoton ist,

� µ∗ σ-subadditiv auf P(X) ist.

Bemerkung 1.43. Die Monotonie ist zwar eine Konsequenz der Additivität, aber nicht der Subadditi-
vität, und daher muss sie in der Definition des äußeren Maßes extra gefordert werden.

Beispiel 1.44. Es sei X eine nicht-leere Menge.

(i) Jedes Maß, das auf der σ-Algebra P(X) aller Teilmengen der Grundmenge X definiert ist, stellt
auch ein äußeres Maß dar. Folglich sind die in Beispiel 1.26 vorgestellten Beispiele des Dirac-Maßes,
des Zählmaßes, des Nullmaßes und des Unendlichmaßes äußere Maße auf X.

(ii) Die Mengenfunktion µ∗ : P(X)→ {0, 1} definiert über

µ∗(A) :=

{
1 falls A 6= ∅
0 falls A = ∅

für alle Teilmengen A ⊂ X ist ein äußeres Maß auf X (und dieses äußere Maß “misst” also lediglich,
ob die Menge leer ist oder nicht). Offensichtlich stellt µ∗ für jede Menge X, die mindestens zwei
Elemente enthält, jedoch kein Maß auf (X,P(X)) dar.
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Auch für äußere Maßen gibt es Mengensysteme, auf denen das äußere Maß nicht nur subadditiv,
sondern sogar additiv operieren. Wie wir gleich in Satz 1.49 sehen werden, handelt es sich dabei genau
um die Mengen, die (beliebige) Testmengen additiv bezüglich µ∗ in folgendem Sinne zerlegen.

Definition 1.45 (µ∗-messbare Menge). Es sei X eine
nicht-leere Menge und µ∗ ein äußeres Maß auf X. Wir
bezeichnen eine Menge A ⊂ X als µ∗-messbar, falls

µ∗(T ) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A) für alle T ⊂ X

gilt. Die Menge aller µ∗-messbaren Mengen A ⊂ X no-
tieren wir mit Aµ∗ .

T

A

Bemerkung 1.46.

(1) Wegen der Subadditivität von µ∗ reicht es, die Ungleichung

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A) für alle T ⊂ X

für die µ∗-Messbarkeit von A zu verifizieren (und diese gilt offensichtlich immer für den Fall
µ∗(T ) =∞).

(2) In der Praxis ist es oft nur für einfache äußere Maße µ∗ möglich, die µ∗-Messbarkeit einer gege-
benen nicht-trivialen Menge direkt anhand der Definition zu verifizieren oder sogar das Mengen-
system Aµ∗ explizit anzugeben (vgl. Übung 1.48).

Beispiel 1.47. Es sei X eine nicht-leere Menge und µ∗ ein äußeres Maß auf X. Ist A ⊂ X eine Menge
mit µ∗(A) = 0, so ist A eine µ∗-messbare Menge. Wegen der Monotonie des Maßes gilt nämlich für jede
Testmenge T ⊂ X

µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A) ≤ µ∗(A) + µ∗(T ) = µ∗(T ),

so dass die µ∗-Messbarkeit von A nach Bemerkung 1.46 (1) erfüllt ist.

Übung 1.48. Es sei X eine nicht-leere Menge. Bestimmen Sie die µ∗-messbaren Mengen für das Dirac-
Maß µ∗ = δx für ein x ∈ X sowie für das äußere Maß µ∗ aus Beispiel 1.44 (ii).

Als Nächstes zeigen wir, dass das Mengensystem Aµ∗ der µ∗-messbaren Mengen eines äußeren Ma-
ßes µ∗ eine σ-Algebra darstellt und µ∗ sich auf diesem tatsächlich σ-additiv verhält, so dass µ∗ auf
(X,Aµ∗) ein (vollständiges) Maß darstellt.

Satz 1.49 (von Carathéodory). Es sei X eine nicht-leere Menge und µ∗ ein äußeres Maß auf X. Dann
ist Aµ∗ eine σ-Algebra auf X und die Einschränkung von µ∗ auf Aµ∗ stellt ein vollständiges Maß auf
(X,Aµ∗) dar.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass Aµ∗ eine σ-Algebra auf X ist.

� Wegen µ∗(∅) = 0 ist ∅ ∈ Aµ∗ nach Beispiel 1.47 klar.

� Wir betrachten nun A ∈ Aµ∗ und eine beliebige Testmenge T ⊂ X. Wegen T ∩ (X \ A) = T \ A
und T \ (X \A) = T ∩A schließen wir aus der µ∗-Messbarkeit von A auf

µ∗(T ) = µ∗(T \A) + µ∗(T ∩A) = µ∗(T ∩ (X \A)) + µ∗(T \ (X \A)).

Dies bedeutet, dass auch das Komplement X\A von A wieder µ∗-messbar ist, also dass X\A ∈ Aµ∗
gilt.

� Es seien nun A1, A2 ∈ Aµ∗ und T ⊂ X eine beliebige Testmenge. Wir wenden zunächst die
µ∗-Messbarkeit von A1 auf T und dann die µ∗-Messbarkeit von A2 auf T \A1 ein:

µ∗(T ) = µ∗(T ∩A1) + µ∗(T \A1)

= µ∗(T ∩A1) + µ∗((T \A1) ∩A2) + µ∗(T \ (A1 ∪A2))
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Wegen (T ∩A1) ∪ ((T \A1) ∩A2) = T ∩ (A1 ∪A2) und der Subadditivität von µ∗ folgt nun

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩ (A1 ∪A2)) + µ∗(T \ (A1 ∪A2)),

so dass nach Bemerkung 1.46 (1) die µ∗-Messbarkeit von A1 ∪A2 gezeigt ist, also A1 ∪A2 ∈ Aµ∗ .
� Es sei {Aj}j∈N eine Folge in Aµ∗ und T ⊂ X beliebig. Ohne Einschränkung dürfen wir hierbei

annehmen, dass die Mengen aus {Aj}j∈N paarweise disjunkt sind (sonst gehen wir auf die Mengen

Ãj = Aj \ ∪j−1
k=1Ak für j ∈ N über, die wegen Lemma 1.6 über die Abgeschlossenheit von Aµ∗

unter Komplementbildung und endlichen Vereinigungen wieder in Aµ∗ liegen, paarweise disjunkt

sind, und ∪j∈NÃj = ∪j∈NAj erfüllen). Wir überlegen uns nun über vollständige Induktion (und
mit einem ähnlichem Vorgehen wie im letzten Schritt) die Identität

µ(T ) =
∑̀
j=1

µ∗(T ∩Aj) + µ∗
(
T \

⋃̀
j=1

Aj

)
für alle ` ∈ N. (1.2)

Für ` = 1 entspricht dies genau der µ∗-Messbarkeit von A1. Wenn wir die Gültigkeit der Aussage
für ein ` ∈ N annehmen, so folgt aus der µ∗-Messbarkeit der Menge A`+1, sowie der Tatsache
A`+1 ∩Aj = ∅ für j ∈ {1, . . . , `} zunächst

µ∗
(
T \

⋃̀
j=1

Aj

)
= µ∗

((
T \

⋃̀
j=1

Aj

)
∩A`+1

)
+ µ∗

((
T \

⋃̀
j=1

Aj

)
\A`+1

)

= µ∗(T ∩A`+1) + µ∗
(
T \

`+1⋃
j=1

Aj

)
und dann aus der Induktionsannahme die Behauptung (1.2) mit `+ 1 anstelle von ` (wobei diese
Ungleichung im Fall µ∗(T ) =∞ wegen der Subadditivität von µ∗ sogar trivial ist). Indem wir nun
die Monotonie von µ∗ in (1.2) ausnutzen, erhalten wir

µ(T ) ≥
∑̀
j=1

µ∗(T ∩Aj) + µ∗
(
T \

⋃
j∈N

Aj

)
für alle ` ∈ N

und folgern dann im Grenzübergang `→∞ aus der σ-Subadditivität von µ∗ die Ungleichung

µ∗(T ) ≥
∑
j∈N

µ∗(T ∩Aj) + µ∗
(
T \

⋃
j∈N

Aj

)

≥ µ∗
(
T ∩

⋃
j∈N

Aj

)
+ µ∗

(
T \

⋃
j∈N

Aj

)
≥ µ∗(T ). (1.3)

Damit gilt tatsächlich Gleichheit bei allen Ungleichungen und die µ∗-Messbarkeit von ∪j∈NAj ist
gezeigt, also ∪j∈NAj ∈ Aµ∗ .

Damit ist der Beweis erbracht, dass es sich bei Aµ∗ um eine σ-Algebra auf X handelt. Um die zweite
Behauptung zu zeigen, dass die Einschränkung von µ∗ auf Aµ∗ ein vollständiges Maß ist, brauchen
wir uns wegen µ∗(∅) = 0 nur noch die σ-Additivität auf Aµ∗ zu überlegen sowie die Vollständigkeit des
Maßraums (X,Aµ∗ , µ∗) zu begründen. Da wir gezeigt haben, dass in der letzten Ungleichungskette (1.3)
tatsächlich überall Gleichheiten gelten, folgern wir für eine Folge {Aj}j∈N von disjunkten Mengen in Aµ∗
und die spezielle Wahl T := ∪j∈NAj bereits die gewünschte Identität µ∗(∪j∈NAj) =

∑
j∈N µ(Aj) für

die σ-Additivität. Aus Beispiel 1.47 ist außerdem ersichtlich, dass alle Teilmengen von µ∗-Nullmengen
wiederum in Aµ∗ liegen und µ∗ damit ein vollständiges Maß auf (X,Aµ∗) ist. Dies schließt den Beweis
des Satzes von Carathéodory ab.

Bemerkung 1.50 (Zusammenhang zwischen äußeren Maßen und Maßen I). Wie wir mit Satz 1.49 von
Carathéodory gesehen haben, kann man aus jedem äußeren Maß µ∗ auf X ein (sogar vollständiges) Maß
gewinnen, indem man µ∗ auf die σ-Algebra Aµ∗ aller µ∗-messbaren Teilmengen von X einschränkt.
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1.5 Konstruktion von (äußeren) Maßen

Wir wenden uns nun der Fragestellung zu, wie man ein Maß oder ein äußeres Maß mit gewissen Eigen-
schaften gewinnen kann. Beim Konstruktionsverfahren von Carathéodory gibt man sich dazu zunächst
ein beliebiges Mengensystem S von Basismengen sowie eine beliebige Mengenfunktion ν auf S mit
ν(∅) = 0 vor, und definiert eine neue Mengenfunktion für jede Menge aus der Potenzmenge, indem die
Menge mit höchstens abzählbar vielen der Basismengen aus S überdeckt, deren Gesamtwert bezüglich ν
bestimmt, und diesen Wert dann über alle solche Überdeckungen minimiert. Wir überlegen uns nun,
dass man – ohne weitere Annahmen an das Mengensystem S und die Mengenfunktion ν – über diese
Konstruktion tatsächlich ein äußeres Maß gewinnt (auch wenn dieses äußere Maß im Allgemeinen nicht
mehr viel mit der vorgegebenen Mengenfunktion ν zu tun haben wird).

Lemma 1.51 (Konstruktion von Carathéodory). Es sei X eine nicht-leere Menge, S ein Mengensys-
tem mit ∅ ∈ S und ν : S → [0,∞] eine Mengenfunktion mit ν(∅) = 0. Dann ist die Mengenfunktion
µ∗ : P(X)→ [0,∞] definiert über

µ∗(A) := inf

{∑
k∈N

ν(Sk) : {Sk}k∈N ist eine Folge in S mit A ⊂
⋃
k∈N

Sk

}
für A ⊂ X ein äußeres Maß auf X mit µ∗(A) ≤ ν(A) für alle A ∈ S.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass µ∗(A) ≥ 0 für jedes A ⊂ X gilt, da ν eine nicht-negative Men-
genfunktion ist. Außerdem erkennen wir sofort µ∗(A) ≤ ν(A) für jedes A ∈ S, da die Folge {Sk}k∈N mit
S1 = A und Sk = ∅ für k ≥ 2 eine Überdeckung von A mit

∑
k∈N ν(Sk) = ν(A) darstellt. Wir weisen

nun die drei definierenden Eigenschaften eines äußeren Maßes für µ∗ nach.

� Wegen der Voraussetzungen ∅ ∈ S und ν(∅) = 0 folgt aus den Vorbemerkungen direkt µ∗(∅) = 0.

� Es seien A1, A2 ⊂ X zwei Mengen mit A1 ⊂ A2 und {Sk}k∈N eine Folge in S mit A2 ⊂ ∪k∈NSk.
Dann gilt auch A1 ⊂ ∪k∈NSk, d.h. die Überdeckung der Menge A2 ist auch eine Überdeckung der
Menge A1, und es folgt

µ∗(A1) ≤
∑
k∈N

ν(Sk).

Gehen wir nun auf der rechten Seite zum Infimum über alle Folgen {Sk}k∈N in S mit A2 ⊂ ∪k∈NSk
über, erhalten wir sofort µ∗(A1) ≤ µ∗(A2), also die Monotonie von µ∗.

� Es sei {Aj}j∈N eine Folge von Teilmengen von X, für die wir ohne Einschränkung µ∗(Aj) < ∞
für alle j ∈ N annehmen dürfen (sonst ist die Aussage der σ-Subadditivität trivial). Es sei nun
ε > 0 beliebig, aber fest vorgegeben. Zu jedem j ∈ N wählen wir dann eine Folge {Sj,k}k∈N in S
mit

Aj ⊂
⋃
k∈N

Sj,k und
∑
k∈N

ν(Sj,k) ≤ µ∗(Aj) + 2−jε,

also eine abzählbare Überdeckung der Menge Aj , mit der µ∗(Aj) bis auf einen Fehler von höchstens
der Größe 2−jε approximiert wird. Wegen ∪j∈NAj ⊂ ∪j,k∈NSj,k und der Abzählbarkeit von N×N
folgern wir dann

µ∗
( ⋃
j∈N

Aj

)
≤
∑
j,k∈N

ν(Sj,k) ≤
∑
j∈N

(
µ∗(Aj) + 2−jε

)
=
∑
j∈N

µ∗(Aj) + ε.

Wegen der Beliebigkeit von ε zeigt dies die σ-Subadditivität von µ∗.

Bemerkung 1.52. Im Beweis der σ-Subadditivität von µ∗ wurde für jede Menge aus der Folge {Aj}j∈N
eine Überdeckung gewählt, die µ∗(Aj) jeweils bis auf einen Fehler von höchstens der Größe 2−jε appro-
ximierte und insofern vom Index j ∈ N abhing. In Summe blieb der Fehler in der Approximation der
Vereinigung ∪j∈NAj damit aufgrund der Konvergenz der geometrischen Reihe unter ε, so dass dann die
Aussage der σ-Subadditivität folgt. Dieses Vorgehen findet in der Maßtheorie bei abzählbaren Prozessen
häufig Anwendung und wird auch als 2−jε-Trick bezeichnet.
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Übung 1.53. Es sei A eine σ-Algebra und µ : A → [0,∞] eine monotone und σ-subadditive Mengen-
funktion mit µ(∅) = 0. Zeigen Sie, dass die Konstruktion von Carathéodory in diesem Fall auf

µ∗(A) = min
{
µ(B) : B ∈ A mit A ⊂ B

}
für alle A ⊂ X führt (wobei das Minimum hier über eine Teilmenge von [0,∞] gebildet wird und damit
insbesondere den Wert ∞ annehmen kann, wenn µ(B) =∞ für alle B ∈ A mit A ⊂ B gilt).

Die Tatsache, dass an das System S der Basismengen und an die Mengenfunktion ν : S → [0,∞] außer
der Bedingung ∅ ∈ S mit ν(∅) = 0 keine weiteren Anforderungen gestellt sind, kann dazu führen, dass im
Allgemeinen nicht die Gleichheit µ∗(A) = ν(A), sondern die strikte Ungleichung µ∗(A) < ν(A) für viele
Basismengen A ∈ S gelten kann. Damit das äußere Maß µ∗ auf den Mengen aus S tatsächlich mit der
ursprünglichen Vorschrift ν übereinstimmt, müssen zusätzliche Bedingungen an das Mengensystem S
und die Auswertung der Mengenfunktion ν gestellt werden. Dabei muss im Wesentlichen ausgeschlossen
werden, dass es Überdeckungen einer Menge A ∈ S mit Teilmengen von A oder gar einer größeren
Menge als A gibt, die in der Carathéodory-Konstruktion einen kleineren Wert als ν(A) selbst liefert.
Wir werden in Satz 1.58 zeigen, dass dies ausgeschlossen ist, wenn S ein Halbring ist und ν darauf
ein Prämaß darstellt (was im Wesentlichen bedeutet, dass es bereits wie ein Maß operiert, solange alle
involvierten Mengen im Halbring enthalten sind).

Definition 1.54 (Halbring). Es sei X eine nicht-leere Menge und R ein Mengensystem von Teilmengen
von X.

(i) Wir nennen R einen Halbring (von Mengen) auf X, falls

� ∅ ∈ R,

� R abgeschlossen unter Durchschnitten ist, d.h. mit A1, A2 ∈ R gilt auch A1 ∩A2 ∈ R,

� für alle Mengen A1, A2 ∈ R gibt es N ∈ N und paarweise disjunkte Mengen R1, . . . , RN in R
mit A1 \A2 = ∪Ni=1Ri.

(ii) Wir nennen R einen Ring (von Mengen) auf X, falls

� ∅ ∈ R,

� R abgeschlossen unter Vereinigungen ist, d.h. mit A1, A2 ∈ R gilt auch A1 ∪A2 ∈ R,

� R abgeschlossen unter relativer Komplementbildung ist, d.h. mit A1, A2 ∈ R gilt auch A1 \
A2 ∈ R.

Bemerkung 1.55. Es sei X eine nicht-leere Menge.

(1) Jeder Ring R auf X ist auch abgeschlossen unter Durchschnitten, da wir für beliebige Mengen
A1, A2 ∈ R

A1 ∩A2 = A1 \ (A1 \A2) ∈ R
schreiben können. Folglich ist jeder Ring auch ein Halbring.

(2) Jede σ-Algebra auf X ist auch ein Ring (und damit ein Halbring) auf X.

(3) Induktiv sieht man, dass für alle Mengen A1, . . . , An ∈ R auch A1 \ ∪nj=2Aj als endliche Vereini-
gung von paarweise disjunkten Mengen aus R geschrieben werden kann.

Definition 1.56 (Prämaß). Es sei X eine nicht-leere Menge und R ein Halbring auf X. Eine Men-
genfunktion µ : R → [0,∞] heißt Prämaß auf (X,R), falls

� µ(∅) = 0,

� µ σ-additiv auf R ist, d.h. für jede Folge {Aj}j∈N von paarweise disjunkten Mengen in R mit
∪j∈NAj ∈ R gilt µ(∪j∈NAj) =

∑
j∈N µ(Aj).
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Bemerkung 1.57.

(1) Der Unterschied in der Definition 1.56 eines Prämaßes im Vergleich der Definition 1.24 eines
Maßes liegt im Definitionsbereich der Mengenfunktion. Daher ist jedes Prämaß, das auf einer
σ-Algebra definiert ist, bereits ein Maß.

(2) Jedes Maß auf einem messbaren Raum stellt darauf auch ein Prämaß dar.

Damit können wir nun zum eigentlichen Fortsetzungssatz von Carathéodory kommen, bei dem ein
Prämaß auf einem Halbring zu einem äußeren Maß mittels der Konstruktion von Caratheodory fortge-
setzt wird (und damit insbesondere auf dem Halbring mit dem Prämaß übereinstimmt).

Satz 1.58 (Fortsetzungssatz von Carathéodory). Es sei X eine nicht-leere Menge, R ein Halbring
auf X und µ : R → [0,∞] ein Prämaß auf (X,R). Die Mengenfunktion µ∗ : P(X) → [0,∞] definiert
über

µ∗(A) := inf

{∑
k∈N

µ(Sk) : {Sk}k∈N ist eine Folge in R mit A ⊂
⋃
k∈N

Sk

}
für A ⊂ X ist ein äußeres Maß auf X. Ist außerdem A ∈ R, so ist A eine µ∗-messbare Menge und es
gilt µ∗(A) = µ(A).

Bemerkung 1.59.

(1) Da relative Komplemente von Mengen aus einem Halbring R sich als disjunkte Vereinigung von
endlich vielen Elementen aus R schreiben lassen, können wir uns für die Bildung des Infimums
in der Definition von µ∗(A) in Satz 1.58 auf Folgen {Sk}k∈N von paarweise disjunkten Mengen
aus R mit A ⊂ ∪k∈NSk beschränken.

(2) Falls das Prämaß σ-endlich (im analogen Sinne wie für Maße in Definition 1.24, wobei sich
insbesondere X mit Mengen aus dem Halbring R überdecken lassen können muss) ist, so gibt es
genau ein Maß auf (X,σ(R)), das auf dem Halbring R mit dem Prämaß übereinstimmt. In diesem
Fall gilt also die Eindeutigkeit der Fortsetzung des Prämaßes zu einem Maß auf (X,σ(R)).

Beweis von Satz 1.58. Mit Lemma 1.51 erhalten wir sofort, dass µ∗ ein äußeres Maß darstellt. Wir
betrachten nun eine beliebige Menge A ∈ R. Mit Lemma 1.51 wissen wir bereits die Ungleichung
µ∗(A) ≤ µ(A). Wir betrachten nun eine beliebige Folge {Sk}k∈N in R mit A ⊂ ⋃k∈N Sk, die wir nach
Bemerkung 1.59 (1) als paarweise disjunkt annehmen dürfen. Wegen A ∈ R und der Abgeschlossenheit
von R unter Durchschnitten ist dann auch {Sk ∩ A}k∈N eine Folge von paarweise disjunkten Mengen
in R, die nun sogar A =

⋃
k∈N(Sk ∩ A) ∈ R erfüllt. Aus der σ-Additivität des Prämaßes µ und der

damit implizierten Monotonie erhalten wir dann

µ(A) = µ
( ⋃
k∈N

(Sk ∩A)
)

=
∑
k∈N

µ(Sk ∩A) ≤
∑
k∈N

µ(Sk).

Durch den Übergang auf der rechten Seite zum Infimum über alle paarweise disjunkten Folgen {Sk}k∈N
in R mit A ⊂ ⋃k∈N Sk erhalten wir schließlich µ(A) ≤ µ∗(A). Damit ist die Behauptung µ∗(A) = µ(A)
für alle A ∈ R bewiesen. Um als Letztes noch die µ∗-Messbarkeit von A zu zeigen, müssen wir noch die
Ungleichung

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A) (1.4)

für jede Testmenge T ⊂ X mit µ∗(T ) <∞ beweisen, siehe Bemerkung 1.46 (1). Zu ε > 0 beliebig, aber
fest, wählen wir dazu eine Folge {Sk}k∈N in R mit

T ⊂
⋃
k∈N

Sk und
∑
k∈N

µ(Sk) ≤ µ∗(T ) + ε.
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Da R ein Halbring ist, gilt für jedes k ∈ N dann Sk ∩A ∈ R sowie Sk \A = ∪Nk
i=1Rk,i ∈ R für geeignete

paarweise disjunkte Mengen Rk,1, . . . , Rk,Nk
für ein Nk ∈ N. Aus der Additivität von µ folgt daher

∑
k∈N

µ(Sk) =
∑
k∈N

µ(Sk ∩A) +
∑
k∈N

Nk∑
i=1

µ(Rk,i) ≥ µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A),

wobei wir für die letzte Ungleichung benutzt haben, dass {Sk ∩ A}k∈N eine Folge in R mit T ∩ A ⊂
∪k∈N(Sk ∩ A) und {Rk,i}k∈N,i∈{1,...,Nk} eine Folge in R mit T \ A ⊂ ∪k∈N ∪Nk

i=1 Rk,i ist. Gehen wir
nun zum Infimum auf der linken Seite über alle Folgen {Sk}k∈N in R mit T ⊂ ⋃k∈N Sk über, folgt
die gewünschte Ungleichung (1.4) und damit die µ∗-Messbarkeit von A. Dies schließt den Beweis des
Fortsetzungssatzes ab.

Bemerkung 1.60 (Zusammenhang zwischen äußeren Maßen und Maßen II). Da jede σ-Algebra nach
Bemerkung 1.55 (2) auch ein Halbring ist, kann man über den Fortsetzungssatz 1.58 von Carathéodory
ein gegebenes Maß µ auf einem gegebenen messbaren Raum (X,A) zu einem äußeren Maß auf X er-
weitern.

Übung 1.61 (Maximalität der Fortsetzung von Carathéodory).

(i) Es sei X eine nicht-leere Menge, R ein Halbring auf X und µ : R → [0,∞] ein Prämaß auf (X,R).
Ist ν∗ : P(X)→ [0,∞] ein beliebiges äußeres Maß mit ν∗(A) = µ(A) für alle A ∈ R, so gilt

ν∗(A) ≤ µ∗(A) für alle A ⊂ X,

wobei µ∗ : P(X) → [0,∞] das äußere Maß aus dem Fortsetzungssatz 1.58 von Carathéodory
bezeichnet.

(ii) Betrachten Sie für den Spezialfall X = {0, 1} den Halbring R = {∅, {0}} und die Mengenfunktion
µ : R → [0,∞] mit µ(∅) = 0 und µ({0}) = 0. Bestimmen Sie alle Werte des äußeren Maßes µ∗

aus dem Fortsetzungssatz von Carathéodory auf P(X) und geben Sie ein weiteres äußeres Maß
ν∗ : P(X) → [0,∞] an, das auf R mit µ übereinstimmt, aber ν∗ 6= µ∗ erfüllt. Warum steht dies
nicht im Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage aus Bemerkung 1.59 (2)?

1.6 Die Borel-σ-Algebra

Nachdem wir nun die grundsätzliche Konstruktionsvorschrift für ein (äußeres) Maß diskutiert haben,
gehen wir nun endlich auch die Lösung des in Kapitel 1.1 vorgestellten Maßproblems im Rn an. In diesem
Abschnitt führen wir zunächst eine σ-Algebra ein, die von allen offenen Mengen im Rn (oder allgemeiner
in einem topologischen Raum) erzeugt wird und auf denen das gesuchte Maß additiv operieren soll (so
dass diese σ-Algebra eine Teilmenge aller messbaren Mengen darstellt). Da das Mengensystem aller
offenen Mengen noch sehr komplex ist, überlegen wir uns dann ein einfaches erzeugendes Mengensystem,
das es uns erlauben wird, für die Anwendung des Fortsetzungssatzes 1.58 von Carathéodory die Werte
einer Mengenfunktion vorzuschreiben, die einem natürlichen n-dimensionalen Volumenbegriff entspricht.

Definition 1.62 (Topologie, topologischer Raum). Es sei X eine nicht-leere Menge. Ein Mengensys-
tem T von Teilmengen von X heißt eine Topologie von X, falls

� ∅, X ∈ T ,

� T abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen ist, d.h. für jede Familie {Oi}i∈I von Mengen in T
(mit beliebiger Indexmenge I), gilt auch ∪i∈IOi ∈ T ,

� T abgeschlossen unter Durchschnitten ist, d.h. mit O1, O2 ∈ T gilt auch O1 ∩O2 ∈ T .

Falls T eine Topologie auf X ist, so bezeichnen wir das Paar (X, T ) als topologischen Raum. Außerdem
bezeichnen wir die Elemente von T als offene Mengen in X, und die Komplemente von offenen Mengen
als abgeschlossenen Mengen.
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Beispiel 1.63. Es sei X eine nicht-leere Menge.

(i) Das Mengensystem {∅, X} und die Potenzmenge P(X) von X sind Topologien auf X, die triviale
(oder indiskrete Topologie) und die diskrete Topologie. Dies ist die kleinste (oder gröbste) bzw. die
größte (oder feinste) Topologie auf X.

(ii) Das Mengensystem
{A ⊂ X : A = ∅ oder X \A ist endlich}

ist eine Topologie auf X.

(iii) Falls T eine Topologie auf X und E ⊂ X eine nicht-leere Menge ist, dann ist TE := {E∩O : O ∈ T }
eine Topologie auf E, die relative Topologie oder Spurtopologie.

(iv) Falls d : X × X → [0,∞) eine Metrik auf X ist, dann ist das Mengensystem aller Mengen, die
bezüglich dieser Metrik offen sind, eine Topologie (zur Erinnerung: eine Menge O ⊂ X ist offen
bezüglich der Metrik d, falls für jedes x0 ∈ O ein ε(x0) > 0 existiert, so dass die offene ε-Kugel
{x ∈ X : d(x, x0) < ε} vollständig in O enthalten ist). Aus diesem Grund kann man die Begriffe
des Inneren, Äußeren oder Randes einer Menge oder die Konvergenz einer Folge auf natürliche
Art und Weise von metrischen auf allgemeinere topologische Räume übertragen.

Bemerkung 1.64 (Vergleich der Konzepte einer σ-Algebra und einer Topologie). Wir vergleichen
die Definition 1.3 einer σ-Algebra von messbaren Mengen mit der Definition 1.62 einer Topologie von
offenen Mengen auf einer gegebenen Menge X. Obwohl es einige formale Ähnlichkeiten gibt, bestehen
zwei signifikante und konzeptionelle Unterschiede. Erstens ist das Komplement einer messbaren Mengen
immer messbar, wohingegen das Komplement einer offenen Menge im Allgemeinen nicht offen ist (außer
für einige Spezialfälle wie bei der diskreten Topologie T = P(X)). Zweitens sind abzählbare Schnitte und
Vereinigungen messbarer Mengen wieder messbar, wohingegen im Allgemeinen nur endliche Schnitte
sowie beliebige (sogar überabzählbare) Vereinigungen offener Mengen wieder offen sind. Im Allgemeinen
ist daher eine Topologie keine σ-Algebra und eine σ-Algebra keine Topologie.

Definition 1.65 (Borel-σ-Algebra). Es sei (X, T ) ein topologischer Raum. Die σ-Algebra σ(T ), die von
dem Mengensystem aller offenen Teilmengen von X erzeugt wird, heißt die Borel-σ-Algebra auf (X, T )
und wird mit B(X, T ) abgekürzt. Wir bezeichnen die Elemente der Borel-σ-Algebra als die Borel-Mengen
oder als Borel-messbare Mengen in X.

Falls klar ist, welche Topologie T auf X gemeint ist, verzichten wir auf die explizite Nennen von T
in der Notation und nennen B(X) die Borel-σ-Algebra auf X (anstelle von auf (X, T )). Inbesondere
werden wir die Notation B(Rn) verwenden, wenn Rn versehen mit der euklidischen Topologie betrachtet
wird.

Für uns sind in erster Linie die Borel-σ-Algebra B(Rn) auf Rn (für die Lösung des Maßproblems
in Kapitel 1.1) sowie die Borel-σ-Algebra B(R̄) auf den erweiterten reellen Zahlen R̄ (als Wertebereich
von numerischen Funktionen in der Integrationstheorie in Kapitel 2) relevant.

Bemerkung 1.66 (Beispiele aus und Kardinalität von B(Rn)).

(1) Die Borel-σ-Algebra B(Rn) auf Rn enthält insbesondere

� nach Definition alle offenen Mengen,

� durch Übergang auf Komplemente alle abgeschlossenen Mengen,

� wegen der Abgeschlossenheit einer σ-Algebra unter abzählbaren Durchschnitten und Vereini-
gungen die abzählbaren Durchschnitte von offenen Mengen (sogenannte Gδ-Mengen) sowie
die abzählbaren Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen (sogenannte Fσ-Mengen).

(2) Mit transfiniter Induktion kann man zeigen, dass die Borel-σ-Algebra B(Rn) auf Rn und die
Menge R der reellen Zahlen dieselbe Kardinalität haben, also dass eine bijektive Abbildung zwischen
diesen beiden Mengensystemen existiert. Obwohl also das Mengensystem B(Rn) schon ziemlich
viele Teilmengen des Rn zu enthalten scheint, ist es hinsichtlich der Kardinalität noch klein im
Vergleich zur Potenzmenge P(Rn), die mächtiger als R (und damit auch Rn) ist.
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Bemerkung 1.67 (Borel-σ-Algebra auf R und auf R̄). Wie bereits bemerkt ist es oft hilfreich, mit
Erzeugern der Borel-σ-Algebra zu arbeiten, die lediglich Mengen von besonders einfacher Struktur ent-
halten. Für die eindimensionalen Mengen R und R̄ kann man sich Erzeuger der entsprechenden Borel-
σ-Algebra über offene, halb-offene und abgeschlossene Intervalle sehr einfach überlegen.

(1) Für die Borel-σ-Algebra B(R) auf R sind Erzeuger

� das Mengensystem {(a, b) : a ≤ b ∈ R} aller offenen Intervalle,

� das Mengensystem {(a, b] : a ≤ b ∈ R} oder {[a, b) : a ≤ b ∈ R} aller (von links oder von
rechts) halb-offenen Intervalle,

� das Mengensystem {[a, b] : a ≤ b ∈ R} aller abgeschlossenen Intervalle,

� das Mengensystem {(−∞, a) : a ∈ R} oder {(a,∞) : a ∈ R} aller (nach links oder nach
rechts) unendlichen offenen Intervalle,

� das Mengensystem {(−∞, a] : a ∈ R} oder {[a,∞) : a ∈ R} aller (nach links oder nach rechts)
unendlichen abgeschlossenen Intervalle.

Von diesen einfachen Mengensystemen zeichnen sich diejenigen mit den halb-offenen Intervallen
dadurch aus, dass es sich auch um Halbringe handelt (bei allen anderen angegebenen Mengensyste-
men hingegen lässt sich nicht mehr jedes Komplement als eine endliche Vereinigung aus paarweise
disjunkten Mengen der gleichen Art schreiben).

(2) In einigen Situationen ist es notwendig, mit den erweiterten reellen Zahlen R̄ := R ∪ {−∞,+∞}
zu arbeiten. Die assoziierte erweiterte σ-Algebra B(R̄) auf R̄ wird von allen Mengen in B(R) sowie
den Elementen erzeugt {−∞,+∞}. Man kann leicht überprüfen, dass B(R̄) gegeben ist als

B(R̄) =
{
A ∪B : A ∈ B(R) und B ⊂ {−∞,+∞}

}
.

Für die Borel-σ-Algebra B(R̄) auf R̄ sind Erzeuger

� das Mengensystem {[−∞, a) : a ∈ R} oder {(a,∞] : a ∈ R} aller (nach lnks oder nach rechts)
unendlichen offenen Intervalle,

� das Mengensystem {[−∞, a] : a ∈ R} oder {[a,∞] : a ∈ R} aller (nach links oder nach rechts)
unendlichen abgeschlossenen Intervalle.

Übung 1.68. Zeigen Sie, dass das Mengensystem {(a, b) : a ≤ b ∈ R} aller offenen Intervalle aus R
ein Erzeuger der Borel-σ-Algebra B(R) auf R ist. Überlegen Sie sich dafür zunächst, dass jede offene
Menge in R als eine höchstens abzählbare Vereinigung offener Intervalle geschrieben werden kann.

Als Nächstes wollen wir uns ein ähnlich einfaches erzeugendes Mengensystem (das zugleich einen
Halbring darstellt) für die Borel-σ-Algebra B(Rn) auf Rn überlegen, wie es die halb-offenen Intervalle
für die Borel-σ-Algebra B(R) auf R gemäß Bemerkung 1.67 (1) sind. Wir werden sehen, dass ein solches
einfaches Mengensystem durch das direkte Analogon von halb-offenen Intervallen in R, nämlich den
halb-offene Quadern im Rn, gegeben ist. Zur Vereinfachung der Darstellung führen wir zunächst einige
Schreibweisen für Vektoren und Mengen im Rn ein: für Vektoren a, b ∈ Rn schreiben wir a ≤ b, falls
ai ≤ bi für jedes i ∈ {1, . . . , n} gilt. Wir bezeichnen eine Menge Q ⊂ Rn als einen halb-offenen Quader,
falls Vektoren a, b ∈ Rn mit a ≤ b existieren, so dass

Q = [a, b) := [a1, b1)× . . .× [an, bn) = {x ∈ Rn : a ≤ x < b}

gilt (insbesondere ist damit auch die leere Menge ein halb-offener Quader, da ∅ = [a, a) für jeden Vektor
a ∈ Rn gilt). Vollkommen analog kann man abgeschlossene Quader [a, b] und offene Quader (a, b)
einführen. Im Folgenden werden wir mit dem Mengensystem

R :=
{
Q ⊂ Rn : Q ist ein halb-offener Quader in Rn

}
.

aller halb-offenen Quader arbeiten, für das wir zunächst die Eigenschaften eines Halbrings nachweisen.
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Lemma 1.69. Das Mengensystem R ⊂ P(Rn) ist ein Halbring auf Rn.

Beweis. Wir verifiziere alle Eigenschaften eines Halbrings für R.

� Wegen ∅ = [a, a) für jedes a ∈ Rn gilt ∅ ∈ R.

� Es seien Q1, Q2 ∈ R, mit Q1 = [a1, b1), Q2 = [a2, b2) für ge-
eignete Vektoren a1, a2, b1, b2 ∈ Rn. Definieren wir Vektoren
ã, b̃ ∈ Rn über

ãi = max{a1,i, a2,i} und b̃i = min{b1,i, b2,i}

für i ∈ {1, . . . , n}, dann gilt Q1 ∩Q2 = [ã, b̃) ∈ R.

� Sind Q1, Q2 ∈ R, so können wir den halb-offenen Quader Q1

entlang der Hyperebenen, die von den Seitenflächen von Q2

aufgespannt werden, in (höchstens 2n) halb-offene Quader zer-
legen. Dies zeigt (vgl. die Skizze), dass das relative Komple-
ment Q1 \Q2 als endliche Vereinigung von paarweise disjunk-
ten, halb-offenen Quadern dargestellt werden kann.

R3R2

R1

Q1

Q2

Nun überlegen wir uns, dass das Mengensystem R der halb-offenen Quader im Rn auch einen
Erzeuger der Borel-σ-Algebra B(Rn) auf Rn darstellt.

Lemma 1.70. Das Mengensystem R ⊂ P(Rn) erzeugt die Borel-σ-Algebra B(Rn) auf Rn, d.h. es gilt

σ(R) = B(Rn) = σ({O ⊂ Rn : O ist eine offene Menge}).
Beweis. Die behauptete Identität gilt, wenn wir zeigen, dass

O ∈ σ(R) und Q ∈ B(Rn) (1.5)

für jede offene Menge O ⊂ Rn und jeden halb-offenen Quader Q ∈ R gilt, denn dann gelten nach
Definition der erzeugten σ-Algebra B(Rn) ⊂ σ(R) und σ(R) ⊂ B(Rn), womit die Gleichheit der beiden
σ-Algebren gezeigt ist.

Es sei zunächst O eine offene Menge im Rn. Zu jedem Punkt x ∈ O gibt es einen halb-offenen
Quader Q(x) = [a, b) mit rationalen Endpunkten a, b ∈ Qn, der vollständig in O enthalten ist, also
Q ⊂ O erfüllt. Da es insgesamt nur abzählbar viele Quader mit rationalen Endpunkten gibt, kann O
somit als abzählbare Vereinigung von halb-offenen Quadern geschrieben werden. Damit ist die erste
Aussage O ∈ σ(R) aus (1.5) gezeigt.

Als Nächstes sei Q = [a, b) ∈ R ein beliebiger halb-offener Quader im Rn. Dann können wir Q über

Q =
⋂
j∈N

(a1 − j−1, b1)× . . . (an − j−1, bn)

als abzählbaren Durchschnitt von offenen Quadern, die offene Mengen im Rn sind, schreiben. Dies zeigt
die zweite Aussage Q ∈ B(Rn) aus (1.5), so dass nun insgesamt das Lemma bewiesen ist.

Bemerkung 1.71. Analog zum Beweis von Lemma 1.70 sieht man, dass jede offene Menge im Rn sich
als Vereinigung von abzählbar vielen kompakten Quadern schreiben lassen kann. Mit einer etwas feineren
Argumentation kann man sogar zeigen, dass dies auch mit paarweise disjunkten Quadern möglich ist.

Wir gehen schließlich noch auf den Zusammenhang zwischen messbaren und offenen Mengen ein. Das
folgende Kriterium von Carathéodory ist sehr nützlich, um zu zeigen, dass alle offenen Mengen (und
damit alle Borel-Mengen) bezüglich eines gegebenen äußeren Maßes messbar sind. Dieses Kriterium
fordert lediglich, dass das äußere Maß sich für je zwei Mengen positiven Abstandes additiv verhält.

Satz 1.72 (Kriterium von Carathéodory). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und µ∗ : X → [0,∞] ein
äußeres Maß. Alle offenen Mengen aus X sind µ∗-messbar genau dann, wenn

µ∗(A1 ∪A2) = µ∗(A1) + µ∗(A2) für alle A1, A2 ⊂ X mit dist(A1, A2) > 0. (1.6)
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Beweis. Um die Notwendigkeit des Kriteriums (1.6) zu zeigen, neh-
men wir an, dass alle offenen Mengen µ∗-messbar sind, und wir
betrachten nun beliebige Teilmengen A1, A2 ⊂ X mit positivem
Abstand ε := dist(A1, A2) > 0. Die offene Menge

O := {x ∈ X : dist(x,A1) < ε}

ist nach Voraussetzung µ∗-messbar, und Definition von ε gilt dann
A1 ⊂ O und A2 ∩ O = ∅. Wenden wir daher die µ∗-Messbarkeit
von O auf die Testmenge A1 ∪ A2 an, so erhalten wir wie in (1.6)
behauptet

µ∗(A1 ∪A2) = µ∗((A1 ∪A2) ∩O) + µ∗((A1 ∪A2) \O)

= µ∗(A1) + µ∗(A2).

A1

A2

O

ε

Um zu beweisen, dass das Kriterium (1.6) auch hinreichend ist, nehmen wir an, dass (1.6) erfüllt ist
und müssen daraus folgern, dass alle offenen oder äquivalent dazu alle abgeschlossenen Mengen aus X
tatsächlich µ∗-messbar sind. Es sei dazu A ⊂ X eine beliebige abgeschlossene Menge und T ⊂ X eine
beliebige Testmenge, für die wir nun die Ungleichung

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A) (1.7)

zeigen müssen. Dazu reicht es, den Fall µ∗(T ) <∞ zu betrachten (vgl. Bemerkung 1.46 (1)). Für j ∈ N
definieren wir eine Menge Aj ⊂ X über

Aj := {x ∈ X : dist(x,A) ≤ j−1},

so dass die Inklusion Aj ⊃ Aj+1 für alle j ∈ N sowie A = ∩j∈NAj erfüllt ist. Wir zerlegen die Menge
T \A dann mit k ∈ N als disjunkte Vereinigung

T \A = (T \Ak) ∪
∞⋃
j=k

Dj

mit
Dj := T ∩ (Aj \Aj+1) für j ∈ N

und erhalten über die σ-Subaddivität von µ∗ die Un-
gleichung

µ∗(T \A) ≤ µ∗(T \Ak) +

∞∑
j=k

µ∗(Dj).

T

A T \Ak
T ∩A

Nach Konstruktion der Mengen {Aj}j∈N gilt dist(T ∩A, T \Ak) ≥ k−1 > 0 für alle k ∈ N, so dass nach
Voraussetzung (1.6)

µ∗((T ∩A) ∪ (T \Ak)) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \Ak)

folgt. Wegen der Monotonie von µ∗, der Inklusion (T ∩A)∪ (T \Ak) ⊂ T für k ∈ N sowie der vorherigen
Ungleichung erhalten wir damit insgesamt

∞∑
j=k

µ∗(Dj) + µ∗(T ) ≥
∞∑
j=k

µ∗(Dj) + µ∗((T ∩A) ∪ (T \Ak))

≥ µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A) für k ∈ N. (1.8)

Um die gewünschte Ungleichung (1.7) zu zeigen, müssen wir nun noch begründen, dass die Reihe auf
der linken Seite konvergiert. Dazu bemerken wir zunächst, dass dist(Dj , D`) > 0 für alle j, ` ∈ N mit
|j−`| ≥ 2 gilt. Induktiv folgt daher für die Partialsummen der geraden bzw. der ungeraden Folgenglieder
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mithilfe der Voraussetzung (1.6) sowie der Monotonie von µ∗

N∑
j=1

µ∗(D2j) = µ∗
( N⋃
j=1

D2j

)
≤ µ∗(T ) und

N∑
j=1

µ∗(D2j−1) = µ

( N⋃
j=1

D2j−1

)
≤ µ∗(T )

für alle N ∈ N. Durch Addition der beiden Gleichungen und mit dem Übergang zum Limes N → ∞
erhalten wir also ∞∑

j=1

µ∗(Dj) ≤ 2µ∗(T ) <∞,

wobei wir hier die Annahme µ∗(T ) < ∞ ausgenutzt haben. Wegen der Konvergenz dieser Reihe kon-
vergiert die linke Seite von (1.8) bei k →∞ gegen µ∗(T ), so dass die Ungleichung (1.7) und damit die
µ∗-Messbarkeit von A gezeigt ist.

1.7 Das Lebesgue-Maß im Rn

Auf dem Halbring R der halb-offenen Quader im Rn aus dem letzten Abschnitt, der einen Erzeuger
der Borel-σ-Algebra auf Rn darstellt, wollen wir nun ein Prämaß definieren, über das wir dann über
den Fortsetzungssatz 1.58 von Carathéodory eine Lösung des Maßproblems aus Kapitel 1.1 gewinnen.
Unter der Normierungsbedingung, dass der Einheitsquader [0, 1]n ⊂ Rn vom Maß 1 sein soll, der Bedin-
gung der Translationsinvarianz und der Anforderung, dass auch Drehungen des Quaders (und somit die
Reihenfolge der einzelnen Koordinaten) keine Rolle spielen sollten, erscheint eine sinnvolle Wahl, der
Mengenfunktion für einen Quader gerade das Produkt dessen Kantenlängen zuzuweisen. Wir beweisen
nun, dass diese Vorschrift tatsächlich ein Prämaß auf (Rn,R) im Sinne von Definition 1.56 darstellt.

Lemma 1.73 (Lebesguesches Prämaß). Die Mengenfunktion λn : R → [0,∞] definiert über

λn(Q) =

n∏
i=1

(bi − ai) für jeden halb-offenen Quader Q = [a, b) ∈ R

ist ein σ-endliches Prämaß auf (Rn,R) und wird als das (n-dimensionale) Lebesguesche Prämaß be-
zeichnet.

Beweis. Der Beweis ist etwas technisch und wird in mehrere Zwischenschritte zerlegt.

(a) Endliche Additivität: für alle paarweise disjunkten halb-offenen Quader Q1, . . . , Q` ∈ R für ein

` ∈ N und Q := ∪`j=1Qj ∈ R gilt λn(∪`j=1Qj) =
∑`
j=1 λ

n(Qj).
Wir betrachten zunächst den Spezialfall, dass es sich insgesamt um ` = kn halb-offene Quader

handelt, die die (der Größe nach für jede Koordinatenrichtung angeordneten) Quaderendpunkte

a0,i ≤ . . . ≤ ak,i für i ∈ {1, . . . , n}
haben, so dass jeder der Quader Q1, . . . , Qkn gerade von der Form

[aj1−1,1, aj1,1)× . . .× [ajn−1,n, ajn,n)

für einen Vektor j ∈ {1, . . . , k}n ist. Wegen Q = [a0,1, ak,1) × . . . × [a0,n, ak,n) folgt dann über die
Definition der Mengenfunktion λn, eine Teleskopsumme und die Rechenregel für Produkte von Summen
die behauptete endliche Additivität von λn

λn(Q) =

n∏
i=1

(ak,i − a0,i) =

n∏
i=1

k∑
ji=1

(aji,i − aji−1,i)

=
∑

j∈{1,...,k}n

n∏
i=1

(aji,i − aji−1,i)

=
∑

j∈{1,...,k}n
λn
(
[aj1−1,1, aj1,1)× . . .× [ajn−1,n, ajn,n)

)
.
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Um den allgemeinen Fall auf den oben behandelten Spezialfall zurückzuführen, müssen wir gegebe-
nenfalls leere halb-offene Quader hinzufügen und die Quaderzerlegung verfeinern (siehe Bild), so dass
wir am Ende insgesamt kn halb-offene Quader für ein k ∈ N erhalten. Durch diese Operationen ändert
sich der Wert der Summe auf der rechten Seite nicht (was eine direkte Konsequenz aus dem Spezialfall
ist), so dass die endliche Additivität von λn bewiesen ist.

(b) Endliche Subadditivität: für alle halb-offenen Quader Q1, . . . , Q` ∈ R für ein ` ∈ N und Q :=

∪`j=1Qj ∈ R gilt λn(∪`j=1Qj) ≤
∑`
j=1 λ

n(Qj).
Wir wollen diese Aussage auf die endliche Additivität aus (a) zurückführen, indem wir zu ei-

ner geeigneten Vereinigung über paarweise disjunkte halb-offene Quader übergehen und dabei die
überlappenden Teile der ursprünglichen halb-offenen Quader Q1, . . . , Q` nur noch einfach zählen (womit
wir bezüglich λn höchstens einen kleineren Wert erhalten). Wir zeigen dazu zunächst induktiv, dass es
für jeden Index m ∈ {1, . . . , `} paarweise disjunkte halb-offene Quader R1, . . . , RNm

∈ R für ein Nm ∈ N
gibt mit der Eigenschaft

m⋃
j=1

Qj =

Nm⋃
k=1

Rk und

m∑
j=1

λn(Qj) ≥
Nm∑
k=1

λn(Rk). (1.9)

Für m = 1 ist die Aussage offensichtlich. Nun nehmen wir an, dass die Aussage für ein m ∈ {1, . . . , `−1}
gilt. Nach Definition eines Halbrings sowie mit Bemerkung 1.55 (3) existieren paarweise disjunkte halb-
offene Quader RNm+1, . . . , RNm+1 ∈ R für ein Nm+1 ∈ N mit Nm+1 ≥ Nm und

Qm+1 \
m⋃
j=1

Qj =

Nm+1⋃
k=Nm+1

Rk ⇒ Qm+1 =

Nm⋃
k=1

(Rk ∩Qm+1) ∪
Nm+1⋃

k=Nm+1

Rk,

wobei wir für die Implikation den erster Teil der Induktionsannahme (1.9) ausgenutzt haben. Wir
bemerken, dass wegen der Abgeschlossenheit des Halbrings R unter Durchschnitten auf der rechten
Seite eine Vereinigung über paarweise disjunkte halb-offene Quader aus R steht. Verwenden wir nun die
in (a) gezeigte endliche Additivität und die Nichtnegativität von λn, so erhalten wir aus dem zweiten
Teil der Induktionsannahme (1.9)

m+1∑
j=1

λn(Qj) =

m∑
j=1

λn(Qj) + λn(Qm + 1)

≥
Nm∑
k=1

λn(Rk) +

Nm∑
k=1

λn(Rk ∩Qm+1) +

Nm+1∑
k=Nm+1

λn(Rk) ≥
Nm+1∑
k=1

λn(Rk),

was die Behauptung (1.9) für m+ 1 anstelle von m zeigt. Nutzen wir nun (1.9) für m = ` sowie erneut
die endliche Additivität von λn aus (a) an, dann ergibt sich die behauptete endliche Subadditivität
von λn über ∑̀

j=1

λn(Qj) ≥
N∑̀
k=1

λn(Rk) = λn
( N⋃̀
k=1

Rk

)
= λn

( ⋃̀
j=1

Qj

)
.
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(c) σ-Superadditivität: für jede Folge {Qj}j∈N von paarweise disjunkten halb-offenen Quadern aus R
mit Q := ∪j∈NQj ∈ R gilt λn(∪j∈NQj) ≥

∑
j∈N λ

n(Qj).
Zu jedem ` ∈ N finden wir wie in (b) über Bemerkung 1.55 (3) paarweise disjunkte halb-offene

Quader R1, . . . , RN ∈ R für ein N ∈ N mit der Eigenschaft

Q \
⋃̀
j=1

Qj =

N⋃
k=1

Rk ⇒ Q =
⋃̀
j=1

Qj ∪
N⋃
k=1

Rk.

Da die Mengen Q1, . . . Q`, R1, . . . , RN paarweise disjunkt sind, folgern wir aus der endlichen Additivität
von λn aus (a) die Ungleichung

λn(Q) =
∑̀
j=1

λn(Qj) +

N∑
k=1

λn(Rk) ≥
∑̀
j=1

λn(Qj)

für alle ` ∈ N. Im Limes `→∞ folgt dann die behauptete σ-Superadditivität von λn.

(d) σ-Subadditivität: für jede Folge {Qj}j∈N von halb-offenen Quadern aus R mit Q := ∪j∈NQj ∈ R
gilt λn(∪j∈NQj) ≤

∑
j∈N λ

n(Qj).
Wir wollen im Folgenden ausnutzen, dass wir das Prämaß der Menge Q über nur endlich viele halb-

offene Quader aus der Folge {Qj}j∈N bis auf einen kleinen Fehler approximieren können. Dazu sei ε > 0
beliebig, aber fest vorgegeben. Schreiben wir die involvierten halb-offenen Quader als

Q = [a0, b0) und Qj = [aj , bj) für alle j ∈ N
mit Vektoren aj , bj ∈ Rn für j ∈ N0 (mit a0 ≤ aj ≤ bj ≤ b0 für alle j ∈ N), so finden wir Vektoren

b̃0, ãj ∈ Rn für j ∈ N, so dass einerseits die Ungleichungen b̃0 < b0 und ãj < aj gelten und anderer-

seits die assoziierten halb-offenen Quader [a0, b̃0) und [ãj , bj) bezüglich der Auswertung von λn gute
Approximationen von Q = [a0, b0) und Qj = [aj , bj) im Sinne von

λn(Q) ≤ λn([a0, b̃0)) + ε und λn([ãj , bj)) ≤ λn(Qj) +
ε

2j
für alle j ∈ N (1.10)

darstellen (anhand der Definition von λn sieht man leicht, dass eine solche Approximation möglich ist).
Da nach Konstruktion die Inklusionen

[a0, b̃0] ⊂ Q =
⋃
j∈N

Qj ⊂
⋃
j∈N

(ãj , bj)

gelten, stellen die Mengen {(ãj , bj)}j∈N eine offene Überdeckung der Menge [a0, b̃0] ⊂ Rn dar, die nach
dem Satz von Heine–Borel als beschränkte und abgeschlossene Menge des Rn (Überdeckungs-)kompakt
ist. Folglich können wir eine endliche Teilüberdeckung (ãj1 , bj1), . . . (ãj` , bj`) von [a0, b̃0] auswählen.
Indem wir in der Überdeckung von den offenen auf halb-offene Quader und beim überdeckten abge-
schlossenen auf den halb-offenen Quader übergehen, erhalten wir dann auch

[a0, b̃0) =
⋃̀
k=1

(
[ãjk , bjk) ∩ [a0, b̃0)

)
Auf der rechten Seite steht nun offensichtlich eine Vereinigung von halb-offenen Quader aus R, für die
offensichtlich die Ungleichung λn([ãjk , bjk)∩ [a0, b̃0)) ≤ λn([ãjk , bjk)) für k ∈ {1, . . . , `} gilt. Wenden wir
nun (1.10) sowie die endliche Subadditivität von λn aus (b) an, so erhalten wir insgesamt

λn(Q) ≤ λn([a0, b̃0)) + ε ≤
∑̀
k=1

λn([ãjk , bjk) ∩ [a0, b̃0)) + ε

≤
∑̀
k=1

λn([ãjk , bjk)) + ε

≤
∑
j∈N

(
λn(Qj) +

ε

2j

)
+ ε =

∑
j∈N

λn(Qj) + 2ε.
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Wegen der Beliebigkeit von ε > 0 folgt die behauptete σ-Subadditivität.

Abschluss des Beweises. Nach Definition von λn gilt bereits λn(∅) = 0, und mit der σ-Superadditivität
aus (c) sowie der σ-Subadditivität aus (d) ist auch die σ-Additivität von λn nachgewiesen, so dass λn wie
behauptet ein Prämaß auf (Rn,R) darstellt. Schließlich bemerken wir, dass wir Rn = ∪N∈N[−N,N ]n

schreiben können und λn([−N,N ]n) = Nn <∞ für alle N ∈ N gilt, so dass auch die σ-Endlichkeit des
Prämaßes λn gezeigt ist.

Bemerkung 1.74. Das Lebesguesche Prämaß liegt in einer “Produktstruktur” vor: fassen wir einen
halb-offenen Quader Q im Rn als das Produkt Q = Q(m) × Q(n−m) eines halb-offenen Quaders Q(m)

aus dem Rm und eines halb-offenen Quaders Q(n−m) aus dem Rn−m für ein m ∈ {1, . . . , n− 1} auf, so
gilt für die entsprechenden Prämaße gerade die Beziehung λn(Q) = λm(Q(m)) · λn−m(Q(n−m)).

Durch Anwendung des Fortsetzungssatzes 1.58 von Carathéodory:

Satz 1.75 ((äußeres) Lebesgue-Maß). Es existiert ein eindeutiges Maß λn∗ auf Rn, das (n-dimensionale)
äußere Lebesgue-Maß, mit

λn∗((a, b]) =
n∏
i=1

(bi − ai) für alle a ≤ b ∈ Rn.

Definition 1.76 (Lebesgue-messbare Menge, Lebesgue-Maß).

(i) Wir notieren die σ-Algebra aller Mengen, die λn∗-messbar sind, mit L(Rn) und bezeichnen ihre
Elemente als die Lebesgue-messbaren Mengen.

(ii) Die Einschränkung des äußeren Lebesgue-Maßes λn∗ auf das Mengensystem L(Rn) aller Lebesgue-
messbaren Mengen heißt das Lebesgue-Maß und wird mit Ln bezeichnet.

(iii) Die Einschränkung des äußeren Lebesgue-Maßes λn∗ auf das Mengensystem B(Rn) aller Borel-
messbaren Mengen heißt das Lebesgue–Borel-Maß.

Bemerkung 1.77 (Vollständigkeit des Lebesgue-Maßes und Lebesgue-Nullmengen).

(1) Das Lebesgue-Maß ist nach Satz 1.49 von Carathéodory vollständig.

(2) Man kann zeigen, dass das Mengensystem L(Rn) aller Lebesgue-messbaren Teilmengen des Rn die
λn∗|B(Rn) Vervollständigung des Mengensystems aller Borel-messbaren Teilmengen des Rn ist, und

entsprechend wird der Maßraum (Rn,B(Rn), λn∗|B(Rn)) durch Übergang auf das Lebesgue-Maß Ln
vervollständigt.

(3) Aus der Konstruktion von Carathéodory in Satz 1.58 sowie mit der Tatsache, dass sich offene und
abgeschlossene Quader beliebig gut durch halb-offene Quader approximieren lassen, ist es klar, dass
eine Menge N ⊂ Rn genau dann eine Ln-Nullmenge ist, falls für jedes ε > 0 eine abzählbare Folge
{Qj}j∈N von offenen / halb-offenen / abgeschlossenen Quadern existiert mit

N ⊂
⋃
j∈N

Qj und
∑
j∈N
Ln(Qj) < ε.

Proposition 1.78 (Translationsinvarianz und Skalierungsverhalten des Lebesgue-Maßes). Es sei A ∈
L(Rn), x ∈ Rn and r ≥ 0. Dann gelten

x+A = {x+ a : a ∈ A} ∈ L(Rn) und rA = {ra : a ∈ A} ∈ L(Rn)

mit
Ln(x+A) = Ln(A) und Ln(rA) = rnLn(A).

Beweis. Dies folgt direkt aus der Translations-Invarianz und dem Skalierungsverhalten des Lebesgue-
schen Prämaßes.
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Bemerkung 1.79. Tatsächlich ist das Lebesgue-Maß Ln das einzige translationsinvariante Maß auf
(Rn,L(Rn)), das den halb-offenen Einheitsquader [0, 1)n auf den Wert 1 normiert. Um das einzusehen,
zerlegt man den Einheitsquader für k ∈ N in 2kn dyadische halb-offene Quader, die wegen er Transla-
tionsinvarianz und der Normierung dann das Maß 2−kn haben. Da man jede offene Menge analog zum
Beweis von Lemma 1.70 auch als abzählbare Vereinigung solcher dyadischen Quader schreiben kann, ist
der Wert des Maßes somit auf allen offenen Mengen eindeutig festgelegt, und wegen der Eindeutigkeit
der Fortsetzung (vgl. Bemerkung 1.59 (2)) dann auch auf allen Lebesgue-Mengen.

Weitere Eigenschaften: innere und äußere Regularität Für jede Lebesgue-messbare Menge A ⊂ Rn
gilt

Ln(A) = sup
{
Ln(K) : K ⊂ Rn ist kompakt mit K ⊂ A

}
= inf

{
Ln(O) : O ⊂ Rn ist offen mit O ⊃ A

}
.

Wegen der Monotonie des Lebesgue-Maßes ist es klar, dass jede Punktmenge {x} ∈ B(Rn) und
folglich auch jede höchstens abzählbare Menge des Rn, aber auch jede (n−k)-dimensionale Hyperebene
(mit 1 ≤ k ≤ n−1) verschwindendes n-dimensionales Lebesgue-Maß haben. Jedoch gibt es auch im Fall
n = 1 viele überabzählbare Borel-Mengen, deren Lebesgue-Maß verschwindet.

Beispiel 1.80 (Cantormenge). Es sei {Cj}j∈N die Folge von Mengen in [0, 1],
die iterativ wie folgt definiert ist: wir setzen C0 := [0, 1] und erhalten für
j ∈ N die Menge Cj+1 aus Cj indem wir aus jedem der Intervalle von Cj
das offene mittlere Drittel entfernen (womit dann die Menge Cj+1 aus 2j+1

kompakten Intervallen besteht, die jeweils die Länge 3−j−1 haben). Die Menge
C := ∩j∈NCj ⊂ [0, 1] nennen wir dann die 1/3-Cantormenge, und diese erfüllt
die folgenden Eigenschaften:

� C ist als Durchschnitt kompakter Mengen selbst kompakt, so dass insbesondere C ∈ B(R) gilt,

� C enthält kein Intervall positiver Länge,

� C hat die gleiche Kardinalität wie R und ist damit insbesondere überabzählbar,

� C hat 1-dimensional Lebesgue–Borel Maß Null, da wegen der Stetigkeit des Maßes (siehe Propo-
sition 1.29 (ii)) gilt:

λ1(C) = lim
j→∞

λ1(Cj) = lim
j→∞

2j3−j = 0,

� C ist von “fraktaler Struktur”, im Sinne dass C aus zwei Kopien von C besteht, die jeweils um
den Faktor 3 geschrumpft sind, d.h.

C = D1 ∪D2 mit D1 := C ∩ [0, 1/3] und D2 := C ∩ [2/3, 1],

wobei die Mengen D1, D2 die Eigenschaften D1 = 2/3 +D2 und 3D1 = C haben.

Andererseits sind nicht alle Teilmengen des Rn Lebesgue-messbar, und ein Beispiel dafür haben wir
mit der Vitali-Menge bereits beim Beweis der Unlösbarkeit des Maßproblems gesehen. Dieses wichtige
Beispiel führen wir für den Fall n = 1 noch einmal explizit an.

Beispiel 1.81 (Vitali-Menge). Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] ⊂ R die Äquivalenzrelation

x ∼ y genau dann, wenn x− y ∈ Q.

Dann ist das Intervall [0, 1] die disjunkte Vereinigung von überabzählbar vielen Äquivalenzklassen, von
denen jede abzählbar viele Elemente enthält. Über das Auswahlaxiom wählen wir dann eine überabzähl-
bare Menge V ⊂ [0, 1], die aus jeder Äquivalenzklasse genau ein Element enthält (weswegen v − ṽ /∈ Q
für v 6= ṽ ∈ V gilt). Die Menge V , die als Vitali-Menge bezeichnet wird, ist nicht Lebesgue-messbar.
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Beweis. Die Argumentation ist die gleich wie in Satz 1.1. Wir gehen über Widerspruch vor und nehmen
an, dass V Lebesgue-messbar ist. Wir wählen eine Abzählung {qj}j∈N der Menge Q ∩ [−1, 1] und
definieren die Mengen

Vj := qj + V = {qj + v : v ∈ V } für j ∈ N,
die Lebesgue-messbar sind mit L1(Vj) = L1(V ), wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes.
Nach Konstruktion gilt Vj ∩ Vk = ∅ für j 6= k ∈ N und

[0, 1] ⊂
⋃
j∈N

Vj ⊂ [−1, 2].

Folglich schließen wir wegen der Monotonie und σ-Additivität des Lebesgue-Maßes auf

1 ≤
∑
j∈N
L1(Vj) =

∑
j∈N
L1(V ) ≤ 3,

was für jeden möglichen Wert von L1(V ) unmöglich ist. Damit kann die Menge V nicht Lebesgue-
messbar sein, wie ursprünglich angenommen wurde.

Übung 1.82. Überlegen Sie sich mit ähnlichen Argumenten wie im vorherigen Beweis die folgenden
Aussagen

(i) Jede Lebesgue-messbare Teilmenge E der Vitali-Menge V ist eine Lebesgue-Nullmenge ist, erfüllt
also L1(E) = 0.

(ii) Jede Lebesgue-messbare Teilmenge E ⊂ R positiven Maßes L1(E) > 0 enthält eine nicht Lebesgue-
messbare Teilmenge.

Bemerkung 1.83 (Vergleich der Kardinalität von B(Rn), L(Rn) und P(Rn)).

1.8 Das Hausdorff-Maß
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Lösungen zu den Übungsaufgaben

Lösung zur Übung 1.5. Wir überprüfen, dass A alle Eigenschaften einer σ-Algebra auf X erfüllt.

� Wegen ∅ ∈ Ai für alle i ∈ I gilt auch ∅ ∈ A.

� Für jede Menge A ∈ A gilt auch A ∈ Ai für alle i ∈ I. Wegen der Abgeschlossenheit der σ-
Algebren {Ai}i∈I unter Komplementbildung gilt damit auch X \ A ∈ Ai für alle i ∈ I, woraus
unmittelbar X \A ∈ A, also die Abgeschlossenheit von A unter Komplementbildung, folgt.

� Ist {Aj}j∈N eine Folge in A, so ist es auch eine Folge in Ai für jedes i ∈ I. Wegen der Abgeschlos-
senheit der σ-Algebren {Ai}i∈I unter abzählbaren Vereinigungen gilt damit auch ∪j∈NAj ∈ Ai
für alle i ∈ I, woraus schließlich auch ∪j∈NAj ∈ A, also die Abgeschlossenheit von A unter
abzählbaren Vereinigungen, folgt.

Lösung zur Übung 1.7. Zunächst betrachten wir eine σ-Algebra A. Diese ist nach Definition einer
σ-Algebra abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen von beliebigen Mengen, also insbesondere
auch von paarweise disjunkten Mengen.

Als Nächstes betrachten wir eine Algebra A, die abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen von
paarweise disjunkten Mengen ist. Es sei nun {Aj}j∈N eine Folge von beliebigen Mengen aus A. Die
abzählbare Vereinigung ∪j∈NAj können wir dann über

⋃
j∈N

Aj =
⋃
j∈N

Ãj mit Ãj = Aj \
j−1⋃
k=1

Ak für j ∈ N

als abzählbare Vereinigung von disjunkten Mengen aus A schreiben. Daher folgt nach Voraussetzung
∪j∈NAj ∈ A, womit wir dann nachgewiesen haben, dass A abgeschlossen unter abzählbaren Vereini-
gungen beliebiger Mengen aus A und damit tatsächlich eine σ-Algebra ist.

Lösung zur Übung 1.8. Wir müssen überprüfen, dass alle Eigenschaften einer σ-Algebra für das
angegebene Mengensystem A erfüllt sind:

� Wegen ∅ ⊂ E gilt ∅ ∈ A.

� Ist A ∈ A, so existiert eine Menge B ⊂ E mit

A = B oder A = X \B ⇔ X \A = X \B oder X \A = B,

womit schon X \A ∈ A folgt. Damit ist A abgeschlossen unter Komplementbildung.

� Ist {Aj}j∈N eine Folge von Mengen aus A, so existiert eine Folge {Bj}j∈N von Teilmengen von E,
so dass Aj = Bj oder Aj = X \Bj für jedes j ∈ N gilt. Wir unterscheiden nun zwei Fälle: entweder
gilt Aj = Bj für alle j ∈ N und dann auch⋃

j∈N
Aj =

⋃
j∈N

Bj ⊂ E,

oder es existiert ein j0 ∈ N mit Aj0 = X \Bj0 und dann gilt nach den Regeln von De Morgan⋃
j∈N

Aj = X \
⋂
j∈N

(X \Aj) und
⋂
j∈N

(X \Aj) ⊂ X \Aj0 = Bj0 ⊂ E.

In beiden Fällen haben wir ∪j∈NAj ∈ A. Damit ist A also auch abgeschlossen unter abzählbaren
Vereinigungen.

Lösung zur Übung 1.9. Wir müssen überprüfen, dass alle Eigenschaften einer σ-Algebra für das
angegebene Mengensystem A erfüllt sind:
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� Wegen ∅ = ∪i∈∅Pi gilt ∅ ∈ A.

� Für jedes A ∈ A existiert eine Indexmenge I ⊂ J mit A = ∪i∈IPi. Da {Pj}j∈J eine (höchstens
abzählbare) Partition von X ist, erhalten wir für das Komplement von A dann

X \A = ∪i∈J\IPi ∈ A,

so dass A abgeschlossen unter Komplementbildung ist.

� Für jede Folge {Ak}k∈N von Mengen aus A existiert eine Folge {Ik}k∈N von Indexmengen aus J ,
so dass Ak = ∪i∈IkPi für jedes k ∈ N gilt. Setzen wir nun I := ∪k∈NIk, so folgern wir⋃

k∈N
Ak =

⋃
k∈N

( ⋃
i∈Ik

Pi

)
=
⋃
i∈I

Pi ∈ A,

so dass A auch abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen ist.

Lösung zur Übung 1.14. Wir nehmen für ein Widerspruchsargument an, dass die σ-Algebra A auf X
durch ein Mengensystem {Aj}j∈N von abzählbar vielen verschiedenen Teilmengen von X gegeben ist.
Für jedes x ∈ X definieren wir die Menge

Gx :=
⋂{

Aj : j ∈ N mit x ∈ Aj
}

und bemerken x ∈ Gx und Gx ∈ A, da es sich nach Annahme der Abzählbarkeit der σ-Algebra A
um einen höchstens abzählbaren Durchschnitt von Mengen aus A handelt. Für zwei Punkte x, x̃ ∈ X
betrachten wir nun die Mengen Gx und Gx̃, für die offensichtlich Gx \ Gx̃, Gx ∩ Gx̃ ∈ A gilt. Wir
unterscheiden zwei Situationen: es gilt entweder x ∈ Gx \ Gx̃ ∈ A und damit, nach Definition der
Menge Gx,

Gx ⊂ Gx \Gx̃ ⇒ Gx ∩Gx̃ = ∅,
oder x ∈ Gx ∩Gx̃ ∈ A und damit, wieder nach Definition der Menge Gx,

Gx ⊂ Gx ∩Gx̃ ⇒ Gx = Gx̃.

Daher stellt das Mengensystem G := {Gx : x ∈ X} eine Partition von X dar. Da Gx ∈ A für jedes
x ∈ X gilt und die σ-Algebra A als abzählbar angenommen wurde, ist das Mengensystem G außerdem
höchstens abzählbar. Jede Menge A ∈ A lässt sich wegen Gx ⊂ A für jedes x ∈ A als höchstens
abzählbare Vereinigung

A =
⋃{

Gx : Gx ∈ G and x ∈ A
}

von Mengen aus G schreiben. Da G höchstens abzählbar ist, folgt damit A ∈ σ(G), und da die Menge
A ∈ A beliebig war, schließen wir auf σ(G) = A, d.h. die σ-Algebra A wird vom Mengensystem G
erzeugt. Mithilfe von Übung 1.9 folgern wir schließlich, dass σ(G) überabzählbar ist, falls G abzählbar
unendlich ist, und dass σ(G) endlich ist, falls G endlich ist. Damit kann A = σ(G) nicht abzählbar
unendlich sein, wie wir angenommen hatten, sondern muss entweder endlich oder überabzählbar sein.

Lösung zur Übung 1.16.

(i) Es sei X1 = X2 = {1, 2} und A1 = A2 = P({1, 2}) mit Erzeugern G1 = G2 = {{1}}. Dann gilt

σ(G) = σ({(1, 1)}) ( P(X1 ×X2) = A1 ⊗A2.

(ii) Da alle Mengen im Mengensystem G von der Form G1 ×G2 für G1 ∈ G1 ⊂ A1 und G2 ∈ G2 ⊂ A2

sind, gilt zunächst die Inklusion σ(G) ⊂ A1 ⊗ A2. Um die Umkehrung zu zeigen, bemerken wir
zunächst die Inklusionen {

X1 ×A2 : A2 ∈ σ(G2) = A2

}
⊂ σ(G)
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und {
A1 ×X2 : A1 ∈ σ(G1) = A1

}
⊂ σ(G),

die aus der Annahme folgen, dass X1 bzw. X2 eine höchstens abzählbare Vereinigung von Mengen
aus den Erzeugern G1 bzw. G2 sind. Damit sind alle Mengen der Form A1 × A2 für A1 ∈ A1 und
A2 ∈ A2 in σ(G) enthalten, was nach Definition der Produkt-σ-Algebra A1⊗A2 ⊂ σ(G) impliziert.
Insgesamt ist damit die Gleichheit A1 ⊗A2 = σ(G) gezeigt.

Lösung zur Übung 1.22. Wir bemerken zunächst, dass das Mengensystem f∗A nach Lemma 1.20
eine σ-Algebra auf X ist, die offensichtlich alle Mengen der Form f−1(G) für G ∈ G enthält. Folglich
gilt nach Definition der erzeugten σ-Algebra die Inklusion

f∗A ⊃ σ
(
{f−1(G) : G ∈ G}

)
.

Für die umgekehrte Inklusion betrachten wir das Mengensystem

B :=
{
B ⊂ Y : f−1(B) ∈ σ

(
{f−1(G) : G ∈ G}

)}
.

Mit den Rechenregeln für Urbilder können wir verifizieren, dass es sich bei B um eine σ-Algebra handelt:

� Wegen f−1(∅) = ∅ ∈ σ({f−1(G) : G ∈ G}) gilt ∅ ∈ B.

� Ist B ∈ B, so gilt f−1(B) ∈ σ({f−1(G) : G ∈ G}) und damit auch

f−1(Y \B) = X \ f−1(B) ∈ σ
(
{f−1(G) : G ∈ G}

)
.

� Ist {Bj}j∈N eine Folge in B, so gilt f−1(Bj) ∈ σ({f−1(G) : G ∈ G}) für alle j ∈ N und damit auch

f−1(∪j∈NBj) = ∪j∈Nf−1(Bj) ∈ σ
(
{f−1(G) : G ∈ G}

)
.

Zudem gilt auch G ⊂ B. Wegen A = σ(G) muss damit A ⊂ B gelten. Nach Definition von B impliziert
dies die Inklusion

f∗A ⊂ σ
(
{f−1(G) : G ∈ G}

)
,

womit die Behauptung gezeigt ist.

Lösung zur Übung 1.27. Wir definieren eine Mengenfunktion µ : P(R) → [0,∞], so dass µ(A) für
jede Teilmenge A ⊂ R die Anzahl der rationalen Zahlen in A ist. Offensichtlich gilt dann µ(∅) = 0
und µ ist auch σ-additiv, so dass µ ein Maß auf dem messbaren Raum (R,P(R)) darstellt. Da jedes
Intervall [a, b] mit a, b ∈ R und a < b unendlich viele rationale Zahlen enthält, gilt µ([a, b]) = ∞ und
insbesondere ist µ damit kein endliches Maß. Es ist jedoch σ-endlich: wählen wir eine Abzählung {qj}j∈N
der rationalen Zahlen Q und definieren die Folge {Aj}j∈N von Mengen in P(R) über

Aj := (R \Q) ∪
j⋃

k=1

{qk},

so folgt µ(Aj) = j für jedes j ∈ N und R = ∪j∈NAj .

Lösung zur Übung 1.37. Offensichtlich ist der Maßraum (X,P(X), δx) vollständig, da jede Teilmenge
von X in der σ-Algebra P(X) enthalten ist und damit alle Teilmengen von X messbar sind.

Für die umgekehrte Implikation betrachten wir zunächst die Menge X \x: wegen {x} ∈ A gehört sie
zur σ-Algebra A und wegen δx(X \x) = 0 ist sie eine δx-Nullmenge. Ist also (X,A, δx) ein vollständiger
Maßraum, so muss P(X \ x) ⊂ A gelten. Da P(X) die kleinste σ-Algebra ist, die P(X \ x) enthält,
schließen wir auf A = P(X).
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Lösung zur Übung 1.48.

� Das Dirac-Maß δx ist ein Maß auf (X,P(X)). Da δx damit additiv auf der ganzen P(X) ist, folgt
für alle beliebigen Menge A, T ⊂ X aus der Tatsache, dass die Mengen T ∩A und T \A disjunkt
sind, schon

δx(T ) = δx(T ∩A) + δx(T \A).

Folglich ist jede Teilmenge A ⊂ X auch δx-messbar.

� Ist µ∗ das äußere Maß aus Beispiel 1.44 (ii), so betrachten wir eine beliebige µ∗-messbare Menge
A ⊂ X. Wenden wir die Definition der µ∗-Messbarkeit mit der Testmenge T = X an, so erhalten
wir

µ∗(X) = µ∗(A) + µ∗(X \A).

Nach Definition von µ∗ kann diese Identität nur erfüllt sein, wenn genau einer der beiden Mengen A
und X \A die leere Menge ist, was nur für A ∈ {∅, X} möglich ist. Folglich sind die µ∗-messbaren
Mengen gerade {∅, X}.

Lösung zur Übung 1.53. Um die behauptete Identität zu beweisen, definieren wir

µ∗∗(A) = inf
{
µ(B) : B ∈ A mit A ⊂ B

}
für A ⊂ X. Die Ungleichung µ∗(A) ≤ µ∗∗(A) gilt trivial, da jede Überdeckung mit nur einer Menge
S1 := B ∈ A durch Hinzunahme von Sk := ∅ für k ≥ 2 zu einer abzählbaren Überdeckung erweitert
werden kann. Für die umgekehrte Ungleichung sei {Sk}k∈N eine Folge in A mit A ⊂ ∪k∈NSk. Für die
Menge B := ∪k∈NSk gilt nach Konstruktion die Inklusion A ⊂ B, so dass wegen der σ-Subadditivität
von µ die Ungleichung

µ∗∗(A) ≤ µ(B) ≤
∑
k∈N

µ(Sk)

folgt. Durch Übergang auf der rechten Seite zum Infimum über alle Folgen {Sk}k∈N mit A ⊂ ∪k∈NSk
ergibt sich dann µ∗∗(A) ≤ µ∗(A).

Abschließend müssen wir uns noch überlegen, dass das Infimum in der Definition von µ∗∗(A) für
jedes A ⊂ X tatsächlich angenommen wird. Dazu betrachten wir eine Folge {Bk}k∈N mit A ⊂ Bk für
alle k ∈ N und

lim
k→∞

µ(Bk) = inf
{
µ(B) : B ∈ A mit A ⊂ B

}
.

Die Menge B := ∩k∈NBk ist wegen der Abgeschlossenheit von A unter abzählbaren Durchschnitten
ebenfalls in A und erfüllt nach Konstruktion A ⊂ B. Mit der Monotonie von µ sowie der Wahl der Folge
{Bk}k∈N erhalten wir außerdem

inf
{
µ(B) : B ∈ A mit A ⊂ B

}
≤ µ(B) ≤ lim

k→∞
µ(Bk) = inf

{
µ(B) : B ∈ A mit A ⊂ B

}
so dass B ein Minimierer ist.

Lösung zur Übung 1.61.

(i) Es sei A ⊂ X eine beliebige Menge mit µ∗(A) <∞ (andernfalls ist nichts zu zeigen) und {Sk}k∈N
eine beliebige Folge in R mit A ⊂ ⋃

k∈N Sk. Mit der Monotonie und σ-Subadditivität von ν∗

erhalten wir nach Voraussetzung

ν∗(A) ≤ ν∗
( ⋃
k∈N

Sk

)
≤
∑
k∈N

ν∗(Sk) =
∑
k∈N

µ(Sk).

Gehen wir auf der rechten Seite zum Infimum über alle Folgen {Sk}k∈N in R mit A ⊂ ⋃k∈N Sk
über, so folgt die Behauptung ν∗(A) ≤ µ∗(A).
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(ii) Betrachten wir den Spezialfall X = {0, 1} mit dem Halbring R = {∅, {0}}, so gibt es kei-
ne Überdeckung der Mengen {1} und X mit Mengen aus dem Halbring. Die anderen Mengen
aus P(X) sind bereits im Halbring enthalten, so dass µ∗ auf P(X) gegeben ist durch

µ∗(∅) = µ(∅) = 0, µ∗({0}) = µ({0}) = 0, µ∗({1}) =∞ und µ∗({0, 1}) =∞.

Das Nullmaß stellt ein weiteres äußeres Maß auf X dar, das einerseits auf dem Halbring R mit
dem Prämaß µ übereinstimmt und andererseits von µ∗ verschieden ist. Die Existenz dieses äußeren
Maßes steht nicht im Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage aus Bemerkung 1.59 (2), da sich X
nicht mit Mengen aus R nicht überdecken lässt und somit das Prämaß µ nicht σ-endlich ist.

Lösung zur Übung 1.68. Wir betrachten zunächst eine beliebige offene Menge O ⊂ R und defi-
nieren die Äquivalenzrelation auf O, dass x ∼ y für x, y ∈ O genau dann gilt, wenn die Inklusion
[min{x, y},max{x, y}] ⊂ O erfüllt ist. Da O nach Annahme offen ist, existiert zu jedem x ∈ O ein ε > 0
mit (x− ε, x+ ε) ⊂ O. Folglich ist die Äquivalenzklasse {y ∈ O : x ∼ y} ein offenes Intervall in R, das
mindestens eine rationale Zahl (und sogar unendlich viele) enthält. Da wegen der Abzählbarkeit von der
Menge Q der rationalen Zahlen höchstens abzählbar viele solcher Äquivalenzklassen existieren und da O
dann offensichtlich die Vereinigung all dieser Äquivalenzklassen ist, haben wir gezeigt, dass jede offene
Menge in R als eine höchstens abzählbare Vereinigung offener Intervalle geschrieben werden kann.

Wegen der eben gezeigten Darstellung gilt nun für jede offene Menge O ⊂ R die Inklusion O ∈
σ({(a, b) : a ≤ b ∈ R}), und nach Definition der Borel-σ-Algebra ergibt sich damit

B(R) ⊂ σ
({

(a, b) : a ≤ b ∈ R
})
.

Da das offene Intervall (a, b) für alle a ≤ b ∈ R eine offene Menge in R und damit eine Menge aus B(R)
ist, gilt auch die umgekehrte Inklusion. Insgesamt folgt damit die Behauptung

B(R) = σ
({

(a, b) : a ≤ b ∈ R
})
.
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Kapitel 2

Integrationstheorie

2.1 Messbare Funktionen

Wir führen zunächst die Klasse der messbaren Funktionen in Analogie zur Definition (oder Charakteri-
sierung) von stetigen Funktionen zunächst ein. Hat man zwei topologische Räume (X, T ) and (Y,U), so
nennt man eine Funktion f : X → Y stetig, falls f−1(U) ∈ T für jede Menge U ∈ U gilt, d.h. falls das
Urbild jeder offenen Menge in Y offen in X ist. Während die offenen Mengen die relevanten Mengen
topologischer Räume sind, sind die messbaren Mengen die relevanten Mengen von messbaren Räumen.
Ersetzt man nun die offenen Mengen in der Definition der Stetigkeit durch messbare Menge, so erhalten
wir die folgende Definition der Messbarkeit einer Funktion.

Definition 2.1 (messbare Funktion). Es seien (X,A) und (Y,B) zwei messbare Räume. Wir bezeichnen
eine Funktion f : X → Y als (A,B)-messbar, falls gilt:

f−1(B) ∈ A für jede Menge B ∈ B.

Bemerkung 2.2 (Kompatibilität mit dem Pushforward und Pullback einer σ-Algebra). Es seien (X,A)
und (Y,B) zwei messbare Räume und f : X → Y eine Funktion. Mit dem Pushforward und Pullback
einer σ-Algebra aus Lemma 1.20 haben wir die Äquivalenzen

f ist (A,B)-messbar ⇔ f∗A ⊃ B ⇔ f∗B ⊂ A.

Insbesondere ist die Funktion f für die Wahl B = f∗A immer (A, f∗A)-messbar und für die Wahl
A = f∗B immer (f∗B,B)-messbar.

Beispiele 2.3. Es seien (X,A) und (Y,B) zwei messbare Räume.

(i) Jede konstante Funktion f : X → Y ist (A,B)-messbar.

(ii) Ist die σ-Algebra auf dem Definitionsgebiet die diskrete σ-Algebra A = P(X), so ist jede Funktion
f : X → Y (A,B)-messbar, wohingegen für die triviale σ-Algebra A = {∅, X} jede (A,B)-messbare
Funktion konstant ist.

(iii) Ist die σ-Algebra auf dem Wertebereich die triviale σ-Algebra B = {∅, Y }, so ist jede Funktion
f : X → Y (A,B)-messbar.

Im speziellen Fall, dass die Funktion von oder in einen topologischen Raum abbildet und dann die
zugehörige Borel-σ-Algebra betrachtet wird (oder die σ-Algebra aus dem Kontext klar ist), wird die
σ-Algebra manchmal in der Notation nicht explizit aufgeführt. Dies ist insbesondere der Fall, wenn wir
Funktionen betrachten, die auf (Teilmengen von) Rn definiert sind und in die reellen Zahlen R oder die
erweiterten reellen Zahlen R̄ = R ∪ {−∞,+∞} abbilden.
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Definition 2.4 (messbare reellwertige oder numerische Funktion). Es sei (X,A) ein messbarer Raum.

(i) Wir nennen eine (A,B(R))-messbare Funktion auch A-messbare Funktion und eine (A,B(R̄))-
messbare Funktion auch A-messbare numerische Funktion.

(ii) Falls X mit einer Topologie ausgestattet ist und darauf die assoziierte Borel-σ-Algebra A = B(X)
betrachtet wird, so bezeichnen wir eine (numerische) Funktion, die B(X)-messbar ist, auch als
Borel-messbar oder als Borel-Funktion.

(iii) Falls X ∈ L(Rn) gilt und darauf die Spur-σ-Algebra A = L(Rn)X betrachtet wird, so bezeichnen
wir eine (numerische) Funktion, die L(Rn)X-messbar ist, auch als (Lebesgue)-messbar oder als
Lebesgue-Funktion.

(iv) Falls µ ein Maß auf (X,A) ist, so bezeichnen wir eine (numerische) Funktion, die Aµ-messbar
ist, auch als µ-messbar (wobei Aµ die µ-Vervollständigung von A aus Satz 1.40 ist).

Bemerkung 2.5. Wir halten zwei einfache Beobachtungen fest:

(1) Ist (X,A) ein messbarer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge, dann ist die charakteristische Funktion
1A : X → R definiert über

1A(x) :=

{
1 falls x ∈ A,
0 falls x /∈ A,

genau dann A-messbar, falls A ∈ A gilt.

(2) Ist X ∈ B(Rn) und A = B(Rn)X , dann ist jede Borel-messbare Funktion f : X → R auch
Lebesgue-messbar. Umgekehrt gibt es dagegen Lebesgue-messbare Funktionen, die nicht Borel-
messbar sind, wie etwa die charakteristische Funktion 1L : R → R mit einer Lebesgue-Menge
L ∈ L(R) \ B(R).

Übung 2.6. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und f : X → R̄ eine µ-messbare Funktion. Zeigen Sie, dass
eine Funktion g : X → R̄, die µ-fast überall auf X mit f übereinstimmt, ebenfalls µ-messbar ist.

Für die Messbarkeit einer Funktion ist es tatsächlich ausreichend, die Messbarkeit der Urbilder für
ein Erzeugersystem der σ-Algebra auf dem Wertebereich zu überprüfen (und nicht für die gesamte
σ-Algebra).

Proposition 2.7. Es seien (X,A) und (Y,B) zwei messbare Räume und G ein Mengensystem von
Teilmengen von Y , die die σ-Algebra B erzeugen, d.h. mit σ(G) = B. Dann ist eine Funktion f : X → Y
genau dann (A,B)-messbar, falls gilt:

f−1(G) ∈ A für jede Menge G ∈ G. (2.1)

Beweis. Wegen G ⊂ σ(G) ist klar, dass die Bedingung (2.1) notwendig dafür ist, dass f eine (A,B)-
messbare Funktion ist. Um einzusehen, dass die Bedingung auch hinreichend ist, bemerken wir, dass
der Pushforward f∗A =

{
B ⊂ Y : f−1(B) ∈ A

}
der σ-Algebra A nach Lemma 1.20 eine σ-Algebra

auf Y ist. Wegen der Bedingung (2.1) gilt außerdem G ⊂ f∗A, so dass nach Definition der erzeugten
σ-Algebra die Inklusion B = σ(G) ⊂ f∗A folgt, die wiederum die (A,B)-Messbarkeit von f impliziert
(vgl. Bemerkung 2.2).

Bemerkung 2.8.

(1) Im speziellen Fall, dass der Wertebereich Y mit einer Topologie U ausgestattet ist und für B
die assoziierte Borel-σ-Algebra betrachet wird, können wir als Erzeugersystem insbesondere das
System G = U aller offenen Mengen in Y betrachten. Damit können wir

� für Y = R und B = B(R) als Erzeugersystem G = {(−∞, a) : a ∈ Q} verwenden, und

� für Y = R̄ und B = B(R̄) als Erzeugersystem G = {[−∞, a) : a ∈ Q}.
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(2) Ist (X, T ) ein topologischer Raum, dann ist jede stetige Funktion f : X → R auch Borel-messbar,
da das Urbild jeder offenen Mengen (durch die die Borel-σ-Algebra B(R) erzeugt wird) offen in X
und damit in B(X) ist. Umgekehrt gibt es dagegen Borel-messbare Funktionen, die nicht stetig
sind, wie etwa die charakteristische Funktion 1Q : R→ R der Menge Q der rationalen Zahlen, die
sogar nirgends stetig ist.

Übung 2.9.

(i) Zeigen Sie, dass jede monotone Funktion f : R→ R Borel-messbar ist.

(ii) Geben Sie ein Beispiel für eine nicht Lebesgue-messbare Funktion f : R→ R, so dass |f | Lebesgue-
messbar ist.

Übung 2.10. Es sei (X,A) ein messbarer Raum und f = (f1, . . . , fm) : X → Rm eine Funktion. Zeigen
Sie, dass f genau dann (A,B(Rm))-messbar ist, falls fi (A,B(R))-messbar für jedes i ∈ {1, . . . ,m} ist.

Die Messbarkeit von Funktionen wird unter verschiedenen Operationen erhalten. Insbesondere ist
die Verkettung messbarer Funktionen wieder messbar.

Proposition 2.11 (Messbarkeit der Verkettung). Es seien (X,A), (Y,B) und (Z, C) messbare Räume.
Falls f : X → Y eine (A,B)-messbare Funktion und h : Y → Z eine (B, C)-messbare Funktion ist, dann
ist die Verkettung h ◦ f eine (A, C)-messbare Funktion.

Beweis. Wir betrachten zunächst beliebige Mengen B ∈ B und C ∈ C. Wegen der (A,B)-Messbarkeit
von f : X → Y und der (B, C)-Messbarkeit von h : Y → Z gelten dann f−1(B) ∈ A und h−1(C) ∈ B.
Für die spezielle Wahl B := h−1(C) erhalten wir somit

(h ◦ f)−1(C) = f−1
(
h−1(C)

)
= f−1(B) ∈ A,

womit gezeigt ist, dass die Verkettung h ◦ f : X → Z eine (A, C)-messbare Funktion ist.

Bemerkung 2.12. Insbesondere erhalten wir für eine Lebesgue-messbare Funktion f : Rn → Rm und
eine Borel-messbare Funktion h : Rm → R, dass die Verkettung h ◦ f : Rn → R Lebesgue-messbar ist.
Ist dagegen die Funktion h nur Lebesgue-messbar, so ist die Verkettung h ◦ f nicht notwendigerweise
Lebesgue-messbar, da die Lebesgue-Messbarkeit (also die (L(Rm),B(R))-Messbarkeit) von h lediglich
sicherstellt, dass das Urbild einer Borel-Mengen aus R eine Lebesgue-Menge aus Rm, aber nicht un-
bedingt eine Borel-Menge ist (für n = 1 siehe Beispiel 2.13 im Fall m = 2 und Übung 2.14 im Fall
m = 1).

Beispiel 2.13. Wir definieren f : R→ R2 über f(x) = (x, 0) für x ∈ R, so dass f stetig und damit auch
Lebesgue-messbar ist, und h := 1V×{0} : R2 → R mit der Vitali-Menge aus Beispiel 1.81. Da V × {0}
eine L2-Nullmenge und damit aus L(R2) ist, ist h Lebesgue-messbar. Jedoch ist h ◦ f : R → R wegen
h ◦ f = 1V und V /∈ L(R) nicht Lebesgue-messbar.

F Übung 2.14. Konstruieren Sie eine stetige Funktion f : [0, 2] → R sowie eine Lebesgue-messbare
Funktion h : R → R, so dass die verkettung h ◦ f : [0, 2] → R nicht Lebesgue-messbar ist. Gehen Sie
dabei folgendermaßen vor:

� Betrachten Sie eine Folge {gj}j∈N von Funktionen gj : [0, 1]→ [0, 1], die über das Riemann integral

gj(x) := 2−j3j
∫ x

0

1Cj
(t) dt für x ∈ [0, 1]

für j ∈ N definiert sind, wobei {Cj}j∈N die Folge von Mengen für die Konstruktion der Cantor-
Menge C ∈ L(R) \ B(R) aus Beispiel 1.80 ist. Zeigen Sie für j ∈ N

max
x∈[0,1]

|gj(x)− gj+1(x)| = max
x∈[0,3−j ]

|gj(x)− gj+1(x)| = 2−j−13−1.
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� Folgern Sie, dass {gj}j∈N eine Cauchy-Folge in C([0, 1]) ist, die gegen eine nicht-fallende, stetige
Funktion g : [0, 1]→ R konvergiert, die sogenannte Cantor-Funktion.

� Definieren Sie eine Funktion g̃ : [0, 1]→ [0, 2] über g̃(x) := g(x) + x für x ∈ [0, 1]. Zeigen Sie, dass
ihr Inverses f := g̃−1 : [0, 2] → [0, 1] existiert, stetig ist, monoton wächst und dass L1(g̃(C)) = 1
gilt (d.h. g̃ bildet die L1-Nullmenge C auf eine Menge von positivem L1-Maß ab).

� Benutzen Sie Übung 1.82, um eine nicht Lebesgue-messbare Teilmenge Ṽ aus g̃(C) auszuwählen.
Zeigen Sie dann, dass h := 1f(Ṽ ) : R→ R Lebesgue-messbar und die Verkettung h ◦ f : [0, 2]→ R

nicht Lebesgue-messbar ist.

Die Messbarkeit von Funktionen bleibt für (punktweise gebildete) Summe, Differenz, Minimum,
Maximum Produkt, Quotient und Grenzwerte erhalten:

Proposition 2.15. Es sei (X,A) ein messbarer Raum.

(i) Falls f, g : X → R̄ A-messbar sind, so sind die (punktweise gebildete) Verknüpfungen von Summe,
Differenz, Minimum, Maximum, Produkt und Quotient, d.h.

f + g, f − g, min{f, g}, max{f, g}, fg, und f/g,

wieder A-messbar (falls alle Ausdrücke auf X wohldefiniert sind). Insbesondere sind f+ := max{f, 0},
f− := max{−f, 0} und |f | in diesem Fall A-messbar.

(ii) Falls {fj}j∈N eine Folge von A-messbaren Funktionen mit fj : X → R̄ für alle j ∈ N ist, dann ist
ihr (punktweises) Infimum, Supremum, Limes inferior und Limes superior, d.h.

inf
j∈N

fj , sup
j∈N

fj , lim inf
j∈N

fj , und lim sup
j∈N

fj ,

wieder A-messbar.

Bemerkung 2.16. Für Teilmengen A ⊂ R̄ setzen wir

supA :=


−∞ falls A ∈ {∅, {−∞}},
∞ falls ∞ ∈ A,
sup(A \ {−∞}) sonst,

wobei sup(A\{±∞}) das übliche Supremum für Teilmengen von R bezeichnet. Entsprechend setzen wir

inf A :=


∞ falls A ∈ {∅, {∞}},
−∞ falls −∞ ∈ A,
inf(A \ {∞}) sonst.

Beweis von Proposition 2.15. Nach Bemerkung 2.8 (1) brauchen wir nur zu überprüfen, dass die Urbil-
der der Mengen [−∞, a) für jedes a ∈ R (oder auch nur a ∈ Q) jeweils eine A-messbare Teilmenge von X
ist. Dazu schreibt man mithilfe der gewünschten Operation die Urbildmengen zunächst geeignet um, so
dass man sie mithilfe der vorausgesetzten A-Messbarkeit der involvierten Funktionen als Element der
σ-Algebra A erkennen kann, was unmittelbar die A-Messbarkeit unter der betrachteten Verknüpfung
impliziert.

(i) Für die Summe schreiben wir wegen der Dichtheit der Menge Q der rationalen Zahlen in R

(f + g)−1([−∞, a)) = {x ∈ X : f(x) + g(x) < a}
=
⋃
q∈Q
{x ∈ X : f(x) < q und g(x) < a− q}

=
⋃
q∈Q

[
f−1([−∞, q)) ∩ g−1([−∞, a− q))

]
∈ A,
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und ähnlich erhalten wir (f − g)−1([−∞, a)) ∈ A. Für das Minimum haben wir

(min{f, g})−1([−∞, a)) = {x ∈ X : f(x) < a oder g(x) < a}
= f−1([−∞, a)) ∪ g−1([−∞, a)) ∈ A,

und ähnlich erhalten wir auch (max{f, g})−1([−∞, a)) ∈ A. Beim Produkt können wir uns wegen
der Zerlegung fg = f+g+ − f−g+ − f+g− + f−g− sowie der A-Messbarkeit von Summe und
Differenz auf den Fall f, g ≥ 0 beschränken. Im Fall a ≤ 0 gilt dann (fg)−1([−∞, a)) = ∅ ∈ A,
wohingegen wir für a > 0 ähnlich wie für die Summe vorgehen können und das Urbild umschreiben
als

(fg)−1([−∞, a)) = {x ∈ X : f(x)g(x) < a}
= {x ∈ X : f(x)g(x) < a und g(x) > 0} ∪ {x ∈ X : g(x) = 0}
=

⋃
q∈Q∩(0,∞)

{x ∈ X : f(x) < q und 0 < g(x) < a/q} ∪ {x ∈ X : g(x) = 0}

=
⋃

q∈Q∩(0,∞)

[
f−1([−∞, q)) ∩ g−1((0, a/q))

]
∪ g−1({0}) ∈ A.

Für den Quotient f/g können wir (falls wohldefiniert) wieder ähnlich vorgehen.

(ii) Für das Infimum schreiben wir

( inf
j∈N

fj)
−1([−∞, a)) = {x ∈ X : fj(x) < a für mindestens ein j ∈ N}

=
⋃
j∈N
{x ∈ X : fj(x) < a}

=
⋃
j∈N

f−1
j ([−∞, a)) ∈ A

und analog erhalten wir auch (supj∈N fj)
−1([−∞, a)) ∈ A. Die Urbilder des Limes inferior und

Limes superior ergibt sich dann sofort über die Beziehungen lim infj→∞ = supk∈N infk≥j fk und
lim supj→∞ = infk∈N supk≥j fk.

Schließlich diskutieren wir noch den Zusammenhang zwischen der Produkt-σ-Algebra auf einem
Produktraum und der Messbarkeit der Projektionen.

Proposition 2.17 (Messbarkeit der Projektionen für Produkträume). Es seien (X1,A1) und (X2,A2)
zwei messbare Räume. Wir definieren die Projektionen πi : X1 ×X2 → Xi über

πi(x1, x2) := xi für alle x1 ∈ X1, x2 ∈ X2

und i ∈ {1, 2}. Die Produkt σ-Algebra A1 ⊗ A2 ist die kleinste σ-Algebra A auf X1 × X2, so dass die
Projektion πi (A,Ai)-messbar sind für i ∈ {1, 2}.

Beweis. Wir bemerken zunächst für alle Mengen A1 ∈ A1, A2 ∈ A2

π−1
1 (A1) = A1 ×X2 ∈ A1 ⊗A2 und π−1

2 (A2) = X1 ×A2 ∈ A1 ⊗A2,

da die Produkt-σ-Algebra nach Definition 1.15 gerade von allen Mengen der Form A1×A2 für A1 ∈ A1,
A2 ∈ A2 erzeugt ist. Damit ist die Projektion πi wie behauptet (A,Ai)-messbar für i ∈ {1, 2}.

Ist nun A eine beliebige σ-Algebra auf X1 × X2, so dass die Projektion πi für i ∈ {1, 2} (A,Ai)-
messbar ist, so müssen notwendigerweise alle Mengen der Form π−1

1 (A1) = A1 × X2 und π−1
2 (A2) =

X1×A2 für A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 zu A gehören. Damit folgt dann A1×A2 ∈ A für alle A1 ∈ A1, A2 ∈ A2

und damit A1 ⊗A2 ⊂ A.
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Bemerkung 2.18. Im Allgemeinen muss nicht gelten, dass die πi-Projektion einer messbaren Mengen
in der Produkt-σ-Algebra A1 ⊗A2 wieder messbar in Ai für i ∈ {1, 2} ist.1

Alternativer Beweis von Lemma 1.18. Wir führen für ein beliebiges, fixiertes x1 ∈ X1 die Funktion
Idx1,X2 : X2 → X1×X2 über Idx1,X2(x2) = (x1, x2) für alle x2 ∈ X2 ein. Diese Funktion ist wegen This
function is

Id−1
x1,X2

(A1 ×A2) =

{
A2 falls x1 ∈ A1,

∅ falls x1 /∈ A1,

offensichtlich (A2,A1⊗A2)-messbar. Analog führen wir für ein beliebiges, fixiertes x2 ∈ X2 die Funktion
IdX1,x2 : X1 → X1×X2 über IdX1,x2(x1) = (x1, x2) für alle x1 ∈ X1 ein, die entsprechend (A1,A1⊗A2)-
messbar ist.

Wir betrachten nun eine beliebige messbare Menge A ∈ A1×A2. Wir können nun die Schnitte von A
als Urbilder der Funktion Idx1,X2

bzw. IdX1,x2
ausdrücken, nämlich als

A2
x1

:=
{
x2 ∈ X2 : (x1, x2) ∈ A

}
= Id−1

x1,X2
(A),

A1
x2

:=
{
x1 ∈ X1 : (x1, x2) ∈ A

}
= Id−1

X1,x2
(A).

Damit folgt A2
x1
∈ A2 und A1

x2
∈ A1 aus der (A2,A1 ⊗ A2)-Messbarkeit von Idx1,X2 bzw. aus der

(A1,A1 ⊗A2)-Messbarkeit von IdX1,x2
.

2.2 Integration messbarer Funktionen

Definition 2.19 (einfache Funktion). Es sei X eine nicht-leere Menge. Wir bezeichnen eine Funktion
f : X → R als einfach, falls ihr Bild f(X) endlich ist.

Bemerkung 2.20. Eine Funktion f : X → R ist genau dann eine einfache Funktion, falls sie als eine
endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen von Teilmengen von X geschrieben
werden kann, also in der Form

f =

N∑
k=1

zk1Ak

für eine Zahl N ∈ N, Teilmengen {Ak}k≤N von X und Zahlen {zk}k≤N aus R. Ist f(X) = {z1, . . . , zN}
und definiert man Ak := f−1(zk) für k ∈ {1, . . . , N}, so sieht man, dass man die Mengen {Ak}k≤N
als Partition von X und paarweise verschiedene Zahlen {zk}k≤N wählen kann. Diese Darstellung einer
einfachen Funktion als endliche Linearkombination von charakteristischen Funktionen ist dann eindeu-
tig.

Definition 2.21 (Integral einer einfachen Funktion). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Wir definieren
das Integral einer nicht-negativen, einfachen, A-messbaren Funktion f : X → [0,∞) bezüglich µ als∫

X

f dµ :=
∑

z∈f(X)

zµ(f−1(z)) ∈ [0,∞],

mit der Konvention zµ(f−1(z)) = 0, falls z = 0 und µ(f−1(z)) =∞ gilt.

Bemerkung 2.22. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Das Integral einer nicht-negativen, einfachen, A-
messbaren Funktion f : X → [0,∞) ist genau dann endlich, wenn µ({x ∈ X : f(x) > 0}) <∞ gilt, und
es verschwindet genau dann, wenn µ({x ∈ X : f(x) > 0}) = 0 gilt.

1Lebesgue schrieb 1905, dass die Projektion jeder Borel-Menge aus B(R)⊗ B(R) – was, wie wir später sehen werden,
äquivalent ist zu B(R2) – auf die reelle Achse wieder eine Borel-Menge in B(R) ist. Dies ist tatsächlich nicht richtig, wie
Suslin 1917 gezeigt hat.
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Lemma 2.23 (alternative Darstellung des Integrals einer einfachen Funktion). Es sei (X,A, µ) ein
Maßraum. Ist f : X → [0,∞) eine nicht-negative, einfache, A-messbare Funktion, die eine Repräsenta-

tion f =
∑N
k=1 zk1Ak

für ein N ∈ N, messbare Teilmengen {Ak}k≤N von X und reelle Zahlen {zk}k≤N
hat, so gilt ∫

X

f dµ =

N∑
k=1

zkµ(Ak).

Beweis. Die alternative Darstellung des Integrals ist offensichtlich richtig, wenn wir den kanonischen Re-
präsentanten von f mit paarweisen disjunkten Werten {zk}k≤N und Ak := f−1(zk) aus Bemerkung 2.22
betrachten.

Wir betrachten nun zunächst den Fall, dass die Mengen {Ak}k≤N paarweise disjunkt sind und zeigen,
dass für zwei unterschiedliche Repräsentanten

f =

N∑
k=1

zk1Ak
und f =

N ′∑
`=1

z′k1A′` (2.2)

mit N,N ′ ∈ N, messbaren, jeweils paarweisen disjunkten Teilmengen {Ak}k≤N und {A′`}`≤N ′ und
reellen Zahlen {zk}k≤N und {z`}`≤N die Identität

N∑
k=1

zkµ(Ak) =

N ′∑
`=1

z`µ(A`) (2.3)

gilt. Indem wir gegebenenfalls als Wert 0 auf X \ ∪k≤NAk bzw. auf X \ ∪`≤N ′A′` hinzunehmen, dürfen
wir annehmen, dass {Ak}k≤N und {A′`}`≤N ′ Partitionen von X darstellen. Damit folgt für k ≤ N und
` ≤ N ′

Ak ∩A′` 6= ∅ ⇒ zk = z′`

und somit wegen der Additivität von µ auch

N∑
k=1

zkµ(Ak) =

N∑
k=1

N ′∑
`=1

zkµ(Ak ∩A′`) =

N ′∑
`=1

N∑
k=1

z′`µ(Ak ∩A′`) =

N ′∑
`=1

z`µ(A`).

Schließlich müssen wir noch begründen, dass die behauptete Darstellung auch im allgemeinen Fall gilt,
wenn die Teilmengen {Ak}k≤N nicht notwendigerweise paarweise disjunkt sind. Hier lässt sich sukzessive
ein Repräsentant konstruieren, bei dem immer mehr der involvierten Teilmengen tatsächlich paarweise
disjunkt sind. Das Vorgehen ist hierbei wie folgt: gilt beispielsweise A1 ∩ A2 6= ∅, so schreiben wir die
ersten beiden Summanden des Repräsentanten von f um zu

z11A1 + z21A2 = z11A1\A2
+ (z1 + z2)1A1∩A2 + z21A2\A1

,

wobei die Mengen auf der rechten Seite nun paarweise disjunkt sind. Nutzen wir wieder die Additivität
von µ, ergibt sich für diese Terme

z1µ(A1) + z2µ(A2) = z1µ(A1 \A2) + (z1 + z2)µ(A1 ∩A2) + z2µ(A2).

Setzen wir dieses Verfahren nun mit den Mengen A3, . . . , Ak fort, so erhalten wir paarweise disjunkte
Teilmengen {A′`}`≤N ′ für ein N ′ ∈ N und Werte {z`}`≤N , über die f wie in (2.2) dargestellt werden
kann und so dass (2.3) gilt.

Lemma 2.24. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Für nicht-negative, einfache, A-messbare Funktionen
f, g : X → [0,∞] und a ∈ [0,∞) gelten die folgenden Aussagen:

(i) Linearität:

∫
X

af dµ = a

∫
X

f dµ und

∫
X

(f + g) dµ =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ,
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(ii) Monotonie: f ≤ g auf X ⇒
∫
X

f dµ ≤
∫
X

g dµ.

Einfache Funktionen sind für die Appoximation von A-messbaren Funktionen im folgenden Sinne
gut geeignet.

Lemma 2.25. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Eine nicht-negative Funktion f : X → [0,∞] ist genau
dann A-messbar, wenn eine Folge {fj}j∈N von nicht-negativen, einfachen, A-messbaren Funktionen
existiert, die 0 ≤ fj ≤ fj+1 ≤ f auf X für alle j ∈ N und limj→∞ fj = f auf X erfüllt.

Beweis. Mithilfe von Proposition 2.15 (ii) stellen wir zunächst fest, dass eine Funktion f : X → [0,∞],
die den (punktweise) Grenzwert einer Folge {fj}j∈N von A-messbaren Funktionen auf X darstellt, selbst
wieder A-messbar ist.

Als Nächstes betrachten wir eine A-messbare Funktion f : X → [0,∞] und definieren für jedes j ∈ N
eine nicht-negative Funktion fj : X → [0,∞) über

fj(x) := max
{

[0, f(x)] ∩ 2−j{0, 1, . . . , j2j}
}

für x ∈ X.

Die Funktion fj nimmt nach Definition höchstens die (endlich vielen) Werte zj,k := 2−jk für k ∈
{0, 1, . . . , j2j} an, und wir können sie dann darstellen als

fj =

j2j∑
k=1

zj,k1Aj,k
,

mit

Aj,k :=

{
f−1([zk, zk+1)) für k ∈ {1, . . . , j2j − 1},
f−1([zk,∞]) für k = j2j .

Da f eine A-messbare Funktion ist, gilt Aj,k ∈ A für jedes k ∈ {0, 1, . . . , j2j} und j ∈ N. Folglich ist
{fj}j∈N eine Folge von nicht-negativen, einfachen, A-messbaren Funktionen auf X. Mit der Inklusion

2−j{0, 1, . . . , j2j} ⊂ 2−(j+1){0, 1, . . . , (j + 1)2j+1}

gilt außerdem die Monotonie-Bedingung 0 ≤ fj ≤ fj+1 ≤ f für alle j ∈ N, und die punktweise
Konvergenz limj→∞ fj = f auf X ist aus der Konstruktion der Folge {fj}j∈N offensichtlich.

Definition 2.26 (Integral einer nicht-negativen, messbaren Funktion). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum.
Wir definieren das Integral einer nicht-negativen, A-messbaren Funktion f : X → [0,∞] bezüglich µ als∫

X

f dµ := sup

{∫
X

ϕdµ : ϕ ist nicht-negativ, einfach und A-messbar mit ϕ ≤ f
}
.

Proposition 2.27 (Eigenschaften des Integrals für nicht-negative, messbare Integranden). Es sei
(X,A, µ) ein Maßraum. Für nicht-negative, A-messbare Funktionen f, fj , g : X → [0,∞] mit j ∈ N
und a ∈ [0,∞) gelten die folgenden Aussagen:

(i) Linearität I:

∫
X

af dµ = a

∫
X

f dµ,

(ii) Monotonie: f ≤ g auf X ⇒
∫
X

f dµ ≤
∫
X

g dµ,

(iii) Monotone Konvergenz: fj ≤ fj+1 auf X für alle j ∈ N ⇒ lim
j→∞

∫
X

fj dµ =

∫
X

lim
j→∞

fj dµ,

(iv) Linearität II:

∫
X

(f + g) dµ =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ.
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Beweis.

(i) Wir bemerken, dass eine Funktion ϕa : X → [0,∞) genau dann nicht-negativ, einfach und A-
messbar mit ϕa ≤ af ist, falls wir ϕa = aϕ für eine nicht-negative, einfache, A-messbare Funk-
tion ϕ : X → [0,∞) mit ϕ ≤ f schreiben können. Damit folgt die Aussage in (i) sofort aus der
Linearität des Integrals für einfache Funktionen aus Lemma 2.24 (i).

(ii) Ist ϕ : X → [0,∞) eine nicht-negative, einfache, A-messbare Funktion mit ϕ ≤ f , so gilt wegen
f ≤ g auch ϕ ≤ g auf X. Aus der Definition des Integrals folgt damit die Aussage in (ii).

(iii) Wegen fj ≤ f := limj→∞ fj für jedes j ∈ N, schließen wir aus (ii) zunächst auf die Ungleichung

lim
j→∞

∫
X

fj dµ ≤
∫
X

f dµ.

Um auch die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, dürfen wir annehmen, dass die linke Seite
endlich ist, und müssen dann zeigen, dass

lim
j→∞

∫
X

fj dµ ≥
∫
X

ϕdµ (2.4)

für jede nicht-negative, einfache, A-messbare Funktion ϕ : X → [0,∞) mit ϕ ≤ f gilt. Wir be-
trachten nun eine beliebige solche Funktion ϕ und schreiben sie in der Darstellung

ϕ =

N∑
k=1

zk1Ak

für ein N ∈ N, eine Partition {Ak}k≤N von X und paarweise verschiedene reelle Zahlen {zk}k≤N
in R. Für ein beliebiges t ∈ (0, 1) betrachten wir dann die Mengen

Gj(t) :=
{
x ∈ X : fj(x) ≥ tϕ

}
für j ∈ N. Da die Folge {fj}j∈N nicht-fallend ist mit limj→∞ fj = f ≥ ϕ, haben wir

Gj(t) ⊂ Gj+1(t) für jedes j ∈ N und
⋃
j∈N

Gj(t) = X.

Mit der Definition der Menge Gj(t) sowie des Integrals für einfache Funktionen erhalten wir dann∫
X

fj dµ ≥
∫
X

fj1Gj(t) dµ ≥ t
∫
X

ϕ1Gj(t) dµ = t

N∑
k=1

zkµ(Ak ∩Gj(t)),

und mit der Stetigkeit von µ aus Proposition 1.29 (i) schließen wir dann auf

lim
j→∞

∫
X

fj dµ ≥ t
N∑
k=1

zk lim
j→∞

µ(Ak ∩Gj(t)) = t

N∑
k=1

zkµ(Ak) = t

∫
X

ϕdµ.

Da t ∈ (0, 1) beliebig war, folgt die zu zeigende Ungleichung (2.4) und die Aussage (iii) über
monotone Konvergenz ist bewiesen.

(iv) Aufgrund von Lemma 2.25 finden wir zwei nicht-fallende Folgen {ϕj}j∈N und {ψj}j∈N von nicht-
negativen, einfachen, A-messbaren Funktionen mit f = limj→∞ ϕj und g = limj→∞ ψj . Dann ist
{ϕj + ψj}j∈N ebenfalls eine Folge von nicht-negativen, einfachen, A-messbaren Funktionen, die
nun f + g = limj→∞(ϕj +ψj) erfüllt. Mit der monotonen Konvergenz aus (iii) und der Linearität
des Integrals aus Lemma 2.24 (i) erhalten wir dann auch die letzte Behauptung∫

X

(f + g) dµ = lim
j→∞

∫
X

(ϕj + ψj) dµ

= lim
j→∞

∫
X

ϕj dµ+ lim
j→∞

∫
X

ψj dµ =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ.
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Bemerkung 2.28.

(1) Alternativ kann man das Integral einer nicht-negativen, A-messbaren Funktion f : X → [0,∞] als
den Grenzwert der Integrale einer nicht-fallenden Folge {fj}j∈N von nicht-negativen, einfachen,
A-messbaren Funktionen, die gegen f konvergiert, definieren. In Lemma 2.25 haben wir die Exis-
tenz einer solchen Folge gezeigt, wohingegen die monotone Konvergenz aus Proposition 2.27 (iii)
impliziert, dass der Wert des Integrals nicht von der Wahl der approximierenden Folge {fj}j∈N
abhängt.

(2) Wir wollen kurz die Konzepte der Riemann-Integration und der Integration nach einem Maß
vergleichen. Um das Riemann-Integral einer (Riemann-integrierbaren) Funktion zu berechnen,
zerlegt man das Integrationsgebiet in endlich viele Teilintervalle und verwendet zur Zerlegung
passende Treppenfunktionen zur Approximation des Integrals. Möchte man dagegen das Integral
einer (nicht-negativen, A-messbaren) Funktion nach einem Maß berechnen, so zerlegt man die
Bildmenge und approximiert dann mit einfachen Funktionen von unten.

x

Riemann integral über Treppenfunktionen

x

Lebesgue-Integral über einfache Funktionen

Beispiel 2.29. Die Menge Q∩ [0, 1] aller rationalen Zahlen im Intervall [0, 1] is (Borel- und) Lebesgue-
messbar mit Lebesgue-Maß L1(Q∩ [0, 1]) = 0. Daher ist die charakteristische Funktion 1Q∩[0,1] eine ein-
fache, (Borel- und) Lebesgue-messbare Funktion mit Integral

∫
R
1Q∩[0,1] dL1 = 0. Die Funktion 1Q∩[0,1]

ist jedoch nicht Riemann-integrierbar (und hat den Wert 0 für das Unterintegral und den Wert 1 für
das Oberintegral).

Definition 2.30 (integrierbare und summierbare Funktion). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Wir nennen
eine A-messbare Funktion f : X → R̄ µ-integrierbar, falls∫

X

f+ dµ <∞ oder

∫
X

f− dµ <∞

gilt, und µ-summierbar, falls sogar beide Integrale endlich sind. In diesen Fällen definieren wir das
Integral von f nach µ als ∫

X

f dµ :=

∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ.

Ferner bezeichnen wir die Menge alle µ-summierbaren Funktionen f : X → R̄ mit L1(X,A, µ).

Proposition 2.31. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Für µ-integrierbare Funktionen f, g : X → R̄ und
a ∈ [0,∞) gelten die folgenden Aussagen:

(i) Monotonie: f ≤ g auf X ⇒
∫
X

f dµ ≤
∫
X

g dµ,

(ii) Linearität:

∫
X

af dµ = a

∫
X

f dµ und

∫
X

(f + g) dµ =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ

(vorausgesetzt, dass der letzte Ausdruck existiert, d.h. nicht von der Form ∞−∞ ist),

(iii) Dreiecksungleichung:

∣∣∣∣ ∫
X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f | dµ.

50



Beispiel 2.32. Wir betrachten das Zählmaß # auf dem messbaren Raum (N,P(N)). Für eine #-
integrierbare Funktion f : N→ R gilt ∫

N

f d# =
∑
j∈N

f(j),

so dass f genau dann #-summierbar ist, wenn die Reihe auf der rechten Seiten absolut konvergiert. In
diesem Sinne kann jede absolut konvergente Reihe als Spezialfall einer µ-summierbaren Funktion für
das Maß µ = # verstanden werden.

Übung 2.33. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und f : X → R̄ eine µ-summierbare Funktion. Zeigen Sie,
dass für jedes ε > 0 eine einfache, A-messbare Funktion ϕ : X → R mit

∫
X
|f − ϕ| dµ < ε existiert.

Definition 2.34 (integrierbare Funktion auf einer Teilmenge). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und A ∈ A
eine messbare Teilmenge. Falls f : X → R̄ eine A-messbare Funktion ist, so dass f1A µ-integrierbar
ist, so bezeichnen wir f als µ-integrierbar auf A und definieren das Integral von f auf A als∫

A

f dµ :=

∫
X

f1A dµ.

Übung 2.35. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum, A ∈ A eine messbare Teilmenge und f : X → R̄ eine
A-messbare Funktion. Zeigen Sie, dass f1A genau dann µ-integrierbar auf X ist, wenn f |A µ|AA

-
integrierbar auf A ist, und dass in diesem Fall∫

A

f dµ =

∫
E

f |A dµ|AA
.

gilt. Damit kann das Integral einer A-messbaren Funktion auf einer Teilmenge von X alternativ über
Einschränkung von Integrand und Maß definiert werden.

Hinweis: Nehmen Sie zunächst an, dass f eine einfache Funktion ist.

Lemma 2.36 (σ-Additivität des Integrals bezüglich der Integrationsmenge). Es sei (X,A, µ) ein Maß-
raum, A ∈ A eine messbare Teilmenge und f : X → R̄ eine A-messbare Funktion, die µ-integrierbar
auf A ist. Falls {Aj}j∈N eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus A mit A = ∪j∈NAj ist, dann
gilt ∫

A

f dµ =
∑
j∈N

∫
Aj

f dµ.

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass f nicht-negativ ist. Dann gilt f1A =
∑
j∈N f1Aj

, d.h. f1A ist
der Grenzwert von nicht-fallenden Funktionen (nämlich den Partialsummen). Mit monotoner Konver-
genz folgt dann ∫

A

f dµ =

∫
X

lim
N→∞

N∑
j=1

f1Aj
dµ = lim

N→∞

∫
X

N∑
j=1

f1Aj
dµ =

∑
j∈N

∫
Aj

f dµ

wobei wir für die letzte Gleichung die Linearität des Integrals aus Proposition 2.27 ausgenutzt haben.
Im allgemeinen Fall erhalten wir zunächst für den Positiv- und Negativteil von f∫

A

f+ dµ =
∑
j∈N

∫
Aj

f+ dµ und

∫
A

f− dµ =
∑
j∈N

∫
Aj

f− dµ,

und die Behauptung ergibt sich dann aus der Tatsache, dass mindestens eines der beiden Integrale
endlich ist.

Übung 2.37. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum, f : X → R̄ eine A-messbare Funktion und A ∈ A. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:

51



(i) Falls µ(A) = 0 gilt, so folgt
∫
A
f dµ = 0.

(ii) Falls
∫
A
f dµ = 0 und f > 0 auf A gilt, so folgt µ(A) = 0.

Hinweis: Betrachten Sie die Mengen Aj := {x ∈ A : f(x) > j−1} für j ∈ N.

(iii) Falls g : X → R̄ eine µ-integrierbare Funktion ist, die f = g µ-fast überall auf X erfüllt, so ist f
ebenfalls µ-integrierbar mit ∫

X

f dµ =

∫
X

g dµ.

Bemerkung 2.38 (gewichtete Maße). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und f : X → [0,∞] eine nicht-
negative, A-messbare Funktion. Definieren wir eine Mengenfunktion fµ : A → [0,∞] über

fµ(A) =

∫
A

f dµ für alle A ∈ A,

so gilt offensichtlich fµ(∅) = 0. Außerdem ist fµ nach Lemma 2.36 auch σ-additiv auf A, so dass fµ
ein Maß auf (X,A) darstellt, das man auch als gewichtetes Maß mit Grundmaß µ und Gewichts- oder
Dichtefunktion f bezeichnet. Nach Übung 2.37 (i) ist klar, dass jede µ-Nullmenge N ∈ A auch eine fµ-
Nullmenge ist. Der Satz von Radon–Nikodým besagt, dass unter der Voraussetzung, dass µ σ-endlich
ist, tatsächlich auch die Umkehrung gilt, d.h., dass für jedes weitere Maß ν auf (X,A), so dass jede
µ-Nullmenge auch eine ν-Nullmenge ist, also die Implikation

µ(N) = 0 ⇒ ν(N) = 0

für N ∈ A gilt, immer eine nicht-negative, A-messbare Funktion f : X → [0,∞] mit ν = fµ existiert.

2.3 Konvergenzsätze

Wir betrachten nun Folgen {fj}j∈N von Funktionen, die punktweise konvergieren, und untersuchen, wie
sich die entsprechenden Integrale verhalten. In Proposition 2.27 haben wir bereits monotone Konvergenz
bewiesen, d.h., dass wir unter der Annahme, dass die Funktionenfolge (nicht-negativ) und monoton ist,
Konvergenz der Integrale erhalten. Diese wichtige Aussage halten wir hier noch einmal fest.

Satz 2.39 (über die monotone Konvergenz). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Falls {fj}j∈N eine Folge
nicht-negativer, A-messbarer und monoton nicht-fallender Funktionen mit fj : X → [0,∞] für jedes
j ∈ N ist, dann gilt

lim
j→∞

∫
X

fj dµ =

∫
X

lim
j→∞

fj dµ.

Bemerkung 2.40 (Variante des Satzes über die monotone Konvergenz). Die Aussage des Satzes 2.39
über die monotone Konvergenz gilt auch dann, wenn wir anstelle der Nicht-Negativität der Folge {fj}j∈N
voraussetzen, dass eine nicht-negative, A-messbare Funktion g : X → [0,∞] existiert, so dass

fj + g ≥ 0 µ-fast überall auf X für alle j ∈ N und

∫
X

g dµ <∞

gilt. In diesem Fall lässt sich der Satz 2.39 über die monotone Konvergenz nämlich auf die um g
modifizierte Folge {fj +g}j∈N anwenden und die Konvergenz der Folge der Integrale von fj auf X nach
Subtraktion des Integrals von g auf X gewinnen.

Korollar 2.41 (Konvergenz für Reihen nicht-negativer Funktionen). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum.
Falls {fj}j∈N eine Folge nicht-negativer, A-messbarer Funktionen mit fj : X → [0,∞] für jedes j ∈ N
ist, dann gilt ∑

j∈N

∫
X

fj dµ =

∫
X

∑
j∈N

fj dµ.
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Linearität des Integrals und Satz 2.39 über die monotone Kon-
vergenz.

Der Satz über die monotone Konvergenz bedeutet, dass das Integral nach einem Maß stetig entlang
von nicht-negativen, monotonen Folgen ist. Verzichet man auf die Monotonie der Folge, so hat man im
Allgemeinen nur noch die Unterhalbstetigkeit des Integrals, wie das Lemma von Fatou und die Beispiele
in der nachfolgenden Bemerkung zeigen.

Satz 2.42 (Lemma von Fatou). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Falls {fj}j∈N eine Folge nicht-negativer,
A-messbarer Funktionen mit fj : X → [0,∞] für jedes j ∈ N ist, so gilt∫

X

lim inf
j→∞

fj dµ ≤ lim inf
j→∞

∫
X

fj dµ.

Beweis. Für j ∈ N definieren wir gj := infk≥j fk und bemerken, dass diese als Infiumum einer Folge
A-messbarer Funktionen nach Proposition 2.15 selbst A-messbar ist, die Folge {gj}j∈N monoton wächst,
also gj ≤ gj+1 für alle j ∈ N erfüllt, sowie punktweise mit limj→∞ gj = lim infj→∞ fj auf X konvergiert.
Mit dem Satz 2.39 über die monotone Konvergenz angewandt auf die Folge {gj}j∈N und der Ungleichung
gj ≤ fj für alle j ∈ N in Verbindung mit der Monotonie des Integrals erhalten wir dann∫

X

lim inf
j→∞

fj dµ =

∫
X

lim
j→∞

gj dµ = lim
j→∞

∫
X

gj dµ

= lim inf
j→∞

∫
X

gj dµ ≤ lim inf
j→∞

∫
X

fj dµ.

Bemerkung 2.43.

(1) Falls {fj}j∈N eine nicht-fallende Folge nicht-negativer, A-messbarer Funktionen wie im Satz 2.39
über die monotone Konvergenz ist, so gilt nach dem Lemma von Fatou und mit der Monotonie
des Integrals ∫

X

lim
j→∞

fj dµ ≤ lim
j→∞

∫
X

fj dµ ≤
∫
X

lim
j→∞

fj dµ,

woraus folgt, dass tatsächlich überall Gleichheit gilt. Damit ist das Lemma von Fatou eine Verall-
gemeinerung des Satzes 2.39 über die monotone Konvergenz.

(2) Auch wenn wir punktweise Konvergenz der Folge {fj}j∈N haben, muss die Folge der assozierten
Integrale nicht notwendigerweise gegen das Integral der Limesfunktion konvergieren, so dass also
das echte Ungleichheitszeichen in der Aussage des Lemmas von Fatou gelten kann. Betrachten wir
beispielsweise die Folge {fj}j∈N von nicht-negativen, Lebesgue-messbaren Funktionen auf R, die
über eine der Vorschriften

� fj := j−11[0,j]

� fj := j1[0,j−1]

� fj := 1[j,j+1]

definiert sind, so konvergieren diese Folgen jeweils punktweise gegen die Funktion f = 0, jedoch
erfüllen die Integrale nach dem eindimensionalen Lebesgue-Maß jeweils

lim
j→∞

∫
R

j−11[0,j] dL1 = 1 6= 0 =

∫
R

0 dL1 =

∫
R

lim
j→∞

j−11[0,j] dL1,

und “Masse” des Integrals verschwindet im Unendlichen. Im ersten Beispiel verschmiert die Masse
dabei in der Breite, im zweiten Beispiel gibt es eine Konzentration der Masse bei Unendlich im
Wertebereich, und im letzten Beispiel entweicht die Masse gegen Unendlich im Integrationsgebiet.
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Satz 2.44 (Satz (von Lebesgue) von der dominierten Konvergenz). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum
und {fj}j∈N eine Folge von A-messbaren Funktionen fj : X → R̄, so dass der punktweise Grenzwert
f(x) = limj→∞ fj(x) für µ-fast alle x ∈ X existiert. Falls eine Funktion g ∈ L1(X,A, µ) mit

|fj | ≤ g für jedes j ∈ N

existiert (die Majorante), so gilt auch fj ∈ L1(X,A, µ) für jedes j ∈ N und

lim
j→∞

∫
X

|fj − f | dµ = 0.

Insbesondere gilt damit auch

lim
j→∞

∫
X

fj dµ =

∫
X

f dµ.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass wir ohne Einschränkung annehmen dürfen, dass die punktweise
Konvergenz der Folge {fj}j∈N auf ganz X, da wir dies andernfalls erreichen können, indem wir den
Grenzwert f und die Folge {fj}j∈N auf einer geeigneten Nullmengen abändern (z.B. Null setzen), und
dies ändert auch nicht die Werte der Integrale dieser Funktionen (vgl. Übung 2.37 (iii)).

Aus der Monotonie des Integrals schließen wir zunächst wegen −g ≤ fj ≤ g auf fj ∈ L1(X,A, µ) für
jedes j ∈ N. Wenden wir nun das Lemma von Fatou aus Satz 2.42 auf die Folge {2g− |fj − f |}j∈N von
nicht-negativen, A-messbaren Funktionen auf X an, so erhalten wir über die Linearität des Integrals∫

X

2g dµ ≤ lim inf
j→∞

∫
X

(2g − |fj − f |) dµ =

∫
X

2g dµ− lim sup
j→∞

∫
X

|fj − f | dµ

Subtrahieren wir nun das (endliche) Integral von 2g auf beiden Seiten, so erhalten wir

lim sup
j→∞

∫
X

|fj − f | dµ ≤ 0 ⇒ lim
j→∞

∫
X

|fj − f | dµ = 0.

Mit der Linearität des Integrals sowie der Dreiecksungleichung aus Proposition 2.31 ergibt sich daraus
auch die behauptete Implikation der Konvergenz der Integrale.

Bemerkung 2.45 (Variante des Satzes von der dominierten Konvergenz). Die Aussage des Satzes 2.44
von der dominierten Konvergenz gilt auch dann, wenn wir eine Folge {gj}j∈N von Majoranten in
L1(X,A, µ) mit |fj | ≤ gj zulassen, so dass der punktweise Grenzwert g(x) := gj(x) für µ-fast alle
x ∈ X existiert, mit g ∈ L1(X,A, µ) und

lim
j→∞

∫
X

|gj − g| dµ = 0.

Korollar 2.46 (Absolutstetigkeit des Integrals). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und f ∈ L1(X,A, µ).
Für jedes ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass gilt:∫

A

|f | dµ < ε für alle A ∈ A mit µ(A) < δ.

Beweis. Wir betrachten die Folge {fj}j∈N von Abschneidungen von f bei Betrag j ∈ N, definiert als

fj := min
{

max{f,−j}, j
}
.

Dann gilt punktweise Konvergenz limj→∞ fj = f auf X, und mit |fj | ≤ |f | für jedes j ∈ N erhalten wir
nun aus dem Satz 2.44 von der dominierten Konvergenz

lim
j→∞

∫
X

|fj − f | dµ = 0.
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Folglich finden wir ein (hinreichend großes) N ∈ N mit∫
X

|fN − f | dµ <
ε

2
.

Wir setzen nun δ := ε/(2N). Betrachten wir nun eine Menge A ∈ A mit µ(A) < δ, so erhalten wir
wegen |fN | ≤ N die Abschätzung ∫

A

|fN | dµ ≤ Nµ(A) < Nδ =
ε

2
.

Nun ergibt sich die Behauptung über∫
A

|f | dµ ≤
∫
A

(
|fN |+ |fN − f |

)
dµ ≤

∫
A

|fN | dµ+

∫
X

|fN − f | dµ < ε.

Korollar 2.47 (Stetigkeit parameterabhängiger Integrale). Es sei (X,A, µ) ein Maßraum, (P, d) ein
metrischer Raum und f : X × P → R eine Funktion, so dass

X 3 x 7→ f(x, p) für alle p ∈ P A-messbar ist.

Gibt es eine µ-Nullmenge N ∈ A und eine µ-summierbare Funktion g : X → [0,∞], so dass

� P 3 p 7→ f(x, p) für alle x ∈ X \N stetig ist,

� |f(x, p)| ≤ g(x) für alle x ∈ X und p ∈ P gilt,

so ist die Abbildung X 3 x 7→ f(x, p) für alle p ∈ P µ-summierbar und die Funktion F : P → R definiert
über

F (p) :=

∫
X

f(x, p) dµ(x)

stetig.

Beweis. Die µ-Summierbarkeit von X 3 x 7→ f(x, p) ist wegen der µ-summierbaren Majorante offen-
sichtlich. Für den Nachweis der Stetigkeit von F in einem beliebigen Punkt p0 ∈ P betrachten wir eine
beliebige Folge {pj}j∈N mit pj → p0 in (P, d) und definieren eine Folge {fj}j∈N von Funktionen in
L1(X,A, µ) über

fj(x) := f(x, pj) für alle j ∈ N und x ∈ X.

Wegen der Stetigkeit von P 3 p 7→ f(x, p) für alle x ∈ X \ N gilt fj(x) → f(x) := f(x, p0) für alle
x ∈ X \N , also für µ-alle x ∈ X. Mit dem Satz 2.44 von der dominierten Konvergenz folgt dann

lim
j→∞

F (pj) = lim
j→∞

∫
X

fj(x) dµ(x) =

∫
X

f dµ(x) = F (p0),

also die Stetigkeit von F in p0.

2.4 Produktmaße und der Satz von Fubini

Gegeben seien zwei Maßräume (X1,A1, µ1) und (X2,A2, µ2)

wir wollen nun ein kanonisches Maß auf dem messbarem Raum (X1 ×X2,A1 ⊗A2) einführen und
dann die Möglichkeit der Integration auf dem Produktraum X1 ×X2 über sukzessive Integration über
die einzelnen Räume diskutieren.
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Einführung von Produktmaßen. Wichtiges Hilfsmittel stellen die Schnitte messbarer Mengen in
A1 ⊗A2 aus Definition 1.17 dar, die gemäß Lemma 1.18 wieder messbare Mengen sind.

Lemma 2.48. Es seien (X1,A1, µ1) und (X2,A2, µ2) zwei σ-endliche Maßräume. Falls A ⊂ X1 ×X2

eine messbare Menge ist, d.h. mit A ∈ A1 ⊗A2, dann sind die Funktionen

X1 3 x1 7→
∫
X2

1A(x1, x2) dµ2(x2) = µ2(A2
x1

) und X2 3 x2 7→
∫
X1

1A(x1, x2) dµ1(x1) = µ1(A1
x2

)

A1-messbar auf X1 bzw. A2-messbar auf X2.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass die Abbildung X1 3 x1 7→ µ2(A2
x1

) A1-messbar ist, da die zweite
Aussage sich dann aus Symmetriegründen ergibt.

Ohne Einschränkung dürfen wir annehmen, dass µ2 sogar ein endliches Maß auf X2 ist. Andernfalls
existieren, da µ2 als σ-endliches Maß vorausgesetzt ist, eine monoton wachsende Folge {C2,j}j∈N von
Mengen endlichen µ2-Maßes in A2 mit ∪j∈NC2,j = X2, und die allgemeine Aussage folgt dann über
Approximation

X1 3 x1 7→ µ2(A2
x1

) = lim
j→∞

µ2(A2
x1
∩ C2,j) = lim

j→∞
µ2((A ∩ (X1 × C2,j))

2
x1

).

Wir betrachten nun das Mengensystem

D1 :=
{
S ∈ A1 ⊗A2 : x1 7→ µ2(S2

x1
) ist A1-messbar

}
⊂ A1 ⊗A2

aller Mengen aus A1⊗A2 mit der gewünschten Messbarkeitseigenschaft. Es gelten die folgenden Eigen-
schaften für D1:

� Für alle Mengen A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 haben wir µ2((A1 × A2)2
x1

) = 1A1
(x1)µ2(A2) und damit

A1 × A2 ∈ D1. Dies bedeuet, dass der Erzeuger aller Menge der Form A1 × A2 mit A1 ∈ A1,
A2 ∈ A2 der Produkt-σ-Algebra A1 ⊗ A2 im Mengensystem D1 enthalten sind. Beachte, dass
dieser Erzeuger auch abgeschlossen unter Durchschnitten ist.

� Ist S ∈ D1, so gilt wegen der Annahme, dass µ2 ein endliches Maß ist, und Proposition 1.28

µ2

(
((X1 ×X2) \ S)2

x1

)
= µ2

(
X2 \ S2

x1

)
= µ2(X2)− µ2(S2

x1
).

Damit ist D1 abgeschlossen unter Komplementbildung.

� Ist {Sj}j∈N eine Folge von paarweise disjunkten Mengen in D1, so sind die Mengen in der Folge
{(Sj)2

x1
}j∈N ihrer x1-Schnitte paarweise disjunkt in A2 mit (∪j∈NSj)2

x1
= ∪j∈N(Sj)

2
x1

. Damit folgt

µ2

(( ⋃
j∈N

Sj

)2

x1

)
=
∑
j∈N

µ2(Sj)
2
x1
,

und D1 ist auch abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen paarweise disjunkter Mengen.

Aus dem π-λ-Satz von Dynkin schließen wir A1 ⊗ A2 = D1, und dies bedeutet, dass die Funktion
X1 3 x1 7→ µ2(A2

x1
) für jede Menge A ∈ A1 ⊗A2 tatsächlich A1-messbar auf X1 ist.

Wir wollen nun ein Maß auf dem Produktraum konstruieren, das Produktmengen A1 × A2 gerade
das Produkt µ1(A1)µ2(A2) der Maße ihrer Faktoren zuweist.

Satz 2.49 (Produktmaß). Es seien (X1,A1, µ1) und (X2,A2, µ2) zwei σ-endliche Maßräume. Es gibt
ein eindeutiges Maß µ auf (X1 ×X2,A1 ⊗A2) mit

µ(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2) für alle A1 ∈ A1, A2 ∈ A2

(und dieses ist ebenfalls σ-endlich). Dieses Maß wird das Produktmaß genannt und mit µ1 ⊗ µ2 be-
zeichnet.
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Beweis. Wir definieren eine Mengenfunktion µ : A1 ⊗A2 → [0,∞] über

µ(A) =

∫
X1

µ2(A2
x1

) dµ1(x1) für alle A ∈ A1 ⊗A2

und weisen im Folgenden nach, dass es sich hierbei um ein σ-endliches Maß auf (X1 × X2,A1 ⊗ A2)
handelt und auch die gewünschte Eigenschaft gilt.

Wir bemerken zunächst µ(∅) =
∫
X1

0 dµ1(x1) = 0. Ist nun {Sj}j∈N eine Folge paarweiser disjunkter

Mengen aus A1 ⊗A2, so folgt aus der Tatsache, dass die Folge {(Sj)2
x1
}j∈N ihrer x1-Schnitte paarweise

disjunkt in A2 mit (∪j∈NSj)2
x1

= ∪j∈N(Sj)
2
x1

sind, und Korollar 2.41 zur Konvergenz für Reihen nicht-
negativer Funktionen

µ
( ⋃
j∈N

Sj

)
=

∫
X1

µ2

( ⋃
j∈N

(Sj)
2
x1

)
=

∫
X1

∑
j∈N

µ2((Sj)
2
x1

) dµ1(x1)

=
∑
j∈N

∫
X1

µ2((Sj)
2
x1

) dµ1(x1) =
∑
j∈N

µ(Sj),

womit gezeigt ist, dass µ ein Maß auf (X1 ×X2,A1 ⊗A2) ist.
Für alle Mengen A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 gilt wegen (A1 ×A2)x1

= 1A1
(x1)A2 zudem wie gefordert

µ(A1 ×A2) =

∫
X1

1A1
(x1)µ2(A2) dµ1(x1) = µ1(A1)µ2(A2).

σ-endlich
eindeutig

Alternativer Beweis über den Fortsetzungssatz von Carathéodory. Wir wollen die Existenz eines eindeu-
tigen Produktmaßes in Satz 2.49 alternativ über die Konstruktion von Carathéodory aus Satz 1.58
gewinnen. Dazu werden wir im Folgenden zunächst nachweisen, dass das Mengensystem

R :=
{
A1 ×A2 : A1 ∈ A1 und A2 ∈ A2

}
von Produktmengen in X1 ×X2 ein Halbring ist (siehe Definition 1.54), und dass die Mengenfunktion
µ : R → [0,∞] definiert über

µ(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2) für alle A1 ∈ A1, A2 ∈ A2

ein Prämaß auf (X,R) darstellt (siehe Definition 1.56).
Der Nachweis, dass R alle Eigenschaften eines Halbrings erfüllt, erfolgt ähnlich wie im Beweis von

Lemma 1.69. Wegen ∅ ∈ A1,A2 folgt ∅ = ∅ × ∅ ∈ R. Nun seien A1 × A2, Ã1 × Ã2 ∈ R, für Mengen
A1, Ã1 ∈ A1 und A2, Ã2 ∈ A2. Dann gilt

(A1 ×A2) ∩ (Ã1 × Ã2) = (A1 ∩ Ã1)× (A2 ∩ Ã2) ∈ R

wegen der Abgeschlossenheit der σ-Algebren A1 und A2 unter Durchschnitten. Schreiben wir die Menge
A1 ×A2 um als

(A1 ×A2) =
(
(A1 ∩ Ã1)× (A2 ∩ Ã2)

)
∪
(
(A1 ∩ Ã1)× (A2 \ Ã2)

)
∪
(
(A1 \ Ã1)×A2

)
,

so lässt sich das relative Komplement (A1 ×A2) \ (Ã1 × Ã2) als

(A1 ×A2) \ (Ã1 × Ã2) =
(
(A1 ∩ Ã1)× (A2 \ Ã2)

)
∪
(
(A1 \ Ã1)×A2

)
ausdrücken. Wegen der Abgeschlossenheit der σ-AlgebrenA1 undA2 unter Durchschnitten und relativen
Komplementen bedeutet dies, dass wir (A1×A2)\(Ã1×Ã2) als eine endliche Vereinigung von paarweise
disjunkten Mengen aus R schreiben können. Damit ist gezeigt, dass R tatsächlich ein Halbring ist.
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Wir verifizieren nun, dass die Mengenfunktion µ : R → [0,∞] ein Prämaß auf (X,R) ist. Offen-
sichtlich gilt µ(∅) = µ1(∅)µ2(∅) = 0. Dann betrachten wir eine Folge {S1,j × S2,j}j∈N von paarweise
disjunkten Mengen in R mit ⋃

j∈N
S1,j × S2,j = A1 ×A2 ∈ R

(mit Mengen A1, S1,j , S1,2, . . . ∈ A1 und A2, S2,1, S2,2, . . . ∈ A2). Für alle x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 gilt dann∑
j∈N

1S1,j
(x1)1S2,j

(x2) =
∑
j∈N

1S1,j×BS,j
(x1, x2) = 1A1×A2

(x1, x2) = 1A1
(x1)1A2

(x2).

Für jedes fixierte x2 ∈ X2 stellt dies bezüglich der Variable x1 eine nicht-negative, A∞-messbare Funk-
tion dar, und die Integration auf X1 nach dem Maß µ1 liefert über Korollar 2.41 zur Integration von
Reihen nicht-negativer Funktionen∑

j∈N
µ1(S1,j)1S2,j

(x2) =
∑
j∈N

∫
X1

1S1,j
(x1)1S2,j

(x2) dµ1(x1)

=

∫
X1

∑
j∈N

1S1,j
(x1)1S2,j

(x2) dµ1(x1)

=

∫
X1

1A1
(x1)1A2

(x2) dµ1(x1) = µ1(A1)1A2
(x2).

Diese Funktion ist nun bezüglich der Variable x2 eine nicht-negative, A2-messbare Funktion, und Inte-
gration auf X2 nach dem Maß µ2 zeigt (wiederum über Korollar 2.41)∑

j∈N
µ1(S1,j)µ2(S2,j) =

∑
j∈N

∫
X2

µ1(S1,j)1S2,j
(x2) dµ2(x2)

=

∫
X2

∑
j∈N

µ1(S1,j)1S2,j
(x2) dµ2(x2)

=

∫
X2

µ1(A1)1A2
(x2) dµ2(x2) = µ1(A1)µ2(A2).

Nach Definition der Mengenfunktion µ zeigt dies∑
j∈N

µ(S1,j × S2,j) = µ(A1 ×A2),

d.h. µ ist auch σ-additiv auf R und damit ein Prämaß auf (X,R).
Aus dem Fortsetzungssatz 1.58 von Carathéodory folgt nun, dass wir die Mengenfunktion µ zu

einem äußeren Maß µ∗ auf X1 ×X2 fortsetzen können, und µ∗ stimmt dabei mit µ auf R über. Da alle
Mengen aus R µ∗-messbar und σ(R) = A1 ⊗A2 nach Definition 1.15 der Produkt-σ-Algebra gilt, sind
tatsächlich mindestens alle Mengen aus A1⊗A2 µ

∗-messbar, womit wir das gewünschte Produktmaß µ
durch Einschränkung von µ∗ auf die σ-Algebra A1 ⊗A2 erhalten.

Schließlich bemerken wir noch, dass die Maße µ1 und µ2 nach Annahme σ-endlich sind. Dies impliziert
zum einen, dass auch µ ebenfalls σ-endlich ist, und zum anderen, dass die Maßfortsetzung µ∗ nach
Bemerkung 1.59 (2) eindeutig ist, woraus auch die Eindeutigkeit des Produktmaßes folgt. Dies schließt
den Beweis des Satzes ab.

Bemerkung 2.50 (Darstellung des Produktmaßes als Integral über die Maße von Schnitten). Das
Produktmaß hat damit für alle messbaren Mengen A ∈ A1 ⊗A2 die Darstellungen

µ1 ⊗ µ2(A) =

∫
X1

µ2(A2
x1

) dµ1(x1) =

∫
X2

µ1(A1
x2

) dµ2(x2).
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Übung 2.51 (Prinzip von Cavalieri). Es sei (X,A, µ) ein σ-endlicher Maßraum und f : X → [0,∞]
eine nicht-negative, A-messbare Funktion. Zeigen Sie über die Approximation mit einfachen Funktionen,
dass die Menge

S(f) :=
{

(x, t) ∈ X × (0,∞) : f(x) > t
}

A⊗ B(R)|(0,∞)-messbar ist und dass gilt:∫
X

f dµ =

∫ ∞
0

µ
(
{x ∈ X : f(x) > t}

)
dt.

Produktmaß von Lebesgue–Borel- und Lebesgue-Maßen. Der Raum Rn kann für n > 1 auch
als das kartesische Produkt Rm×Rn−m für ein beliebiges m ∈ {1, . . . , n− 1} betrachtet werden. Daher
könnte man die Borel-σ-Algebra B(Rn) auf Rn, die als die σ-Algebra, die von den offenen Mengen
des Rn erzeugt wird, definiert ist, auch über die Produkt-σ-Algebra B(Rm)⊗B(Rn−m) einführen. Diese
Konstruktion führt tatsächlich auf dieselbe σ-Algebra, und das Lebesgue–Borel-Maß λn∗|B(Rn) stimmt

mit dem Produktmaß λm∗|B(Rm) ⊗ λ(n−m)∗|B(Rn−m) überein. Für die Menge L(Rn) aller Lebesgue-
messbaren Teilmengen des Rn führt die Konstruktion über die Produkt-σ-Algebra L(Rm)⊗ L(Rn−m)
jedoch auf eine leicht unterschiedliche σ-Algebra. Hier ist L(Rm)⊗L(Rn−m) eine echte Teilmenge von
L(Rn), und der Lebesguesche Maßraum (Rn,L(Rn),Ln) ist die Ln-Vervollständigung des Produktmaß-
raumes (Rn,L(Rm) ⊗ L(Rn−m),Lm ⊗ Ln−m) (so dass insbesondere das Produkt zweier vollständiger
maßräume nicht notwendigerweise vollständig ist).

Satz 2.52 (Produkt von Lebesgue–Borelschen und Lebesgueschen Maßräumen). Es sei n ∈ N und
m ∈ {1, . . . , n− 1}.

(i) Für die Borel-messbaren Teilmengen des Rn und das assoziierte Lebesgue–Borel-Maß gilt

B(Rn) = B(Rm)⊗ B(Rn−m) und λn∗|B(Rn) = λm∗|B(Rm) ⊗ λ(n−m)∗|B(Rn−m).

(ii) Für die Lebesgue-messbaren Teilmengen des Rn und das assoziierte Lebesgue-Maß gilt

L(Rn) ) L(Rm)⊗ L(Rn−m) und Ln = Lm ⊗ Ln−m,

d.h. jede Menge in L(Rn) \ (L(Rm)⊗ L(Rn−m)) ist eine Ln-Nullmenge.

Beweis.

(i) Nach Übung 1.16 (ii) ist das Mengensystem aller halb-offenen Quader

[a, b) = [a1, b1)× . . .× [am, bm)× [am+1, bm+1)× . . .× [an, bn) ⊂ Rm ×Rn−m ∼= Rn

für alle a ≤ b ∈ Rn Erzeuger sowohl der Borel-σ-Algebra B(Rn) als auf der Produkt-σ-Algebra
B(Rm) ⊗ B(Rn−m). Daraus folgt unmittelbar B(Rn) = B(Rm) ⊗ B(Rn−m), so dass die Maße
λn∗|B(Rn) und λm∗|B(Rm) ⊗ λ(n−m)∗|B(Rn−m) schon einmal auf derselben σ-Algebra auf X1 ×X2

definiert sind. Nach Konstruktion gilt für alle a ≤ b ∈ Rn außerdem

λm∗|B(Rm) ⊗ λ(n−m)∗|B(Rn−m)([a, b)) =

m∏
i=1

(bi − ai)
n∏

i=m+1

(bi − ai)

=

n∏
i=1

(bi − ai) = λn∗|B(Rn)([a, b)).

Damit stimmen die beiden Maße λn∗|B(Rn) und λm∗|B(Rm) ⊗ λ(n−m)∗|B(Rn−m) auf allen halb-

offenen Quadern des Rn überein, woraus λn∗|B(Rn) = λm∗|B(Rm) ⊗ λ(n−m)∗|B(Rn−m) wegen der
Eindeutigkeit des Lebesgue-Maßes nach Satz 1.75 folgt.
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(ii) Wir betrachten zunächst beliebige Lebesgue-messbare Mengen A1 ∈ L(Rm) und A2 ∈ L(Rn−m).
Da nach Bemerkung 1.77 (2) der Lebesgue-Maßraum die Vervollständigung des Lebesgue–Borel-
raumes darstellt, finden wir zwei Borelmengen B1 ∈ B(Rm), B2 ∈ B(Rn−m), eine Lm-Nullmenge
N1 ⊂ Rm und eine Ln−m-Nullmenge N2 ⊂ Rn−m mit A1 = B1 ∪N1 und A2 = B2 ∪N2. Daraus
erhalten wir

A1 ×A2 =
(
B1 ×B2

)
∪
(
(B1 ×N2) ∪ (N1 ×B2) ∪ (N1 ×N2)

)
.

Wir bemerken nun, dass B1 × B2 ∈ B(Rm) ⊗ B(Rn−m) = B(Rn) gilt, so dass wir insbesondere
B1 × B2 ∈ L(Rn) haben. Mit Bemerkung 1.77 (3) und der Tatsache, dass die Lebesgue(–Borel)-
Maße σ-endlich sind, können wir auch verifizieren, dass die Mengen B1 ×N2, N1 ×B2 und N1 ×
N2 Ln-Nullmengen sind. Insgesamt zeigt dies A1 × A2 ∈ L(Rn), und da die Produkt-σ-Algebra
L(Rm) ⊗ L(Rn−m) aus diesen Produktmengen erzeugt wird, folgern wir die Inklusion L(Rm) ⊗
L(Rn−m) ⊂ L(Rn).

Um die strikte Inklusion zu beweisen, betrachten wir eine Menge aus P(Rm) \ L(Rm), wie etwa
V × [0, 1]m−1 mit der Vitali-Menge V ⊂ [0, 1] aus Beispiel 1.81. Dann gehört die Menge V ×
[0, 1]m−1 × {0}n−m als Teilmenge der Ln-Nullmenge [0, 1]m × {0}n−m zum Mengensystem L(Rn)
aller Lebesgue-messbaren Teilmengen des Rn, jedoch nicht zu L(Rm)⊗L(Rn−m), da der Schnitt
(V × [0, 1]m−1 × {0}n−m)1

0 nicht in L(Rm) liegt (vgl. Lemma 1.18, mit der Notation der Schnitte
aus Definition 1.17). Damit gilt L(Rn)\ (L(Rm)⊗L(Rn−m)) 6= ∅, woraus wir auf die Behauptung
L(Rm)⊗ L(Rn−m) ( L(Rn) schließen.

Wir müssen schließlich noch Ln = Lm ⊗ Ln−m beweisen. Wir bemerken aus (i) zunächst

Ln = Lm ⊗ Ln−m auf B(Rn) = B(Rm)⊗ B(Rn−m)

and therefore, by uniqueness of completions, also that

Ln = Lm ⊗ Ln−m on L(Rm)⊗ L(Rn−m).

Thus, a set N ⊂ Rn is Ln-negligible if and only if it is Lm⊗Ln−m-negligible. Then the completions

(Rn,L(Rn),Ln) and (Rn,L(Rn),Lm ⊗ Ln−m)

are both complete measure spaces as well as extensions of the measure spaces

(Rn,B(Rn), λn) and (Rn,L(Rm)⊗ L(Rn−m),Lm ⊗ Ln−m).

By uniqueness of completions, this proves Ln = Lm ⊗ Ln−m as claimed.

Integration auf Produktmaßen.

Satz 2.53 (von Tonelli). Es seien (X1,A1, µ1) und (X2,A2, µ2) zwei σ-endliche Maßräume und f : X1×
X2 → [0,∞] eine nicht-negative A1 ⊗A2-messbare Funktion. Dann sind die Funktionen

X1 3 x1 7→
∫
X2

f(x1, x2) dµ2(x2) und X2 3 x2 7→
∫
X1

f(x1, x2) dµ1(x1)

nicht-negativ und A1-messbar auf X1 bzw. A2-messbar auf X2, und es gilt∫
X1×X2

f(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2)(x1, x2) =

∫
X1

∫
X2

f(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1)

=

∫
X2

∫
X1

f(x1, x2) dµ1(x1) dµ2(x2).

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass die Abbildung X1 3 x1 7→
∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) A1-messbar ist

und dass die erste Integral-Identität gilt, da die restlichen Aussagen sich dann aus Symmetriegründen
ergeben.
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Wir bemerken zunächst, dass das Integral
∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) für jedes x1 ∈ X1 existiert. Die

Funktion x2 7→ f(x1, x2) ist nach Voraussetzung nämlich nicht-negativ und außerdemA2-messbar aufX2

(womit das Integral nach µ2 in [0,∞] existiert), da

f(x1, ·)−1(B) = (f−1(B))2
x1

für alle B ∈ B(R̄)

gilt, f nach Voraussetzung A1 ⊗A2-messbar ist, und x1-Schnitte messbarer Mengen aus A1 ⊗A2 nach
Lemma 1.18 zu den messbaren Mengen A2 gehören.

Um nun die beiden Behauptungen zu zeigen, nehmen wir in einem ersten Schritt an, dass f eine
einfache Funktion ist, mit der Darstellung f =

∑N
k=1 zk1Sk

für ein N ∈ N, Teilmengen {Sk}k∈N in
A1 ⊗A2 und Zahlen {zk}k≤N in [0,∞). Dann haben wir für jedes x1 ∈ X1∫

X2

f(x1, x2) dµ2(x2) =

N∑
k=1

zk

∫
X2

1Sk
(x1, x2) dµ2(x2) =

N∑
k=1

zkµ2((Sk)2
x1

).

Mithilfe von Lemma 2.48 sehen wir nun, dass die Abbildung X1 3 x1 7→
∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) wie

behauptet A1-messbar ist, und die Integration nach µ1 auf X1 zeigt mithilfe der Darstellung des Pro-
duktmaßes aus Bemerkung 2.50 auch∫

X1×X2

f(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2)(x1, x2) =

N∑
k=1

zkµ1 ⊗ µ2(Sk)

=

N∑
k=1

zk

∫
X1

µ2((Sk)2
x1

) dµ1(x1)

=

∫
X1

N∑
k=1

zkµ2((Sk)2
x1

) dµ1(x1) =

∫
X1

∫
X2

f(x1, x2) dµ2(x2).

Im zweiten Schritt betrachten wir nun eine nicht-negative, A1 ⊗ A2-messbare Funktion f wie im
Satz. Wir gehen mittels Approximation vor und wählen dazu eine nicht-fallende Folge {fj}j∈N von
nicht-negativen, einfachen A1 ⊗A2-messbaren Funktionen mit punktweisem Grenzwert f = limj→∞ fj
(vgl. Lemma 2.25). Mit dem Satz 2.39 über die monotone Konvergenz erhalten wir für jedes x1 ∈ X1∫

X2

f(x1, x2) dµ2(x2) = lim
j→∞

∫
X2

fj(x1, x2) dµ2(x2),

und damit ist die Funktion X1 3 x1 7→
∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) als punktweiser Grenzwert von (gemäß des

ersten Schrittes) A1-messbaren Funktionen wiederum A1-messbar. Wenden wir nun den Satz 2.39 über
die monotone Konvergenz dreimal an und berücksichtigen wir auch die bereits bewiesene Integraliden-
tität für einfache Funktionen, folgt schließlich∫

X1×X2

f(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2)(x1, x2) = lim
j→∞

∫
X1×X2

fj(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2)(x1, x2)

= lim
j→∞

∫
X1

∫
X2

fj(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1)

=

∫
X1

lim
j→∞

∫
X2

fj(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1) =

∫
X1

∫
X2

f(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1).

Satz 2.54 (von Fubini). Es seien (X1,A1, µ1) und (X2,A2, µ2) zwei σ-endliche Maßräume und f : X1×
X2 → R̄ eine µ1 ⊗ µ2-summierbare Funktion, d.h. f ∈ L1(X1 ×X2,A1 ⊗A2, µ1 ⊗ µ2). Dann gilt

x2 7→ f(x1, x2) ∈ L1(X2,A2, µ2) für µ1-f.a. x1 ∈ X1,

x1 7→ f(x1, x2) ∈ L1(X1,A1, µ1) für µ2-f.a. x2 ∈ X2.
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Außerdem sind die µ1-f.ü. auf X1 bzw. µ2-f.ü. auf X2 definierten Funktionen

x1 7→
∫
X2

f(x1, x2) dµ2(x2) und x2 7→
∫
X1

f(x1, x2) dµ1(x1)

µ1-summierbar auf X1 bzw. µ2-summierbar auf X2, und es gilt∫
X1×X2

f(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2)(x1, x2) =

∫
X1

∫
X2

f(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1)

=

∫
X2

∫
X1

f(x1, x2) dµ1(x1) dµ2(x2).

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass es ausreichend ist zu zeigen, dass die Abbildung x2 7→ f(x1, x2)
für µ1-fast alle x1 ∈ X1 µ2-summierbar auf X2 ist, dass die Abbildung x1 7→

∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) µ1-

summierbar auf X1 ist und dass die erste Integral-Identität gilt, da die restlichen Aussagen sich dann
aus Symmetriegründen ergeben.

Da f± nicht-negative, A1 ⊗A2-messbare Funktionen sind, folgt aus dem Satz 2.53 von Tonelli und
der Tatsache, dass f eine µ1 ⊗ µ2-summierbare Funktion ist,∫

X1

∫
X2

f±(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1) =

∫
X1×X2

f±(x1, x2) d (µ1 ⊗ µ2)(x1, x2) <∞.

Folglich sind die (nicht-negativen,A1-messbaren) Funktionen x1 7→
∫
X2
f±(x1, x2) dµ2(x2) µ1-summierbar

auf X1. Dies impliziert, dass zwei µ1-Nullmengen N+
1 , N

−
1 ∈ A1 existieren mit∫

X2

f±(x1, x2) dµ2(x2) <∞ für alle x1 ∈ X1 \N±1 .

Ist also x1 ∈ X1 \ (N+
1 ∪N−1 ), so ist die Funktion x2 7→ f(x1, x2) µ2-summierbar mit∫

X2

f(x1, x2) dµ2(x2) =

∫
X2

f+(x1, x2) dµ2(x2)−
∫
X2

f−(x1, x2) dµ2(x2),

womit die ersten beiden Behauptungen des Satzes bewiesen sind.
Wie wir gesehen haben, ist die Funktion x1 7→

∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) µ1-summierbar auf X1 und

R-wertig auf X1 \ (N+
1 ∪ N−1 ). Da der Wert des Integrals

∫
X2
f±(x1, x2) dµ2(x2) für x1 ∈ (N+

1 ∪ N−1 )

für die Integration nach µ1 jedoch irrelevant ist (vgl. Übung 2.37), erhalten wir nun auch die dritte
Behauptung des Satzes über∫

X1

∫
X2

f(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1)

=

∫
X1

∫
X2

f+(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1)−
∫
X1

∫
X2

f−(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1)

=

∫
X1×X2

f+(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2)(x1, x2)−
∫
X1×X2

f−(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2)(x1, x2)

=

∫
X1×X2

f(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2)(x1, x2).

Bemerkung 2.55.

(1) Mithilfe des Satzes 2.53 von Tonelli und des Satzes 2.54 von Fubini können wir das Integral einer
Funktion f : X1 × X2 → R̄ nach dem Produktmaß µ1 ⊗ µ2 über die iterierten Integrale nach µ1

und nach µ2 dann bilden, wenn f nicht-negativ bzw. µ1 ⊗ µ2-summierbar ist. Man beachte, dass
der Satz 2.53 von Tonelli impliziert, dass jede der Bedingungen∫

X2

∫
X1

|f(x1, x2)| dµ1(x1) dµ2(x2) <∞,
∫
X1

∫
X2

|f(x1, x2)| dµ2(x2) dµ1(x1) <∞

äquivalent zur µ1 ⊗ µ2-Summierbarkeit von f ist.
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(2) Ohne die Annahme der µ1⊗µ2-Summierbarkeit von f ist die Aussage des Satzes 2.54 von Fubini
im Allgemeinen falsch, siehe Übung 2.57.

(3) In der Aussage des Satzes 2.54 von Fubini kann man im Allgemeinen nicht erwarten, dass die
nur in einer Komponente betrachteten Funktionen µ2-summierbar auf X2 bzw. µ1-summierbar
auf X1 sind. So ist etwa die (Borel-)Funktion f : R2 → R definiert durch f(x1, x2) := x210(x1)
für (x1, x2) ∈ R2 L2-fast überall Null und damit L2-summierbar, die Funktion x2 7→ f(x1, x2)
jedoch nur für x1 6= 0 L1-summierbar.

Übung 2.56. Es seien (X1,A1, µ1) und (X2,A2, µ2) zwei σ-endliche Maßräume und fi : Xi → R eine
µi-summierbare Funktion für i ∈ {1, 2}. Zeigen sie, dass die Funktion f : X1 ×X2 → R definiert durch

f(x1, x2) := f1(x1)f2(x2) für x1 ∈ X1, x2 ∈ X2

µ1 ⊗ µ2-summierbar ist mit∫
X1×X2

f(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2)(x1, x2) =

(∫
X1

f1(x1) dµ1(x1)

)(∫
X2

f2(x2) dµ2(x2)

)
.

Übung 2.57. Es sei f : R2 → R definiert durch

f(x1, x2) :=
x2

1 − x2
2

(x2
1 + x2

2)2
für (x1, x2) ∈ R2.

Drücken Sie f als geeignete zweite Ableitung des Arcustangens aus und berechnen Sie damit die iterierten
Integrale ∫

(0,1)

∫
(0,1)

f(x1, x2) dL1(x1)dL1(x2) und

∫
(0,1)

∫
(0,1)

f(x1, x2)dL1(x2)dL1(x1).

Warum ist der Satz von Fubini hier nicht anwendbar?

2.5 Vergleich von Riemann- und Lebesgue-Integral

Wir betrachten zunächst beschränkte Funktionen auf kompakten Intervallen, also das klassische Riemann-
Integral. Auf dieser Klasse von Funktionen stellt die Lebesgue-Integration eine erweiterte Integrations-
theorie im Vergleich zur Riemann-Integration dar.

Satz 2.58. Es sei a, b ∈ R mit a < b und f : [a, b] → R eine beschränkte Funktion. Falls f Riemann-
integrierbar auf [a, b] ist, dann ist f auch L1-summierbar auf [a, b] und die beiden Integrale stimmen
überein, d.h. es gilt ∫ b

a

f dx =

∫
[a,b]

f dL1.

Beweis. Wir erinnern zunächst daran, dass die Funktion f genau dann Riemann-integrierbar auf [a, b]
ist, wenn ihr Unterintegral und ihr Oberintegral übereinstimmen, die über die Approximation von unten
bzw. von oben durch Treppenfunktionen aus T ([a, b]) definiert sind als∫ b

∗ a

f dx := sup

{∫ b

a

ϕdx : ϕ ∈ T ([a, b]) mit ϕ ≤ f auf [a, b]

}
,∫∗ b

a

f dx := inf

{∫ b

a

ψ dx : ψ ∈ T ([a, b]) mit ψ ≥ f auf [a, b]

}
.

Damit finden wir zwei Folgen {ϕj}j∈N, {ψj}j∈N von Treppenfunktionen in T ([a, b]) mit den Eigenschaf-
ten

ϕj ≤ f ≤ ψj auf [a, b] für alle j ∈ N und lim
j→∞

∫ b

a

ψj dx =

∫ b

a

f dx =

∫ b

a

ϕj dx.
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Hierbei dürfen wir annehmen, dass

−M ≤ ϕj ≤ ϕj+1 ≤ f ≤ ψj+1 ≤ ψj ≤M auf [a, b] für alle j ∈ N und mit M := sup
[a,b]

|f | (2.5)

erfüllt ist (andernfalls können wir ϕj und ψj durch die Treppenfunktionen max{−M,ϕ1, . . . ϕj} und
min{M,ψ1, . . . ψj} ersetzen). Damit ist insbesondere {ϕj}j∈N eine wachsende und {ψj}j∈N eine fallende
Folge.

Als Nächstes stellen wir fest, dass jede Treppenfunktion aus T ([a, b]) auf den offenen Teilmengen
einer endlichen Intervallzerlegung von [a, b] konstant ist. Damit ist sie auch einfach sowie Lebesgue-
messbar. Außerdem stimmt ihr elementare Riemaann-Integral mit dem Integral nach dem eindimensio-
nalen Lebesgue-Maß L1 überein. Damit gilt die behauptete Aussage also insbesondere für alle Treppen-
funktionen, und damit haben wir nun auch∫ b

a

ϕj dx =

∫
[a,b]

ϕj dL1 und

∫ b

a

ψj dx =

∫
[a,b]

ψj dL1 für alle j ∈ N.

Um die L1-Summierbarbarkeit von f zu zeigen, betrachten wir die beiden Funktionen ϕ,ψ : [a, b]→ R

definiert durch
ϕ := lim

j→∞
ϕj und ψ := lim

j→∞
ψj

sind. Wegen (2.5) sind ϕ,ψ wohldefiniert mit −M ≤ ϕ ≤ f ≤ ψ ≤ M und als Grenzwert Lebesgue-
messbarer Funktionen ebenfalls Lebesgue-messbar. Mithilfe der Variante des Satzes über die monotone
Konvergenz aus Bemerkung 2.40 erhalten wir außerdem

lim
j→∞

∫
[a,b]

ϕj dL1 =

∫
[a,b]

ϕdL1 und lim
j→∞

∫
[a,b]

ψj dL1 =

∫
[a,b]

ψ dL1.

Insgesamt haben wir damit nach Wahl der Folgen {ϕj}j∈N und {ψj}j∈N zur Approximation des Riemann-
Integrals von unten bzw. von oben gezeigt, dass∫

[a,b]

ϕdL1 =

∫ b

a

f dx =

∫
[a,b]

ψ dL1

gilt. Wegen ψ − ϕ ≥ 0 folgern wir aus Übung 2.37 (ii)∫
[a,b]

(ψ − ϕ) dL1 = 0 ⇒ L1({x ∈ [a, b] : ϕ(x) 6= ψ(x)}) = 0.

Wegen ϕ ≤ f ≤ ψ erhalten wir damit, dass ϕ = f = ψ außerhalb einer L1-Nullmenge gilt. Dies zeigt
die L1-Summierbarbarkeit von f mit∫

[a,b]

f dL1 =

∫
[a,b]

ϕdL1 =

∫ b

a

f dx.

Bemerkung 2.59.

(1) Ist a, b ∈ R mit a < b und f : [a, b] → R eine beschränkte Funktion, so kann man allgemeiner
zeigen, dass f auf [a, b] genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn die Menge

N := {x ∈ [a, b] : f ist unstetig in x}
eine L1-Nullmenge ist.

(2) Mit der charakterischen Funktion 1Q∩[0,1] der Menge der rationalen Zahlen aus dem Intervall [0, 1]
aus Beispiel 2.29 haben wir bereits ein Beispiel für eine auf [0, 1] Lebesgue-integrierbare, aber nicht
Riemann-integrierbare Funktion kennengelernt. Wir bemerken hierbei, dass wir 1Q∩[0,1] über eine
Abzählung von Q∩[0, 1] als punkteweisen Limes von Treppenfunktionen und insbesondere Riemann-
integrierbaren Funktionen schreiben können. Folglich die die Klasse der Riemann-integrierbaren
Funktionen unter punktweiser Konvergenz nicht abgeschlossen.
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Für Funktionen auf nicht-kompakten Intervallen und uneigentliche Riemann-Integrale ist die Situati-
on etwas subtiler. Hier ist es aufgrund von Kürzungseffekten möglich, dass eine Funktion uneigentliches
Riemann-integrierbar, jedoch nicht Lebesgue-integrierbar ist. Dieser Kürzungseffekt ist gerade ausge-
schlossen, wenn auch der Betrag der Funktion uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

Satz 2.60. Es sei I ⊂ R ein Intervall und f : I → R eine Funktion, die auf jedem kompakten Intervall
von I Riemann-integrierbar. Dann ist f auf I genau dann L1-summierbar auf I, wenn |f | auf I uneigent-
lich Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall stimmen dann das Lebesgue-Integral und das uneigentliche
Riemann-Integral von f auf I überein.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall I = [a, b) mit Intervallgrenzen −∞ ≤ a < b ≤ ∞, die ande-
ren Fällen folgen vollkommen analog. Wir wählen zunächst eine beliebige, monoton wachsende Fol-
ge {bj}j∈N mit limj→∞ bj = b, so dass das Intervall I “von innen” durch die Folge der kompakten
Intervalle {[a, bj ]}j∈N approximiert wird und entsprechend die punkteweise (monotone) Konvergenz
limj→∞ 1[a,bj ] = 1[a,b) gilt. Nach Annahme ist die Funktion f Riemann-integrierbar auf [a, bj ] für jedes
j ∈ N und damit nach Satz 2.58 die Funktion f1[a,bj ] Lebesgue-integrierbar. Da f = limj→∞ f1[a,bj ]

folglich der punktweise Grenzwert Lebesgue-messbarer Funktionen ist, ist f Lebesgue-messbar. Betrach-
ten wir nun die Folge {|f |1[a,bj ]}j∈N, so gilt mit dem Satz 2.39 über die monotone Konvergenz

lim
j→∞

∫ bj

a

|f | dx = lim
j→∞

∫
[a,bj ]

|f | dL1 =

∫
[a,b)

|f | dL1. (2.6)

Wir nehmen zunächst an, dass f L1-summierbar auf [a, b) ist. Da in diesem Fall das Lebesgue-
Integral auf [a, b) sowohl von f+ als auch von f− endlich sind, ist offensichtlich auch |f | L1-summierbar
auf [a, b) und damit die rechte Seite von (2.6) endlich. Da dieser Grenzwert nicht von der Wahl der Folge
abhängt, folgern wir

lim
β↗b

∫ β

a

|f | dx =

∫
[a,b)

|f | dL1

und damit die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von |f | auf [a, b).
Als nächsten nehmen wir an, dass |f | uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a, b) ist. In diesem Fall

existiert der Grenzwert der linken Seite von (2.6) in R. Folglich ist |f | und damit nach der Dreiecksun-
gleichung (siehe Proposition 2.31) auch f L1-summierbar auf [a, b).

Abschließend bemerken wir noch, dass in diesem Fall die Gleichheit des Lebesgue-Integrals und des
uneigentlichen Riemann-Integrals von f auf [a, b) direkt aus dem Satz 2.44 von der dominierten Konver-
genz folgt: mit |f |1[a,bj) ≤ |f | für jedes j ∈ N und der punkteweisen Konvergenz f = limj→∞ f1[a,bj)

haben wir ∫
[a,b)

f dL1 = lim
j→∞

∫
[a,bj ]

f dL1 = lim
j→∞

∫ bj

a

f dx =

∫ b

a

f dx.

Beispiel 2.61. Der Kardinalsinus x 7→ sin(x)/x ist auf (0,∞) uneigentlich Riemann-integrierbar, aber
nicht uneigentlich absolut Riemann-integrierbar und damit auch nicht Lebesgue-integrierbar.

2.6 Der Transformationssatz

Wir beschäftigen uns nun mit der Fragestellung, wie sich das Lebesgue-Integral einer Funktion verhält,
wenn wir den Definitionsbereich mittels eines Diffeorphismus transformieren.

Transformationsformel als Analogon für allgemeine Integrale nach einem Maß zur Substitutionsfor-
mel für Riemann-Integrale.

Satz 2.62 (Transformationsformel). Es seien U, V offene Teilmengen des Rn und ϕ : U → V ein
C1-Diffeomorphismus (d.h. ϕ bildet bijektiv von U nach V ab und sowohl ϕ als auch die Umkehrabbil-
dung ϕ−1 sind stetig differenzierbar). Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(i) Eine Teilmenge A ⊂ U ist genau dann Lebesgue-messbar, wenn ϕ(A) eine Lebesgue-messbare
Teilmenge von V ist, und in diesem Fall gilt

Ln(ϕ(A)) =

∫
A

|detDϕ(x)| dLn(x).

(ii) Eine Funktion f : V → R̄ ist genau dann Lebesgue-messbar, wenn f ◦ ϕ|detDϕ| : U → R̄ eine
Lebesgue-messbare Funktion ist. Ist eine dieser Funktionen Ln-integrierbar, dann auch die andere,
und in diesem Fall gilt ∫

V

f(x) dLn(x) =

∫
U

f(ϕ(x))|detDϕ(x)| dLn(x).

Bemerkung 2.63.

(1) Da ϕ ein C1-Diffeomorphismus ist, gilt |detDϕ(x)| ∈ (0,∞) für alle x ∈ U , so dass der Integrand
auf der rechten Seite der Transformationsformel immer wohldefiniert ist.

(2) Für n = 1 und ein Intervall U = (a, b) reduziert sich die Transformationsformel auf∫
ϕ((a,b))

f(x) dL1(x) =

∫
(a,b)

f(ϕ(x))ϕ′(x) dL1(x),

und dies entspricht gerade der Substitutionsregel für das Riemann-Integral.

Lemma 2.64. Für eine Matrix M ∈ Rn×n gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist detM 6= 0 und A eine Lebesgue-messbare Teilmenge des Rn, so ist MA Lebesgue-messbar mit
Ln(MA) = |det(M)|Ln(A).

(ii) Ist detM = 0 und A eine Teilmenge des Rn, so ist MA Lebesgue-messbar mit Ln(MA) = 0.

Beweis.

(i) Wir beweisen die Aussagen in mehreren Schritten:

Schritt 1: Ist A eine Borel-messbare Teilmenge des Rn, so ist auch MA Borel-messbar.
Wegen der Invertierbarkeit von M ist die Abbildung h : Rn → Rn mit h(x) := M−1x wohldefiniert.
Als lineare Abbildung ist h zudem stetig und damit auch Borel-messbar (vgl. Bemerkung 2.8 (2)),
also sind die Urbilder von Borel-messbaren Teilmengen des Rn wieder Borel-messbare Teilmengen
des Rn. Da A nach Annahme eine Borel-messbare Teilmenge des Rn ist und h−1(A) = MA gilt,
schließen wir auf die behauptete Borel-Messbarkeit von MA.

Schritt 2: Es gilt Ln(MA) = |det(M)|Ln(A) für alle Borel-messbaren Teilmengen A des Rn.
Wir betrachten zunächst die Mengenfunktion ν : B(Rn)→ [0,∞] definiert über

ν(A) := Ln(MA) für alle A ∈ B(Rn).

Wegen der Injektivität von Rn 3 x 7→ Mx ∈ Rn und der Maßeigenschaft von Ln ist auch ν ein
Maß auf (Rn,B(Rn)), und auch die Translationsinvariant von Ln aus Proposition 1.78 überträgt
sich wegen

ν(x+A) = Ln(Mx+MA) = Ln(MA) = ν(A)

für alle A ∈ B(Rn) und x ∈ Rn unmittelbar auf ν. Betrachten wir speziell A = [0, 1)n, so enthält
M [0, 1)n die offene Menge M(0, 1)n und ist beschränkt, woraus wir ν([0, 1)n) = Ln(M [0, 1)n) ∈
(0,∞) folgern. Da das Lebesgue-Maß Ln das einzige translationsinvariante Maß auf (Rn,B(Rn))
ist (vgl. Bemerkung 1.79), muss

(ν(A) =)Ln(MA) = Ln(M [0, 1)n)Ln(A) für alle A ∈ B(Rn)
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gelten. Es bleibt noch die Identifikation Ln(M [0, 1)n) = |det(M)| für die multiplikative Konstante
zu zeigen. Dafür werden wir einerseits den Zusammenhang

Ln(M [0, 1)n) =
Ln(MA)

Ln(A)
für alle A ∈ B(Rn) mit Ln(A) > 0

ausnutzen, um die Identifikation anhand geeigneter, einfacher Mengen A durchzuführen, und an-
dererseits die Produktzerlegung

Ln(M1M2[0, 1)n) = Ln(M1[0, 1)n)Ln(M2[0, 1)n) für alle M1,M2 ∈ Rn×n mit det(M1M2) 6= 0,

um uns auf geeignete, einfache Matrizen zu beschränken.

� Ist D = diag(d1, · · · , dn) ∈ Rn×n eine diagonale Matrix mit Diagonaleinträgen d1, . . . , dn ∈
R, so ist D[0, 1]n ein abgeschlossener Quader der Seitenlänge |di| in der i-ten Komponente.
Folglich gilt in diesem Fall

Ln(D[0, 1)n) =
Ln(D[0, 1]n)

Ln([0, 1]n)
=

n∏
i=1

|di| = |det(D)|.

� Ist O ∈ O(n) eine orthogonale Matrix, so bleibt die (euklidische) Länge unter O erhalten, so
dass insbesondere OB1(0) = B1(0) gilt. Damit haben wir hier

Ln(O[0, 1)n) =
Ln(OB1(0))

Ln(B1(0))
= 1.

� Im allgemeinen Fall M ∈ Rn×n mit det(M) 6= 0 finden wir über die Singulärwertzerlegung
aus der linearen Algebra eine diagonale Matrix D ∈ Rn×n und zwei orthogonale Matrizen
Q,R ∈ O(n) mit M = QDR. Über die Produktzerlegung erhalten wir nun

Ln(M [0, 1)n) = Ln(Q[0, 1)n)Ln(D[0, 1)n)Ln(R[0, 1)n) = |det(D)| = |det(M)|.

Schritt 3: Beweis der allgemeinen Aussage.
Wir müssen schließlich noch begründen, dass die Aussage auch für Lebesgue-messbare Men-
gen A aus Rn gilt. Da das Lebesgue-Maß Ln die Vervollständigung des Lebesgue–Borel-Maßes auf
(Rn,B(Rn)) ist, finden wir eine Borel-Menge B ∈ B(Rn) und eine Lebesgue-NullmengeN ∈ L(Rn)
(und damit Teilmenge einer Borel-Nullmenge) mit A = B∪N . Damit lässt sich MA = MB∪MN
gemäß Schritt 1 und Schritt 2 als Vereinigung einer Borel-messbaren Menge und einer Teilmenge
einer Borel-Nullmenge ausdrücken, so dass MA Lebesgue-messbar ist. Über Ln(MA) = Ln(MB)
und Ln(A) = Ln(B) ergibt sich dann die Formel Ln(MA) = |det(M)|Ln(A) direkt aus Schritt 2.

(ii) Im Fall detM = 0 ist MRn in einer Hyperebene H enthalten. Nach einer (maßerhaltenden)
Drehung können wir H = {x ∈ Rn : xn = 0} = Rn−1 × {0} annehmen. Wegen Ln(H) = 0 und
MA ⊂MRn ⊂ H folgt die Lebesgue-Messbarkeit von MA mit

Ln(MA) ≤ Ln(MRn) ≤ Ln(H) = 0.

Übung 2.65 (Singulärwertzerlegung). Zeigen Sie, dass für jede Matrix M ∈ Rn×n eine diagonale
Matrix D ∈ Rn×n und zwei orthogonale Matrizen Q,R ∈ O(n) mit M = QDR existieren. Gehen Sie
dabei folgendermaßen vor:

� Zur Matrix MTM ∈ Rn×n existiert eine Orthonormalbasis v1, . . . vn des Rn aus Eigenvektoren.

� Überlegen Sie sich, dass eine Orthonormalbasis w1, . . . wn des Rn mit |Mvi|wi = Mvi für i ∈
{1, . . . , n} existiert.
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� Definieren Sie D,Q,R als die eindeutigen Matrizen mit

Dei = |Mvi|ei, Qei = wi, Rvi = ei für i ∈ {1, . . . , n}.

� Überprüfen Sie, dass diese Konstruktion die gewünschte Zerlegung M = QDR liefert.

Als Nächstes betrachten wir anstelle von linearen oder affinen Abbildungen C1-Funktionen nach Rn

und dann spezieller C1-Diffeomorphismen. Wir überlegen uns zunächst, dass Ln-Nullmengen wieder auf
Ln-Nullmengen abgebildet werden (und damit die erste Aussage des Transformationssatzes 2.62 schon
für Ln-Nullmengen bewiesen ist).

Lemma 2.66. Es sei U offene Teilmengen des Rn und ϕ : U → Rn eine C1-Funktion. Ist N ⊂ U eine
Ln-Nullmenge, so ist auch ϕ(N) eine Ln-Nullmenge.

Beweis. Wir überlegen uns zunächst, dass für eine Lipschitz-stetige Abbildung ϕ̃ : N → Rn auch ϕ̃(N)
eine Ln-Nullmenge ist. Wegen der Äquivalenz aller Normen auf Rn betrachten wir dazu eine Konstante
L ≥ 0 mit

‖ϕ̃(x)− ϕ̃(y)‖∞ ≤ L‖x− y‖∞ für alle x, y ∈ N.
Zu einem festen, aber beliebigen ε > 0 wählen wir nun eine Überdeckung {Qj}j∈N von N mit

N ⊂
⋃
j∈N

Qj und
∑
j∈N
Ln(Qj) < ε,

vgl. Bemerkung 1.77 (3). Dann können wir zu jedem Würfel Qj mit j ∈ N einen Würfel Wj vom
Maß Ln(Wj) ≤ LnLn(Vj) und mit ϕ̃(Vj) ⊂ Wj wählen. Folglich bildet {Wj}j∈N eine abzählbarbare
Überdeckung der Menge ϕ̃(N) mit Quadern, die insgesamt höchstens vom Maß∑

j∈N
Ln(Wj) ≤ Ln

∑
j∈N
Ln(Qj) ≤ Lnε

sind. Wegen der Beliebigkeit von ε > 0 muss ϕ̃(N) wie behauptet eine Ln-Nullmemge sind.
Um nun die Behauptung des Lemmas zu beweisen, schreiben wir die offene Menge U als Verei-

nigung von abzählbar vielen kompakten Quadern {Q`}`∈N (vgl. Bemerkung 1.71). Damit haben wir
insbesondere N = ∪`∈N(N ∩Qj), und da eine abzählbare Vereinigung von Ln-Nullmengen wieder eine
Ln-Nullmenge ist, brauchen wir uns nur noch zu überlegen, dass N ∩ Q` für jedes feste ` ∈ N eine
Ln-Nullmenge ist. Nun ist aber die Abbildung ϕ|N∩Qj nach dem Schrankensatz Lipschitz-stetig, und
damit nach unserer Vorüberlegung eine Ln-Nullmenge.

Im nächsten Schritt betrachten wir Quader, also die Bausteine für die Konstruktion des Lebesgue-
Maßes, und zeigen eine Abschätzung für das Maß der transformierten Menge nach oben.

Lemma 2.67. Es seien U, V offene Teilmengen des Rn und ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus. Ist
Q ⊂ U ein kompakter Quader, so ist ϕ(Q) eine Borel-messbare Menge mit

Ln(ϕ(Q)) ≤ max
x∈Q
|det(Dϕ(x))|Ln(Q).

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass ϕ(Q) als Bild einer kompakten Mengen unter einer stetigen
Funktion selbst kompakt und damit Borel-messbar (von endlichem Ln-Maß) ist. Ohne Einschränkung
können wir Ln(Q) > 0 annehmen, da die Aussage andernfalls bereits in Lemma 2.66 gezeigt wurde. Wir
bezeichnen mit α ∈ [0,∞) die Zahl, so dass

Ln(ϕ(Q)) = αLn(Q)

gilt. Dann zerlegen wir Q durch n seitenhalbierende Hyperebene in 2n kompakte Teilquader Q̃1, . . . , Q̃2n

(die sich nur auf der Ln-Nullmenge der Ränder überlappen und wegen der Translationsinvarianz des
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Lebesgue-Maßes jeweils vom Ln-Maß 2−nLn(Q) sind). Unter diesen Teilquadern muss es einen Qua-
der Q1 geben, der die Ungleichung Ln(ϕ(Q1)) ≥ αLn(Q1) erfüllt: andernfalls würde durch Summation
über alle i ∈ {1, . . . , 2n} mit

αLn(Q) = Ln(ϕ(Q)) ≤
2n∑
i=1

Ln(ϕ(Q̃i)) < α

2n∑
i=1

Ln(Q̃i) = αLn(Q)

ein Widerspruch folgen. Durch Widerholung dieses Verfahrens auf den ausgewählten Quadern (dann
mit der Ungleichung ≤ anstelle der ersten Gleichheit) erhalten wir eine monotone Folge von kompakten
Quadern {Qk}k∈N mit Q ⊃ Q1 ⊃ Q2 ⊃ . . ., so dass

Ln(ϕ(Qk)) ≥ αLn(Qk) für alle k ∈ N und lim
k→∞

diam (Qk) = 0 (2.7)

gelten. Aus dem Einschachtelungsprinzip in Rn können wir dann folgern, dass ein Punkt z ∈ Rn existiert
mit z ∈ Qk für alle k ∈ N. Um nun die Behauptung α ≤ maxx∈Q |det(Dϕ(x))| zu beweisen, verwenden
wir nun eine Näherung auf Qk für hinreichend großes k ∈ N durch eine affine Funktion, für die uns das
Lemma 2.64 zur Verfügung steht.

Mit etwas Aufwand (Bild!) zeigt man für ε > 0 eine Abschätzung der Form

Ln(ϕ(Qk)) ≤ |det(Dϕ(z))|(1 + ε)nLn(Qk)

für alle k ≥ k0(ε) hinreichend groß (wobei hier die Stetigkeit von Dϕ eingeht).
Falls im Widerspruch zur Aussage des Lemma nun α > maxx∈Q |det(Dϕ(x))|(≥ |det(Dϕ(z))|)

gelten würde, so würde |det(Dϕ(z))|(1 + ε)n < α für hinreichend kleines ε > 0 folgen. Mit der Wahl
der {Qk}k∈N mit (2.7) haben wir dann insgesamt

Ln(ϕ(Qk)) < αLn(Qk) ≤ Ln(ϕ(Qk))

und somit den gewünschten Widerspruch. Dies zeigt α > maxx∈Q |det(Dϕ(x))| und damit die Aussage
des Lemmas.

Lemma 2.68. Es seien U, V offene Teilmengen des Rn und ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus. Ist
A ⊂ U eine Lebesgue-messbare Menge, so ist ϕ(A) eine Lebesgue-messbare Menge mit

inf
x∈A
|det(Dϕ(x))|Ln(A) ≤ Ln(ϕ(A)) ≤ sup

x∈A
|det(Dϕ(x))|Ln(A).

Beweis. Schritt 1: Ist A eine Borel-messbare Teilmenge von U , so ist auch ϕ(A) Borel-messbar.
Nach Annahme ist die Umkehrfunktion h := ϕ−1 : V → U stetig und damit auch Borel-messbar. Da A
nach Annahme eine Borel-messbare Teilmenge des Rn ist und h−1(A) = ϕ(A) gilt, ist ϕ(A) wie be-
hauptet Borel-messbar.

Schritt 2: Ist A eine Borel-messbare Teilmenge mit Ā ⊂ U , so gilt Ln(ϕ(A)) ≤ supx∈A |Dϕ(x)|Ln(A).
Zu ε > 0 finden wir nach Konstruktion des Lebesgue-Maßes eine Folge {Qj}j∈N von halb-offenen
Quadern mit

A ⊂
⋃
j∈N

Qj und
∑
j∈N
Ln(Qj) < Ln(A) + ε.

Wegen Ā ⊂ U können wir nun auf die Abschlüsse der halb-offenen Quader übergehen und erhalten dann
über Lemma 2.67

Ln(ϕ(A)) ≤
∑
j∈N
Ln(ϕ(Q̄j) ≤

∑
j∈N

max
x∈Q̄j

|det(Dϕ(x))|Ln(Q̄j)

≤ sup
x∈Aε

|det(Dϕ(x))|
∑
j∈N
Ln(Qj) ≤ sup

x∈Aε

|det(Dϕ(x))|
(
Ln(A) + ε

)
.

69



Übergang ε↘ 0 mit gleichmäßiger Stetigkeit von Dϕ auf kompakten Teilmengen von U zeigt Behaup-
tung.

Schritt 3: Ist A eine Borel-messbare Teilmenge von U , so gilt Ln(ϕ(A)) ≤ supx∈A |det(Dϕ(x))|Ln(A).

Approximation von innen, indem man nur den Anteil von A betrachtet, der noch einen Abstand
1/m von ∂A hat.

Schritt 4: Ist A eine Lebesgue-messbare Teilmenge von U , so ist ϕ(A) eine Lebesgue-messbare Menge
mit Ln(ϕ(A)) ≤ supx∈A |det(Dϕ(x))|Ln(A).

A = B +N zeigt Lebesgue-messbar, Ln(ϕ(A)) = Ln(ϕ(B)) und Ln(A) = Ln(B) die Formel.

Schritt 5: Untere Schranke.

Wende Schritt 4 auf die Funktion ϕ−1 anstelle von ϕ und die Menge ϕ(A) anstelle von A an: mit
Satz von der Inversen

Ln(A) = Ln(ϕ−1(ϕ(A))) ≤ sup
y∈ϕ(A)

|det(D(ϕ−1)(y))|Ln(ϕ(A))

= sup
y∈ϕ(A)

|det((Dϕ)−1(ϕ−1(y)))|Ln(ϕ(A))

= sup
x∈A
|det((Dϕ)−1(x))|Ln(ϕ(A))

woraus dann

inf
x∈A
|det(Dϕ(x))|Ln(A) ≤ Ln(ϕ(A))

folgt.

Mit dem letzten Lemma haben wir nun die Hauptarbeit geleistet, um die Transformationsformel
aus Satz 2.62 beweisen zu können. Für die erste Aussage der Berechnung des Maßes der transformier-
ten Menge ist die zentrale Beobachtung, dass die Abschätzung von Lemma 2.68 schon approximativ
die gewünschte Aussage liefert, wenn wir eine Menge betrachten, auf der |det(Dϕ)| sich nur minimal
ändert und daher die linke und rechte Seite der Abschätzung schon approximativ das Integral der Funk-
tion |det(Dϕ)| über A ist. Eine allgemeinere messbare Menge müssen wir dagegen zunächst in solche
Mengen zerlegen, auf denen |det(Dϕ)| sich jeweils nur wenig ändert, und hinterher die entstandenen
Integrale wieder zusammensetzen. Für die zweite Aussage der Integration von Funktionen über der
transformierten Menge gehen wir wieder schrittweise vor, indem wir zunächst die Gültigkeit für charak-
terische Funktionen (mittels der ersten Aussage), dann für einfache Funktionen und schließlich durch
Approximation für allgemeine Funktionen ableiten.

Beweis von Satz 2.62.

(i) Die Aussage zur Lebesgue-Messbarkeit folgt direkt aus der Aussage zur Lebesgue-Messbarkeit aus
Lemma 2.68, indem wir diese einerseits für auf eine Lebesgue-messbare Menge A ⊂ U und die
Abbildung ϕ anwenden, um auf die Lebesgue-Messbarkeit von ϕ(A) zu schließen, und indem es
andererseits auf eine Lebesgue-messbare Menge ϕ(A) ⊂ V und die Abbildung ϕ−1 andern, um die
Lebesgue-Messbarkeit von A = ϕ−1(ϕ(A)) zu erhalten.

Ist nun A ⊂ U eine gegebene Lebesgue-messbare Menge und j ∈ N ein Parameter, der die Feinheit
der Zerlegung beschreiben soll, so definieren wir für k ∈ {1, . . . , j2j} die Mengen

Aj,k :=

{
x ∈ A : x ∈ [−j, j]n mit

k − 1

2j
≤ |det(Dϕ)| < k

2j

}
und Aj :=

j2j⋃
k=1

Aj,k.

Wegen der Stetigkeit (und damit auch Lebesgue-Messbarkeit) von x 7→ | detDϕ(x)| sind die
Mengen Aj,k und damit auch Aj für alle j ∈ N und k ∈ {1, . . . , j2j} messbar. Zudem gilt nach
Definition die Monotonie A1 ⊂ A2 ⊂ . . . mit ∪j∈NAj = A und folglich auch ϕ(A1) ⊂ ϕ(A2) ⊂ . . .
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mit ∪j∈Nϕ(Aj) = ϕ(A). Schließlich führen wir noch eine Folge {gj}j∈N von einfachen, Lebesgue-
messbaren, nicht-negativen Funktionen über

fj :=

j2j∑
k=1

k − 1

2j
1Aj,k

für alle j ∈ N

ein, die monoton wächst und punktweise gegen die Funktion |det(Dϕ)|1A konvergiert. Mit Satz 2.39
über die monotone Konvergenz erhalten wir daher

lim
j→∞

∫
A

fj(x) dLn(x) =

∫
A

|det(Dϕ(x))| dLn(x).

Wenden wir nun für festes j ∈ N von Lemma 2.68 die Abschätzung erst nach unten und dann
von oben auf die paarweise disjunkten Mengen Aj,k (auf denen k−1

2j |det(Dϕ)| < k
2j gilt) an, so

erhalten wir ∫
A

fj(x) dLn(x) =

j2j∑
k=1

k − 1

2j
Ln(Aj,k)

≤
j2j∑
k=1

Ln(ϕ(Aj,k)) = Ln(ϕ(Aj))

≤
j2j∑
k=1

k

2j
Ln(Aj,k) =

∫
A

fj(x) dLn(x) +
1

2j
Ln(Aj)

Berücksichtigen wir nun Aj ⊂ [−j, j]n für j ∈ N und damit 2−jLn(Aj) ≤ 2−j(2j)n → 0 bei
j →∞, so erhalten wir im Limes j →∞ die Behauptung

Ln(ϕ(A)) =

∫
A

|detDϕ(x)| dLn(x).

(ii) Wir diskutieren auch hier zunächst die Aussage der Lebesgue-Messbarkeit der involvierten Funk-
tionen. Aus (i) folgern wir zunächst, dass beide Funktionen ϕ und ϕ−1 (L(Rn),L(Rn))-messbar
sind. Nutzen wir nun die Propositionen 2.11 und 2.15 zur Messbarkeit von Verkettungen und Pro-
dukten, so sehen wir einerseits, dass die Lebesgue-Messbarkeit von f die Lebesgue-Messbarkeit
von f ◦ ϕ|detDϕ| impliziert, und andererseits, dass die Lebesgue-Messbarkeit von f ◦ ϕ|detDϕ|
wegen detDϕ 6= 0 auf U zunächst die Lebesgue-Messbarkeit von f ◦ϕ und dann von f = f ◦ϕ◦ϕ−1

impliziert.

Die Aussage (i) entspricht gerade der Gültigkeit der Integralformel mit Integrand f = 1ϕ(A) für

eine Lebesgue-messbare Menge A. Ist nun f : V → R eine einfache Funktion mit f =
∑N
k=1 zk1Bk

für eine Zahl N ∈ N, Lebesgue-messbaren Teilmengen {Bk}k≤N von V (die durch Transformation
Teilmengen Ak := ϕ−1(Bk) für k ∈ {1, . . . , N} entsprechen) und Zahlen {zk}k≤N aus R, so folgt
mit (i) und der Identität 1ϕ−1(Bk) = 1Bk

◦ ϕ

∫
V

f(x) dLn(x) =

N∑
k=1

zkLn(Bk) =

N∑
k=1

zk

∫
ϕ−1(Bk)

|detDϕ(x)| dLn(x)

=

∫
U

N∑
k=1

zk1ϕ−1(Bk)|detDϕ(x)| dLn(x)

=

∫
U

f ◦ ϕ|detDϕ(x)| dLn(x).
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Als Nächstes betrachten wir eine nicht-negative, Lebesgue-messbare Funktion f : V → [0,∞].
Mithilfe von Lemma 2.25 finden wir dann eine Folge {fj}j∈N von nicht-negativen, einfachen,
Lebesgue-messbaren Funktionen, die f punktweise auf V und monoton von unten approximieren.
Da in diesem Fall außerdem die Folge {fj ◦ ϕ|detDϕ|}j→∞ punktweise auf U und monoton von
unten gegen f ◦ϕ|detDϕ| konvergieren, erhalten wir aus der eben gezeigten Aussage über einfache
Funktionen mittels die zweimalige Anwendung des Satzes 2.39 über die monotone Konvergenz∫

V

f(x) dLn(x) = lim
j→∞

∫
V

fj(x) dLn(x)

= lim
j→∞

∫
U

fj ◦ ϕ|detDϕ(x)| dLn(x) =

∫
U

f ◦ ϕ|detDϕ(x)| dLn(x).

Ist schließlich f : V → R̄ eine beliebige Lebesgue-messbare Funktion, so erhalten wir über die
Betrachtung der Positiv- und Negativteile, dass f genau dann Ln-integrierbar auf U ist, wenn
f ◦ ϕ|detDϕ| Ln-integrierbar auf V ist. In diesem Fall ergibt sich entsprechend die behauptete
Darstellung für ihre Lebesgue-Integrale, womit der Beweis der Transformationsformel abgeschlos-
sen ist.

Bemerkung 2.69.

(1) Der in der Transformationsformel auftretende Faktor |detDϕ| beschreibt die lokalen Änderungen
des Maßes unter der Transformations mittels ϕ und wird auch als die absolute Jacobi-Determi-
nante bezeichnet.

(2) Die erste Aussage der Transformationsformel kann man auch mithilfe des Pushforward von Maßen
(siehe Lemma 1.34), das auch als ein Bildmaß bezeichnet wird, und gewichteten Maßen (siehe
Bemerkung 2.38) beschreiben als

(ϕ−1)∗(Ln V ) = (|detDϕ|Ln) U oder Ln V = ϕ∗((|detDϕ|Ln) U).

(3) In der Anwendung ist die Diffeomorphismus-Eigenschaft manchmal nur bis auf Nullmengen in
Definitions- oder Wertebereich erfüllt, d.h. es ist nur ein Diffeomorphismus ϕ : Ũ → Ṽ für Mengen
Ũ ⊂ U und Ṽ ⊂ V gegeben, so dass U \ Ũ und V \ Ṽ Ln-Nullmengen sind. Da solche Nullmengen
weder für die Lebesgue-Messbarkeit noch für die Berechnung von Integralen relevant sind, gilt die
Transformationsformel daher auch in dieser Situation (mit beliebiger Fortsetzung von ϕ auf U \Ũ).

Anwendung: Parametrisierung des R2 mit ebenen Polarkoordinaten. Die Funktion ϕ : (0,∞)×
(−π, π)→ R2 \ ((−∞)× 0]× {0}) definiert über

ϕ(r, φ) := (r cos(φ), r sin(φ)) für r ∈ (0,∞), φ ∈ (−π, π)

ist ein C1-Diffeomorphismus mit

detDϕ(r, φ) = det

(
cos(φ) −r sin(φ)
sin(φ) r cos(φ)

)
= r

Aus dem Transformationssatz können wir dann folgern, dass eine Funktion f genau dann L2-integrierbar
auf R2 ist, wenn die Funktion (r, φ) 7→ f(r cos(φ), r sin(φ))r L2-integrierbar auf (0,∞)× (−π, π) ist. Im
Fall nicht-negativer oder L2-summierbarer Funktionen können wir das Integral von f auf R2 über den
Satz 2.53 von Tonelli bzw. den Satz 2.54 von Fubini berechnen als∫

R2

f(x1, x2) dL2(x1, x2) =

∫
(0,∞)

∫
(−π,π)

f(r cos(φ), r sin(φ))r dL1(φ) dL1(r)

=

∫
(−π,π)

∫
(0,∞)

f(r cos(φ), r sin(φ))r dL1(r) dL1(φ).

Die Berechnung von zweidimensionalen Integralen über Polarkoordinaten ist besonders in dem Fall
nützlich, wenn das Integrationsgebiet rotationsinvariant ist.
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R

R

(x1, x2)

r sin(φ)

r cos(φ)

r
φ

Beispiel 2.70 (Berechnung des Gaußschen Integrals). Wir werden nun das Gaußsche Integral∫ ∞
−∞

exp(−x2) dx

über einen Umweg über zwei-dimensionale Integrale berechnen (beachte, dass die Funktion x 7→ exp(−x2)
nicht-negativ und uneigentlich Riemann-integrierbar ist, so dass ihr Riemann-und Lebesgue-Integral
nach Satz 2.60 übereinstimmen). Über den Satz 2.53 von Tonelli sehen wir zunächst(∫ ∞

−∞
exp(−x2) dx

)2

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

exp(x2
1 + x2

2) dx1 dx2 =

∫
R2

exp(x2
1 + x2

2) dL2(x1, x2).

Nun berechnen wir die rechte Seite mithilfe der Transformationsformel durch Übergang auf Polarkoor-
dinaten als ∫

R2

exp(x2
1 + x2

2) dL2(x1, x2) =

∫
(0,∞)

∫
(−π,π)

exp(r2)r dL1(φ) dL1(r)

= 2π

∫ ∞
0

exp(r2)r dr = 2π
[1

2
exp(r2)

]∞
0

= π.

Da das Gaußsche Integral offensichtlich positiv ist, erhalten wir insgesamt∫ ∞
−∞

exp(−x2) dx =
√
π.

Beispiel 2.71 (Berechnung des Kugelvolumens). Wir leiten über Polarkoordinaten und den Satz 2.53
von Tonelli zunächst eine Rekursionsformel für das n-dimensionale Lebesgue-Maß der n-dimensionalen
Einheitskugel Bn1 (0) := {x ∈ Rn : |x| < 1} her und verwenden hierbei die Notation ωn := Ln(Bn1 (0)).

� Für n = 1 ist B1
1(0) = (−1, 1) und damit gilt ω1 = L1((−1, 1)) = 2.

� Für n = 2 erhalten wir mit Polarkoordinaten und dem Satz von Tonelli

ω2 = L2(B2
1(0)) =

∫
R2

1B2
1(0) dL2

=

∫ 1

0

∫ π

−π
r dφ dr = 2π

[1

2
r2
]1

0
= π.

� Für n ≥ 3 ergibt sich mit dem Satz von Tonelli und dem Skalierungsverhalten des Lebesgue-Maßes
aus Proposition 1.78 nun die Rekursionsformel

ωn = Ln(Bn1 (0)) =

∫
Rn

1Bn
1 (0) dLn

=

∫
B2

1(0)

∫
Rn−2

1x2
3+...x2

n<1−x2
1−x2

2
dLn−2(x3, . . . , xn) dL2(x1, x2)

=

∫
B2

1(0)

Ln−2(Bn−2
(1−x2

1−x2
2)1/2

(0)) dL2(x1, x2)

= ωn−2

∫
B2

1(0)

(1− x2
1 − x2

2)
n−2
2 dL2(x1, x2).
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Über Polarkoordinaten berechnen wir das zweidimensionale Integral auf der rechten Seite als∫
B2

1(0)

(1− x2
1 − x2

2)
n−2
2 dL2(x1, x2) =

∫ 1

0

∫ π

−π
(1− r2)

n−2
2 r dφ dr

= −2π
[ 1

n
(1− r2)

n
2

]1
0

=
2π

n
.

Dies führt nun auf die Rekursionsformel

ωn =
2π

n
ωn−2.

Indem wir nun gerade und ungerade Dimensionen unterscheiden und die bereits berechneten Werte
für ω1 und ω2 berücksichtigen, erhalten wir schließlich

ωn =


π

n−1
2 2n+1(n+1

2 )!

(n+ 1)!
falls n ungerade,

π
n
2

(n2 )!
falls n gerade.
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Lösungen zu den Übungsaufgaben

Lösung zur Übung 2.14. Es sei zunächst j ∈ N fixiert. Die Funktion gj ist nach Definition kon-
stant auf jedem zusammenhängenden Intervall aus [0, 1] \ Cj ist (und folglich wegen C` ⊂ Cj auch die
Funktion g` für jedes ` > j). Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt x ∈ [0, 1] \Cj und bezeichnen
mit k ∈ N die Anzahl der Intervalle (der Länge 3−j) von Cj in [0, x]. Damit haben wir die Darstellung

gj(x) = 2−j3j
∫ x

0

1Cj
dt = 2−j3jk3−j = 2−jk.

Wegen der rekursiven Konstruktion von Cj+1 aus Cj enthält [0, x] dann 2k Intervalle (der Länge 3−j−1)
von Cj+1, und dies bedeutet

gj+1(x) = 2−j−13j+1

∫ x

0

1Cj+1
dt = 2−j−13j+12k3−j−1 = 2−jk.

Folglich haben wir
gj(x) = gj+1(x) für alle x ∈ [0, 1] \ Cj .

Da die Ableitungen der Funnktionen gj und gj+1 nach Definition auf [0, 1] \ Cj bzw. auf [0, 1] \ Cj+1

konstant sind, erhalten wir

max
x∈[0,1]

|gj(x)− gj+1(x)| = max
x∈[0,3−j ]

|gj(x)− gj+1(x)|,

so dass es ausreicht, die Differenz gj − gj+1 nur auf dem ersten
Intervall von Cj zu untersuchen. Unterscheiden wir dabei die Fälle
x ∈ [0, 3−j−1], x ∈ [3−j−1, 2 · 3−j−1] und x ∈ [2 · 3−j−1, ·3−j ], so
verifizieren wir leicht

max
x∈[0,3−j ]

|gj(x)− gj+1(x)| = 2−j−13−1.

Sind daher m ≥ ` beliebig, so gilt

max
x∈[0,1]

|g`(x)− gm(x)| ≤
m−1∑
j=`

2−j−1 ≤ 2−`,

womit gezeigt ist, dass {gj}j∈N eine Cauchy-Folge im Raum
(C([0, 1]), ‖ · ‖∞) ist. Da dieser Raum vollständig ist, konvergiert
die Folge gleichmäßig gegen eine (stetige) Funktion g ∈ C([0, 1]),
und da gj für jedes j ∈ N nicht-fallend ist, ist die Grenzfunktion g
ebenfalls nicht-fallend.

x
1/3 2/3 1

C1
C2

g1

g2

Wir bemerken weiter, dass nach Konstruktion gj(0) = 0 und gj(1) = 1 für jedes j ∈ N gilt, so dass
auch g(0) = 0 und g(1) = 1 gilt, womit wir aus der Stetigkeit von g auch g([0, 1]) = [0, 1] erhalten.
Folglich ist die Funktion g̃ : [0, 1] → R definiert über g̃(x) := g(x) + x für x ∈ [0, 1] streng monoton
wachsend und stetig, mit g̃([0, 1]) = [0, 2]. Damit existiert die Umkehrfunktion f := g̃−1 : [0, 2]→ [0, 1],
ist stetig und ebenfalls streng monoton wachsend. Nach Konstruktion wird für jedes j ∈ N jedes Intervall
der offenen Menge [0, 1] \ Cj von g auf einen einzigen Punkt abgebildet (da g konstant darauf ist) und
damit von g̃ auf ein Intervall der gleichen Länge. Damit folgt

L1(g̃([0, 1] \ Cj)) = L1([0, 1] \ Cj) = 1− 2j3−j .

Wegen der Injektivität von g̃ gilt weiterhin

g̃([0, 1] \ Cj) = [0, 2] \ g̃(Cj) und g̃(C) =
⋂
j∈N

g̃(Cj).
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Mit g̃(Cj) ⊃ g̃(Cj+1) für jedes j ∈ N folgt aus der Stetigkeit des Lebesgue-Maßes (vgl. Proposition 1.29)

L1(g̃(C)) = lim
j→∞

L1(g̃(Cj)) = lim
j→∞

(
1− 2j3−j

)
= 1.

Mithilfe von Übung 1.82 wählen wir eine Teilmenge Ṽ ⊂ g̃(C), die nicht Lebesgue-messbar ist. Dann
gilt die Inklusion f(Ṽ ) ⊂ C, und wegen L1(C) = 0 und der Tatsache, dass der Maßraum (R,L(R),L1)
vollständig ist, ist die Menge f(Ṽ ) als Teilmemge einer Lebesgue-Nullmenge ebenfalls Lebesgue-messbar.
Daher ist die Funktion h := 1f(Ṽ ) Lebesgue-messbar (beachte, dass h−1(a, b) ∈ σ(f(Ṽ )) ⊂ L(R) für

alle a < b ∈ R gilt). Die Verkettung h ◦ f ist jedoch nicht Lebesgue-messbar, da wegen der Injektivität
von f und der Wahl der Menge Ṽ gilt:

(h ◦ f)−1({1}) = f−1(h−1({1})) = f−1(f(Ṽ )) = Ṽ /∈ L(R).

Lösung zur Übung 2.37.

(i) Wir betrachten zunächst die Funktion g = ∞ · 1A. Dann ist {j · 1A}j∈∞ eine nicht-fallende
Folge von nicht-negativen, einfachen A-messbaren Funktionen mit limj→∞ j · 1A = g auf X. Mit
monotoner Konvergenz gilt dann∫

X

g dµ = lim
j→∞

∫
j · 1A dµ = lim

j→∞
jµ(A) = 0 =

∫
X

(−g) dµ.

Folglich erhalten wir mit −g ≤ f1A ≤ g auf X und der Monotonie des Integrals

0 =

∫
X

(−g) dµ ≤
∫
A

f dµ =

∫
X

f1A dµ ≤
∫
X

g dµ = 0,

womit gezeigt ist, dass das Integral von f auf A verschwindet.

(ii) Wir betrachten die nicht-fallende Folge {Aj}j∈N von messbaren Teilmengen von E, die über

Aj :=
{
x ∈ A : f(x) > j−1

}
für j ∈ N

definiert sind und bemerken, dass A = ∪j∈NAj wegen f > 0 auf E gilt. Mit 0 ≤ j−1 · 1Aj
≤ f1A

auf X erhalten wir aus der Monotonie des Integrals

0 ≤ j−1µ(Aj) =

∫
X

j−11Aj
dµ ≤

∫
X

f1A dµ =

∫
A

f dµ = 0

und folglich µ(Aj) = 0 für jedes j ∈ N. Wegen der Stetigkeit des Maßes µ (vgl. Proposition 1.29 (i))
erhalten wir dann die Behauptung µ(A) = limj→∞ µ(Aj) = 0.

(iii) Nach Annahme ist die Menge M := {x ∈ X : f(x) 6= g(x)} in einer µ-Nullmenge N ∈ {A}
enthalten und damit gilt nach (i), dass das Integral von f und von g jeweils auf N verschwinden.
Mit der Linearität des Integrals folgt dann∫

X

f± dµ =

∫
X\N

f± dµ =

∫
X\N

g± dµ =

∫
X

g± dµ,

woraus sich sofort die Behauptung ergibt.

Lösung zur Übung 2.65. Da die Matrix MTM ∈ Rn×n symmetrisch ist, gibt es eine Orthonormal-
basis v1, . . . vn des Rn aus Eigenvektoren. Für i 6= j ∈ {1, . . . , n} beobachten wir

(Mvi) · (Mvj) = vi · (MTMvj) = 0,

so dass die Vektoren Mv1, . . . ,Mvn ∈ Rn orthogonal sind. Für i ∈ {1, . . . , n} mit Mvi 6= 0 setzen
wir wi = |Mvi|−1Mvi und ergänzen diese Vektoren zu einer Orthonormalbasis w1, . . . , wn des Rn.
Definieren wir Matrizen D,Q,R über die Vorschriften

Dei = |Mvi|ei, Qei = wi, Rvi = ei für i ∈ {1, . . . , n},
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so ist D offensichtlich diagonal, wohingegen Q,R orthogonal sind. Schließlich verifizieren wir nach Kon-
struktion für jedes i ∈ {1, . . . , n}

QTMRT ei = QTMvi = |Mvi|QTwi = |Mvi|ei = Dei,

so dass wir QTMRT = D oder äquivalent dazu die Singulärwertzerlegung M = QDR erhalten.
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Kapitel 3

Ausgewählte Anwendungen

3.1 Lp-Räume

In diesem Abschnitt betrachten wir für einen fixierten Maßraum (X,A, µ) die wichtige Klasse aller
Funktionen, die zu einer Potenz p ∈ [1,∞) µ-summierbar sind bzw. die außerhalb einer µ-Nullmenge
uniform beschränkt sind.

Definition 3.1 (Lp-Räume). Für eine A-messbare Funktion f : X → R̄ und p ∈ [1,∞] definieren wir

‖f‖p :=

(∫
X

|f |p dµ
) 1

p

für p ∈ [1,∞),

‖f‖∞ := inf
{
c ∈ [0,∞] : |f(x)| ≤ c für µ-f.a. x ∈ X

}
.

Außerdem setzen wir

Lp(X,A, µ) :=
{
f : X → R̄ : f ist A-messbar mit ‖f‖p <∞

}
.

Ist speziell X eine Lebesgue-messbare Teilmenge des Rn, A = L(Rn)X und µ das (auf X eingeschränkte)
Lebesgue-Maß, so schreiben wir auch kurz Lp(X).

Bemerkung 3.2.

(1) Die Klasse Lp(X,A, µ) der p-summierbaren Funktionen stellt eine Verallgemeinerung der Klasse
Lp(X,A, µ) der µ-summierbaren Funktionen aus Definition 2.30 dar.

(2) Da die Abänderung des Integranden auf einer Nullmenge des Wert des Integrals nicht ändert,
kann man durch ‖ · ‖p im Allgemeinen nicht notwendigerweise zwei unterschiedliche Funktionen
unterscheiden, d.h. wir können aus ‖f − g‖p = 0 für zwei Funktionen f, g ∈ Lp(X,A, µ) nicht
f ≡ g schließen. Aufgrund dieser Eigenschaft stellt ‖ · ‖p im Allgemeinen nur eine Halbnorm dar,
aber nach geeigneter Einschränkung des Raums Lp(X,A, µ) tatsächlich eine Norm, wie wir im
Folgenden zeigen werden.

(3) Eine Zahl c ∈ [0,∞] mit |f(x)| ≤ c für µ-fast alle x ∈ X bezeichnet man auch als eine essenti-
elle obere Schranke an |f |. Auch wenn die Notation gleich ist, kann sich ‖f‖∞, das sogenannte
essentielle Supremum, aufgrund der Ausnahme-Nullmenge vom Supremum von |f | unterscheiden.

(4) Das essentielle Supremum ist selbst eine essentielle obere Schranke, d.h. für jede Funktion f ∈
Lp(X,A, µ) gilt

|f(x)| ≤ ‖f‖∞ für µ-fast alle x ∈ X.
Damit ist das Infimum in der Definition von ‖f‖∞ tatsächlich sogar ein Minimum.
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Beweis von Bemerkung 3.2 (4). Nach Definition von ‖f‖∞ finden wir für jedes j ∈ N eine µ-Nullmenge
Nj ⊂ X mit

|f(x)| ≤ ‖f‖∞ +
1

j
für alle x ∈ X \Nj .

Setzen wir nun N := ∪j∈NNj , so gilt µ(N) = 0 und

|f(x)| ≤ ‖f‖∞ für alle x ∈ X \N.

Beispiel 3.3.

(i) Es sei X = (0, 1), p ∈ [1,∞), α ∈ R und fα(x) := |x|α für x ∈ (0, 1). Dann gilt mit den Sätzen 2.58
und 2.60

‖fα‖p =

(∫
(0,1)

|x|pα dL1(x)

) 1
p

=

{
(pα+ 1)−

1
p falls pα > −1,

∞ falls pα ≤ −1.

Damit liegt fα genau dann in Lp((0, 1)), wenn pα > −1 gilt.

(ii) Es sei X = [1,∞), p ∈ [1,∞), α ∈ R und fα(x) := |x|α für x ∈ [1,∞). Dann gilt

‖fα‖p =

(∫
[1,∞)

|x|pα dL1(x)

) 1
p

=

{
(pα+ 1)−

1
p falls pα < −1,

∞ falls pα ≥ −1.

Damit liegt fα genau dann in Lp([1,∞)), wenn pα < −1 gilt.

(iii) Auf dem Maßraum (N,P(N),#) ist für p ∈ [1,∞) der Raum `p := Lp(N,P(N),#) der Raum aller
reellen Folgen {ak}k∈N mit

∑
k∈N |ak|p <∞ und entsprechend der Raum `∞ := L∞(N,P(N),#)

der Raum aller beschränkten reellen Folgen {ak}k∈N.

Übung 3.4. Es sei f ∈ Lp(X,A, µ) für alle p ∈ [1,∞). Zeigen Sie

lim
p→∞

‖f‖p = ‖f‖∞.

Im Folgenden werden wir uns nun einige nützliche Ungleichungen und Abschätzungen auf den Funk-
tionenklassen Lp(X,A, µ) überlegen. Dabei ist die folgende Ungleichung auf R hilfreich.

Lemma 3.5 (Youngsche Ungleichung). Für a, b ∈ [0,∞) und p, q ∈ (1,∞) mit 1
p + 1

q = 1 gilt die
Ungleichung

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq,

mit Gleichheit genau dann, wenn ap = bq gilt.

Beweis. Da der Fall a = 0 oder b = 0 trivial ist, können wir a, b > 0 annehmen. Zunächst erinnern wir
daran, dass die Funktion (0,∞) 3 x 7→ ln(x) streng konkav ist (beachte log′′(x) = −x−2 < 0 für alle
x ∈ (0,∞)). Damit folgt

ln

(
1

p
x+

1

q
y

)
≥ 1

p
ln(x) +

1

q
ln(y)

mit strikter Ungleichung im Fall x 6= y. Die Behauptung des Lemmas folgt nun mit den Wahlen x = ap

und y = bq.

Satz 3.6 (Höldersche Ungleichung). Es seien p, q ∈ [1,∞] mit 1
p + 1

q = 1 (mit der Konvention 1
∞ = 0).

Für f ∈ Lp(X,A, µ) und g ∈ Lq(X,A, µ) gilt fg ∈ L1(X,A, µ) mit

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q,

also ∫
X

|fg| dµ ≤
(∫

X

|f |p dµ
) 1

p
(∫

X

|g|q dµ
) 1

q

.
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Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall p, q ∈ (1,∞). Ohne Einschränkung dürfen wir annehmen,
dass ‖f‖p, ‖g‖q > 0 gilt (ansonsten würde µ-fast überall |f |p = 0 oder |g|q = 0 gelten, woraus dann
fg = 0 µ-fast überall und damit ‖fg‖1 = 0 folgt). Wenden wir die Youngsche Ungleichung aus Lemma
3.5 mit a = |f |/‖f‖p und b = |g|/‖g‖q an, so erhalten wir durch Integration nach µ

‖fg‖1
‖f‖p‖g‖q

=

∫
X

|fg|
‖f‖p‖g‖q

dµ ≤
∫
X

(
1

p

|f |p
‖f‖pp

+
1

q

|g|q
‖g‖qq

)
dµ =

1

p
+

1

q
= 1.

Nach Multiplikation mit ‖f‖p‖g‖q zeigt dies die Behauptung.
Als Nächstes betrachten wir den Fall {p, q} = {1,∞}, wobei wir hier ohne Einschränkung p = 1

und q = ∞ annehmen dürfen. Nach Bemerkung 3.2 (4) finden wir eine µ-Nullmenge N ⊂ X mit
|g|(x) ≤ ‖g‖∞ für alle x ∈ X \ N . Da µ-Nullmengen für den Wert des Integrals nach mu keine Rolle
spielt, folgt nun∫

X

|f ||g| dµ =

∫
X\N

|f ||g| dµ ≤
∫
X\N

|f |‖g‖∞ dµ

= ‖g‖∞
∫
X\N

|f | dµ = ‖g‖∞
∫
X

|f | dµ = ‖f‖1‖g‖∞.

Bemerkung 3.7.

(1) Exponenten p, q ∈ [1,∞] mit der Eigenschaft 1
p + 1

q = 1 werden auch als konjugierte Exponenten
bezeichnet.

(2) Ist X von µ-endlichem Maß und p, q ∈ [1,∞] mit p < q beliebig, so folgt aus der Hölderschen
Ungleichung aus Satz 3.6 (angewandt auf die Exponenten q

p > 1 und q
q−p )

‖f‖p =

(∫
X

1|f |p dµ
) 1

p

≤ µ(X)
q−p
qp

(∫
X

|f |q
) 1

q

= µ(X)
1
p− 1

q ‖f‖q

und damit die Inklusion
Lq(X,A, µ) ⊂ Lp(X,A, µ).

Satz 3.8 (Minkowski-Ungleichung). Es sei p ∈ [1,∞]. Für f, g ∈ Lp(X,A, µ), so dass f + g punktweise
überall definiert sind, gilt f + g ∈ Lp(X,A, µ) mit

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p,

also (∫
X

|f + g|p dµ
) 1

p

≤
(∫

X

|f |p dµ
) 1

p

+

(∫
X

|g|p dµ
) 1

p

.

Insbesondere ist Lp(X,A, µ) ein Vektorraum.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass die A-Messbarkeit von f + g mit Proposition 2.15 klar ist.
Wir betrachten zuerst den Fall p ∈ (1,∞). Hier gilt die µ-Summierbarkeit von |f + g|p wegen der

punktweisen Abschätzung
|f(x) + g(x)|p ≤ 2p(|f(x)|p + |g(x)|p). (3.1)

Mit der Dreiecksungleichung auf R haben wir

‖f + g‖pp =

∫
X

|f + g||f + g|p−1 dµ

≤
∫
X

|f | |f + g|p−1 dµ+

∫
X

|g| |f + g|p−1 dµ
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Wenden wir nun die Höldersche Ungleichung aus Satz 3.6 mit p und dem konjugierten Exponenten
q = p

p−1 an (womit 1
p + 1

q = 1 gilt) an, so erhalten wir

‖f + g‖pp ≤
((∫

X

|f |p dµ
) 1

p

+

(∫
X

|g|q dµ
) 1

p
(∫

X

|f + g|(p−1) p
p−1 dµ

) p−1
p

=
(
‖f‖p + ‖g‖p

)
‖f + g‖p−1

p

Daraus folgt unmittelbar die behauptete Ungleichung.
Im Fall p = 1 folgt aus der Dreiecksungleichung auf R sofort die Ungleichung

‖f + g‖1 =

∫
X

|f + g| dµ ≤
∫
X

|f | dµ+

∫
X

|g| dµ = ‖f‖1 + ‖g‖1

(und damit insbesondere auch die µ-Summierbarkeit von f + g).
Für den Fall p = ∞ bemerken wir schließlich aus der Definition des essentiellen Supremums, dass

|f(x)| ≤ ‖f‖∞ für µ-fast alle x ∈ X und |g(x)| ≤ ‖g‖∞ für µ-fast alle x ∈ X schon |f(x) + g(x)| ≤
‖f‖∞ + ‖g‖∞ für µ-fast alle x ∈ X folgt, was gerade Behauptung ist.

Zusammenfassend haben wir nun insgesamt bewiesen, dass die Abbildung ‖ · ‖p auf Lp(X,A, µ) eine
Halbnorm darstellt.

Korollar 3.9 (Eigenschaften von ‖ · ‖p). Es sei p ∈ [1,∞]. Für Funktionen f, g ∈ Lp(X,A, µ) und
a ∈ R gelten die folgenden Aussagen:

(i) Dreiecksungleichung: ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p,

(ii) Homogenität: ‖af‖p = |a|‖f‖p,

(iii) Fast Positivität: ‖f‖p = 0 ⇔ f(x) = 0 für µ-fast alle x ∈ X.

Beweis. Die Aussage (i) ist gerade die Minkowski-Ungleichung aus Satz 3.8, die Aussage (ii) folgt aus
der Linearität des Integrals, und die Aussage (iii) ergibt sich mithilfe der Übung 2.37.

Wir beschäftigen uns nun mit der Konvergenz von Folgen von A-messbaren Funktionen. Ist diese
Folge in Lp(X,A, µ), so kann man mittels ‖ · ‖p die Konvergenz in Lp(X,A, µ) einführen.

Definition 3.10 (Konvergenz und Cauchy-Folge in Lp(X,A, µ)). Es sei p ∈ [1,∞] und {fj}j ∈ N eine
Folge von Funktionen aus Lp(X,A, µ). Wir sagen, dass {fj}j∈N gegen eine Funktion f ∈ Lp(X,A, µ)
in Lp(X,A, µ) konvergiert, kurz fj → f in Lp(X,A, µ), falls

lim
j→∞

‖fj − f‖p = 0

gilt. Entsprechend bezeichnen wir {fj}j ∈ N als eine Cauchy-Folge in Lp(X,A, µ), falls zu jedem ε > 0
ein Index j0 ∈ N exisiert mit

‖fj − f`‖p < ε für alle j, ` ≥ j0.

Bemerkung 3.11. Konvergiert eine Funktionenfolge {fj}j∈N gegen eine Funktion f in Lp(X,A, µ),
so ist {fj}j∈N einerseits offensichtlich auch eine Cauchy-Folge in in Lp(X,A, µ). Andererseits gilt mit
der Tschebyscheff-Ungleichung

µ({x ∈ X : |fj(x)− f(x)| > ε}) ≤ ε−p
∫
X

|fj − f | dµ = ε−p‖fj − f‖pp,

so dass auch die Konvergenz von {fj}j∈N gegen f im Maß folgt, d.h. für jedes ε > 0 gilt

lim
j→∞

µ({x ∈ X : |fj(x)− f(x)| > ε}) = 0.
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Aufgrund der Tatsache, dass die Abbildung f 7→ ‖f‖p im Allgemeinen keine Norm darstellt, da
‖f‖p = 0 lediglich impliziert, dass f µ-fast überall verschwindet, sind Grenzwerte von konvergenten
Folgen {fj}j ∈ N in Lp(X,A, µ) nicht notwendigerweise eindeutig (aber zwei verschiedene Grenzwerte
können sich nur auf einer µ-Nullmenge unterscheiden). Wir zeigen nun eine Wesentliche Eigenschaft der
Funktionenklasse Lp(X,A, µ), nämlich ihre Vollständigkeit, d.h., dass Cauchy-Folgen aus Lp(X,A, µ)
gegen einen Grenzwert in Lp(X,A, µ) konvergieren.

Satz 3.12 (Riesz–Fischer). Es sei p ∈ [1,∞]. Ist {fj}j∈N eine Cauchy-Folge in Lp(X,A, µ), so kon-
vergiert {fj}j∈N gegen eine Funktion f in Lp(X,A, µ).

Beweis. Wir beweisen den Satz von Riesz–Fischer in zwei Schritten:
Schritt 1: Auswahl einer Teilfolge, die punktweise µ-fast überall gegen eine A-messbare Funktion f

konvergiert. Wir setzen j1 = 1 und wählen induktiv mithilfe der Cauchy-Eigenschaft von {fj}j∈N eine
Folge {jk}k∈N streng monoton steigender Indizes mit

‖fjk+1
− fjk‖p ≤ 2−k für alle k ∈ N.

Mit dieser Auswahl gilt dann insbesondere

∞∑
k=1

‖fjk+1
− fjk‖p ≤

∞∑
k=1

2−k = 1 <∞.

Wir definieren nun eine monoton wachsende Folge {hk}k∈N von Hilfsfunktionen mittels

hk :=

k∑
`=1

|fj`+1
− fj` | für alle k ∈ N.

Aufgrund der Monotonie existiert der punktweise Grenzwert h := limk→∞ hk als A-messbare numerische
Funktion, und wir begründen nun, dass h(x) sogar für µ-fast alle x ∈ X in R ist. Für p ∈ [1,∞) sehen
wir über das Lemma von Fatou aus Satz 2.42 und die (iterierte Anwendung der) Minkowski-Ungleichung
aus Satz 3.8 (∫

X

hp dµ

) 1
p

≤ lim inf
k→∞

(∫
X

hpk dµ

) 1
p

≤
k∑
`=1

‖fj`+1
− fj`‖p ≤ 1.

Damit ist aber hp µ-summierbar auf X, womit wir insbesondere h(x) < ∞ für alle x ∈ X \ N für
eine µ-Nullmenge N folgern können. Für p =∞ ist ‖h‖∞ gemäß der Minkowski-Ungleichung ebenfalls
durch 1 beschränkt, so dass wir in diesem Fall sogar h(x) ≤ 1 für alle x ∈ X \N für eine µ-Nullmenge N
haben.

Nach Definition der Folge {hk}k∈N erhalten wir nun, dass die Folge {fjk(x)}k∈N für alle x ∈ X \N
eine Cauchy-Folge in R ist und daher wegen der Vollständigkeit von R gegen ein f(x) = fj1(x) +∑∞
k=1(fjk+1

(x)− fjk(x)) konvergiert. Setzen wir nun

f(x) :=

{
limk→∞ fjk(x) für x ∈ X \N,

0 für x ∈ N,

so ist f als Grenzwert A-messbarer Funktionen selbst A messbar. Dies schließt den Beweis der Teilfolge
von {fj}j∈N, die punktweise µ-fast überall gegen eine A-messbare Funtion konvergiert, ab.

Schritt 2: Konvergenz von {fj}j∈N gegen f in Lp(X,A, µ). Wir betrachten zunächst den Fall p ∈
[1,∞). Nach Schritt 1 konvergiert die Folge {fjk − f`}k→∞ für festes ` ∈ N punktweise auf X \N gegen
f − f`. Da die µ-Nullmenge N für die Integration keine Rolle spielt, zeigt das Lemma von Fatou aus
Satz 2.42 ∫

X

|f − f`|p dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
X

|fjk − f`|p dµ für alle ` ∈ N.

Da {fj}j∈N eine Cauchy-Folge in Lp(X,A, µ) ist, verschwindet die rechte Seite im Limes ` → ∞, so
dass die Konvergenz der gesamten Folge {fj}j∈N gegen f in Lp(X,A, µ) gezeigt ist. Für den Fall p =∞
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kann man sogar zeigen, dass die gesamte Folge {fj}j∈N gegen f punktweise µ-fast überall sowie in
L∞(X,A, µ) konvergiert. Mithilfe der Cauchy-Eigenschaft von {fj}j∈N finden wir für jedes ε > 0 einen
Index j0 ∈ N mit

‖fj − f`‖∞ < ε für alle j, ` ≥ j0,
woraus wir folgern, dass

|fj(x)− f`(x)| < ε für alle j, ` ≥ j0 und x ∈ X \Nj,`
gilt, wobei Nj,` für alle j, ` ≥ j0 eine µ-Nullmenge ist. Wegen der Voraussetzung fj0 ∈ Lp(X,A, µ)
finden wir zudem eine Konstante K ∈ R und eine µ-Nullmenge N0 mit

|fj0(x)| ≤M für alle x ∈ X \N0.

Wir setzen nun N := N0 ∪ ∪j,`≥j0Nj,`, so dass N ebenfalls eine µ-Nullmenge ist. Nach Wahl der invol-
vierten µ-Nullmengen ist fj auf X \N für jedes j ≥ j0 eine beschränkte Funktion und die Folge {fj}j≥j0
besitzt die Cauchy-Eigenschaft bezüglich gleichmäßiger Konvergenz (ε diskretisieren). Da der Raum al-
ler beschränkten Funktionen ausgestattet mit der Metrik der gleichmäßigen Konvergenz vollständig ist,
konvergiert {fj}j∈N daher gleichmäßig auf X \ N gegen den punktweisen Grenzwert f aus Schritt 1.
Da diese µ-Nullmenge für die Konvergenz von {fj}j∈N in L∞(X,A, µ) keine Rolle spielt, folgt nun die
Behauptung auch für p =∞.

Bemerkung 3.13.

(1) Aus Schritt 1 des Beweises des Satzes 3.12 können wir nun insbesondere folgern, dass jede Fol-
ge, die für ein p ∈ [1,∞] in Lp(X,A, µ) konvergiert oder die allgemeiner eine Cauchy-Folge in
Lp(X,A, µ) ist, eine Teilfolge besitzt, die µ-fast überall auch punktweise konvergiert.

(2) Die Wahl der Teilfolge in (1) für p ∈ [1,∞) ist im Allgemeinen tatsächlich sogar notwendig: wir
definieren zunächst die Folge {Ij}j∈N von Intervallen aus X = [0, 1] mit

I2k+` := [`2−k, (`+ 1)2−k] für alle k ∈ N0 und ` ∈ {0, 1, . . . , 2k−1}.
Diese Intervalle haben die Eigenschaft, dass für k ∈ N0 alle 2k Intervalle I2k , . . . , I2k+1−1 von der
Länge 2−k sind, ihre Vereinigung das Intervall [0, 1] ergibt und je drei Intervalle leeren Schnitt
haben. Auf dem Maßraum (R,L(R),L1) betrachten wir nun die Folge {fj}j∈N von Funktionen
fj := 1Ij für j ∈ N. Dann gilt∫

R

fpj dL1 = L1(Ij)→ 0 bei j →∞

und damit die Konvergenz von {fj}j∈N gegen f ≡ 0 in Lp(R). Da jedes x ∈ [0, 1] in mindestens
einem, aber höchstens zwei Intervallen aus {Ij}j∈N der Länge 2−k für k ∈ N liegt, existiert der
punktweise Limes limj→∞ fj(x) jedoch nicht.

Wie wir bereits in Bemerkung 3.2 (2) festgestellt haben, stimmen die µ-Integrale von Funktionen aus
Lp(X,A, µ), die sich nur auf einer µ-Nullmenge unterscheiden, überein, so dass solche Funktionen nicht
mittels der Abbildung ‖·‖p unterschieden werden können. Folglich stellt ‖·‖p im Allgemeinen tatsächlich
keine Norm auf Lp(X,A, µ) dar. Um dieses Problem zu beheben, können wir uns auf Äquivalenzklassen
in Lp(X,A, µ) beschränken, bei denen zwei Funktionen, die µ-fast überall übereinstimmen, miteinander
identifiziert werden.

Definition 3.14 (Lp-Räume). Wir definieren den Raum Lp(X,A, µ) über die Quotientenabbildung

Lp(X,A, µ) := Lp(X,A, µ)/∼
für die Äquivalenzrelation ∼ mit

f ∼ g genau dann, wenn f = g µ-fast überall.

Für f ∈ Lp(X,A, µ) bezeichnen wir die Äquivalenzklasse, die f enthält, mit [f ] und setzen ‖[f ]‖p = ‖f‖p.
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Bemerkung 3.15.

(1) Man kann sich leicht überlegen, dass zum einen die Eigenschaften einer Äquivalenzrelation für ∼
auf Lp(X,A, µ) erfüllt sind, also Reflexivität, Symmetrie und Transitivität von ∼ gilt.

(2) Wohldefinierte Operationen für Äquivalenzklassen von Funktionen in Lp(X,A, µ), d.h. für die die
Wahl der Repräsentanten keine Rolle spielt, sind beispielsweise:

� Addition und Multiplikation mit Skalaren: für [f ], [g] ∈ Lp(X,A, µ) und a ∈ R setzen wir

[f ] + [g] := [f + g] und a[f ] := [af ],

und entsprechend führen wir auch den Betrag |[f ]| := |f | ein.

� Essentielles Supremum oder Infimum auf Teilmengen A ∈ A: Definieren wir für eine A-
messbare Funktion das essentielle Supremum und Infimum über

ess sup
A

f := inf
{
c ∈ R̄ : f(x) ≤ c für µ-f.a. x ∈ A

}
,

ess inf
A

f := sup
{
c ∈ R̄ : f(x) ≥ c für µ-f.a. x ∈ A

}
,

so setzen wir für [f ] ∈ Lp(X,A, µ)

ess sup
A

[f ] := ess sup
A

f und ess inf
A

[f ] := ess inf
A

f.

Insbesondere ist damit auch ‖[f ]‖∞ := ‖f‖∞ wohldefiniert.

� Wert des Integrals auf Teilmengen A ∈ A: für [f ] ∈ L1(X,A, µ) setzen wir∫
A

[f ] dµ :=

∫
A

f dµ.

Insbesondere ist damit auch ‖[f ]‖p := ‖f‖p für p ∈ [1,∞) wohldefiniert.

� Konvergenz in Lp(X,A, µ): wir definieren die Konvergenz einer Folge {[fj ]}j∈N gegen [f ] in
Lp(X,A, µ) über die Konvergenz der Folge {fj}j∈N von Repräsentanten in Lp(X,A, µ).

� Konvergenz punktweise µ-fast überall: für eine Folge {[fj ]}j∈N in L1(X,A, µ) definieren wir
punktweise Konvergenz µ-fast überall über die punktweise Konvergenz der Folge {fj}j∈N von
Repräsentanten µ-fast-überall.

Dagegen ist die Auswertung von Äquivalenzklassen in einzelnen Punkten x ∈ X nicht wohldefiniert,
wenn {x} eine µ-Nullmenge darstellt.

(3) Obwohl die Elemente von Lp(X,A, µ) als Äquivalenzklassen von A-messbaren Funktionen defi-
niert sind, spricht man typischerweise trotzdem von Funktionen statt von Äquivalenzklassen von
Funktionen (oder Fast-Funktionen) und schreibt f anstelle von [f ]. Beweist man eine gewisse Ei-
genschaft für eine “Funktion” aus Lp(X,A, µ), so ist damit folglich gemeint, dass es eine Funktion
in der zugehörigen Äquivalenzklasse mit dieser Eigenschaft gibt.
Da jede Funktion f ∈ Lp(X,A, µ) höchstens auf einer µ-Nullmenge die Werte ±∞ annehmen
kann, können wir uns im Folgenden auf Vertreter mit Werten in R beschränken.

Satz 3.16 (Lp-Raum als Banachraum). Für jedes p ∈ [1,∞] ist (Lp(X,A, µ), ‖ · ‖p) ein Banachraum.

Beweis. Dass ‖ · ‖p auf Lp(X,A, µ) eine Norm darstellt, folgt sofort aus Korollar 3.9 und der Tatsache,
dass alle Funktionen f ∈ Lp(X,A, µ) mit f(x) = 0 für µ-fast alle x ∈ X in der selben Äquivalenzklasse
wie die Funktion f ≡ 0 liegen. Die Vollständigkeit von Lp(X,A, µ) ausgestattet mit ‖ · ‖p ist eine
unmittelbare Konsequenz des Satzes 3.12 von Riesz–Fischer.

Bemerkung 3.17. Der Raum L2(X,A, µ) ist sogar ein Hilbertraum, und die Norm ‖ · ‖ ist induziert
vom Skalarprodukt

(f, g) 7→ 〈f, g〉 :=

∫
X

fg dµ für alle f, g ∈ L2(X,A, µ).
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3.2 Faltung und Approximation mit glatten Funktionen

Im Folgenden betrachten wir als Maßraum (Rn,L(Rn),Ln), schreiben dann für die Integration nach dem
n-dimensionalen Lebesgue-Maß Ln immer dx oder dy anstelle von dLn(x) oder dLn(y), und bezeichnen
Ln-summierbare bzw. Ln-integrierbare Funktionen einfach als summierbar oder integrierbar.

Definition 3.18 (Faltung zweier Funktionen). Es seien f, g : Rn → R̄ Lebesgue-messbare Funktionen
und

N :=
{
x ∈ Rn : y 7→ f(x− y)g(y) ist nicht integrierbar

}
.

Dann definieren wir die Faltung f ∗ g : Rn → R̄ von f und g durch

f ∗ g(x) :=


∫
Rn

f(x− y)g(y) dy für x ∈ Rn \N,
0 für x ∈ N.

Bemerkung 3.19.

(1) Da sich die Werte der Faltung nicht ändern, wenn f oder g auf einer Ln-Nullmenge abgeändert
wird, ist die Faltung auch für Äquivalenzklassen von Funktionen, die Ln-fast überall auf Rn

übereinstimmen, wohldefiniert.

(2) In der Praxis betrachtet man nur die Faltung zweier Funktionen f und g, so dass N eine Ln-
Nullmenge ist. Die Menge N kann dabei selbst für summierbare Funktionen nicht-leer sein: für
f, g ∈ L1(R) definiert durch f(x) := |x|−1/2, g(x) := |x|−1/2 sign(x) für x ∈ R mit 0 < |x| < 1
und f = g = 0 sonst ist y 7→ f(y)g(0− y) = y−1 nicht integrierbar und damit 0 ∈ N .

(3) Mithilfe der Transformationsformel aus Satz 2.62 angewandt auf den Diffeomorphismus y 7→ x−y
(mit absoluter Jacobi-Determinante 1) sieht man sofort, dass die Faltung kommutativ ist, d.h. es
gilt f ∗ g = g ∗ f für alle Lebesgue-messbaren Funktionen f, g : Rn → R̄.

(4) Die Faltung hat auch eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation: es seien f1, f2 zwei
nicht-negative Lebesgue-messbare Funktionen auf R mit∫

R

f1 dx =

∫
R

f2 dx = 1

(solche Funktionen bezeichnet man auch als Wahrscheinlichkeitsdichten) und es seien Y1, Y2 zwei
Zufallsvariablen, so dass die Wahrscheinlichkeiten für die Ereignisse {Y1 ≤ y1} und {Y2 ≤ y2} für
y1, y2 ∈ R durch ∫

(−∞,y1)

f1 dx und

∫
(−∞,y2)

f2 dx

gegeben sind. Dann die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis {Y1 + Y2 ≤ z} für z ∈ R gerade∫
(−∞,z)

f1 ∗ f2 dx.

Für Zufallsvariablen Y1, Y2, die nur diskrete Werte in k−1Z annehmen, kann man sich dies recht
einfach überlegen (da in diesem Fall die Dichten f1, f2 stückweise konstant sind).

Wir überlegen uns nun, dass die Menge N für die Faltung f ∗ g stets eine Ln-Nullmenge ist, wenn
die beiden involvierten (Äquivalenzklassen von) Funktionen f, g summierbar sind, und in diesem Fall
auch die Faltung f ∗ g selbst summierbar ist. Allgemeiner wollen wir zeigen, dass gewissermaßen die
Faltung immer “so gut” ist, wie die involvierten Funktionen dies erlauben.
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Satz 3.20. Es seien f, g ∈ L1(Rn). Dann ist die in Definition 3.18 eingeführte Menge N eine Ln-
Nullmenge und es gilt f ∗ g ∈ L1(Rn) mit∫

Rn

f ∗ g(x) dx =

∫
Rn

f(x) dx

∫
Rn

g(y) dy

sowie
‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass wir wegen Bemerkung 3.19 (1) summierbare Funktionen anstelle
von Äquivalenzklassen von Funktionen betrachten können.

Offensichtlich sind die Funktionen (x, y) 7→ f(x−y) und (x, y) 7→ g(y) Lebesgue-messbare Funktionen
auf Rn × Rn, so dass auch die Funktion (x, y) 7→ f(x − y)g(y) eine Lebesgue-messbare Funktion auf
Rn × Rn ist. Über die Transformationsformel aus Satz 2.62 mit dem Diffeomorphismus x 7→ x − y
bemerken wir ∫

Rn

|f(x− y)| dx =

∫
Rn

|f(x)| dx und

∫
Rn

f(x− y) dx =

∫
Rn

f(x) dx

für alle y ∈ Rn. Aus der ersten Identität schließen wir wegen∫
Rn

∫
Rn

|f(x− y)g(y)| dx dy =

∫
Rn

∫
Rn

|f(x− y)| dx|g(y)| dy = ‖f‖1‖g‖1

nach dem Satz 2.53 von Tonelli sogar auf die Summierbarkeit von (x, y) 7→ f(x− y)g(y) auf Rn ×Rn.
Damit können wir den Satz 2.54 von Fubini anwenden und folgern einerseits, dass N tatsächlich eine Ln-
Nullmenge ist, und andererseits, dass die erste Integralidentität mit der Vertauschung der Integrationen∫

Rn

f ∗ g(x) dx =

∫
Rn

∫
Rn

f(x− y)g(y) dy dx

=

∫
Rn

∫
Rn

f(x− y)g(y) dx dy =

∫
Rn

f(x− y) dxg(y) dy =

∫
Rn

f(x) dx

∫
Rn

g(y) dy

gilt. Die Abschätzung der Norm ‖f ∗g‖1 ergibt sich nun unmittelbar aus der Ungleichung |f ∗g| ≤ |f |∗|g|
auf Rn (die wegen der Dreiecksungleichung für Integrale gilt).

Als Nächstes zeigen wir, dass die Faltung f ∗g sogar p-summierbar ist, wenn eine der Funktionen f, g
p-summierbar und die andere summierbar ist.

Satz 3.21 (Youngsche Ungleichung für die Faltung). Es sei f ∈ L1(Rn) und g ∈ Lp(Rn) für ein
p ∈ [1,∞]. Dann ist die in Definition 3.18 eingeführte Menge N eine Ln-Nullmenge und es gilt f ∗ g ∈
Lp(Rn) mit

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p.

Beweis. Wir unterscheiden verschiedene Fälle für p ∈ [1,∞].
Den Fall p = 1 haben wir bereits im letzten Satz 3.20 bewiesen.
Für p = ∞ gilt nach Definition des essentiellen Supremums |g(y)| ≤ ‖g‖∞ für alle y ∈ Rn \ N

für eine Ln-Nullmenge N , so dass wegen |f(x − y)g(y)| ≤ ‖y‖|f(x − y)| für alle y ∈ Rn \ N (und der
Transformationsformel) die Funktion y 7→ f(x− y)g(y) für alle x ∈ Rn summierbar ist mit

|f ∗ g(x)| ≤
∫
Rn

|f(x− y)g(y)| dy ≤ ‖f‖1‖g‖∞

Folglich gilt wie behauptet die Ungleichung ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖1‖g‖∞.
Für p ∈ (1,∞) schreiben wir zunächst

|f(x− y)g(y)| = |f(x− y)| p−1
p |f(x− y)| 1p |g(y)|
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für alle (x, y) ∈ Rn×Rn. Dann wenden wir zunächst die Höldersche Ungleichung (mit den Exponenten
p−1
p und p) aus Satz 3.6 und dann den Satz 2.53 von Tonelli an. Damit erhalten wir die Ungleichungskette∫

Rn

(∫
Rn

|f(x− y)g(y)| dy
)p

dx ≤
∫
Rn

‖f‖p−1
1

∫
Rn

|f(x− y)||g(y)|p dy dx

= ‖f‖p−1
1

∫
Rn

∫
Rn

|f(x− y)| dx|g(y)|p dy = ‖f‖p1‖g‖p.

Dies zeigt einerseits, dass y 7→ |f(x − y)g(y)| für Ln-fast alle x ∈ Rn summierbar sein muss, womit
insbesondere N eine Ln-Nullmenge ist. Andererseits stellt dies gerade die behauptete Abschätzung
‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p dar.

Bemerkung 3.22. Man sagt auch, dass die Faltung eine stetige Abbildung von L1(Rn)×Lp(Rn) nach
Lp(Rn) ist.

Für die Approximation mit glatten Funktionen ist der folgende Differentiationssatz für Faltungen
nützlich, der besagt, dass die Faltung f ∗ g differenzierbar ist, wenn dies für eine der Funktionen f, g
der Fall ist, und man in diesem Fall sogar die Prozesse der Differentiation und der Faltung vertauschen
kann.

Satz 3.23 (Differentiationssatz für die Faltung). Es sei f ∈ Lp(Rn) für ein p ∈ [1,∞] und g ∈ Ck(Rn)
für ein k ∈ N0 mit kompaktem Träger. Dann ist die in Definition 3.18 eingeführte Menge N leer und
es gilt f ∗ g ∈ Ck(Rn) mit

∂α(f ∗ g) = f ∗ ∂αg
für alle Multiindizes α ∈ Nn0 mit |α| ≤ k.

Beweis.

Wir beschäftigen uns nun mit der Approximation von Funktionen in Lp(Rn) durch einfachere Klassen
von (Repräsentanten von) Funktionen, und zwar durch die der einfachen Funktionen, durch die der
Treppenfunktionen der Form

N∑
k=1

zk1Qk

für eine Zahl N ∈ N, halb-offene Quader {Qk}k≤N in Rn und Zahlen {zk}k≤N aus R (so dass Treppen-
funktionen tatsächlich spezielle einfache Funktionen sind) und durch die der stetigen Funktionen. Für
diese einfacheren Funktionen ϕ dürfen wir dabei jeweils sogar die Kompaktheit des Trägers voraussetzen,
also der Menge

spt(ϕ) := {x ∈ Rn : ϕ(x) 6= 0}.
Satz 3.24. Für p ∈ [1,∞) gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die Menge der einfachen Funktionen auf Rn mit kompaktem Träger ist dicht in Lp(Rn).

(ii) Die Menge der Treppenfunktionen auf Rn mit kompaktem Träger ist dicht in Lp(Rn).

(iii) Die Menge C0(Rn) der stetigen Funktionen auf Rn mit kompaktem Träger ist dicht in Lp(Rn).

Beweis.

(i) Es sei f ∈ Lp(Rn) beliebig. Nach Lemma 2.25 existieren monotone Folgen {ϕj}j∈N und {ψj}j∈N
nicht-negativer, einfacher und Lebesgue-messbarer Funktionen mit ϕj ↗ f+ und ψj ↗ f− für
j → ∞. Indem wir gegebenenfalls ϕj und ψj durch ϕj1Bj(0) und ψj1Bj(0) ersetzen, dürfen wir
annehmen, dass ϕj und ψj für jedes j ∈ N kompakten Träger haben. Beachten wir wegen der
Nicht-Negativität von ϕj , ψj die Ungleichung

|f − ϕj + ψj | = f+ − ϕj + f− − ψj ≤ f+ + f− = |f |
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für j ∈ N, so erhalten wir über den Satz 2.44 von der dominierten Konvergenz (mit summierbarer
Majorante |f |p)

lim
j→∞

‖f − (ϕj + ψj)‖p = lim
j→∞

∫
Rn

|f − ϕj + ψj |p dx = 0.

Da {ϕj − ψj}j∈N eine Folge einfacher Funktionen auf Rn mit kompaktem Träger ist, haben wir
die Aussage (i) gezeigt.

(ii) Wegen Aussage (i) brauchen wir wegen der Dreiecksungleichung nur noch zu begründen, dass
die charakteristische Funktion 1A einer Lebesgue-messbaren Menge A ∈ L(Rn) endlichen Ln-
Maßes durch eine Treppenfunktion beliebig genau in Lp(Rn) approximiert werden kann. Dazu sei
ε > 0. Nach Konstruktion des Lebesgue-Maßes Ln wählen wir eine Folge {Qj}j∈N von halb-offenen
Quadern mit

A ⊂
⋃
j∈N

Qj und
∑
j∈N
Ln(Qj) < Ln(A) + ε.

Für hinreichend großes N ∈ N erfüllt dann die Menge F := ∪Nj=1Qj

Ln(A \ F ) ≤
∞∑

j=N+1

Ln(Qj) < ε und Ln(F \A) ≤
∑
j∈N
Ln(Qj)− Ln(A) < ε.

Dies zeigt

‖1A − 1F ‖p =

(∫
A\F∪F\A

1 dx

) 1
p

≤ (2ε)
1
p .

Berücksichtigen wir nun noch, dass die Menge F wegen der Halbring-Eigenschaft der Menge aller
halb-offener Quader Q ⊂ Rn als endliche Vereinigung paaarweise disjunkter, halb-offener Quader
geschrieben werden kann, so zeigt die letzte Abschätzung gerade die Aussage (ii).

(iii) Wegen Aussage (i) brauchen wir nur noch zu begründen, dass die charakteristische Funktion 1Q
eines halb-offenen Quaders durch stetige Funktionen mit kompaktem Träger in Lp(Rn) approxi-
miert werden kann. Dazu definieren wir eine Folge {ϕj}j∈N stetiger Funktionen mit kompaktem
Träger über

ϕj(x) := max{1− j dist(x,Q), 0} für alle j ∈ N.
Nach Definition gilt dann 0 ≤ ϕj ≤ 1 für alle j ∈ N, mit ϕj(x) = 1 für alle x ∈ Rn mit dist(x,Q) =
0 (insbesondere also für alle x ∈ Q) und ϕj(x) = 0 für alle x ∈ Rn mit dist(x,Q) ≥ j−1. Folglich
haben wir

lim
j→∞

‖1Q − ϕj‖p ≤ lim
j→∞

(∫
{x∈Rn : 0<dist(x,Q)<j−1}

1 dx

) 1
p

= 0.

Damit ist auch Aussage (iii) bewiesen.

Bemerkung 3.25. Für p =∞ sind die Aussagen von Satz 3.24 falsch.

� Die Funktion f ≡ 1 liegt in L∞(R), jedoch gilt für jede einfache Funktion ϕ mit kompaktem
Träger die Abschätzung ‖f −ϕ‖∞ ≥ 1. Dies zeigt, dass die Menge der einfachen Funktionen (und
damit auch die Menge der Treppenfunktionen) mit kompaktem Träger nicht dicht in L∞(Rn) ist.

� Die abgeschnittene unstetige Signumsfunktion f = sign1(−1,1) liegt in L∞(R), jedoch gilt für
jede stetige Funktion ϕ die Abschätzung ‖f − ϕ‖∞ ≥ 1. Damit ist auch die Menge der stetigen
Funktionen nicht dicht in L∞(Rn).

Definition 3.26 (Dirac-Folge). Eine Folge {ηj}j∈N von Funktionen in L1(Rn) heißt eine Dirac-Folge,
wenn die folgenden drei Bedingungen erfüllt sind:

� für jedes j ∈ N ist ηj nicht-negativ,

89



� für jedes j ∈ N gilt
∫
Rn ηj dx = 1,

� für jedes r > 0 gilt limj→∞
∫
Rn\Br(0)

ηj dx = 0.

Bemerkung 3.27.

(1) Deutet man ηj für j ∈ N als Masseverteilung auf Rn, so besagt die zweite Bedingung, dass die
Gesamtmasse jeweils 1 ist, wohingegen die dritte Bedingung bedeutet, dass die Gesamtmasse sich
mit wachsendem j immer näher um den Nullpunkt konzentriert.

(2) Die Konstruktion von Dirac-Folgen erfolgt typischerweise über Reskalierungen einer gegebenen
Grundfunktion, wobei hier über die Wahl einer geeigneten Grundfunktionen noch weitere Eigen-
schaften wie Rotationssymmetrie oder Glattheit sichergestellt werden können, siehe Übung 3.28.

x
−1 1

x
−1 1

Übung 3.28 (Konstruktion einer Dirac-Folge). Standard-Glättungskern

η(x) := C exp(−(1− |x|2)−1)1B1(0)

mit Normierungskonstante C > 0.

ηj(x) := jnη(jx)

Satz 3.29 (Approximationssatz). Es sei {ηj}j∈N eine Dirac-Folge auf Rn. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) Ist f gleichmäßig stetig und beschränkt, dann konvergiert die Folge {f ∗ηj}j∈N gleichmäßig auf Rn

gegen f .

(ii) Ist f ∈ Lp(Rn) für ein p ∈ [1,∞), dann konvergiert die Folge {f ∗ ηj}j∈N in Lp(Rn) gegen f .

Beweis.

(i) Es sei ε > 0. Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von f gibt es ein r > 0 mit

|f(x− y)− f(x)| < ε für alle x, y ∈ Rn mit |y| < r.

Nach Definition von f ∗ ηj erhalten wir dann über die Nicht-Negativität und die Normiertheit von
ηj sowie über die Dreiecksungleichung für jedes j ∈ N und x ∈ Rn die Abschätzung

|f ∗ ηj(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ ∫
Rn

[
f(x− y)− f(x)

]
ηj(y) dy

∣∣∣∣
≤
∫
Rn

|f(x− y)− f(x)|ηj(y) dy

≤ ε
∫
Br(0)

ϕ(y) dy + 2‖f‖∞
∫
Rn\Br(0)

ηj(y) dy
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Das erste Integral auf der rechten Seite ist für jedes j ∈ N beschränkt durch 1, wohingegen das
zweite Integral nach Definition der Dirac-Folge {ηj}j∈N im Limes j → ∞ verschwindet. Wählen
wir folglich j0 ∈ N hinreichend groß, so gilt

sup
x∈Rn

|f ∗ ηj(x)− f(x)| ≤ 2ε für alle j ≥ j0,

so dass die gleichmäßige Konvergenz von {f ∗ ηj}j∈N gegen f auf Rn bewiesen ist.

(ii) Es sei wieder ε > 0. Nach Satz 3.24 (iii) existiert eine stetige Funktion ϕ mit kompaktem Träger
und ‖f − ϕ‖p < ε. Mithilfe der Minkowski-Ungleichung aus Satz 3.8 sowie der Youngsche Unglei-
chung für die Faltung aus Satz3.21 erhalten wir für alle j ∈ N

‖f ∗ ηj − f‖p ≤ ‖(f − ϕ) ∗ ηj‖p + ‖ϕ ∗ ηj − ϕ‖p + ‖ϕ− f‖p
≤ ‖ϕ− f‖p‖ηj‖1 + ‖ϕ ∗ ηj − ϕ‖p + ‖ϕ− f‖p < 2ε+ ‖ϕ ∗ ηj − ϕ‖p.

Da φ insbesondere gleichmäßig stetig und beschränkt ist, können wir Aafgrund der Aussage (i)
ein j0 ∈ N nun so groß wählen, dass der letzte Term auf der rechten Seite für alle j ≥ j0 durch ε
nach oben beschränkt ist, so dass wir insgesamt

‖f ∗ ηj − f‖p < 3ε für alle j ≥ j0

gezeigt haben, also die Konvergenz von {f ∗ ηj}j∈N gegen f in Lp(Rn).

Korollar 3.30. Für p ∈ [1,∞) ist die Menge C∞0 (Rn) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen
auf Rn mit kompaktem Träger dicht in Lp(Rn).

Beweis. Es sei ε > 0 und f ∈ Lp(Rn). Nach Satz 3.24 (iii) existiert eine stetige Funktion ϕ mit kom-
paktem Träger und ‖f −ϕ‖p < ε. Wir betrachten nun speziell eine Dirac-Folge {ηj}j∈N aus C∞0 (B1(0))
(z.B. aus Übung 3.28). Aus Satz 3.29 (ii) folgern wir dann, dass es ein j0 ∈ N gibt mit ‖ϕ∗ηj −ϕ‖p < ε
für alle j ≥ j0. Mit der Minkowski-Ungleichung aus Satz 3.8 haben wir damit

‖ϕ ∗ ηj − f‖p ≤ ‖ϕ ∗ ηj − ϕ‖p + ‖ϕ− f‖p < 2ε für alle j ≥ j0.

Dies zeigt die Konvergenz von {ϕ ∗ ηj}j∈N gegen f in Lp(Rn). Nach dem Differentiationssatz 3.23 für
die Faltung ist außerdem ϕ ∗ ηj außerdem beliebig oft differenzierbar und hat wegen ϕ ∗ ηj ≡ 0 auf
{x ∈ Rn : dist(x, spt(ϕ)) ≥ 1} auch kompakten Träger in Rn.

Bemerkung: Im Beweis sieht man, dass die approximierende Folge sogar unabhängig vom Wert von
p ∈ [1,∞) gewählt werden kann.

3.3 Die Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt betrachen wir komplex-wertige Funktionen f : Rn → C. Wir schreiben dabei f ∈
Lp(Rn;C), wenn Real- und Imaginärteil Re(f), Im(f) : Rn → R jeweils zu Lp(Rn) gehören. Wir lernen
nun das Konzept der Fourier-Transformation kennen, die vielfache Anwendungen in Mathematik, Physik
und Technik (z.B. der Signalverarbeitung) hat und beschäftigen uns mit einigen ihrer grundlegenden
und wichtigen Eigenschaften.

Definition 3.31 (Fourier-Transformierte). Es sei f ∈ L1(Rn;C). Wir definieren die Fourier-Transfor-

mierte von f als die Funktion f̂ : Rn → C mit

Ff(ξ) := f̂(ξ) := (2π)−
n
2

∫
Rn

f(x) exp(− ix · ξ) dx für ξ ∈ Rn.

Bemerkung 3.32.
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(1) In der Literatur gibt es unterschiedliche Konventionen für die Definition der Fourier-Transformation,
die sich jedoch lediglich um eine multiplikative Konstante (2π)n/2 unterscheiden.

(2) Wegen |f(x)| = |f(x) exp(− ix·ξ)| existiert das Integral für die Definition von f̂(ξ) für alle ξ ∈ Rn
in C und ist beschränkt durch ‖f‖1.

Beispiel 3.33.

(i) Für die charakteristische Funktion f = 1[−1,1] des Intervalls [−1, 1] ⊂ R gilt nach Definition der
Sinusfunktion

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ 1

−1

exp(− ixξ) dx

=
1√
2π

[exp(− ixξ)

− i ξ

]1
−1

=
1√
2π

exp(i ξ)− exp(− i ξ)

i ξ
=

√
2

π

sin(ξ)

ξ

für ξ ∈ R \ {0} und f̂(0) =
√

2/π.

x
−1 1

f̂
f

(ii) Für die Gaußsche Glockenfunktion f : R → R mit f(x) := 1√
2π

exp(−x2/2) gilt für ξ ∈ R mit

quadratischer Ergänzung zunächst

f̂(ξ) =
1

2π

∫ ∞
−∞

exp
(
− x2

2
− ixξ

)
dx =

1

2π
exp

(
− ξ2

2

)∫ ∞
−∞

exp
(
− 1

2
(x+ i ξ)2

)
dx.

Als Nächstes rechtfertigen wir, dass das Integral auf der rechten Seite tatsächlich nicht vom Wert
von ξ abhängt. Dazu können wir die Differentiation parameterabhängiger Integrale nutzen

d

dξ

∫ ∞
−∞

exp
(
− 1

2
(x+ i ξ)2

)
dx = − i

∫ ∞
−∞

(x+ i ξ) exp
(
− 1

2
(x+ i ξ)2

)
dx

= i

∫ ∞
−∞

d

dx
exp

(
− 1

2
(x+ i ξ)2

)
dx = 0,

da wir für R > 0 und ξ ∈ BR(0) wegen∣∣∣(x+ i ξ) exp
(
− 1

2
(x+ i ξ)2

)∣∣∣ ≤ (|x|+R) exp
(
− x2

2
+
ξ2

2

)
(lokal) eine summierbare Majorante haben. Mit dem Gaußschen Integral aus Beispiel 2.70 gilt mit
der Substitutionsregel∫ ∞

−∞
exp

(
− 1

2
(x+ i ξ)2

)
dx =

∫ ∞
−∞

exp
(
− x2

2

)
dx =

√
2π

und somit insbesondere ‖f‖1 = 1. Insgesamt haben wir damit

f̂(ξ) =
1√
2π

exp
(
− ξ2

2

)
= f(ξ)

gezeigt, so dass die Gaußsche Glockenfunktion ihre eigene Fourier-Transformierte ist.
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x

−1 1

f = f̂

In höheren Dimensionen n > 1 betrachtet man vollkommen analog die Funktion f : Rn → R

mit f(x) := (2π)−n/2 exp(−|x|2/2) für x ∈ Rn. Das Integral in der Definition der Fourier-
Transformierten kann man nun über den Satz 2.54 von Fubini als n-faches Produkt von eindi-
mensionalen Integralen schreiben, die jeweils die Fourier-Transformation der Gaußschen Glocken-
funktion darstellen. Damit ergibt sich ebenfalls ‖f‖1 = 1 sowie die analoge Aussage

f̂(ξ) = (2π)−n/2 exp
(
− |ξ|

2

2

)
für ξ ∈ Rn.

Satz 3.34 (elementare Eigenschaften der Fourier-Transformation). Für f, g ∈ L1(Rn;C), λ ∈ C und
a ∈ Rn gelten die folgenden Aussagen:

(i) Linearität: f̂ + g = f̂ + ĝ und λ̂f = λf̂ ,

(ii) Verhalten für Translationen: Für die um a translatierte Funktion τaf := f(· − a) gilt

τ̂af(ξ) = f̂(ξ) exp(− i a · ξ) für ξ ∈ Rn,

(iii) Skalierung: Für die um λ ∈ R \ {0} skalierte Funktion fλ := f(λ ·) gilt

f̂λ(ξ) = |λ|−nf̂
( ξ
λ

)
für ξ ∈ Rn,

(iv) Komplexe Konjugation: Für die komplex-konjugierte Funktion f̄ := f(·) gilt

ˆ̄f(ξ) = f̂(−ξ) für ξ ∈ Rn,

(v) Stetigkeit und Beschränktheit: f̂ ist auf Rn stetig und beschränkt mit ‖f̂‖∞ ≤ (2π)−n/2‖f‖1,

(vi) Summierbarkeit von Produkten: Die Funktionen f̂g und fĝ sind summierbar mit∫
Rn

f̂(ξ)g(ξ) dξ =

∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx,

(vii) Faltung: Es gilt

f̂ ∗ g = (2π)
n
2 f̂ ĝ.

Beweis.

(i) Die Linearität der Fourier-Transformation ergibt sich direkt aus der Linearität des Inetgrals.

(ii) Da mit f ∈ L1(Rn;C) auch τaf ∈ L1(Rn;C) gilt, erhalten wir für ξ ∈ Rn über die Transformati-
onsformel aus Satz 2.62 mit ϕ(x) := x− a für x ∈ Rn

τ̂af(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(x− a) exp(− ix · ξ) dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

f(y) exp(− i y · ξ) dy exp(− i a · ξ) = f̂(ξ) exp(− i a · ξ).
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(iii) Analog erhalten wir für ξ ∈ Rn über die Transformationsformel mit ϕ(x) := λx für x ∈ Rn

f̂λ(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(λx) exp(− ix · ξ) dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

f(y) exp
(
− i y · ξ

λ

)
|λ|−n dy = |λ|−nf̂

( ξ
λ

)
.

(iv) Mit dem Verhalten der komplexen Konjugation für Produkte sehen wir für ξ ∈ Rn sofort

ˆ̄f(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(x) exp(− ix · ξ) dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

f(x) exp(ix · ξ) dx = f̂(−ξ).

(v) Mit Korollar 2.47 zur Stetigkeit parameterabhängiger Integrale (angewandt mit der summierbaren
Majorante x 7→ |f(x)|) überträgt sich die Stetigkeit der Funktion ξ 7→ exp(− ix ·ξ) für alle x ∈ Rn
direkt auf die Fourier-Transformierte ξ 7→ f̂(ξ). Die Beschränktheit hatten wir schließlich bereits
in Bemerkung 3.32 festgestellt.

(vi) Wegen der Beschränktheit von f̂ , ĝ nach (iv) ergibt sich sofort die Summierbarkeit von f̂g und

fĝ. Schreiben wir das Integral von f̂g über die Definition der Fourier-Transformierten als das
Doppel-Integral ∫

Rn

f̂(ξ)g(ξ) dξ = (2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn

f(x) exp(− ix · ξ) dxg(ξ)dξ

und bemerken, dass die Funktion (x, ξ) 7→ f(x) exp(− ix · ξ)g(ξ) im Betrag durch |f(x)||g(ξ)|
beschränkt und somit summierbar ist, so folgt die Behauptung direkt mit dem Satz 2.54 von
Fubini über∫

Rn

f̂(ξ)g(ξ) dξ = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(x)

∫
Rn

exp(− ix · ξ)g(ξ) dξdx =

∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx.

(vii) Mit der Youngschen Ungleichung für die Faltung aus Satz 3.21 gilt zunächst f ∗ g ∈ L1(Rn;C).
Schreiben wir das Integral über die Faltung als Doppelintegral, so sehen wir analog zum Beweis
der Aussage (vi), dass der resultierende Integrand summierbar ist. Mit einer Substitution und dem
Satz von Fubini erhalten wir dann

f̂ ∗ g(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f ∗ g(x) exp(− ix · ξ) dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn

f(x− y)g(y) dy exp(− ix · ξ) dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn

f(x− y) exp(− i(x− y) · ξ) dx g(y) exp(− i y · ξ) dy

= f̂(ξ)

∫
Rn

g(y) exp(− i y · ξ) dy = (2π)
n
2 f̂ ĝ.

Bevor wir weitere Eigenschaften der Fourier-Transformation untersuchen, kommen wir zunächst zu
einer Interpretation als “Überlagerung von Wellen”. Unter einer Welle wollen wir uns dabei einer Funk-
tion der Form x 7→ exp(ix · ξ) für ξ ∈ Rn vorstellen. Wir zeigen im Folgenden, dass wir mittels der
Fourier-Transformation gerade die (kontinuierliche) Gewichtung dieser Wellenanteile für eine summier-
bare Funktion mit summierbarer Fourier-Transformierten erhalten.
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Satz 3.35 (Umkehrformel). Es sei f ∈ L1(Rn;C) mit f̂ ∈ L1(Rn;C). Dann gilt

f(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f̂(ξ) exp(ix · ξ) dξ für Ln-fast alle x ∈ Rn.

Beweis. Wir definieren zunächst eine Folge {ηj}j∈N von nicht-negativen Funktionen auf Rn über

η(x) := (2π)−n/2 exp(−|x|2/2) und ηj(x) := jnη(jx) für x ∈ Rn und j ∈ N

und halten die folgenden Eigenschaften fest:

� für jedes j ∈ N ist ηj nicht-negativ,

� für jedes j ∈ N gilt
∫
Rn ηj dx = 1 (vgl. Beispiel 2.70 mit einer Substitution oder direkt Bei-

spiel 3.33 (ii)),

� für jedes r > 0 gilt limj→∞
∫
Rn\Br(0)

ηj dx = 0,

� für jedes j ∈ N gilt mit der Symmetrie von η, wegen η = η̂ gemäß Beispiel 3.33 (ii) sowie wegen
der Skalierungseigenschaft der Fourier-Transformation nach Satz 3.34 (iii) die Darstellungsformel

ηj(y) = ηj(−y) = jnη(−jy) = jnη̂(−jy) = (2π)−
n
2

∫
Rn

η
(ξ
j

)
exp(i ξ · y) dξ

= (2π)−n
∫
Rn

exp
(
− ξ2

2j2

)
exp(i ξ · y) dξ

bzw. entsprechend

η̂j(ξ) = η̂
(ξ
j

)
= η

(ξ
j

)
= (2π)−n/2 exp

(
− ξ2

2j2

)
.

Die ersten drei Eigenschaften bedeuten gerade, dass es sich bei {ηj}j∈N um eine Dirac-Folge im Sinne
von Definition 3.26 handelt, womit die Folge {f ∗ηj}j∈N nach Satz 3.29 in L1(Rn;C) gegen f konvergiert.
Mit der vierten Eigenschaft hingegen können wir nun begründen, dass jede Funktion f ∗ηj mit j ∈ N die
behauptete Integralidentität erfüllt. Mit diesen beiden Eigenschaften wird dann die allgemeine Aussage
des Satzes folgen.

Für x ∈ Rn schließen wir aus der Integraldarstellung von ηj zunächst

f ∗ ηj(x) =

∫
Rn

f(y)ηj(x− y) dy

= (2π)−n
∫
Rn

f(y)

∫
Rn

exp
(
− ξ2

2j2

)
exp(i ξ · (z − y)) dξ dy.

Die Funktion (ξ, y) 7→ f(y) exp(− ξ2

2j2 ) exp(i ξ · (z − y)) ist im Betrag beschränkt durch |f(y)| exp(− ξ22 )
und damit summierbar, so dass wir den Satz 2.54 von Fubini anwenden können. Dies zeigt

f ∗ ηj(x) = (2π)−n
∫
Rn

∫
Rn

f(y) exp(− i ξ · y) dy exp
(
− ξ2

2j2

)
exp(i ξ · z) dξ

= (2π)−
n
2

∫
Rn

f̂(ξ) exp
(
− ξ2

2j2

)
exp(i ξ · x) dξ (3.2)

Berücksichtigen wir nun, dass mit Satz 3.34 (vii) und der obigen Darstellung von η̂j

f̂(ξ) exp
(
− ξ2

2j2

)
= (2π)

n
2 f̂(ξ)η̂j(ξ) = f̂ ∗ ηj(ξ)

gilt, so haben wir mit der Identität (3.2) also wie behauptet die Aussage mit f ∗ ηj für j ∈ N anstelle
von f gezeigt.

95



Im letzten Schritt wollen wir nun zum Limes j → ∞ in (3.2) übergehen. Auf der rechten Seite be-

merken wir dazu, dass die Integranden für alle j ∈ N die Majorante |f̂ | besitzen, die nach Voraussetzung

summierbar ist. Da die Integranden außerdem punktweise gegen f̂(ξ) exp(i ξ · x) konvergieren, erhalten
wir mit dem Satz 2.44 von der dominierten Konvergenz aus (3.2)

lim
j→∞

f ∗ ηj(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f̂(ξ) exp(i ξ · x) dξ.

Da die Folge {f ∗ηj}j∈N nach Satz 3.29 in L1(Rn;C) gegen f konvergiert, folgt aus der Bemerkung 3.13
zum Satz von Riesz–Fischer, dass eine Teilfolge punktweise fast überall gegen f konvergiert. Damit ist
die Aussage des Satzes bewiesen.

Mit der Umkehrformel aus Satz 3.35 können wir somit unter der Voraussetzung der Summierbarkeit
der Fourier-Transformierten die ursprüngliche Funktion wieder aus der Fourier-Transformierten gewin-
nen. Dabei wird – bis auf das Vorzeichen im Exponential – die gleiche Formel wie für die Definition der
Fourier-Transformation angewendet.

Definition 3.36 (inverse Fourier-Transformierte). Es sei g ∈ L1(Rn;C). Wir definieren die inverse
Fourier-Transformierte von g als die Funktion F−1g : Rn → C mit

F−1g(x) := (2π)−
n
2

∫
Rn

g(ξ) exp(ix · ξ) dξ für x ∈ Rn.

Bemerkung 3.37.

(1) Da in der Definition der inversen Fourier-Transformierten im Vergleich zur Fourier-Transformierten
nur das Vorzeichen im Exponential geändert ist, gilt für g ∈ L1(Rn;C) die Beziehung

F−1g(x) = Fg(−x) = ĝ(−x) für alle x ∈ Rn.

Mit diesem Zusammenhang erkennt man sofort, dass die analogen Eigenschaften wie in Satz 3.34
gelten (und nur beim Verhalten für Translationen ebenfalls das Vorzeichen im Exponential geändert
werden muss).

(2) Aufgrund der Umkehrformel aus Satz 3.35 ist auch die Bezeichnung F−1 und inverse Fourier-

Transformation gerechtfertigt, da für f ∈ L1(Rn;C) mit f̂ ∈ L1(Rn;C) (oder äquivalent dazu mit
F−1f ∈ L1(Rn;C))

F−1Ff = f und FF−1f = f

Ln-fast überall auf Rn gilt.

Übung 3.38. Es sei f ∈ L1(Rn;C) mit Ff ∈ L1(Rn;C). Überlegen Sie sich, dass

F2f(x) = f(−x) Ln-fast überall auf Rn

gilt und somit induktiv Fkf ∈ L1(Rn;C) für alle k ∈ N folgt.

Wir wollen als Nächstes die Fourier-Transformation von (partiellen) Ableitungen sowie die (partielle)
Differenzierbarkeit der Fourier-Transformierten untersuchen. Es stellt sich heraus, dass in beiden Fällen
die Ableitungen in multiplikative Faktoren verwandelt werden, was sich insbesondere für die Diskussion
von (partiellen) Differentialgleichungen als nützlich erweist. Zur Vorbereitung beweisen wir zunächst
eine Regel zur partiellen Integration.

Lemma 3.39 (partielle Integration). Es sei g ∈ C1(Rn;C) mit g, ∂kg ∈ L1(Rn;C) für ein k ∈
{1, . . . , n}. Dann gilt ∫

Rn

∂jg dx = 0.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage zunächst im Fall n = 1. Mithilfe der Voraussetzung g′ ∈ L1(R;C)
sowie des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gilt für alle Folgen {aj}j∈N, {bj}j∈N in R
mit aj < bj für j ∈ N ∫

R

g′ dx = lim
j→∞

∫ bj

aj

g′ dx = lim
j→∞

[
g(bj)− g(aj)

]
.

Wegen der Summierbarkeit von g können die beiden Folgen dabei mit

lim
j→∞

g(aj) = 0 und lim
j→∞

g(bj) = 0

gewählt werden, womit die Aussage für n = 1 gezeigt ist.
Den höherdimensionalen Fall n > 1 führen wir nun über den Satz von Fubini auf den eindimensio-

nalen Fall n = 1 zurück. Nach Vertauschung der Koordinaten dürfen wir dabei k = n annehmen. Setzen
wir x′ := (x1, . . . , xn−1), so folgt aus g, ∂ng ∈ L1(Rn;C) über den Satz 2.54 von Fubini, dass eine Menge
N ⊂ Rn−1 existiert, so dass Ln−1(N) = 0 gilt und die Funktionen

xn 7→ g(x′, xn) und xn 7→ ∂ng(x′, xn)

für alle x′ ∈ Rn \N auf R summierbar sind. Damit folgt aus dem Fall n = 1∫
R

∂ng(x′, xn) dxn = 0 für alle x′ ∈ Rn−1 \N.

Die Behauptung des Lemmas folgt nun durch Integration über x′ ∈ Rn−1 \N sowie die erneute Anwen-
dung des Satzes von Fubini, um die iterierten Integrale als Integral über Rn aufzufassen.

Satz 3.40 (Fourier-Transformation und Differentiation). Es sei f ∈ L1(Rn;C) und k ∈ {1, . . . , n}.
(i) Für f ∈ C1(Rn;C) mit ∂kf ∈ L1(Rn;C) gilt

∂̂kf(ξ) = iξkf̂(ξ) für alle ξ ∈ Rn.

(ii) Falls die Abbildung h : x 7→ − ixkf(x) in L1(Rn;C) ist, dann ist f̂ nach ξk partiell differenzierbar
mit

∂kf̂ = ĥ.

Beweis.

(i) Mit der Produktformel für die Ableitung bemerken wir zunächst

∂k
[
f(x) exp(− ix · ξ)

]
= ∂kf(x) exp(− ix · ξ)− i ξkf(x) exp(− ix · ξ).

Damit ist die Abbildung x 7→ ∂k
[
f(x) exp(− ix · ξ)

]
auf Rn summierbar, und ihr Integral ver-

schwindet gemäß Lemma 3.39. Also folgt für jedes ξ ∈ Rn wie behauptet

∂̂kf(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

∂kf(x) exp(− ix · ξ) dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

i ξkf(x) exp(− ix · ξ) dx = iξkf̂(ξ).

(ii) Um die Behauptung

∂k

∫
Rn

f(x) exp(− ix · ξ) dx =

∫
Rn

[
− ixf(x)

]
exp(− ix · ξ) dx

für alle ξ ∈ Rn zu zeigen, müssen wir lediglich die Differentiation unter dem Integral rechtfertigen.
Dazu bemerken wir zum einen, dass der Integrand f(x) exp(− ix · ξ) auf der linken Seite partiell
nach ξk differenzierbar ist dem Integranden− ixf(x) exp(− ix·ξ) auf der rechten Seite als partieller
Ableitung. Zum anderen ist dieser Integrand auf der rechten Seite im Betrag abgeschätzt durch
die Majorante |xk||f(x)|, die nach Voraussetzung summierbar ist.
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Als Folgerung von Satz 3.40 können wir nun auch zeigen, dass die Fourier-Transformierte nicht nur
beschränkt ist, sondern sogar im Unendlichen verschwindet.

Korollar 3.41 (Riemann–Lebesgue). Für f ∈ L1(Rn;C) gilt

lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0.

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass f eine Funktion aus C1(Rn;C) mit kompaktem Träger ist. In
diesem Fall gilt mit Satz 3.40 (i) und der Beschränktheit der Fourier-Transformierten gemäß Satz 3.34 (v)
für alle ξ ∈ Rn mit ξk 6= 0 für ein k ∈ {1, . . . , n}

|f̂(ξ)| =
∣∣∣∣ ∂̂kf(ξ)

i ξk

∣∣∣∣ ≤ ‖∂kf‖1
(2π)n/2|ξk|

.

Damit folgt sofort |f̂(ξ)| bei |ξ| → ∞.
Für eine allgemeine Funktion f ∈ L1(Rn;C) finden wir zu gegebenem ε > 0 mit dem Approximati-

onsresultat aus Korollar 3.30 eine Funktion fε ∈ C1(Rn;C) mit kompaktem Träger mit ‖f − fε‖1 < ε.
Wie oben gezeigt wurde, finden wir nun ein R > 0 mit |fε(ξ)| < ε für alle ξ ∈ Rn mit |ξ| > R. Damit
folgt dann mit der Linearität und Beschränktheit der Fourier-Transformation nach Satz 3.34

|f̂(ξ)| ≤ |f̂(ξ)− f̂ε(ξ)|+ |f̂ε(ξ)| ≤ (2π)−
n
2 ‖f − fε‖1 + |fε(ξ)| < 4ε

für alle ξ ∈ Rn mit |ξ| > R, womit die Aussage des Korollars wegen der Beliebigkeit von ε bewiesen
ist.

Abschließend diskutieren wir noch kurz die Fourier-Transformation auf L2(Rn;C). Da es Funktio-
nen f ∈ L2(Rn;C) \ L1(Rn;C) gibt und damit die Funktion x 7→ f(x) exp(ix · ξ) nicht mehr für alle
ξ ∈ Rn summierbar ist, stehen wir hier vor dem Problem, dass wir die Definition 3.31 der Fourier-
Transformierten nicht mehr verwenden können. Stattdessen werden wir die Fourier-Transformation
zunächst auf dem Raum L1(Rn;C) ∩L2(Rn;C) betrachten und die Abbildung F der Fourier-Transfor-
mation dann auf den ganzen Raum L2(Rn;C) fortsetzen.

Satz 3.42 (Fourier-Transformation auf L2(Rn;C)). Es gibt eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung

F2 : L2(Rn;C)→ L2(Rn;C),

die auf L1(Rn;C) ∩ L2(Rn;C) mit der Fourier-Transformation F übereinstimmt. Desweiteren gilt:

(i) F2 ist linear,

(ii) F2 besitzt eine Inverse F−1
2 , die auf L1(Rn;C) ∩ L2(Rn;C) mit der inversen Fourier-Transfor-

mation F−1 übereinstimmt,

(iii) es gilt die Formel von Plancherel∫
Rn

f̂(ξ)¯̂g(ξ) dξ =

∫
Rn

f(x)ḡ(x) dx für alle f, g ∈ L2(Rn;C).

Bemerkung 3.43. Die Formel von Plancherel bedeutet, dass F2 : L2(Rn;C)→ L2(Rn;C) ein Vektor-
raumisomorphismus, d.h. eine Abbildung, die das L2-Skalarprodukt 〈·, ·〉 : L2(Rn;C) × L2(Rn;C) → C

definiert über

〈f, g〉 :=

∫
Rn

f(x)ḡ(x) dx für f, g ∈ L2(Rn;C)

erhält. Insbesondere ergibt sich hier im speziellen Fall g = f die Isometrie-Eigenschaft

‖f̂‖2 = ‖f‖2.
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Kapitel 4

Flächenintegrale und Integralsätze

4.1 Integration auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns damit, wie man ein Maß und ein Integral auf (differenzier-
baren) Untermannigfaltigkeiten einführen kann. Wir erinnern hierfür zunächst an ein Resultat aus der
Analysis II, in dem wir differenzierbare Untermannigfaltigkeiten auf verschiedene Arten äquivalent cha-
rakterisiert hatten:

Satz 4.1 (äquivalente Definitionen von differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten). Es sei n ∈ N, d ∈
{1, . . . , n} und k ∈ N∪{∞}. Eine Teilmenge M ⊂ Rn heißt eine d-dimensionale Ck-Untermannigfaltig-
keit des Rn, falls eine der folgenden äquivalenten Bedingungen gilt:

(i) lokale regulär implizite Darstellung als Nullstellenmenge: zu jedem Punkt x0 ∈ M existieren eine
offene Umgebung U in Rn und eine Funktion b ∈ Ck(U,Rn−d) mit den Eigenschaften, dass

M ∩ U = b−1(0)

gilt und die Jacobi-Matrix Db auf U den maximal Rang n− d auf U hat.

U
M

Rn Rn−d

0

b

b(U)

(ii) lokale explizite Darstellung als Graph nach Koordinatenpermutation: zu jedem x0 ∈M existieren
eine offene Umgebung U von x0 in Rn, eine offene Umgebung V ′ von 0 in Rd, eine Funktion
g ∈ Ck(V ′,Rn−d) und eine Bewegung T des Rn (d.h. es gibt eine orthogonale Matrix O ∈ Rn×n
und ein Vektor b ∈ Rn mit Tx = Ox+ b für alle x ∈ Rn) mit den Eigenschaften T (0, g(0)) = x0

und

M ∩ U = T ({(y′, g(y′)) : y′ ∈ V ′}),
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Rd

Rn−d

V ′

g

T

U
M

Rn

(iii) lokale regulär parametrisierte Darstellung: zu jedem x0 ∈ M existieren eine offene Umgebung U
von x0 in Rn, eine offene Umgebung V ′ von 0 in Rd und eine Funktion ϕ ∈ Ck(V ′,Rn) mit den
Eigenschaften, dass ϕ(0) = x0 gilt,

ϕ : V ′ →M ∩ U ein Homöomorphismus ist

und die Jacobi-Matrix Dϕ auf V ′ den maximalen Rang d hat,

Rd
V ′

0

ϕ U
M

Rn

(iv) lokales Geradebiegen: zu jedem x0 ∈ M existieren offene Umgebungen U von x0, V von 0 in Rn

und ein Ck-Diffeomorphismus Ψ: U → V mit den Eigenschaften Ψ(x0) = 0 und

Ψ(M ∩ U) = V ∩ {y ∈ Rn : yd+1 = . . . = yn = 0}.

U
M

Rn

Rd

Rn−d

Ψ
V

Beispiel 4.2.

(i) Eine Menge M ⊂ Rn ist genau dann eine n-dimensionale C∞-Untermannigfaltigkeit des Rn, falls
sie offen ist.

(ii) Die Einheitssphäre Sn−1 := {x ∈ Rn : |x| = 1} ist eine (n − 1)-dimensionale C∞-Untermannig-
faltigkeit des Rn und lässt sich regulär implizit als Nullstellenmenge der Funktion b ∈ C∞(Rn)
mit b(x) := |x|2 − 1 für x ∈ Rn (mit Db(x) = 2xT von Rang 1 für x 6= 0) beschreiben.
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(iii) Die Menge der orthogonalen Matrizen

O(n) := {A ∈ Rn×n : ATA = 1n×n}

ist eine 1
2n(n−1)-dimensionale C∞-Untermannigfaltigkeit des Rn×n und lässt sich regulär implizit

als Nullstellenmenge der Funktion b ∈ C∞(Rn×n,Rn×nsym ) definiert durch

b(A) := ATA− 1n×n für A ∈ Rn×n

beschreiben, wobei Rn×nsym den Vektorraum aller symmetrischen Matrizen in Rn×n darstellt, der

von der Dimension 1
2n(n+ 1) = n2 − 1

2n(n− 1) ist.

(iv) Ist h ∈ Ck(U,RN ) für eine offene Menge U ⊂ Rn−N und N < n, so ist der Funktionsgraph
{(x, h(x)) ∈ Rn : x ∈ U} eine Ck-Untermannigfaltigkeit des Rn.

(v) Sind M1 ⊂ RN eine d1-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit des RN und M2 ⊂ Rn−N eine
d2-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit des Rn−N mit N < n, so ist das kartesische Produkt
M1 ×M2 eine (d1 + d2)-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit des Rn.

(vi) Torus: es seien 0 < a < R und

T :=
{

(x, y, z) ∈ R3 :
(√

x2 + y2 −R
)2

+ z2 = a2
}

Die Darstellung differenzierbarer Untermannigfaltigkeiten über lokale reguläre Parametrisierungen
wie in (iii) spielt für die Einführung eines Maßes und Integrals eine wichtige Rolle. Die Abbildung ϕ
oder ϕ−1 nennt man in diesem Zusammenhang auch eine Karte für M und die Menge M ∩U als deren
Kartengebiet. Typischerweise ist eine einzelne Karte für die Parametrisierung einer differenzierbaren
Untermannigfaltigkeit nicht ausreichend, so dass man tatsächlich einen Atlas benötigt, d.h. eine Familie
{ϕ−1

j }j∈I von Karten ϕ−1
j mit Kartengebieten M ∩ Uj und Indexmenge I, so dass die Familie {Uj}j∈I

eine offene Überdeckung der Untermannigfaltigkeit M bildet. Folglich kann eine d-dimensionale differen-
zierbare Untermannigfaltigkeit des Rn lokal über einen Atlas beschrieben werden, indem jedem Punkt
der Untermannigfaltigkeit eine Umgebung zugeordnet wird, die dieselben topologischen Eigenschaften
wie Kugeln in Rd hat.

Lemma 4.3 (glatte Zerlegung der Eins). Es sei K ⊂ Rn eine kompakte Menge, N ∈ N und U1, . . . , UN
offene Mengen im Rn mit K ⊂ ∪Nj=1Uj. Dann gibt es eine der Überdeckung {Uj}j∈{1,...,N} untergeord-
nete, glatte Zerlegung der Eins, d.h. glatte Funktionen ψ1, . . . , ψN ∈ C∞(Rn) mit den Eigenschaften

� 0 ≤ ψj ≤ 1 für alle j ∈ {1, . . . , N},
� spt(ψj) ⊂ Uj für alle j ∈ {1, . . . , N},

�
∑N
j=1 ψj ≡ 1 auf K.

Beweis. Für jeden Punkt x ∈ K können wir nach Voraussetzung einen Index j(x) ∈ {1, . . . , N} mit
x ∈ Uj(x) bestimmen. Da die Menge Uj(x) zudem offen ist, finden wir zudem einen Radius r(x) > 0 mit
B2r(x)(x) ⊂ Uj(x). Offensichtlich gilt

K ⊂
⋃
x∈K

Br(x)(x),
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so dass wir wegen der Kompaktheit von K endlich viele Punkte {x1, . . . , xM} aus M für ein M ∈ N
finden mit

K ⊂
M⋃
`=1

Br(x`)(x`).

Wir fixieren nun eine glatte Funktion η ∈ C∞c (B2(0)) mit η ≡ 1 in B1(0) und η(x) ∈ [0, 1] für alle
x ∈ B2 \B1. Durch Translation und Reskalierung definieren wir nun

ϕ`(x) := η
(x− x`
r(x`)

)
für alle x ∈ Rn und ` ∈ {1, . . . ,M}.

Mit den Eigenschaften von η ist damit sichergestellt, dass ϕ` für ` ∈ {1, . . . ,M} eine nicht-negative,
glatte Funktion mit ϕ` ≡ 1 auf Br(x`)(x`) ist. Setzen wir nun

ϕ :=

M∑
`=1

ϕ` +

M∏
`=1

(1− ϕ`),

so erhalten wir eine Funktion aus C∞(Rn), für die wir zwei wichtige Beobachtungen festhalten: die
Funktionen ϕ` haben für ` ∈ {1, . . . ,M} nur Werte in [0, 1], so dass ϕ insgesamt nirgends verschwinden
kann, da für x ∈ Rn die Implikationen

M∑
`=1

ϕ`(x) = 0 ⇒ ϕ`(x) = 0 für alle ` ∈ {1, . . . ,M} ⇒
M∏
`=1

(1− ϕ`(x)) = 1

gelten. Ist zudem x ∈ ∪M`=1Br(x`)(x`) ⊃ K, so gilt ϕ`(x) = 1 für mindestens einen Index ` ∈ {1, . . . ,M},
womit wir dann insbesondere auf

ϕ =

M∑
`=1

ϕ` auf K (4.1)

schließen. Definieren wir nun

ψj :=
1

ϕ

∑
`∈{1,...,M}
j(x`)=j

ϕ` für j ∈ {1, . . . , N},

so können wir nun die Eigenschaften der glatten Zerlegung der Eins verifizieren. Für festes j ∈ {1, . . . , N}
ist die Funktion ψj offensichtlich glatt, die aufgrund der Normierung nur Werte aus [0, 1] annehmen kann
und nach Konstruktion der Funktionen ϕ` für alle relevanten Indizes ` ∈ {1, . . . ,M} (nämlich diejenigen
mit j(`) = j) ihren Träger in der Menge Uj hat. Da wir den Index j(x`) für ` ∈ {1, . . . ,M} eindeutig

ausgewählt hatten, erhalten wir mit (4.1) außerdem auch
∑N
j=1 ψj ≡ 1 auf K.

Wir wollen nun Maße und Integrale auf differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten einführen, indem
wir uns zunächst die Situation für eine einzelne Karte überlegen und den allgemeinen Fall dann auf
einzelne Karten zurückführen, indem wir eine glatte Zerlegung der Eins ausnutzen.

Zur Motivation überlegen wir uns zunächst ein sinnvolles Konzept für die Berechnung des Volumens
eines d-dimensionalen Parallelotop. Dieses definieren wir für linear unabhängige Vektoren v1, . . . , vd ∈
Rn als die Menge

P (v1, . . . , vd) :=
{ d∑
j=1

λjvj ∈ Rn : λ1, . . . , λd ∈ [0, 1]
}
.

Setzen wir A := (v1, . . . , vd) ∈ Rn×d, so bedeutet die lineare Unabhängigkeit der Vektoren v1, . . . , vd ∈
Rn gerade, dass die Matrix A vom maximalen Rang d ist. Offensichtlich gilt auch die Darstellung des
Parallelotops als

P (v1, . . . , vd) = A([0, 1]d)
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Für d = n schließen wir aus der Transformationsformel aus Satz 2.62, dass das n-dimensionale Lebesgue-
Maß des Parallelotops gerade über den Betrag der Determinante der Matrix A bestimmt ist, also

Ln(P (v1, . . . , vn)) = Ln(A([0, 1]n)) = |det(A)| =
√

det(ATA)

gilt. Für d < n können wir durch die Transformation des Parallelotops über eine (volumenerhaltende)
orthogonale Matrix O ∈ O(n) erreichen, dass

OP (v1, . . . , vd) = Pd × {0} ⊂ Rd × {0}
für ein Parallelotop in Rd gilt, womit die resultierende Matrix OA damit nur verschwindende Einträge
ab der (d + 1)-ten Zeile hat und

√
det((OA)TOA) damit gerade das d-dimensionale Volumen von Pd

sein sollte. Folglich erwarten wir für das d-dimensionale Volumen des d-dimensionalen Parallelotops
P (v1, . . . , vd) in Rn

Vold(P (v1, . . . , vd)) = Ld(Pd) =
√

det((OA)TOA) =
√
ATA.

Die Volumenänderung im Vergleich zum d-dimensionalen Einheitswürfel wird also in diesem Fall über die
Größe

√
ATA beschrieben. Dies motiviert nun die folgende Definition für allgemeinere Transformationen

anstelle von konstanten Matrizen:

Definition 4.4 (Gramsche Matrix und Gramsche Determinante). Es sei M eine d-dimensionale dif-
ferenzierbare Untermannigfaltigkeit im Rn, x0 ∈ M und ϕ : V ′ → M ∩ U eine lokale Parametrisierung
wie in Satz 4.1 (iii) mit einer offenen Umgebung V ′ von 0 in Rd und U ∈ Rn einer offenen Umgebung
von x0 in Rn. Bezüglich dieser Karte definieren wir die Gramsche Matrix oder auch den Maßtensor als
die Matrix-wertige Abbildung

G = (gij)1≤i,j≤d : V ′ → Rd×d über G(x) = (Dϕ(x))TDϕ(x) für x ∈ V ′.
Ferner bezeichnen wir die Determinante g(x) := det(G(x)) als die Gramsche Determinante.

Bemerkung 4.5. Die Komponenten der Gramschen Matrix können über das Skalarprodukt von Rich-
tungsableitungen als

gij(x) = ∂iϕ(x) · ∂jϕ(x) für x ∈ V ′

und i, j ∈ {1, . . . , d} ausgedrückt werden. Außerdem ist Matrix G(x) ∈ Rd×d für jedes x ∈ V ′ aufgrund
der Tatsache, dass Dϕ(x) maximalen Rang d hat (oder äquivalant dazu eine injektive Abbildung von Rd

nach Rn ist), positiv definit und somit g(x) positiv.

Betrachten wir weiterhin ein fixiertes Kartengebiet, so können wir nun das Maß für Teilmengen
sowie die Integrale von Funktionen einführen, indem wir ähnlich wie bei der Transformationsformel
vorgehen und uns auf den d-dimensionalen Grundraum zurückziehen, auf dem die Integration bezüglich
des d-dimensionalen Lebesgue-Maßes zur Verfügung steht.

Definition 4.6. Es sei M eine d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit im Rn, x0 ∈ M
und ϕ : V ′ →M ∩ U eine lokale Parametrisierung wie in Satz 4.1 (iii) mit einer offenen Umgebung V ′

von 0 in Rd und einer offenen Umgebung U von x0 in Rn. Auf dem Mengensystem

Ad := {E ⊂M ∩ U : ϕ−1(E) ∈ L(Rd)}
definieren wir eine Abbildung Sd : Ad 7→ [0,∞] über

Sd(E) :=

∫
ϕ−1(E)

√
g(x) dLd(x) für E ∈ Ad.

Ferner bezeichnen wir eine Funktion f : M → R, die auf M \ U verschwindet, als summierbar (in-
tegrierbar) über M , falls die Funktion x 7→ f(ϕ(x))

√
g(x) auf V ′ summierbar (integrierbar) ist, und

definieren in diesem Fall ∫
M

f(x) dSd(x) :=

∫
V ′
f(ϕ(x))

√
g(x) dLd(x).
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Bemerkung 4.7.

(1) Da das Mengensystem Ad über den Pushforward der σ-Algebra L(Rd) aller Lebesgue-messbaren
Mengen des Rd definiert ist, handelt es sich bei Ad offensichtlich um eine σ-Algebra auf M ∩ U .

(2) Anhand der Injekivität von ϕ und der Linearität des Integrals erkennt man leicht, dass es sich bei
Abbildung Sd um ein Maß auf (M ∩ U,Ad) handelt.

(3) Betrachten wir speziell f := 1E für eine Menge E ⊂M ∩U , so ist f auf M integrierbar und sein
Integral entspricht gerade Sd(E).

Wir wollen uns als Nächstes überlegen, dass die Definition 4.6 nicht von der Wahl der Karte abhängt.
Als Vorüberlegung zeigen wir, dass ein Kartenwechsel einen Diffeomorphismus darstellt, dessen Regu-
larität gerade durch die Regularität der Karte bestimmt ist.

Satz 4.8 (Transformation der Parametrisierung). Es sei M eine d-dimensionale Ck-Untermannigfaltig-
keit im Rn für ein k ∈ N∪{∞} und es seien ϕj : V ′j →M ∩Uj =: U ′j für j ∈ {1, 2} zwei lokale reguläre

Parametrisierungen wie in Satz 4.1 (iii) mit U ′ := U ′1 ∩ U ′2 6= ∅. Dann ist die Menge ϕ−1
j (U ′) für

j ∈ {1, 2} eine offene Teilmenge von V ′j und die Abbildung

ϕ−1
2 ◦ ϕ1 : ϕ−1

1 (U ′)→ ϕ−1
2 (U ′)

ist ein Ck-Diffeomorphismus.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass die Menge U ′ für j ∈ {1, 2} nach Definition eine relativ offene
Teilmenge von U ′j ist, und somit folgt die Offenheit der Menge ϕ−1

j (U ′) direkt aus der Stetigkeit von ϕj .

Betrachten wir nun die Abbildung ϕ−1
2 ◦ϕ1 : ϕ−1

1 (U ′)→ ϕ−1
2 (U ′), so ist diese nach Konstruktion bijektiv,

so dass nur noch die Ck-Regularität von ϕ−1
2 ◦ ϕ1 und ihrer Umkehrfunktion (ϕ−1

2 ◦ ϕ1)−1 = ϕ−1
1 ◦ ϕ2

zu zeigen ist.

Wir fixieren einen Punkt x0 ∈ U ′1 ∩ U ′2 in der differenzierbaren Untermannigfaltigkeit M . Nach der
Charakterisierung einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeit aus Satz 4.1 (iii) durch lokales Gerade-
biegen schließen wir auf die Existenz einer offenen Umgebung Ũ ⊂ U1 ∩ U2 von x0 in Rn, einer offenen
Umgebung Ṽ von 0 in Rn sowie eines Ck-Diffeomorphismus Ψ: Ũ → Ṽ mit Ψ(x0) = 0 und

Ψ(M ∩ Ũ) = Ṽ ∩ {y ∈ Rn : yd+1 = . . . = yn = 0}.

Betrachten wir nun die Verkettungen Ψ ◦ ϕj für j ∈ {1, 2} auf der (offenen) Menge ϕ−1
j (M ∩ Ũ), so ist

diese von der Klasse Ck und bildet nach Rd × {0} ⊂ Rn ab, so dass wir

Ψ ◦ ϕj = (gj , 0) für eine Ck-Funktion gj : ϕ−1
j (M ∩ Ũ)→ Rd

schreiben können. Da DΨ vom Rang n und Dϕj vom Rang d ist, muss Dgj vom maximalen Rand d

sein, so dass gj nach dem Satz von der Inversen ein Ck-Diffeomorphismus von ϕ−1
j (M ∩ Ũ) nach

gj(ϕ
−1
j (M ∩ Ũ)) ist. Über die Identifikationen

ϕ−1
2 ◦ ϕ1 = (Ψ ◦ ϕ2)−1 ◦ (Ψ ◦ ϕ1) = g−1

2 ◦ g1

auf ϕ−1
1 (M ∩ Ũ) und entsprechend

ϕ−1
1 ◦ ϕ2 = g1 ◦ g2

auf ϕ−1
2 (M ∩ Ũ) ist damit k-fache stetige Differenzierbarkeit nachgewiesen und der Satz bewiesen.

Damit können wir nun die Unabhängigkeit des Integrals von der Wahl der Karte zeigen.
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Lemma 4.9. Es sei M eine d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit im Rn, x0 ∈ M
und ϕj : V ′j → M ∩ Uj für j ∈ {1, 2} zwei lokale Parametrisierungen wie in Satz 4.1 (iii) mit offenen

Umgebungen V ′j von 0 in Rd und Uj von x0 in Rn. Ist f : M → R eine Funktion, die auf M \ (U1 ∪U2)

verschwindet, so ist x 7→ f(ϕ1(x))
√
g1(x) genau dann auf V ′1 summierbar (integrierbar), wenn x 7→

f(ϕ2(x))
√
g2(x) auf V ′2 summierbar (integrierbar) ist, und in diesem Fall gilt∫

V ′1

f(ϕ1(x))
√
g1(x) dLd(x) =

∫
V ′2

f(ϕ2(x))
√
g2(x) dLd(x).

Beweis. Nach Satz 4.8 ist die Abbildung τ := ϕ−1
2 ◦ ϕ1 : ϕ−1

1 (M ∩ U1 ∩ U2) → ϕ−1
2 (M ∩ U1 ∩ U2) ein

Diffeomorphismus. Über die Identität ϕ1 = ϕ2 ◦ τ erhalten wir aus der Kettenregel sowie der Definition
der Gramschen Determinante

Dϕ1 = (Dϕ2) ◦ τDτ ⇒ (Dϕ1)TDϕ1 = (Dτ)T ((Dϕ2)TDϕ2) ◦ τDτ
⇒ g1 = g2 ◦ τ |detDτ |2.

Folglich erhalten wir über die Voraussetzung, dass f auf M \ (U1 ∪ U2) verschwindet, sowie die Trans-
formationsformel aus Satz 2.62 die Behauptung∫

V ′1

f(ϕ1(x))
√
g1(x) dLd(x) =

∫
ϕ−1

1 (M∩U1∩U2)

f(ϕ1(x))
√
g1(x) dLd(x)

=

∫
ϕ−1

1 (M∩U1∩U2)

f ◦ ϕ2(τ(x))
√
g2(τ(x))|detDτ(x)| dLd(x)

=

∫
ϕ−1

2 (M∩U1∩U2)

f(ϕ2(x))
√
g2(x) dLd(x)

=

∫
V ′2

f(ϕ2(x))
√
g2(x) dLd(x).

Schließlich wollen wir Maße und Integrale auf der ganzen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M
einführen. Ist dabei M kompakt in Rn, so existiert stets ein endlicher Atlas, so dass uns hier die
Zerlegung der Eins aus 4.3 zur Verfügung steht.

Definition 4.10 (Integration über eine Untermannigfaltigkeit). Es sei M eine d-dimensionale diffe-
renzierbare Untermannigfaltigkeit mit endlichem Atlas {ϕj : V ′j → M ∩ Uj}j∈{1,...,N}. Eine Funktion
f : M → R heißt summierbar über M , wenn f1Uj im Sinne von Definition 4.6 für jedes j ∈ {1, . . . , N}
summierbar über M ist. Ist {ηj}j∈n{1,...,N} eine der Überdeckung {Uj}j∈{1,...,N} untergeordnete Zerle-
gung der Eins, so dass ηj ◦ ϕj für jedes j ∈ {1, . . . , N} messbar ist, so definieren wir in diesem Fall

∫
M

f(x) dSd(x) :=

N∑
j=1

∫
M

ηj(x)f(x) dSd(x).

Bemerkung 4.11.

(1) Mit Definition 4.6 erhalten wir damit insgesamt die Formel

∫
M

f(x) dSd(x) :=

N∑
j=1

∫
V ′j

ηj(ϕj(x))f(ϕj(x))
√
gj(x) dLd(x)

für die Berechnung des Integrals von f über M . Dieser Ausdruck ist tatsächlich wohldefiniert,
d.h. die Definition des Integrals ist unabhängig von der Wahl des Atlas und der Zerlegung der
Eins.
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(2) Falls für die Untermannigfaltigkeit M ein abzählbarer Atlas existiert, der zusätzlich die Eigeschaft
hat, dass jeder Punkt x0 ∈ M nur in endlichen vielen Kartengebieten liegt, so könnte man das
Integral von f über M vollkommen analog definieren, da in diesem Fall jeweils höchstens endlich
viele Terme der Integranden in der Summe einen nicht-verschwindenden Beitrag liefern. Man
kann zeigen, dass ein solcher Atlas für jede differenzierbare Untermannigfaltigkeit existiert.

(3) Man kann zeigen, dass das d-dimensionale Oberfächenmaß Sd, das wir mithilfe von Karten kon-
struiert haben, mit dem d-dimensionalen Hausdorff-Maß übereinstimmt.

Beweis von Bemerkung 4.11 (1). Es sei {ϕ̃j : Ṽ ′j →M∩Ũj}j∈{1,...,Ñ} ein weiterer endlicher Atlas für M

und {η̃j}j∈n{1,...,Ñ} eine der Überdeckung {Ũj}j∈{1,...,Ñ} untergeordnete Zerlegung der Eins, so dass

η̃j ◦ ϕ̃j für jedes j ∈ {1, . . . , Ñ} messbar ist. Wegen der Summierbarbarkeit von f1Uj über M für jedes

j ∈ {1, . . . , N} ist dann auch ηjf1Ũi
für jedes i ∈ {1, . . . , Ñ} und somit auch f1Ũi

=
∑N
j=1 ηjf1Ũi

summierbar. Nutzen wir nun, dass
∑N
j=1 ηj = 1 =

∑Ñ
i=1 η̃i in M gilt und die Summationen aufgrund

der endlichen Indexmengen vertauscht werden können, so erhalten wir insgesamt

N∑
j=1

∫
M

ηj(x)f(x) dSd(x) =

N∑
j=1

Ñ∑
i=1

∫
M

η̃i(x)ηj(x)f(x) dSd(x)

=

Ñ∑
i=1

∫
M

η̃i(x)f(x) dSd(x).

Im Folgenden gehen wir nun auf einige Anwendungen und Beispiele für die Integration auf Unter-
mannigfaltigkeiten ein.

Kurvenintegrale. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall und γ : I → Rn eine stetig differenzierbare Kurve,
die I homöomorph auf γ(I) abbildet und γ′(t) 6= 0 für alle t ∈ I erfüllt. In diesem Fall ist M := γ(I) eine
ein-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des Rn, für die eine Parametrisierung gerade
mittels γ gegeben ist. In diesem Fall gilt für die Gramsche Determinante

g(t) = det(γ′(t)T γ′(t)) = |γ′(t)|2,

und für eine summierbare Funktion f : M → R ist das Kurvenintegral nun gegeben als∫
M

f(x) dS1(x) =

∫
I

f(γ(t))|γ′(t)| dt.

Betrachtet man speziell ein kompaktes Intervall [a, b] ⊂ I, so ist das ein-dimensionale Oberflächenmaß
von γ([a, b]) gerade der Ausdruck

S1(γ([a, b])) =

∫ b

a

|γ′(t)| dt,

den wir als Bogenlänge von γ kennengelernt hatten.

Integration auf Funktionsgraphen. Es sei U eine offene Teilmenge des Rn−1 und h ∈ C1(U)
eine Funktion. Wir haben bereits gesehen, dass der Funktionsgraph M := {(x, h(x)) ∈ Rn : x ∈ U} eine
differenzierbare Untermannigfaltigkeit des Rn der Dimension n−1 ist. Notieren wir x′ = (x1, . . . , xn−1),
so finden wir eine Parametrisierung der Untermannigfaltigkeit durch die Graphenabbildung ϕ : U 3 x′ 7→
(x′, h(x′)). In diesem Fall haben wir

Dϕ(x′) =

(
1(n−1)×(n−1)

∇h(x′)

)
⇒ G(x′) = 1(n−1)×(n−1) + (∇h(x′))T∇h(x′)
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für alle x′ ∈ U . Zur Bestimmung der Gramschen Determinante bemerken wir, dass die Matrix G(x′)
für ∇h(x′) = 0 gerade 1(n−1)×(n−1) ist und für ∇h(x′) = 0 den einfachen Eigenwert 1 +∇h(x′)2 (zum

Eigenvektor (∇h(x′))T ) und den (n − 1)-fachen Eigenwert 1 (mit Eigenraum {(∇h(x′))T }⊥) besitzt.
Folglich gilt

g(x′) = 1 + |∇h(x′)|2,

so dass wir für summierbare Funktionen f : M → R das Integral über M bestimmen können als∫
M

f(x) dSn−1(x) =

∫
U

f(x′, h(x′))
√

1 +∇h(x′)2 dLn−1(x′)

Beispiel 4.12 (Integration auf der oberen Einheitssphäre). Betrachten wir die obere Einheitssphäre

M := {x ∈ Rn : |x| = 1 und xn > 0},

so können wir diese als Graph der Funktion h : B1(0)n−1 → R mit h(x′) =
√

1− |x′|2 für x′ ∈ B1(0)n−1

darstellen. Wegen ∇h(x′) = −x′/h(x′) gilt für die Gramsche Determinante

g(x′) = 1 +
|x′|2
|h(x′)|2 =

1

|h(x′)|2

für x′ ∈ B1(0)n−1. Folglich gilt für jede summierbare Funktionen f : M → R die Formel∫
M

f(x) dSn−1(x) =

∫
B1(0)n−1

f(x′,
√

1− |x′|2)
1√

1− |x′|2
dLn−1(x′).

Reskalierungen und Verschiebungen. IstM eine d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltig-
keit im Rn, x0 ∈ Rn und r ∈ (0,∞), so ist auch die Menge x0 + rM wieder eine d-dimensionale diffe-
renzierbare Untermannigfaltigkeit im Rn. Eine Funkion f : x0 + rM → R ist genau dann summierbar
auf x0 + rM , wenn die Funktion M 3 x 7→ f(x0 + rx) auf M summierbar ist, und in diesem Fall kann
man sich einfach überlegen, dass sich die Integrale über∫

x0+rM

f(y)dSd(y) = rd
∫
M

f(x0 + rx)dSd(x) (4.2)

transformieren und damit insbesondere der Zusammenhang

Sd(x0 + rM) = rdSd(M)

gilt. Um dies einzusehen, bemerken wir, dass ein Atlas {ϕj : V ′j →M ∩Uj}j∈{1,...,N} für M in Relation
mit dem Atlas {x0 + rϕj}j ∈ {1, . . . , N} für x0 + rM steht. Die entsprechenden Gramschen Determi-
nanten für die j-te Karte unterscheiden sich gerade um die Faktor r2d, der sich dann (in der Wurzel)
bei der Berechnung der Integrale wiederfindet.

Polarkoordinaten. Die (n − 1)-dimensionale Einheitssphäre Sn−1 und ebenso jede Reskalierung
rSn−1 = ∂Br(0) mit r ∈ (0,∞) sind (n − 1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeiten.
Ähnlich wie beim Satz von Fubini kann man nun das Integral einer summierbaren Funktion auf dem Rn

durch sukzessive Integration über die Kugelschalen rSn−1 für alle r ∈ (0,∞) gewinnen.

Lemma 4.13. Es sei f ∈ L1(Rn). Dann ist f fast für alle r ∈ (0,∞) über die Sphäre ∂Br(0) sum-
mierbar und es gilt ∫

Rn

f(x) dx =

∫ ∞
0

∫
∂Br(0)

f(y)dSn−1(y)dr.
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Beweis. Da wir den Rn bis auf die Ln-Nullmenge Rn−1 × {0} in oberen und unteren Halbraum H± :=
{x ∈ Rn : xn ∈ R±} zerlegen können, dürfen wir im Folgenden annehmen, dass f = f1H+ gilt, d.h.,
dass die f außerhalb von der oberen Halbebene H+ verschwindet.

Wir betrachten nun die Abbildung ϕ : B1(0)n−1 × (0,∞)→ H+ definiert über

ϕ(x′, r) := (rx′, r
√

1− |x′|2) für x′ ∈ B1(0)n−1 und r ∈ (0,∞).

Für diese Abbildung kann man leicht die Bijektivität verifizeren. Zudem ist sie glatt mit Ableitung

Dϕ(x′, r) =

r1(n−1)×(n−1) x′

−r x′√
1−|x′|2

√
1− |x′|2

 ⇒ detDϕ(x′, r) =
rn−1√
1− |x′|2

(beispielsweise durch Entwicklung nach der letzten Spalte), und das Dϕ nirgends auf B1(0)n−1× (0,∞)
verschwindet, folgt nach dem Umkehrsatz auch die Glattheit der Umkehrfunktion. Insgesamt ist somit
insbesondere gezeigt, dass ϕ ein Diffeomorphismus von B1(0)n−1 × (0,∞) in den oberen Halbraum H+

ist.
Wenden wir nun die Transformationsformel aus Satz 2.62 und den Satz 2.54 von Fubini an, erhalten

wir zunächst∫
H+

f(x) dx =

∫
B1(0)n−1×(0,∞)

f(ϕ(x))|detDϕ(x)|dLn(x′, r)

=

∫
B1(0)n−1×(0,∞)

f(rx′, r
√

1− |x′|2)
rn−1√
1− |x′|2

dLn(x′, r)

=

∫ ∞
0

∫
B1(0)n−1

f(rx′, r
√

1− |x′|2)
1√

1− |x′|2
dLn−1(x′)rn−1 dr.

Schreiben wir nun das innere Integral über Beispiel 4.12 sowie die Reskalierung (4.2) um als∫
B1(0)n−1

f(rx′, r
√

1− |x′|2)
1√

1 + |x′|2
dLn−1(x′) =

∫
∂B1(0)

f(rx) dSn−1(x)

= r1−n
∫
∂Br(0)

f(y) dSn−1(y),

so ergibt sich direkt die Behauptung.

Beispiel 4.14.

(i) Integration einer rotationssymmetrischen Funktion: ist f ∈ L1(Rn) mit f(x) = f̄(|x|) für alle
x ∈ Rn und eine Funktion f̄ , so gilt mit Reskalierung∫

Rn

f(x) dx =

∫ ∞
0

∫
∂Br(0)

f(y)dSn−1(y)dr

=

∫ ∞
0

Sn−1(∂Br(0))f̄(r) dr = Sn−1(∂B1(0))

∫ ∞
0

rn−1f̄(r) dr.

(ii) Berechnung der Kugeloberfläche: Über (i) setzen wir zunächst das n-dimensionale Kugelvolumen
und die (n− 1)-dimensionale Kugeloberfläche in Relation und erhalten

Ln(B1(0)) =

∫
Rn

1B1(0) dx

=

∫ 1

0

∫
∂Br(0)

1dSn−1(y)dr = Sn−1(∂B1(0))

∫ 1

0

rn−1 dr =
1

n
Sn−1(∂B1(0)).

Da wir in Beispiel 2.71 bereits eine Formel für das Kugelvolumen berechnet haben, folgt nun sofort
auch eine entsprechende Formel für die Kugeloberfläche.
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4.2 Der Satz von Gauß

Der Gaußsche Integralsatz ist das mehrdimensionale Analogon zum Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a)

für stetig differenzierbare Funktionen f in einer Veränderlichen. Beim Gaußschen Integralsatz werden
wir im Wesentlichen auf der linken Seite über eine offene Menge des Rn anstelle eines Intervalls in R
integrieren, und auf der linken Seite werden wir über den (n−1)-dimensionalen Rand der offenen Menge
im Sinne der Integration über Untermannigfaltigkeiten integrieren anstelle bei den beiden Randpunkten
{a, b} des Intervall auszuwerten. Bezüglich der Integranden wird der Integrand f ′ aus der eindimen-
sionalen Situation durch die Divergenz eines Vektorfeldes ersetzt, die jeweils die Ableitung der k-ten
Komponente in die k-te Koordinatenrichtung berücksichtigt, wohingegen für die Auswertung am Rand
das Vektorfeld nur in der Richtung des äußeren Einheitsnormalenvektors an den Rand berücksichtigt
wird.

Um den Gaußschen Integralsatz formulieren zu können, wiederholen wir nun den Begriff der Di-
vergenz eines Vektorfeldes und beschäftigen uns dann mit zulässigen Gebieten sowie deren äußeren
Einheitsnormalenvektors.

Divergenz eines partiell differenzierbaren Vektorfeldes. Eine Funktion f : U → Rn für eine
offene Menge U ⊂ Rn bezeichnen wir als Vektorfeld. Wir nennen ein solches Vektorfeld auf U partiell
differenzierbar (oder ein Ck-Vektorfeld), falls jede Komponentenfunktion von f auf U partiell differen-
zierbar (oder eine Ck-Funktion) ist. Für ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : U → Rn definieren
wir zudem die Divergenz von f als die Abbildung div f : U → R mit

div f :=

n∑
k=1

∂kfk.

Gilt hierbar div f ≡ 0 auf U , so nennen wir f auch divergenzfrei.

Mengen mit regulärem Rand und Einheitsnormalenfeld.

Definition 4.15 (regulärer, singulärer Randpunkt). Es sei U eine offene Menge in Rn. Wir nennen
einen Punkt p ∈ ∂U einen regulären Randpunkt von U , falls es ein % > 0 und eine stetig differenzierbare
Funktion b : B%(p)→ R gibt mit Db 6= 0 in B%(p) und

U ∩B%(p) = {x ∈ B%(p) : b(x) < 0}.

Ferner nennen wir einen Randpunkt in ∂U einen singulären Randpunkt, falls er nicht regulär ist. Die
Menge aller regulären Randpunkt von U heißt der reguläre oder glatte Rand von U und wird mit ∂rU
bezeichnet.

Bemerkung 4.16.

(1) Der Rand von U in der Nähe eines regulären Randpunkts p wird lokal dargestellt als

(∂U) ∩B%(p) = {x ∈ B%(p) : b(x) = 0}.

Ist nämlich b(x) < 0 oder b(x) > 0, so gilt diese strikte Ungleichung wegen der Stetigkeit von b
in einer ganzen Umgebung von x, so dass diese Umgebung im ersten Fall komplett in U und im
zweiten Fall komplett in Rn \ U enthalten ist. Folglich gilt in diesen Situationen x /∈ ∂U . Dies
zeigt, dass b(x) = 0 für alle Punkte x ∈ (∂U) ∩ B%(p) gilt. Ist dagegen x ∈ Rn mit b(x) = 0, so
folgt für jedes y ∈ Rn nach der Kettenregel und der Definition des Gradienten

d

dt

∣∣∣
t=0

b(x+ ty) = Db(x)y = ∇b(x) · y.
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Wegen Db(x) 6= 0 können wir speziell y = ∇b(x)/|∇b(x)| wählen und sehen, dass die Abbildung

t 7→ b(x+ t∇b(x)/|∇b(x)|) monoton wächst. (4.3)

Mit der Voraussetzung b(x) = 0 finden wir dann in jeder Umgebung von x Punkte mit b < 0 und
b > 0, die also in U bzw. im Komplement Rn \ U liegen, so dass x ∈ ∂U folgt.

(2) Mit der Charakterisierung einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeit aus Satz 4.1 über lokale
regulär implizite Darstellung als Nullstellenmenge ist klar, dass es sich beim regulären Rand ∂rU
einer offenen Menge U im Rn um eine (n−1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit
handelt. Ihr Tangentialraum im Punkt p, also die Menge aller Vektoren, die man für eine in der
Untermannigfaltigkeit verlaufenden Kurve γ : (−ε, ε) → ∂rU mit γ(0) = p als Ableitung bei 0
erhalten kann, ist (n − 1)-dimensional und hat mittels der Abbildung b aus der Definition die
Darstellung

Tp(∂rU) = Kern(Db(p)) = {y ∈ Rn : Db(p)y = 0}.

Lemma 4.17 (Existenz des äußeren Einheitsnormalenfelds auf dem regulären Rand). Es sei U eine
offene Menge in Rn. Es gibt eine eindeutige Abbildung ν : ∂rU → Rn, das äußere Einheitsnormalenfeld,
so dass für jedes p ∈ ∂rU die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) |ν(p)| = 1,

(ii) ν(p) steht senkrecht auf dem Tangentialraum Tp(∂rU) an ∂rU in p, d.h. ν(p) ∈ Tp(∂rU)⊥,

(iii) es existiert ein t0 > 0 mit x− tν ∈ U und x+ tν ∈ Rn \ U für alle t ∈ (0, t0).

Dieses äußere Einheitsnormalenfeld hat mit einer Funktion b : B%(p) → R wie in Definition 4.15 auf
(∂U) ∩B%(p) gerade die Form

ν(x) =
∇b(x)

|∇b(x)| für alle x ∈ (∂U) ∩B%(p)

und erfüllt damit insbesondere ν ∈ C0(∂rU,R
n).

Beweis. Wir verifizieren zunächst, dass die angegebene Abbildung für ν die behaupteten Eigenschaf-
ten (i)–(iii) erfüllt. Wegen Db 6= 0 auf B%(p) ist der Ausdruck zunächst wohldefiniert und hat auch
die Länge 1. Aufgrund der Darstellung des Tangentialraums in Bemerkung 4.16 (2) steht der Vektor
∇b(p)/|∇b(p)| offensichtlich auch senkrecht auf Tp(∂rU). Wegen (4.3) und b(p) = 0 ist zudem auch die
Eigenschaft (iii) erfüllt. Die Eindeutigkeit folgt nun aus diesen Eigenschaften sowie der Tatsache, dass
Tp(∂rU)⊥ ein eindimensionaler Unterraum des Rn ist.

Beispiel 4.18. Für die Kugel Br(0) vom Radius r im Rn

haben wir über die Funktion b(x) := |x|2 − r2 die Dar-
stellung

Br(0) = {x ∈ Rn : b(x) < 0},
so dass der Rand ∂Br(0) nur aus regulären Randpunk-
ten besteht und sogar nur mit einer einzigen Funkti-
on b beschrieben werden kann. Das äußere Einheitsnor-
malenfeld ist in diesem Fall gegeben als die Funktion
ν : ∂Br(0)→ Rn mit

ν(x) =
x

r
für alle x ∈ ∂Br(0).

ν(x)

x

Br(0)
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Der Satz von Gauß auf Quadern. Zur Motivation des Gaußschen Integralssatzes betrachten wir
zunächst den Spezialfall eines offenen Quaders. Zwar sind nicht alle Randpunkte eines Quaders reguläre
Randpunkte, jedoch stellt der Menge der singulären Randpunkte bezüglich des (n − 1)-dimensionalen
Oberflächenmaßes Sn−1 eine Nullmenge dar, so dass ν in diesem Fall nicht definiert sein braucht.

Lemma 4.19. Es sei Q ein offener Quader im Rn mit nicht-leerem Inneren und f = (f1, . . . , fn) ein
auf einer offenen Umgebung von Q̄ stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt∫

Q

div f(x) dx =

∫
∂Q

f(x) · ν(x) dSn−1(x).

Beweis. Wir schreiben Q = (a, b) für geeignete Vektoren a, b ∈ Rn. Betrachten wir nun das äußere
Einheitsnormalenfeld auf den regulären Randpunkten von ∂Q, so haben wir

ν(x) :=

{
ek für x ∈ ∂rQ mit xk = bk für ein k ∈ {1, . . . , n},
−ek für x ∈ ∂rQ mit xk = ak für ein k ∈ {1, . . . , n}.

Folglich werden auf der rechten Seite in der behaupteten Integralidentität lediglich (die Summe von)
Integranden betrachtet, die auf allen bis auf zwei parallelen Seiten des Quaderrandes verschwinden. Um
einen solchen Integranden genauer zu untersuchen, betrachten wir eine auf einer offenen Umgebung
von Q̄ stetig differenzierbare Funktion h. Wollen wir nun hνn auf ∂Q nach dem Oberflächenmaß inte-
grieren, so können wir Q = Q′× (an, bn) für einen geeigneten Quader Q′ ⊂ Rn−1 schreiben und müssen
für die Integration nur die beiden Seitenflächen Q′×{an} und Q′×{bn} berücksichtigen, die wir über die
Abbildungen Q′ 3 x 7→ (x′, an) bzw. Q′ 3 x 7→ (x′, bn) als (n−1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
parametrisieren können. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sowie dem Satz 2.54
von Fubini erhalten wir nun∫

∂Q

h(x)νn(x)dSn−1(x) =

∫
Q′
h(x′, bn) dLn−1(x′)−

∫
Q′
h(x′, an) dLn−1(x′)

=

∫
Q′

∫ bn

an

∂nh(x′xn) dxn dLn−1(x′) =

∫
Q

∂nh(x) dx.

Rn−1

R

Q

Q′

an

bn

ν

Vollkommen analog ergibt sich∫
∂Q

h(x)νk(x)dSn−1(x) =

∫
Q

∂kh(x) dx für k ∈ {1, . . . , n}

und die Aussage des Lemmas folgt dann mit der Summation dieser Identitäten mit der Wahl h = fk.

Der Satz von Gauß auf C1-Gebieten. Im Folgenden soll die Aussage von Lemma 4.19 nun auf
beschränkte offene Mengen U erweitert werden, für die ∂U = ∂rU gilt, also so dass alle Randpunkte
von U regulär sind.
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Satz 4.20 (Satz von Gauß für C1-Gebiete). Es sei U eine beschränkte, offene Menge in Rn mit ∂U =
∂rU . Für jedes Vektorfeld f ∈ C0(Ū ;Rn) ∩ C1(U ;Rn) mit div f ∈ L1(U) gilt∫

U

div f(x) dx =

∫
∂U

f(x) · ν(x) dSn−1(x).

Wir beweisen diese Aussage, indem wir zunächst Funktionen betrachten, die kompakten Träger
in U haben (so dass der Integrand des Oberflächenintegrals auf dem kompletten Rand verschwindet),
dann Randstücke betrachten, die (bis auf eine Bewegung) als Funktionsgraph gegeben sind, und diese
Resultate über eine glatte Zerlegung der Eins dann zusammenfügen. Der Einfachheit halber betrachten
wir für diese speziellen Fälle im Folgenden anstelle von Vektorfeldern f nur skalarwertige Funktionen
(die für eine einzelne Komponentenfunktion stehen).

∂U

spt(f)

∂U

x′ 7→ (x′, h(x′))

Q′ ⊂ Rn−1

spt(f)

Wir wenden uns nun dem erster Spezialfall zu, dass wir eine Funktion f betrachten, die kompakten
Träger in der Menge U hat.

Lemma 4.21. Es sei U eine offene Menge in Rn. Für jede Funktion f ∈ C1
0 (U) mit kompaktem Träger

in U gilt ∫
U

∂kf(x) dx = 0 für alle k ∈ {1, . . . , n}.

Beweis. Ohne Einschränkung dürfen wir k = n annehmen, da der Fall k 6= n sich dann aus Symmetrie-
gründen ergibt. Wir setzen nun f als Funktion f̃ auf Rn \U durch 0 fort und haben somit f̃ ∈ C1

0 (Rn).
Wegen des kompakten Trägers ist ∂nf̃ auf Rn summierbar, und die Behauptung des Lemmas folgt dann
über den Satz 2.54 von Fubini sowie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung über∫

U

∂nf(x) dx =

∫
Rn

∂nf̃(x) dx

=

∫
Rn−1

∫
R

∂nf̃(x′, xn) dL1(xn) dLn−1(x′) =

∫
Rn−1

0 dLn−1(x′) = 0

Als Nächstes behandeln wir den zweiten Spezialfall, dass wir f nur in der Nähe eines Randstückes
nicht verschwindet, das lokal als Funktionsgraph über einem (n− 1)-dimensionalen Quader dargestellt
werden kann.

Lemma 4.22. Es sei Q′ ein offener Quader in Rn−1, h : Q′ → R eine C1-Funktion, und

A := {x ∈ Rn : x′ ∈ Q′ und xn < h(x′)},
M := {x ∈ Rn : x′ ∈ Q′ und xn = h(x′)}.
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Für jede Funktion f ∈ C0(Ā) ∩ C1(A) mit ∇f ∈ L1(A;Rn) und f ≡ 0 in A \ K für eine kompakte
Menge K ⊂ Q′ ×R gilt∫

A

∂kf(x) dx =

∫
M

f(x)νk(x) dSn−1(x) für alle k ∈ {1, . . . , n},

wobei ν das äußere Einheitsnormalenfeld zu A bezeichne, das auf M ⊂ ∂rA gerade gegeben ist durch

ν(x) = ν(x′, xn) =
(−∂1h(x′), . . . ,−∂n−1h(x′), 1)T√

1 + |∇h(x′)|2
für x ∈M.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass für jeden Randpunkt p ∈ M ein % > 0 existiert mit B%(p) ⊂
Q′ × R. Betrachten wir nun die C1-Funktion b : Q′ × R mit b(x) := xn − h(x′) für alle x′ ∈ Q′ und
xn ∈ R, so gilt offensichtlich

A ∩B%(p) = {x ∈ B%(p) : b(x) < 0},
so dass die angegebene Darstellung des äußeren Einheitsnormalenfeldes aus Lemma 4.17 folgt.

Im Folgenden müssen wir aus einem technischen Grund (um den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung korrekt anwenden zu können) auf einem um ein ε > 0 nach unten verschobenem Gebiet

Aε := {x ∈ Rn : x′ ∈ Q′ und xn < h(x′)− ε}

arbeiten, dort eine entsprechende Integrationsformel zeigen und am Ende des Limes ε→ 0 betrachten,
um schließlich die Aussage des Lemmas zu erhalten. Mit dem Satz 2.54 von Fubini bemerken wir zunächst∫

Aε

∂kf(x) dx =

∫
Q′

∫ h(x′)−ε

−∞
∂kf(x′, xn) dxn dx

′ (4.4)

und wollen nun die rechte Seite geeignet umformen. Wir betrachten zunächst den Fall k = n. Indem wir
das innere Integral von (4.4) mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung auswerten,
erhalten wir ∫

Aε

∂nf(x) dx =

∫
Q′
f(x′, h(x′)− ε) dx′. (4.5)

Im Fall k ∈ {1, . . . , n− 1} sehen wir für die Hilfsfunktion F : Q′ → R definiert durch

F (x′) :=

∫ h(x′)−ε

−∞
f(x′, xn) dxn für x′ ∈ Q′

durch Differentiation parameterabhängiger Integrale sowie die Anwendung der Kettenregel in Verbin-
dung mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

∂kF (x′) =

∫ h(x′)−ε

−∞
∂kf(x′, xn) dxn + f(x′, h(x′)− ε)∂kh(x′).

Berücksichtigen wir nun die Voraussetzung, dass f ≡ 0 in A \K für eine kompakte Menge K ⊂ Q′ ×R
gilt, sehen wir dass F kompakten Träger in Q′ haben muss, also F ∈ C1

0 (Q′) gilt. Gemäß Lemma 4.21
muss das Integral von ∂kF über Q′ also verschwinden, so dass wir (4.4) umformen können zu∫

Aε

∂kf(x) dx = −
∫
Q′
f(x′, h(x′)− ε)∂kh(x′) dx′ für k ∈ {1, . . . , n− 1}. (4.6)

Wir wollen nun in den Identitäten (4.5) und (4.6) zum Limes ε → 0 übergehen. Auf der linken Seite
können wir dafür die punktweise Konvergenz ∂kf1Aε

→ ∂kf auf A und die Voraussetzung ∇f ∈
L1(A;Rn) nutzen, um mit dem Satz 2.44 von der dominierten Konvergenz

lim
ε→0

∫
Aε

∂kf(x) dx =

∫
A

∂kf(x) dx für k ∈ {1, . . . , n}
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zu folgern. Auf der rechten Seite dürfen wir wegen der Stetigkeit des Integranden mit kompaktem
Träger Korollar 2.47 zur Stetigkeit parameterabhängiger Integrale anwenden und erhalten dadurch mit
der Abkürzung N(x′) := (−∂1h(x′), . . . ,−∂n−1h(x′), 1)T für x′ ∈ Q′

lim
ε→0

∫
Q′
f(x′, h(x′)− ε)Nk(x′) dx′ =

∫
Q′
f(x′, h(x′))Nk(x′) dx′ für k ∈ {1, . . . , n}.

Um dieses Integral nun als Integration über die Untermannigfaltigkeit M auffassen zu können, bemerken
wir, dass wir M über die Abbildung Q′ 3 x′ 7→ (x′, h(x′)) parametrisieren können. Dies ist genau die
Situation der Integration über einem Funktionsgraphen, für den wir als Gramsche Determinante gerade
g(x′) = 1+ |∇h(x′)|2 haben. Mit der Darstellung des äußeren Einheitsnormalenfeldes erhalten wir damit
insgesamt ∫

A

∂kf(x) dx =

∫
Q′
f(x′, h(x′))Nk(x′) dx′ =

∫
M

f(x)νk(x) dSn−1(x)

für k ∈ {1, . . . , n}, so dass der Beweis des Lemmas abgeschlossen ist.

Bemerkung 4.23.

(1) Insbesondere ist für jede Funktion f ∈ C1
0 (Q′ × R) die Voraussetzung des Lemmas 4.22, dass

f ∈ C0(Ā) ∩ C1(A) mit ∇f ∈ L1(A;Rn) und f ≡ 0 in A \K für die spezielle kompakte Menge
K := spt(f) erfüllt.

(2) Lokal um jeden regulären Randpunkt p einer offenen Menge U ⊂ Rn ist man – bis auf gegebe-
nenfalls die Vertauschung von Koordinaten und eine Inversion x 7→ −x – in der Situation wie in
Lemma 4.22, d.h. es gibt einen offenen Quader Q′ ⊂ Rn−1 um p′, ein offenes Intervall I ⊂ R
um pn und eine Funktion h ∈ C1(Q′, I) mit

U ∩ (Q′ × I) = {(x′, xn) ∈ Q′ × I : xn < h(x′)},
∂U ∩ (Q′ × I) = {(x′, xn) ∈ Q′ × I : xn = h(x′)}.

Beweis von Bemerkung 4.23 (2). Wegen p ∈ ∂rU finden wir nach der Definition 4.15 eines regulären
Randpunktes ein % > 0 und eine stetig differenzierbare Abbildung b : B%(p) → R mit Db 6= 0 in B%(p)
sowie

U ∩B%(p) = {x ∈ B%(p) : b(x) < 0},
∂U ∩B%(p) = {x ∈ B%(p) : b(x) = 0}

(und damit insbesondere b(p) = 0). Gegebenenfalls nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten,
einer Inversion x 7→ −x und einer Verkleinerung von % dürfen wir dann ∂nb > 0 in B%(p) annehmen.
Wenden wir nun den Satz über implizite Funktionen an, finden wir eine offene Menge Q′ um p′ ⊂ Rn−1

– ohne Einschränkung einen Quader – und ein offenes Intervall I ⊂ R um pn, so dass die Nullstellen
von b in der Menge Q′ × I ⊂ B%(p) der Graph einer C1-Funktion h ∈ C1(Q′; I) sind, also

b−1(0) ∩ (Q′ × I) = {(x′, xn) ∈ Q′ × I : xn = h(x′)},

womit nach Wahl von b die zweite Identität gezeigt ist. Wegen der Wahl von b sowie der Ungleichung
∂nb > 0 in Q′ × I haben wir für x′ ∈ Q′ und xn ∈ I außerdem die Äquivalenzen

(x′, xn) ∈ U ⇔ b(x′, xn) < b(x′, h(x′)) ⇔ xn < h(x′),

so dass auch die andere behauptete Identität bewiesen ist.

Mithilfe der bereits betrachteten speziellen Situationen aus Lemma 4.21 für das Innere und Lemm 4.22
für den Rand können wir nun schließlich den Satz von Gauß für C1-Gebiete beweisen.
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Beweis von Satz 4.20. Da U noch Voraussetzung eine offene, beschränkte Menge aus dem Rn ist, deren
Rand nur aus regulären Randpunkten besteht, finden wir für jedes p ∈ ∂U , gegebenenfalls nach Vertau-
schung von Koordinaten und einer Inversion x 7→ −x, einen Quader Q′(p) ⊂ Rn−1 um p′, ein Intervall
I(p) ⊂ Rn um pn und eine Funktion h(p) ∈ C1(Q′(p), I(p)), so dass mit U(p) := Q′(p)× I(p)

U ∩ U(p) = {(x′, xn) ∈ U(p) : xn < h(x′)},
∂U ∩ U(p) = {(x′, xn) ∈ U(p) : xn = h(x′)}

gilt. Da der Rand ∂U eine kompakte Menge ist, können wir ihn mit nur endlich vielen solcher offenen
Mengen U1, . . . , UN überdecken, und nehmen wir noch U0 := U selbst hinzu, so stellt {Uj}j∈{0,1,...,N}
eine offene Überdeckung von Ū dar. Nun wählen wir eine der Überdeckung {Uj}j∈{0,1,...,N} untergeord-
nete, glatte Zerlegung {ψj}j∈{0,1,...,N} der Eins gemäß Lemma 4.3. Nach Konstruktion hat die Funktion
ψ0f einen kompakten Träger in U , so dass wir (auf jede einzelne Komponente) die Aussage von Lem-
ma 4.21 anwenden können. Die Funktionen ψjf dagegen haben ihren Träger in einer kompakten Menge
in Uj für j ∈ {1, . . . , N}, so dass wir hier die Aussage von Lemma 4.22 anwenden können (man beachte
dabei, dass die Menge Aj gerade U ∩Uj und die Menge M dem Randstück ∂U ∩Uj entspricht). Durch
Summation der einzelnen partiellen Ableitungen ∂kfk bzw. Komponenten von f in Richtung der äußeren
Einheitsnormalenkomponent fkνk über k ∈ {1, . . . , n} erhalten wir so die gewünschte Aussage:∫

U

div f(x) dx =

∫
U0

div(ψ0f(x)) dx+

N∑
j=1

∫
U∩Uj

div(ψjf(x)) dx

=

∫
U0

n∑
k=1

∂k(ψ0fk(x)) dx+

N∑
j=1

∫
U∩Uj

n∑
k=1

∂k(ψjfk(x)) dx

=

N∑
j=1

∫
∂U∩Uj

n∑
k=1

ψjfk(x)νk(x) dSn−1(x)

=

N∑
j=1

∫
∂U∩Uj

ψjf(x) · ν(x) dSn−1(x) =

∫
∂U

f(x) · ν(x) dSn−1(x).

Bemerkung 4.24. Wie wir bereits in Lemma 4.19 anhand der Version des Satzes von Gauß auf Qua-
dern gesehen haben, ist die Voraussetzung des Satzes 4.20 von Gauß, dass alle Randpunkte der Menge U
regulär sind, nicht notwendig. Tatsächlich gilt der Satz von Gauß auch auf beschränkten Gebieten U , so
dass die Menge der singulären Randpunkte vernachlässigbar und die Menge der regulären Randpunkte
von endlichem Maße hinsichtlich des (n− 1)-dimensionalen Oberflächenmaßes ist. Insbesondere ist dies
der Fall, wenn der Rand ∂U aus zusammengesetzten C1-Teilstücken besteht. In diesem Fall muss der
Beweis des Gaußschen Integralsatzes nur wenig adaptiert werden:

� Die Aussage des Gaußschen Integralsatzes gilt auf diesen Gebieten, wenn man zusätzlich fordert,
dass das Vektorfeld f in einer Umgebung der Menge der singulären Randpunkte verschwindet.

� Für vorgegebenes ε > 0 kann die Menge der singulären Randpunkte mit endlich vielen offenen
Quadern W1, . . . ,Wm mit Kantenlänge r1, . . . , rm aus dem Rn überdeckt werden, die hinsichtlich
des Oberflächenmaßes höchstens Maß ε haben, also mit

U \ ∂rU ⊂
m⋃
`=1

W` und

m∑
`=1

rn−1
` < ε.

� Zu diesen Quadern W1, . . . ,Wm wählt man eine stetig differenzierbare Funktion ωε mit 0 ≤ ωε ≤ 1
in Rn mit

ωε ≡ 0 in

m⋃
`=1

W` und ωε ≡ 0 in Rn \
m⋃
`=1

2W`
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(wobei für einen Quader W der konzentrische vergrößerte Quader mit doppelten Kantenlängen
mit 2W notiert wird).

� Betrachtet man nun die Funktion fε := ωεf , so verschwindet diese in einer Umgebung der sin-
gulären Randpunkten. Damit darf die obige verallgemeinerte Version des Satzes von Gauß ange-
wandt werden und liefert die Identität∫

U

div fε(x) dx =

∫
∂U

fε(x) · ν(x) dSn−1(x).

� Schließlich folgert man die Aussage des Satzes von Gauß für f anstelle von fε, indem man zum
Limes ε ↘ 0 übergeht. Auf der rechten Seite der vorherigen Identität nutzt man die Aufteilung
des Integranden

div fε = ωε div f +∇ωε · f,
deren erster Term punktweise gegen div f konvergiert, so dass der Satz über dominierte Konvergenz
ausgenutzt werden kann. Der zweite Term hingegen liefert nur einen ε-Beitrag, wie man sich über
das Gesamtmaß der Quader und eine Abschätzung für ∇ωε überlegen kann. Auf der linken Seite
kann man wegen der Beschränktheit von f , dem endlichen Oberflächenmaß des Randes und der
punktweisen Konvergenz ωε → 1 auf ∂rU ebenfalls dominierte Konvergenz anwenden und so den
Beweis abschließen.

Beispiel 4.25. Wir betrachten auf der n-dimensionalen Kugel Br(0) ⊂ Rn mit Radius r > 0 das
Vektorfeld f : B̄r(0) → Rn mit f(x) = x für alle x ∈ B̄r(0). Mit div f = n und dem äußeren Einheits-
normalenfeld ν(x) = x/|x| erhalten wir für das Integral von div f auf Br(0)∫

Br(0)

div f(x) dx = nLn(Br(0))

und für das Oberflächenintegral von f · ν auf ∂B̄r(0)∫
∂Br(0)

f(x) · ν(x) dSn−1(x) =

∫
∂Br(0)

|x|2
|x| dS

n−1(x) = rSn−1(∂Br(0)).

Über den Satz 4.20 folgt damit direkt der Zusammenhang

nLn(Br(0)) = rSn−1(∂Br(0))

zwischen dem Volumen der r-Kugel und dem Oberflächenmaß ihres Randes.

Mathematische Anwendungen des Satzes von Gauß. Aus dem Satz 4.20 von Gauß ergeben
sich nun einige nützliche Rechenregeln für mehrdimensionale Integrale, die sich insbesondere für die
Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen für nützlich erweisen. Die erste Anwendung ist die
Verallgemeinerung der Rechenregel der partiellen Integration.

Korollar 4.26 (partielle Integration). Es sei U eine beschränkte, offene Menge in Rn mit ∂U = ∂rU .
Für k ∈ {1, . . . , n} und Funktionen u, v ∈ C0(Ū) ∩ C1(U) mit ∂ku, ∂kv ∈ L1(U ;Rn) gilt∫

U

∂ku(x)v(x) dx =

∫
∂U

u(x)v(x)νk(x) dSn−1(x)−
∫
U

u(x)∂kv(x) dx.

Beweis. Wir betrachten für k ∈ {1, . . . , n} das Vektorfeld f := uvek, das aufgrund der Regularitäts-
und Integrabilitätsannahmen an die Funktionen u und v die Voraussetzungen des Satzes 4.20 von Gauß
erfüllt. Dessen Anwendung zeigt nun direkt die behauptete Aussage.

Die zweite Anwendung sind die Greenschen Formeln, bei der wir für eine Funktion u ∈ C1(Ū) und
x ∈ ∂U die Richtungsableitung in Richtung des Einheitsnormalenvektors ν(x) mit ∂νu(x) := Du(x)ν(x)
notieren.
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Korollar 4.27 (Greensche Formeln). Es sei U eine beschränkte, offene Menge in Rn mit ∂U = ∂rU .
Für Funktionen u, v ∈ C1(Ū) ∩ C2(U) mit ∆u,∆v ∈ L1(U) gelten die erste Greensche Formel und
zweite Greensche Formel∫

U

∇u(x) · ∇v(x) dx =

∫
∂U

u(x)∂νv(x) dSn−1(x)−
∫
U

u(x)∆v(x) dx

und die zweite Greensche Formel∫
U

(
u(x)∆v(x)−∆u(x)v(x)

)
dx =

∫
∂U

(
u(x)∂νv(x)− ∂νu(x)v(x)

)
dSn−1(x).

Beweis. Die erste Greensche Formel folgt, indem wir die partielle Integrationsformel aus Korollar 4.26
auf ∂kv anstelle von v anwenden und dann über k ∈ {1, . . . , n} summieren. Die zweite Greensche Formel
ergibt sich dann aus der ersten Greenschen Formel, wenn man sie einmal auf u, v und einmal auf v, u
anwendet.

Anwendung in der Modellierung. Der Satz 4.20 von Gauß wird insbesondere genutzt, um die die
Erhaltung von Masse (oder Impuls oder Energie) zu beschreiben. Zur Veranschaulichung betrachten
wir einen Stoff, dessen Konzentration über eine zeitlich und räumlich variable Dichte u(x, t) beschrie-
ben wird. Die zeitliche Veränderung des Stoffes in einem C1-Testvolumen V wird (unter hinreichender
Regularität von u) durch

d

dt

∫
V

u(x, t) dx =

∫
V

∂tu(x, t) dx

ausgerückt. Diese zeitliche Änderung des Stoffes kann nur dadurch geschehen, dass der Stoff aus dem
Testvolumen heraus oder in das Testvolumen hinfließt. Hierfür ist die Flussdichte F (das Produkt
aus Konzentration des Stoffes mit dem Vektorfeld der Fließgeschwindigkeit) relevant, und diese nur in
Richtung des äußeren Einheitsnormalenfeldes. Als zweite Formel erhalten wir daher

d

dt

∫
V

u(x, t) dx = −
∫
∂V

F (x, t) · ν(x) dSn−1(x),

wobei sich das Vorzeichen auf der rechten Seite durch die Überlegung ergibt, dass der Stoff weniger wird
(also die Ableitung negativ sein muss), wenn der Stoff aus dem Gebiet hinausfließt. Wenden wir nun
den Satz 4.20 von Gauß auf der rechten Seite an, so erhalten wir insgesamt∫

V

(
∂tu(x, t) + divx F (x, t)

)
dx = 0.

Betrachten wir nun als Testvolumina speziell Kugel Br(x) und nehmen den Mittelwert, so ergibt sich
im Limes r ↘ 0 (wieder unter Annahme hinreichender Regularität)

∂tu(x, t) + divx F (x, t) = 0.

In einigen relevanten Fällen ist die Flussdichte f proportional zum Konzentrationsgradienten, also f =
−a∇xu(t, x) (z.B. für Wärme begründet durch das Fouriersche Gesetz und für Flüssigkeiten und Gase
durch das Ficksche Gesetz, jeweils mit a > 0, da der Fluss von Gebieten hoher Konzentration zu Gebieten
niedriger Konzentration geht). Dieser Ansatz führt auf die Diffusions- oder Wärmeleitungsgleichung

∂tu(x, t) = ∆xu(x, t).

Befindet sich die Konzentration im Gleichgewicht, so dass es keine zeitliche Änderungen ergibt, reduziert
sich diese Gleichung auf die Laplacegleichung ∆u = 0.
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4.3 Der Satz von Stokes

Ein weiterer wichtiger Integralsatz der Analysis ist der Satz von Stokes, bei dem es um die Integration
auf (orientierbaren) d-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des Rn geht. Dieser wird allgemein für
Differentialformen formuliert und bewiesen, und wir betrachten hier vor allem Spezialfälle in zwei und
drei Dimensionen.

Der Satz von Green in zwei Dimensionen. Wir betrachten eine offene Menge U ⊂ R2. Für ein
partiell differenzierbares Vektorfeld f : U → R2 definieren wir die Rotation von f als die Abbildung
rot f : U → R mit

rot f := ∂1f2 − ∂2f1.

Gilt hierbei rot f = 0 auf U , so nennen wir f auch rotationsfrei. Wir nehmen nun an, dass U beschränkt
ist mit ∂U = ∂rU , so dass für alle Punkte p ∈ ∂U eine Funktion b : B%(p) → R mit Db 6= 0 in B%(p)
und U ∩ B%(p) = {x ∈ B%(p) : b(x) < 0} existiert. In Lemma 4.17 haben wir bereits gesehen, dass
ein eindeutiges äußeres Einheitsnormalenfeild ν : ∂U → R2 existiert, das stetig ist und mithilfe der
Funktion b die Form

ν(x) =
∇b(x)

|∇b(x)| für alle x ∈ (∂U) ∩B%(p)

hat. Der Tangentialraum an die eindimensionale Untermannigfaltigkeit ∂U ist in diesem Fall eindimen-
sional und für x ∈ (∂U) ∩ B%(p) gerade gegeben durch Kern(Db(x)). Wir können nun eine Funktion
τ : ∂U → R2 über die Vorschrift τ(x) := (−ν2(x), ν1(x))T für x ∈ ∂U einführen, und diese erfüllt die
Eigenschaften

(i) |τ(x)| = 1,

(ii) τ(x) gehört zum Tangentialraum Tp(∂U)
an ∂U in x, d.h. τ(p) ∈ Tp(∂U),

und der Vektor τ(x) geht aus dem äußeren Ein-
heitsnormalenvektor ν(x) durch eine Drehung um
einen 90°-Winkel in mathematisch positiver Rich-
tung hervor.

ν(x)

x U

τ(x)

In dieser Situation entspricht die Integration der Rotation eines regulären Vektorfeldes f über der
zweidimensionalen Menge U gerade dem Kurvenintegral des tangentialen Anteils f · τ von f über den
eindimensionalen Rand ∂U .

Satz 4.28 (Satz von Green für zweidimensionale C1-Gebiete). Es sei U eine beschränkte, offene Menge
in R2 mit ∂U = ∂rU . Für jedes Vektorfeld f ∈ C0(Ū ;R2) ∩ C1(U ;R2) mit rot f ∈ L1(U) gilt∫

U

rot f(x) dx =

∫
∂U

f(x) · τ(x) dS1(x).

Beweis. Wir definieren ein Vektorfeld g ∈ C0(Ū ;R2) ∩ C1(U ;R2) über g(x) := (f2(x),−f1(x))T für
x ∈ Ū . Nach Definition der Rotation und des Tangentialvektorfeldes τ haben wir nun

rot f = ∂1f2 − ∂2f1 = div g und f · τ = −f1ν2 + f2 · ν1 = g · ν.

Wegen div g ∈ L1(U) können wir nun den Satz 4.20 von Gauß anwenden und erhalten∫
U

rot f(x) dx =

∫
U

div g(x) dx =

∫
∂U

g(x) · ν(x) dS1(x) =

∫
∂U

f(x) · τ(x) dS1(x).
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Klassischer Integralsatz von Stokes in drei Dimensionen. Wir wollen nun den Satz 4.28 von
Green auf zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten des R3 verallgemeinern. Dazu betrachten wir eine
offene Menge U ⊂ R3, die die Untermannigfaltigkeit komplett enthalten soll, und ein differenzierbares
Vektorfeld f ∈ C1(U ;R3). Motiviert durch die Spezialfälle, dass man als Untermannigfaltigkeiten re-
lativ offene Mengen in den unterschiedlichen zweidimensionalen Ebenen entlang der Koordinatenlinien
betrachten könnte, spielt nun die Rotation rot f : U → R von f definiert über

rot f :=

∂2f3 − ∂3f2

∂3f1 − ∂1f3

∂1f2 − ∂2f1

 =

3∑
i,j,k=1

eiεijk∂jFk

eine entscheidende Rolle, wobei auf der rechten Seite zur Abkürzung der Schreibweise der total anti-
symmetrische Tensor ε : {1, 2, 3}3 → {−1, 0, 1} verwendet wurde, der eindeutig durch die Beziehungen

εijk = εjki, εijk = −εjik, ε123 = 1

für i, j, k ∈ {1, 2, 3} definiert ist. Aufgrund der formalen Analogie mit dem Kreuzprodukt × : R3×R3 →
R3, das für Vektoren v, w ∈ R3 definiert ist als

v × w =

v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1

 =

3∑
i,j,k=1

eiεijkvjwk

schreibt man häufig auch rot f = ∇× f . Beachtet man die Rechnung

(v × w) · u =

3∑
i,j,k=1

εijkuivjwk = det(u, v, w) = det(v, w, u)

für einen weiteren Vektor u ∈ R3, so erkennt man anhand der möglichen Wahlen u = v bzw. u = w, dass
der Vektor v×w senkrecht auf beiden Vektoren v und w steht. Außerdem kann man einfach nachrechnen,
dass die Beziehung

|v × w|2 = |v|2|w|2 − |v · w|2 (4.7)

gilt. Wir behandeln nun zunächst den Spezialfall, dass eine Funktion nur auf dem Kartengebiet einer
einzigen Karte integriert wird.

Lemma 4.29. Es sei M eine 2-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit im R3, x0 ∈ M
und ϕ : V ′ →M ∩ U eine lokale Parametrisierung wie in Satz 4.1 (iii) mit einer offenen Umgebung V ′

von 0 in R2 und einer offenen Umgebung U von x0 in R3. Für jedes Vektorfeld f ∈ C1(U ;R3) und jede
beschränkte, offene Menge W ′ ⊂ V ′ mit ∂W ′ = ∂rW

′ gilt∫
ϕ(W ′)

rot f · ndS2 =

∫
ϕ(∂W ′)

f · t dS1,

wobei die Vektorfelder t : ϕ(∂W ′)→ R3 und n : ϕ(W ′)→ R3 gegeben sind durch

t =
∇ϕ τ
|∇ϕ τ | ◦ ϕ

−1 und n =
∂1ϕ× ∂2ϕ

|∂1ϕ× ∂2ϕ|
◦ ϕ−1.

Skizze des Beweises.
Schritt 1: Umschreiben des Randintegrals als∫

ϕ(∂W ′)

f · t dS1 =

∫
∂W ′

(f ◦ ϕ)Dϕτ dS1 (4.8)

(beachte: bei den Integrationsgebieten handelt es sich jeweils um eindimensionale Untermannigfaltigkeit,
aber links im R3 und rechts im R2). Wir betrachten ein offenes Intervall I ⊂ R und eine Parametrisierung
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ψ : I → ∂W ′ (mit ψ′ 6= 0 auf I). Da die Kurve ψ komplett in ∂W ′ verläuft, ist ihre Ableitung jeweils
im Tangentialraum zu ∂W ′, und nach gegebenenfalls einer Umorientierung dürfen wir τ ◦ ψ = ψ′/|ψ′|
annehmen. Nach Definition 4.6 der Integration auf differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten, einmal
angewandt für (ϕ ◦ ψ)(I) und einmal für ψ(I) (beachte, dass die Gramsche Determinante jeweils nur
der Betrag der Ableitung ist), erhalten wir∫

(ϕ◦ψ)(I)

f · t dS1 =

∫
I

(f ◦ ϕ ◦ ψ) · (t ◦ ϕ ◦ ψ)|(ϕ ◦ ψ)′| dL1

=

∫
I

(
(f ◦ ϕ) ◦ ψ

)
·
(
(t ◦ ϕ) ◦ ψ

)
|(Dϕ ◦ ψ)ψ′| dL1

=

∫
I

(
(f ◦ ϕ) ◦ ψ

)
·
( ∇ϕ τ
|∇ϕ τ | ◦ ψ

)
|(Dϕ ◦ ψ)τ ◦ ψ| |ψ′| dL1

=

∫
I

(
(f ◦ ϕ) ◦ ψ

)
·
(
(∇ϕ τ) ◦ ψ

)
|ψ′| dL1

=

∫
ψ(I)

(f ◦ ϕ)Dϕτ dS1.

Wenden wir nun die Zerlegung der Eins an, um die Mengen ϕ(∂W ′) und ∂W ′ mit Bildern der Form (ϕ◦
ψ)(I) und ψ(I) zu überdecken, ergibt sich die Behauptung.

Schritt 2: Anwendung des Satzes von Green für die zwei-dimensionale Menge W ′ und Umschreiben
den Flächenintegrals unter der Annahme ϕ ∈ C2(V ′, U). Auf der rechten Seite der Identität (4.8)
integrieren wir über den tangentialen Anteil einer Funktion g : W̄ ′ → R2, die gegeben ist durch g :=
(f◦ϕ)Dϕ. Dieses Kurvenintegral entspricht nun gerade dem Integral der Rotation rot g (für Vektorfelder
nach R2) über W ′, die wir nun über Ableitungsterme von f und ϕ ausdrücken. Mit der Produkt- und
Kettenregel sehen wir zunächst

∂

∂xj
gk(x) =

3∑
`=1

∂

∂xj

(
f` ◦ ϕ(x)

∂ϕ`
∂xk

(x)

)

=

3∑
`,m=1

∂f`
∂ym

(ϕ(x))
∂ϕm
∂xj

(x)
∂ϕ`
∂xk

(x) +

3∑
`=1

f` ◦ ϕ(x)
∂2ϕ`
∂xj∂xk

(x).

Für die Rotation fällt der zweite Summand auf der rechten Seite wegen der Symmetrie der zweiten
Ableitungen weg und wir erhalten

rot g = ∂1g2 − ∂2g1 =

3∑
`,m=1

∂f`
∂ym

◦ ϕ
[
∂ϕm
∂x1

∂ϕ`
∂x2
− ∂ϕm

∂x2

∂ϕ`
∂x1

]
Da der eckige Termin antisymmetrisch in den Indizes m, ` ist, schreiben wir diesen Termin zunächst
über die Definition der Rotation (für Vektorfelder nach R3) und des Kreuzproduktes um zu

rot g =

3∑
`,m=1

[
∂f`
∂ym

◦ ϕ− ∂fm
∂y`
◦ ϕ
]
∂ϕm
∂x1

∂ϕ`
∂x2

= (rot f) ◦ ϕ · (∂1ϕ× ∂2ϕ).

Über den Satz 4.28 von Green haben wir bisher∫
∂W ′

(f ◦ ϕ)Dϕτ dS1 =

∫
W ′

rot g dL2 =

∫
W ′

(rot f) ◦ ϕ · (∂1ϕ× ∂2ϕ) dL2 (4.9)

gezeigt und müssen nun noch das Integral auf der rechten Seite als Oberflächenintegral über ϕ(W ′)
ausdrücken. Um die Definition 4.6 der Integration auf differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten auszu-
nutzen, müssen wir noch die Gramsche Determinante berechnen. Über die Formel 4.7 erhalten wir

det
(
(Dϕ)TDϕ

)
=
(
(Dϕ)TDϕ

)
11

(
(Dϕ)TDϕ

)
22
−
(
(Dϕ)TDϕ

)2
12

= |∂1ϕ|2|∂2ϕ|2 − |∂1ϕ · ∂2ϕ|2 = |∂1ϕ× ∂2ϕ|2
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und mit der Definition von n ergibt sich dann

n ◦ ϕ
(

det
(
(Dϕ)TDϕ

)) 1
2 = ∂1ϕ× ∂2ϕ.

Eingesetzt in (4.9) schließen wir nun auf∫
∂W ′

(f ◦ ϕ)Dϕτ dS1 =

∫
W ′

(
(rot f) ◦ ϕ

)
·
(
n ◦ ϕ

)(
det
(
(Dϕ)TDϕ

)) 1
2 dL2

=

∫
ϕ(W ′)

rot f · ndS2.

Zusammen mit (4.8) schließt dies den Beweis unter der Annahme ϕ ∈ C2(V ′, U) ab.

Schritt 3: Approximationsargument für Funktionen ϕ ∈ C1(V ′, U).

Orientierbare Untermannigfaltigkeiten.

Definition 4.30 (orientierbare Untermannigfaltigkeit). Es sei n ∈ N, d ∈ {1, . . . , n} und M eine
d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des Rn.

(i) Sind ϕj : V ′j → M ∩ Uj =: U ′j für j ∈ {1, 2} zwei lokale reguläre Parametrisierungen wie in
Satz 4.1 (iii), so nennen wir diese gleichorientiert, wenn für U ′ := U ′1 ∩ U ′2 6= ∅ die Abbildung

ϕ−1
2 ◦ ϕ1 : ϕ−1

1 (U ′)→ ϕ−1
2 (U ′)

des Kartenwechsels die Bedingung det(D(ϕ−1
2 ◦ ϕ1)) > 0 erfüllt.

(ii) Wir bezeichnen M als orientierbar, wenn es einen Atlas aus gleichorientierten Karten gibt. In
diesem Fall bezeichnen wir den Atlas als orientiert.

Satz 4.31. Eine (n− 1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit M des Rn ist genau dann
orientierbar, wenn es ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf M gibt, also ein Vektorfeld ν ∈ C(M ;Rn),
so dass für jedes x ∈M gilt:

(i) |ν(x)| = 1,

(ii) ν(x) steht senkrecht auf dem Tangentialraum TxM an M in x, d.h. ν(x) ∈ (TxM)⊥.

Beweis. Implikation ⇒. Wir nehmen zunächst an, dass M eine orientierbar ist, mit einem orientierten
Atlas. Ist ϕ : V ′ →M ∩ U eine lokale reguläre Parametrisierungen wie in Satz 4.1 (iii) und x ∈M ∩ U ,
so ist der (n− 1)-dimensionale Tangentialraum TxM an M in x gerade gegeben durch

TxM = Bild(Dϕ(v′)) = span{∂1ϕ(v′), . . . , ∂n−1ϕ(v′)}

mit v′ = ϕ−1(x) ∈ V ′. Wir wählen nun den eindeutigen Einheitsvektor ν(x) aus dem 1-dimensionalen
Normalraum (TxM)⊥ aus, so dass

det(ν(x), ∂1ϕ(v′), . . . , ∂n−1ϕ(v′)) > 0

erfüllt ist. Diese Wahl ist tatsächlich wohldefiniert: sind nämlich ϕj : V ′j → M ∩ Uj für j ∈ {1, 2} zwei
lokale reguläre Parametrisierungen des orientierten Atlas wie in Satz 4.1 (iii) mit x ∈M ∩ U1 ∩ U2 und
ν1(x), ν2(x) die entsprechenden Wahlen des Einheitsvektor in (TxM)⊥, dann folgt mit der Kettenregel
für v′1 := ϕ−1

1 (x) und v′2 := ϕ−1
2 (x) unter dem Kartenwechsel ϕ−1

2 ◦ ϕ1 (mit ϕ−1
2 ◦ ϕ1(v1) = v2) der

Zusammenhang

Dϕ1(v′1) = D(ϕ2 ◦ ϕ−1
2 ◦ ϕ1)(v′1) = Dϕ2(v′2)D(ϕ−1

2 ◦ ϕ1)(v′1).
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Da die Parametrisierungen ϕ1 und ϕ2 nach Wahl des Atlas gleichorientiert sind, folgt mit dem Deter-
minantenproduktsatz

det(ν2(x), ∂1ϕ1(v′1), . . . , ∂n−1ϕ1(v′1))

= det(ν2(x), Dϕ2(v2)∂1(ϕ−1
2 ◦ ϕ1)(v1), . . . , Dϕ2(v2)∂n−1(ϕ−1

2 ◦ ϕ1)(v1))

= det

(
(ν2(x), ∂1ϕ2(v′2), . . . , ∂n−1ϕ2(v′2))

(
1 0
0 D(ϕ−1

2 ◦ ϕ1)(v′1)

))
> 0.

Schließlich ist die Abbildung ν : M → Rn auch stetig, da die Ableitung der Kartenabbildung, die
Umkehrfunktion jeder Karte sowie die Determinante stetig sind.

Implikation ⇐. Nun nehmen wir an, dass zu M ein Einheitsnormalenfeld ν ∈ C(M ;Rn) mit
|ν(x)| = 1 und ν(x) ∈ (TxM)⊥ für alle x ∈ M existiert. Zu x ∈ M wählen wir nun eine lokale reguläre
Parametrisierungen ϕ : V ′ → M ∩ U mit x ∈ M ∩ U wie in Satz 4.1 (iii). Indem wir gegebenenfalls V ′

in einer Komponente spiegeln und verkleinern, dürfen wir ohne Einschränkung annehmen, dass

det(ν(ϕ(v′)), ∂1ϕ(v′), . . . , ∂n−1ϕ(v′)) > 0

für alle v′ ∈ V ′ gilt. Diese Karten sind tatsächlich alle gleichorientiert: sind nämlich ϕj : V ′j → M ∩ Uj
für j ∈ {1, 2} zwei solche lokale reguläre Parametrisierungen mit M ∩ U1 ∩ U2 6= ∅, dann gilt für
x ∈ M ∩ U1 ∩ U2 mit v′1 := ϕ−1

1 (x) und v′2 := ϕ−1
2 (x) beim Kartenwechsel ϕ−1

2 ◦ ϕ1 mit einer analogen
Rechnung wie im Beweis der anderen Implikation

0 < det(ν(x), ∂1ϕ1(v′1), . . . , ∂n−1ϕ1(v′1))

= det

(
(ν(x), ∂1ϕ2(v′2), . . . , ∂n−1ϕ2(v′2))

(
1 0
0 D(ϕ−1

2 ◦ ϕ1)(v′1)

))
,

so dass notwendigerweise die Bedingung det(D(ϕ−1
2 ◦ ϕ1)) > 0 in der Definition der gleichorientierten

Karten erfüllt sein muss.

Beispiel 4.32.

(i) Die Einheitsphäre Sn−1 ist eine orientierbare (n− 1)-dimensionale differenzierbare Untermannig-
faltigkeit des Rn, denn in diesem Fall definiert die Funktion ν : Sn−1 → Rn definiert durch

ν(x) = x =
x

|x| für x ∈ Sn−1

ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf Sn−1.

(ii) Es sei U ⊂ Rn offen und b : U → R stetig differenzierbar. Falls Db 6= 0 für alle x ∈ b−1(0) gilt, dann
ist M := b−1(0) eine orientierbare (n − 1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit
des Rn. In diesem Fall, dass die Untermannigfaltigkeit als Urbildmenge einer einzigen Funkion
geschrieben werden kann, folgt aus der Darstellung Kern(Db(x)) des Tangentialraum an M im
Punkt x ∈M , dass ein stetiges Einheitsnormalenfeld ν : M → Rn durch die Vorschrift

ν(x) :=
∇b(x)

|∇b(x)| für x ∈M

definiert wird. Dies verallgemeinert das Beispiel aus (i), da die Einheitsphäre Sn−1 als Nullstel-
lenmenge der Funktion b : Rn → R mit b(x) = |x|2 − 1 für x ∈ Rn geschrieben werden kann und
hierbei offensichtlich Db(x) = x 6= 0 für alle x ∈ Sn−1 gilt.

(iii) Es sei M eine 2-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit im R3 orientierbar mit zu-
gehörigem orientiertem Atlas. Dann ist die Abbildung ν : M → R3 mit

ν(x) :=
∂1ϕ× ∂2ϕ

|∂1ϕ× ∂2ϕ|
◦ ϕ−1(x)
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für eine beliebige Karte ϕ um x aus dem orientierten Atlas wohldefiniert und ein stetiges Einheits-
normalenfeld (beachte dazu, dass das Bild von Dϕ(ϕ−1(x)) den Tangentialraum TxM darstellt
und das Kreuzprodukt zweier Vektoren jeweils senkrecht auf diesen Vektoren steht).

(iv) Es sei ϕ : R× (− 1
2 ,

1
2 )→ R3 definiert über

ϕ(s, t) :=

cos(s)
sin(s)

0

+ t

cos
(s

2

)cos(s)
sin(s)

0

+ sin
(s

2

)0
0
1

 für s ∈ R, t ∈
(
− 1

2
,

1

2

)
.

Das Bild ϕ(R × (− 1
2 ,

1
2 )) =: M wird als Möbius-Band bezeichnet. Man kann zeigen, dass M

eine 2-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R3 ist, und als lokale reguläre Pa-
rametrisierungen kann man hierbei Einschränkungen von ϕ auf geeignete offene Teilmengen des
Definitionsbereichs nehmen, etwa

ϕ1 = ϕ|(0,2π)×(− 1
2 ,

1
2 ) : (0, 2π)× (− 1

2 ,
1
2 )→ R3,

ϕ2 = ϕ|(−π,π)×(− 1
2 ,

1
2 ) : (−π, π)× (− 1

2 ,
1
2 )→ R3.

Jedoch ist M nicht orientierbar, was man sich anschau-
lich wie folgt überlegen kann: startet man an einem
Punkt x ∈ M auf der schwarzen Linie und wählt einen
der beiden möglichen Einheitsnormalenvektoren, so gibt
es nur eine Möglichkeit, mit einem stetigen Einheitsnor-
malenfeld die schwarze Linie entlangzulaufen. Nach einer
Umrundung ist man dann wieder bei der Ausgangsposi-
tion, der Einheitsnormalenvektor dann aber in der ande-
ren Richtung orientiert, so dass die Stetigkeitsbedingung
an dieser Stelle dann verletzt wäre.

Glatt berandete Teilmengen von Untermannigfaltigkeiten. Wir beschreiben nun Teilmengen
einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten M mit einem schönen Rand, die beim Integralsatz von
Stokes dann als Integrationsbereich vorkommen. Hierbei definieren wir den Rand bezüglich der Rela-
tivtopologie von M .

Vorschrift: um jeden Randpunkt ist eine Umgebung homöomorph zu einer Halbkugel

Definition 4.33. Es sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit in Rn. Wir sagen, dass eine
Teilmenge G ⊂M glatt berandet ist, wenn es zu jedem Randpunkt p ∈ ∂G ein % > 0 und eine Funktion
b ∈ C1(B%(p)) mit Db(p) 6= 0 gibt mit

G ∩B%(p) := {x ∈ B%(p) : b(x) ≤ 0}

Wesentlich:
Ist M eine orientierbare d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn und G ⊂M eine glatt beran-

dete Teilmenge, so ist der Rand ∂Ω eine orientierbare (d− 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
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