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Kapitel 1

Maf3theorie

1.1 Das Mafiproblem

In der Mafitheorie beschéiftigen wir uns mit der Frage, wie man Teilmengen des R™ auf sinnvolle
Weise Zahlen zuordnen kann, so dass noch eine Reihe von Gesetzmiéfligkeiten gelten, die fiir Langen,
Fldcheninhalt oder Volumen im ein-, zwei- bzw. dreidimensionalen Raum bekannt sind. Speziell kann
man nach einer Abbildung p: P(R™) — [0, oo] mit den folgenden Eigenschaften suchen:

o u(0) =0,

e i ist monoton, d.h. fir A, B C R™ mit A C B gilt u(A) < p(B),

o 4 ist additiv, d.h. fir A, B C R" mit AN B =0 gilt u(AU B) = u(A) + u(B),

o , ist o-additiv, d.h. fiir eine Folge {A;};en von paarweise disjunkten Mengen gilt p(Ujen4;) =
Zje]N 1(A;),

e (i ist translationsinvariant, d.h. fir A C R™ und zg € R" gilt u(A4) = p(zo + A),

e [ ist rotationsinvariant, d.h. fir A C R™ und T' € O(n) gilt u(A) = p(TA),

e 4 ist normiert mit p([0,1]") = 1.

Durch die letzte Bedingung der Normiertheit wird ausgeschlossen, dass allen nicht-leeren Mengen einfach
der Wert 0 oder oo zugewiesen wird. Einige Forderungen kann man dann direkt aus anderen ableiten:
so wird etwa die Monotonie und die Bedingung p(#) = 0 bereits durch die Additivitidt impliziert,
und die Additivitdt wiederum durch die o-Additivitdt. Interessanterweise stellt sich heraus, dass dieses
sogenannte Mafproblem nicht losbar ist.

Satz 1.1 (von Vitali zur Unlgsbarkeit des MaBproblems, 1905). Es existiert keine o-additive und trans-
lationsinvariante Abbildung p: P(R™) — [0, 00], die pu([0,1]™) € (0,00) erfiillt.

Beweis. Wir argumentieren iiber Widerspruch und nehmen dazu an, dass eine o-additive und translati-
onsinvariante Abbildung p: P(R™) — [0, co] mit u([0,1]™) € (0, 00) existiert. Wir betrachten auf [0, 1]™
die Aquivalenzrelation

x ~y genau dann, wenn x —y € Q".

Mithilfe des Auswahlaxioms wéhlen wir nun eine Teilmenge V' C [0, 1]™ aus, die aus jeder Aquivalenz-
klasse genau ein Element enthiilt. Dies bedeutet, dass fiir jedes y € [0, 1]™ ein eindeutiges Element © € V
mit ¢ ~ y existiert. Wir wihlen nun eine Abzaéhlung {¢;};cn der (abzdhlbaren) Menge Q™ N [—1,1]"
und halten fiir die Mengen V; := ¢g; + V fiir j € IN die folgenden Eigenschaften fest:

(i) Die Mengen {V}};cn sind paarweise disjunkt: falls fiir 4, € IN namlich V; NV} # 0 gilt, so gibt es
Elemente v;,v; € V mit ¢; + v; = ¢; + v;. Wegen v; — vj = ¢; — ¢; € Q" wiren v; und v; dann in
derselben Aquivalenzklasse, weswegen nach Wahl von V' schon i = j gelten muss.



(ii) Es gilt [0,1]™ C UjenVj: fiir jedes y € [0, 1]™ existiert ndmlich ein v € V' C [0, 1] mit y ~ v. Da
in diesem Fall sogar y — v € Q" N [—1,1]" gilt, haben wir y — v = ¢; und damit y € V; fiir einen
(eindeutigen) Index j € IN.

(iii) Es gilt UjenV; C [—1,2]": ist y € V; fiir ein j € IN, so gibt es ein v € V mit y = ¢; + v. Wegen
¢; € [-1,1]" und v € [0, 1]" gilt dann y € [-1,2]™.

(iv) Wegen der Translationsinvarianz und der Monotonie gilt

u(Vy) = u(V) < ([0, 1]") € (0,00) fiir alle j € IN.

Wir nutzen nun die Annahmen p([0, 1]™) € (0, 00), die Monotonie und die o-Additivitét. Dann erhalten

wir einerseits iiber die Eigenschaften (i), (ii) und (iv)

0<p(. 1) <u( Vi) =D n(v)

JEN jeEN

und damit p(V) > 0. Beriicksichtigen wir

p(-12") < Y0 ple+[0,1]") = 3"u([0,1]"),
ze{-1,0,1}" [0, 1]?

so haben wir andererseits wegen (i), (iii) und (iv)
[_ L, 2]2

> uv)=n( U V) < u(=1,21") < 3%u([0,1]") < ox,
JjeN JEN
was nur im Fall u(V) = 0 moglich ist. Dies ist der gewiinschte Widerspruch, so dass wir insgesamt
gezeigt haben, dass es keine o-additive und translationsinvariante Abbildung p: P(R™) — [0, 00] mit
1([0,1]™) € (0,00) geben kann. O

Will man die Eigenschaft der Translationsinvarianz und der Normiertheit beibehalten, so bleiben
nun im Wesentlichen zwei Mdoglichkeiten, ein “abgeschwéchtes” Maflproblem anzugehen.

(a) Einschrinkung des Definitionsbereichs von p: anstelle eine Maflabbildung auf der Potenzmen-
ge P(R™) zu suchen, kénnen wir nach einer Teilmenge A C P(R™), die moglichst grof ist, und
einer Abbildung p: A — [0, 00] suchen, die o-additiv, translationsinvariant und normiert ist.

(b) Forderung von o-Subadditivitit anstelle von o-Additivitit von p: wir konnen nach einer Abbildung
p*: P(R™) — [0,00] auf der gesamten Potenzmenge P(RR™) suchen, die o-subadditiv ist, d.h. fiir
jede Folge {A;}jen aus A die Ungleichung p*(UjewA;) < 3o 1 (A;) erfiillt, translationsinva-
riant und normiert ist.

Es wird sich herausstellen, dass beide Varianten tatséchlich miteinander verwandt sind und dass dabei
das Mafiproblem jeweils nur aus verschiedenen Blickwinkeln betrachtet wird. Das erste Mafi kann man
auf die gesamte Potenzmenge P(RR™) fortsetzen, aber dieses fortgesetzte Mafl ist dann nur auf dem
Mengensystem A selbst o-additiv, auf ganz P(R™) dagegen lediglich o-subadditiv. Umgekehrt existiert
fiir das zweite Maf} ein Mengensystem B, auf dem p* sogar o-additiv anstelle von nur o-subadditiv
ist. Sucht man dabei nach den maximalen Mengensystemen A und B, so stimmen diese am Ende auch
iiberein, so dass man tatséchlich dasselbe Problem gelost und dasselbe Maf} konstruiert hat, ndmlich das
Lebesgue-Maf. Wir folgen zunichst dem ersten Zugang und definieren dazu (o-additive) Mafe in einem
etwas allgemeineren Sinne auf Mengensystemen A C P(R"™), die o-Algebren darstellen. Im Anschluss
betrachten wir wie beim zweiten Zugang (o-subadditive) dufiere MafSe auf der Potenzmenge P(R"™) und
stellen die Verbindung zu den zuvor diskutierten Maflen dar.

Bemerkung 1.2. Feliz Hausdorff zeigte 1914, dass fiir n > 3 Dimensionen auch keine (endlich)
additive und translationsinvariante Abbildung p: P(R™) — [0,00] mit u([0,1]") € (0,00) emistiert.
Insofern reicht es nicht, anstelle von o-Additivitit nur (endliche) Additivitit von pu zu verlangen.



1.2 Algebren und o-Algebren

In diesem Abschnitt fithren wir die Definitionen einer Algebra und einer o-Algebra auf einer gege-
benen Grundmenge ein und zeigen einige elementare Eigenschaften. Dann diskutieren wir kanonische
Konstruktionen fiir o-Algebren, ndmlich aus einem gegebenem Erzeugersystem, auf dem Produkt von
Réumen, die mit o-Algebren ausgestattet sind, sowie iiber die Urbilder einer Funktion. Die Motivati-
on fiir die Diskussion von o-Algebren kommt davon, dass Mafle auf den Mengen aus einer o-Algebra
ein Wert zugewiesen werden soll, so dass Eigenschaften gelten, die man fiir einen verallgemeinerten
Volumenbegriff erwarten wiirde.

Definition 1.3 (Algebra, o-Algebra, messbarer Raum). FEs sei X eine nicht-leere Menge und A ein
Mengensystem von Teilmengen von X.

(i) Wir nennen A eine Algebra auf X, falls

e e A,
o A abgeschlossen unter Komplementbildung ist, d.h. mit A € A gilt auch X \ A € A,
o A abgeschlossen unter Vereinigungen ist, d.h. mit Ay, As € A gilt auch A; U Ay € A.

(ii) Wir nennen A eine o-Algebra auf X, falls A eine Algebra auf X ist und zusdtzlich

o A abgeschlossen unter abzihlbaren Vereinigungen ist, d.h. fir jede Folge {A;};jen in A gilt
auch UjewA; € A.

(iii) Falls A eine o-Algebra auf X ist, so bezeichnen wir das Paar (X, A) als messbaren Raum und die
Elemente von A als die messbaren Mengen. Fulls klar ist, welche o-Algebra auf X gemeint ist, so
sprechen wir von messbaren Mengen in X (anstelle von in (X, A)).

Beispiel 1.4. Es sei X eine nicht-leere Menge.

(i) Das Mengensystem {0, X} und die Potenzmenge P(X) von X sind o-Algebren auf X, die triviale
o-Algebra und die diskrete o-Algebra. Dies ist die kleinste bzw. grofite o-Algebra auf X.

(ii) Fiir jede nicht-leere Menge A C X ist das Mengensystem {0, A, X \ A, X} eine o-Algebra auf X.
(iii) Die Mengensysteme
{AC X: Aoder X\ A enthilt endlich viele Elemente}

und
{AC X: Aoder X\ A enthilt hochstens abzihlbar viele Elemente }

sind eine Algebra bzw. eine o-Algebra auf X.

(iv) Fiir ein Mengensystem A von Teilmengen von X und eine beliebige nicht-leere Teilmenge E C X
definieren wir

Ag = {EQAAEA}

Falls A eine o-Algebra auf X ist, dann ist Ag eine o-Algebra auf E, die sogenannte Spur-o-Algebra
von E in A.

Ubung 1.5. Es sei X eine nicht-leere Menge und {A;};c; eine Familie von o-Algebren auf X mit
beliebiger Indexmenge I. Zeigen Sie, dass der Durchschnitt N;c;A; wieder eine o-Algebra auf X ist.

Direkt aus der Definition einer Algebra bzw. einer o-Algebra kénnen wir einige elementare Eigen-
schaften folgern.

Lemma 1.6. Es sei X eine nicht-leere Menge und A eine Algebra auf X. Dann gelten die folgenden
Aussagen:



e X c A,

o A ist abgeschlossen unter Durchschnitten, d.h. mit Ay, As € A gilt auch A1 N Az € A,

o A ist abgeschlossen unter relativer Komplementbildung, d.h. mit A1, Ay € A gilt auch A1\ Ay € A.
Falls A sogar eine o-Algebra auf X ist, dann gilt auferdem:

o A ist abgeschlossen unter abzihlbaren Durchschnitten, d.h. fir jede Folge {A;}jen in A gilt auch
ﬂje]NAj € A.

Beweis. Wir stellen zuniichst fest, dass A nach Definition einer Algebra die leere Menge () enthélt und A
abgeschlossen unter Komplementbildung ist, so dass wegen X = X \ ) auch X € A gilt.

Sind A, As € A beliebige Mengen aus A, so gilt nach den Regeln von De Morgan sowie der Abge-
schlossenheit von A unter der Bildung von Komplementen und Vereinigungen

ANA; =X\ (X\(A1NAy)) =X\ ((X\A)U(X\A4p)) € A

Mit der eben gezeigten Abgeschlossenheit von A unter Durchschnitten folgt nun auch die Abgeschlos-
senheit von 4 unter relativer Komplementbildung tiber

Al\AQZAlm(X\AQ)EA.

Falls A sogar eine o-Algebra auf X und {A;}jen eine Folge in A ist, so erhalten wir {iber die
Regeln von De Morgan sowie die Abgeschlossenheit von A4 unter der Bildung von Komplementen und
abzihlbaren Vereinigungen schliellich auch

N4 =x\J&x\4)) €A O
JEN JEN
Ubung 1.7. Zeigen Sie, dass eine Algebra A genau dann eine o-Algebra ist, falls sie abgeschlossen

unter abzéhlbaren Vereinigungen von paarweise disjunkten Mengen ist.
Ubung 1.8. Es sei X eine beliebige nicht-leere Menge und E C X eine nicht-leere Teilmenge. Zeigen
Sie, dass das Mengensystem
A= {B:BCE}U{X\B:BCE}
eine o-Algebra auf X ist.

Ubung 1.9. Es sei X eine beliebige nicht-leere Menge und {P;}jes eine Partition von X mit hochstens
abzéhlbarer Indexmenge J C IN, d.h. die Mengen aus {P;},cs sind disjunkte Teilmengen von X mit
X = UjesP;. Zeigen Sie, dass das Mengensystem

A::{UPi:ICJ}
iel
eine o-Algebra auf X ist.

Wir interessieren uns in erster Linie fiir o-Algebren (und nicht Algebren), da diese es uns erlauben
werden, Limesargument durchzufiihren, die fiir Mafle spéater benttigt werden. Wir beschéftigen uns als
Niichstes mit einigen Techniken zur Konstruktion von o-Algebren, da es in der Regel relativ schwierig
ist, komplexere o-Algebren explizit anzugeben. Zunéchst kann man eine (kleinstmogliche) o-Algebra
aus einem gegebenen Mengensystem erzeugen.

Definition 1.10 (erzeugte o-Algebra, Erzeuger einer o-Algebra). Es sei X eine nicht-leere Menge und
G ein Mengensystem von Teilmengen von X . Die von G erzeugte o-Algebra o(G) definieren wir als den
Durchschnitt aller o-Algebren, die G enthalten, d.h.

a(G) = ﬂ {A: A ist eine o-Algebra auf X mit G C A}.

Das Mengensystem G bezeichnen wir auch als einen Erzeuger der o-Algebra o(G).



Bemerkung 1.11. Der Durchschnitt in der Definition der von G erzeugten o-Algebra o(G) ist nicht-
leer, da mit der Potenzmenge P(X) immer mindestens eine o-Algebra auf X existiert, die das Men-
gensystem G enthdlt. Da man sich auch leicht tberlegen kann, dass der Durchschnitt einer beliebigen
Familie von o-Algebren auf X wieder eine o-Algebra auf X ist (vgl. Ubung , ist 0(G) tatsichlich
selbst eine o-Algebra auf X . Sie ist sogar die kleinste o-Algebra auf X, die das Mengensystem G enthdlt,
denn nach Definition von o(G) gilt einerseits die Inklusion G C o(G) und andererseits die Implikation

A ist eine o-Algebra auf X mitGC A = o(G) C A.

Bemerkung 1.12. Ist G ein allgemeines Mengensystem von Teilmengen von X, so ist es hdufig nicht
mdéglich, alle Mengen in der von G erzeugten o-Algebra o(G) zu charakterisieren. Fiir eine Menge
aus 0(G) kann man typischerweise Argumente finden, die begriinden, dass die Menge zu o(G) gehdrt,
wohingegen es fir Mengen aus P(X)\ 0(G) teilweise schwierig ist nachzuweisen, dass die Menge nicht
zu 0(G) gehoren kann. Hiufig ist man jedoch nicht an einzelnen Mengen interessiert, sondern braucht
bestimmte FEigenschaften der von G erzeugten o-Algebra. Hierfiir gibt es typischerweise die folgenden
beiden Strategien:

(1) Top-down-Ansatz: Man zeigt, dass jede o-Algebra, die den Erzeuger G enthdlt, die gewiinschte
FEigenschaft hat und dass diese Figenschaft in dem Durchschnitt in der Definition von o(G) er-
halten bleibt. Auf diese Weise wird beispielsweise gezeigt, dass o(G) eine o-Algebra auf X ist

(vgl. Ubung .

(2) Bottom-up-Ansatz: Man betrachtet die Teilmenge B aller Mengen aus o(G) mit der gewiinschten
FEigenschaft und zeigt, dass B eine o-Algebra auf X darstellt, die den Erzeuger G enthilt. Da o(G)
die kleinste o-Algebra auf X ist, die den Erzeuger G enthdlt, muss dann schon B = o(G) gelten,
womit jede Menge aus o(G) diese Figenschaft hat. Diesen Ansatz werden wir beispielsweise im
Beweis von Lemma [1.18| verfolgen.

Fiir einige einfache Beispiele von Erzeugern ist es moglich, die erzeugte o-Algebra vollstindig anzu-
geben.

Beispiele 1.13. Es sei X eine nicht-leere Menge.

(i) Fiir eine nicht-leere Teilmenge A C X betrachten wir G := {A}. Dann gilt fir die erzeugte o-
Algebra o(G) = {0, A, X \ A, X}, da einerseits {0, A, X \ A, X} eine o-Algebra auf X ist, die A
enthilt, und andererseits jede o-Algebra, die A enthilt, auch die Mengen (), X \ A und X enthalten
muss. Folglich ist {A} ein Erzeuger der o-Algebra {0, A, X \ A, X} aus Beispiel (ii).

(if) Wir betrachten G := {A C X: A ist hochstens abzihlbar}. Mit der gleichen Argumentation wie
in (i) erhalten wir o(G) = {4 C X: A oder X \ A ist hochstens abzihlbar} fiir die erzeugte o-
Algebra, also die o-Algebra aus Beispiel (iii).

* Ubung 1.14 (o-Algebren sind entweder endlich oder iiberabzihlbar). Es sei X eine beliebige nicht-
leere Menge und A eine o-Algebra auf X. Zeigen Sie, dass A entweder endlich oder iiberabzéhlbar ist.
Nehmen Sie dazu in einem Widerspruchsargument an, dass A ein Mengensystem {A; } jew von abzihlbar
vielen verschiedenen Teilmengen von X ist. Zeigen Sie dann, dass

e die Menge G, == N{4;: j € N mit x € A;} fiir jedes z € X zu A gehort,

e das Mengensystem G := {G,: ¢ € X} eine Partition von X darstellt, d.h. es gilt entweder G, = Gz
oder G, NGz = 0 fiir alle z,% € X,

das Mengensystem G hochstens abzahlbar ist,

die o-Algebra A von G erzeugt wird, d.h. o(G) = A gilt,

A entweder endlich oder iiberabzéhlbar ist, womit der gewiinschte Widerspruch gezeigt ist.



Sind mehrere messbare Riume gegeben, so kénnen wir auf dem Produktraum die o-Algebra be-
trachten, die von allen Produkten messbarer Mengen erzeugt wird.

Definition 1.15 (Produkt-o-Algebra). Es seien (X1, A1),...,(X,,A,) messbare Riume fir ein n €
IN. Die Produkt o-Algebra A; ® ... ® A, von Ai,..., A, definieren wir als die o-Algebra auf dem
Produktraum X1 x ... x Xy, die von allen Mengen der Form Ay x ... x A, mit A; € A; fir alle
je{l,...,n} erzeugt wird, d.h.

A1®...®An:0({A1x...xAn:AjG.Aj f?iralleje{l,...,n}}).

In diesem Sinne definieren wir das Produkt der messbaren Riume (X1, A1), ..., (X, Ay) als den mess-
baren Raum (X1 X ... X X, 1 ® ... ® A,).

Im Folgenden werden wir uns auf den Fall beschrinken, dass wir nur Produkte von zwei messbaren
R&Aumen betrachten, da man den allgemeinen Fall von Produkten von endlich vielen messbaren Réumen
induktiv auf diesen Fall zuriickfithren kann.

Ubung 1.16. Es seien (X1, A;) und (X2, Az) zwei messbare Riume. Fiir einen Erzeuger G; der o-
Algebra A; und einen Erzeuger Go der o-Algebra Ay setzen wir

g .= {G1 X GQZ G1 S g17G2 c gg}
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Es gibt Beispiele von messbaren Riumen (X1,.4;) and (X3, A2) mit Erzeugern G; und Gs, so dass
o(G) € A1 ® A, gilt.

(ii) Falls X; and Xo hochstens abzdhlbare Vereinigungen von Mengen der Erzeuger G; und G sind,
dann ist das Mengensystem G ein Erzeuger der Produkt o-Algebra A; ® As auf X7 x Xo.

Fiir Mengen auf Produktrdumen X; x Xs kann man
iiber sogenannte Schnitte wieder Mengen in den einzelnen X, AC Xy x X
Raumen X; und X, zuriickgewinnen. A

Definition 1.17. FEs seien X1, Xo zwei nicht-leere Mengen
und A C Xy x Xo. Wir definieren fiir ein fixiertes r; € X,
den x1-Schnitt von A als die Menge -

Ail = {fEQ € Xy ((El,fEQ) € A} C Xo

und analog fiir ein fiziertes xo € Xo den xo-Schnitt von A als
die Menge

A;Q = {1,‘1 e Xq: (1‘1,1}2) S A} C X;.

Messbare Mengen in einem Produktraum besitzen die wich- T Al
tige Eigenschaft, dass alle Schnitte wieder messbar sind.

Lemma 1.18. Es seien (X1,.A1) und (X2, As) zwei messbare Riume. Falls A C X1 x X5 eine messbare
Menge ist, d.h. mit A € A; ® Az, dann sind die Schnitte von A messbar, d.h. es gilt

Ail € Ay fiir jedes x1 € X1 und A;z € Ay fiir jedes xo € Xo.

Beweis. Wir gehen iiber den Bottom-up-Ansatz aus Bemerkung vor. Fiir beliebige, fixierte Ele-
mente x1 € X1, o € X3 betrachten wir die Mengensysteme

B(xy) = {B c A ®Ay: Bil € .Ag} und  B(zg) = {B cA®@As: Bi.2 IS Al},

10



die jeweils nur aus den Mengen der Produkt-o-Algebra bestehen, deren Schnitte die gewiinschte Mess-
barkeitseigenschaft besitzen. Da B(x1), B(x2) nach Definition jeweils Teilmengen der Produkt-o-Algebra
A1 ® Ay sind, ist es ausreichend zu zeigen, dass sie einerseits o-Algebren sind und dass sie andererseits
alle erzeugenden Mengen Ay X As fiir Ay € Ay, As € As enthalten, um auf

B(.T1) =A@ Ay = B(:UQ)

zu schliefen. Damit ist dann gezeigt, dass alle x1- bzw. x2-Schnitte tatséchlich wie behauptet messbar
in X5 bzw. in X7 sind.

Wir betrachten nur das Mengensystem B(z1), die Argumentation fiir B(x2) ist vollkommen analog.
Wir weisen zunéchst nach, dass B(z) eine o-Algebra auf X; x X5 ist. Offensichtlich gilt § € B(z1),
und B(z1) ist auch abgeschlossen unter Komplementbildung und abzéihlbaren Durchschnitten, da die
folgenden Eigenschaften der x;-Schnitte gelten:

e ((X1xX3)\ B)2 =X, \ B2 fiir jede Menge B C X1 x X,
o (UjenBj)2, = Ujen(B;)2, fiir jede Folge {B;} en in X1 x Xo.

Damit ist nachgewiesen, dass B(x1) eine o-Algebra auf X; x X5 ist. Als Néchstes betrachten wir Mengen
der Form A; x A, fir A; € Ay, Ay € Ay, die die Produkt-o-Algebra A; ® As erzeugen. Hier haben wir
entweder (A; x Ap)2 = Ay, falls z1 € Ay gilt, oder (A; x A)2 =0, falls 21 ¢ A gilt. Also erhalten
wir in jedem Fall (A; x Ag)il € Ay, woraus wir auf A; X As € B(x1) schliefen. Damit ist das Lemma
bewiesen. O

Bemerkung 1.19. Die Umkehrung von Lemma [I18] ist im Allgemeinen falsch, d.h. eine Teilmenge
A C X1 x X5 ist nicht notwendigerweise messbar, falls alle ihre x1- und xo-Schnitte messbar sind. Fir
ein Gegenbeispiel betrachten wir eine beliebige iiberabzihlbare Menge X = X; = Xo, die wir mit der
o-Algebra

A={ACX: A oder X\ A ist hochstens abzihlbar}

ausstatten. Dann wdihlen wir eine nicht-messbare Menge E ¢ A, also eine iberabzihlbare Menge, deren
Komplement ebenfalls tiberabzihlbar ist. Fir die Diagonalmenge

Dp={(e,e):ec B} C X x X

gilt dann, dass alle x1- und x2-Schnitte messbar in (X, A) sind, da sie jeweils entweder die leere oder
eine ein-elementige Menge sind. Die Menge D ist jedoch nicht messbar in X x X : dazu betrachten wir
das Mengensystem

B = {B € A® A: Dx N B oder Dx \ B ist hichstens abzc’ihlbar}

mit Dx = {(x,x): * € X}, das nach Definition eine Teilmenge der Produkt-o-Algebra A ® A ist. Fir
Mengen Al XA2 mit Al, AQ eA gzlt DXO(Al X AQ) = A1 OAQ und (Al XAQ)\DX = (X\Al)U(X\AQ),
woraus man Ay X Az € B folgern kann. Schlieflich ist noch O € B und es gelten

e DxN((X x X)\ B)=Dx \ B fiir jede Menge B C X x X,

¢ Dx N (UjenBj) = Ujen(Dx N Bj) und Dx \ (UjewnB;) = Njen(Dx \ By) fiir jede Folge {Bj}jen
in X x X,

woraus wir schliefen, dass B eine o-Algebra auf X x X ist. Damit ist B=A® A gezeigt, d.h. fiir jede
Menge aus A® A gilt, dass entweder ihre Diagonalmenge oder die Diagonalmenge des Komplements
hochstens abzihlbar ist. Da nach Konstruktion sowohl Dg als auch Dx \ Dg iiberabzihlbar sind, gilt
Dg ¢ A® A und damit ist die Nicht-Messbarkeit von Dg in (X x X, A® A) gezeigt. Sobald wir spiter
messbare Funktionen kennengelernt haben, konnen wir die Nicht-Messbarkeit von Dg etwas einfacher
begriinden (ndmlich dariber, dass das Urbild Dg unter der Diagonalabbildung x — (x,z) die nicht-
messbare Menge E ist).
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SchlieBlich kénnen wir, ausgehend von einem messbaren Raum, auch eine o-Algebra iiber einer
(moglicherweise anderen) Menge konstruieren, indem wir die Urbilder einer Funktion zwischen diesen
beiden Mengen betrachten.

Lemma 1.20 (Pushforward und Pullback einer o-Algebra). Es seien X,Y nicht-leere Mengen und
f: X =Y eine Funktion.

(i) Falls A eine o-Algebra auf X ist, dann ist das Mengensystem
fA={BCY: f}(B)e A},
der Pushforward von A unter f, eine o-Algebra aufY .

(ii) Falls A eine o-Algebra auf Y ist, dann ist das Mengensystem
ffA={f""(B)C X: Be A},
der Pullback von A unter f, eine o-Algebra auf X.

Beweis. Beide Behauptungen des Lemmas folgen unmittelbar aus den folgenden Eigenschaften des Ur-
bildes:

i f_l(w) =0,
e fL(Y\B)=X)\ f~}(B) fiir jede Menge B C Y,
o [HUjenBj) = Ujenf1(B;) fiir jede Folge {B;}jen in Y. O

Beispiel 1.21. Es sei (X,.A) ein messbarer Raum. Fiir eine nicht-leere Teilmenge E C X betrachten
wir die Funktion Idg: E — X, mit Idg(z) = z fiir jedes z € E. Wegen Id;'(A) = AN E fiir jede
Teilmenge A C X haben wir dann

Id; A={ANE: Ac A}.

Die Spur-o-Algebra Ag von E in A aus Beispiel (iv) stellt daher auch den Pullback von A unter
der Funktion Idg dar.

* Ubung 1.22. Es seien X,Y nicht-leere Mengen, f: X — Y eine Funktion und A eine o-Algebra
auf Y mit Erzeuger G. Zeigen Sie, dass der Pullback von A unter f mit der o-Algebra iibereinstimmt,
die von den Urbildern aus G erzeugt wird, d.h.

FrA=o({f1G): Gegy).

1.3 Mafle

Wir definieren nun ein Maf als eine Mengenfunktion (d.h. eine Funktion, deren Definitionsbereich ein
Mengensystem ist), die den Begriff eines Volumens verallgemeinert: ein Mafl nimmt fiir jedes Element
einer o-Algebra auf einer gegebenen Grundmenge einen nicht-negativen Wert an und erfiillt dabei einige
Strukturbedingungen, die man fiir ein verallgemeinertes Volumen erwarten wiirde. So muss ein Maf} der
leeren Menge den Wert Null zuweisen und additiv auf (abzihlbar vielen) paarweise disjunkten Mengen
operieren.

Definition 1.23 (Additivitdt, Subadditivitdt, Monotonie). Es sei (X,.A) ein messbarer Raum und
w: A — [0,00] eine Mengenfunktion. Wir nennen u

o additiv auf A, falls fiir alle disjunkte Mengen A1, Ay € A gilt:

(AL U Ag) = p(Ayr) + p(A2),
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e o-additiv auf A, falls fiir jede Folge {A;};en paarweise disjunkter Mengen aus A gilt:
M( U Aj) = u(4)),
JEN JEN
e subadditiv auf A, falls fiir alle Mengen A1, As € A gilt
1(A1 U Az) < p(Ar) + p(As),

e o-subadditiv auf A, falls fir jede Folge {A;};en von Mengen in A gilt:
p(U4) <X may),
JEN JEN
e monoton, falls fiir alle Mengen A1, As € A mit Ay C Ay gilt:
1(A1) < p(Az).
Definition 1.24 (Ma8}). Es sei (X,.A) ein messbarer Raum.
(i) PEine Mengenfunktion p: A — [0,00] heifft MaBl auf (X, .A), falls
o u(0) =0,
e 1 o-additiv auf A ist.

Falls Klar ist, welche o-Algebra auf X gemeint ist, so sprechen wir bei p der Finfachheit halber
von einem Maf$ auf X.

(ii) Wir nennen eine Menge A € A von endlichem p-MaB, falls p(A) < oo gilt, und von o-endlichem
p-MaB, falls eine Folge {A;};jew von Mengen in A ezistiert, so dass p(A;) < oo fir jedes j € IN
sowie A = UjenA; gilt.

(iii) Wir nennen ein Maf p auf X endlich, falls X von endlichem u-Maf ist, und o-endlich, falls X
von g-endlichem p-MafS ist.

(iv) Falls p ein Maf auf X ist, so bezeichnen wir das Tripel (X, A, u) als Mafiraum.
Bemerkung 1.25.
(1) Fiir jede additive Mengenfunktion u: A — [0, 00] konnen wir
w(A) = u(A) + n(0) fiir jede Menge A € A

schreiben. Daher ist u(0) = 0 in diesem Fall dquivalent zur Bedingung, dass es mindestens eine
Menge A € A von endlichem p-Mafs gibt.

(2) Man iberlegt sich leicht, dass jede o-additive Mengenfunktion p: A — [0, 00] auch additiv ist.

Beispiel 1.26. Es sei X eine nicht-leere Mengen und A = P(X) die o-Algebra aller ihrer Teilmengen.
Einfache Beispiele von Maflen auf dem messbaren Raum (X, .A) sind die folgenden:

(i) Dirac-Maf: Fiir jedes Element = € X definieren wir das Ma$ d,: A — {0,1} iiber

5x(A):={ 1 fallsze A

0 sonst

fir alle A € A. Ist aulerdem {z;};en eine Folge von Elementen in X und {w;};en eine Folgen
von nicht-negativen Zahlen in Ry, so kénnen wir ein Ma8 p: A — [0, oo] iiber

pA) = wide, (A) = > wy

JEN JEN: z;€A

fiir alle A € A definieren.
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(ii) Zihlmaf: Wir erhalten ein Mafl #: A — INg U {oc}, wenn wir #(A) als die Anzahl der Elemente
von A fiir alle A € A setzen.

(ii) Nullmaf: Die Mengenfunktion pg: A — [0, 00] mit po(A) = 0 fiir jede Menge A C X ist ein MaB
auf (X, A).

(iv) Unendlichmaf$: Die Mengenfunktion peo: A — [0,00] mit peo(B) = 0 und peo(A) = oo fiir jede
nicht-leere Menge A C X ist ein Maf auf (X, .A).

Ubung 1.27. Geben Sie ein Beispiel eines o-endlichen Mafes u auf dem messbaren Raum (R, P(R))
an, so dass p([a, b)) = oo fiir jede Wahl von a,b € R mit a < b gilt.

Wir iiberlegen uns nun einige wichtige Eigenschaften von Maflen. Wir stellen zunichst fest, dass
Mafle monoton beziiglich der Mengeninklusion sind und das Maf relativer Komplemente zumindest fiir
endliche Menge iiber die Differenz der Mafle der einzelnen Mengen berechnen kann.

Proposition 1.28 (Monotonie von Maflen). Es sei (X, .A) ein messbarer Raum und p: A — [0, 00] eine
additive Mengenfunktion. Fir Mengen Ay, As € A mit Ay C As haben wir die folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt u(As) > u(Ay), d.h. p ist monoton.
(ii) Fir p(A1) < oo gilt auch p(Az) — p(Ar) = p(A2 \ Ar).

Beweis. Schreiben wir A, als die disjunkte Vereinigung A; U (As \ A1) von Mengen aus A, so erhalten
wir aus der Additivitdt von p die Identitét

1(Az) = p(A1) + p(Az2 \ Ar)

Dies zeigt die Aussage in (i). Im Fall pu(A4;) < oo kénnen wir aulerdem von beiden Seiten p(A;)
subtrahieren, so dass auch sofort die zweite Behauptung p(As) — (A1) = u(Az2 \ A;) folgt. O

Als Nichstes zeigen wir, dass Mafe stetig entlang von (beziiglich der Mengeninklusion) monotonen
Folgen von Mengen sind. Diese Eigenschaft wird sich insbesondere fiir Grenzprozesse bei der Approxi-
mation von Mengen als hilfreich erweisen.

Proposition 1.29 (Stetigkeit von Maflen). Es sei (X,.A) ein messbarer Raum und p: A — [0, 00] eine
o-additive Mengenfunktion. Fir Folgen {A;};en von Mengen in A haben wir die folgenden Eigenschaf-
ten:

(1) Im Fall A; C Aj11 fir alle j € IN gilt p(UjenA;) = limj_ o p(A4;5).
(ii) Im Fall A; D Ajqq fir alle j € N und p(Ay) < oo fir ein J € IN gilt p(NjenA;) = lim;_ o0 p(A4;).
Beweis.

(i) Indem wir Ay := () setzen und die Inklusion A; C A;4, fiir alle j € IN benutzen, kénnen wir die
Mengen A; fiir jedes j € IN und U;ewA; als disjunkte Vereinigung

A

U (Ae\Akoy) and [ 4= [ (Ak\ Ax-1) (1.1)
k=1

jeEN kelN

von Mengen aus A schreiben. Mit der endlichen und der o-endlichen Additivitdt von p erhalten
wir dann

lim p1(A;) = lim D n(Ae\ A1) = > (A \ Aga)

Jj—o0
k=1 keN

ZM( U (Ak\Akq)) ZM( U Aj)-

kEN JEN
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(i) Wegen A; D Aj1 gilt auch die Inklusion Ay \ A; C Ay \ Aj41 fiir jedes j € N. Mit den Regeln
von De Morgan und (i) erhalten wir dann

(A N 4) = (U s\ 49) = Jim (A 4)).

Mit u(Ay) < oo und Proposition (i) ist u(B) < oo fiir jede Teilmenge B C A erfiillt. Nutzen
wir dies speziell fiir B = NjewA; und B = A; fiir j > J aus, so liefert Proposition m (ii)

wA;) - u( N Ag‘) = Jim u(As\ 45) = p(Ay) = lim u(4;).
JjEN

Dies impliziert wegen pu(Ay) < oo

,u( ﬂ Aj) = lim p(A4,). O

! j—o0
jeN

Bemerkung 1.30. Die Bedingung u(Ay) < oo fiir ein J € N in Proposition m (ii) ist tatsdchlich
notwendig, wie man anhand des folgenden Beispiels erkennen kann. Wir betrachten das Zdihlmaf$ #
auf dem messbaren Raum (IN, P(IN)) sowie die Mengen A; == {k € IN: k > j} fir j € N. Dann gilt
#(A;) = oo und die Inklusion A; D Aji1 fir alle j € N, jedoch NjewA; = 0 und damit

Tim #(4;) =00 7 0= #( 1 4;).
JEN

Uber die Monotonie von additiven Mengenfunktionen lisst sich zeigen, dass o-Additivitéit dquivalent
zu o-Subadditivitit und Additivitit ist, wodurch die MaBeigenschaften einer Mengenfunktion fiir einige
Beispiele leichter nachzuweisen ist.

Lemma 1.31. Es sei (X, .A) ein messbarer Raum. Eine Mengenfunktion p: A — [0, 00] ist o-additiv
auf A genau dann, wenn sie additiv und o-subadditiv auf A ist.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass o-Additivitéit sowohl Additivitét als auch o-Subadditivitdt impliziert
(indem man fiir eine Folge {4, } ;e von Mengen in A die disjunkte Zerlegung UjenA; = Uren(Ar\Ar—1)
aus zusammen mit der Monotonie von p aus Proposition ausnutzt).

Fiir die umgekehrte Implikation nehmen wir nun an, dass g additiv und o-subadditiv ist. Induk-
tiv sieht man, dass die Additivitdt auch fiir eine endliche Anzahl disjunkter Mengen aus A gilt. Wir
betrachten dann eine Folge {A,};ew von paarweise disjunkten Mengen aus A und erhalten iiber die
o-Subadditivitdt, endliche Additivitdt und schliefilich die Monotonie aus Proposition

p(UA5) <3 may) = klggoiu(flj) — Tim pu( ij 4;) (U 4).
JeN JEN j=1 j=1 jEN

Folglich sind alle Ungleichungen tatséichlich Gleichungen und wir haben die behauptete o-Additivitét
von p nachgewiesen. O

Fiir einen gegebenen Mafiraum (X, A, u) kénnen wir auch die Einschrinkung des Mafles beziiglich
einer gegebenen Teilmenge F C X betrachten und erhalten dadurch wieder ein Maf.

Lemma 1.32 (Einschriankung eines Mafles). Es sei (X, A, ) ein Mafiraum und E € A eine nicht-leere
Menge.

(i) Die Mengenfunktion uL E: A — [0,00] definiert iber
pLE(A) =pu(ENA) firaleAecA

ist ein Maf auf (X, A), die Einschrinkung von p auf E.
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(ii) Ist B C A eine o-Algebra auf E, so ist die Mengenfunktion p|g: B| — [0, 00] definiert diber
wlp(A) == p(A)  fir alle A€ B
ein Maf auf (E,B).
Beweis.

(i) Wir bemerken zunéchst pL E(0) = p(0) = 0. Wir betrachten dann eine beliebige Folge {A;};en
von paarweise disjunkten Mengen aus A. Die Folge {E N A;}jcn besteht ebenfalls aus paarweise
disjunkten Mengen aus .4, so dass wir aus der o-Additivitat von u folgern:

w8(Ua) =s(en U ) = YiEna)

=Y WENA) =" uLE(4))

JEN jEN
Damit ist gezeigt, dass pL FE ein Maf} auf (X, A) ist.

(ii) Aus den MafBeigenschaften von g und der Inklusion B C A folgt sofort, dass u|g ein Maf} auf
(E,B) ist. O

Bemerkung 1.33.

(1) Die Aussage von Lemma [L.32] (ii) konnen wir insbesondere auf die Spur-o-Algebra Ag aus Bei-
spiel (iv) anwenden.

(2) Tatsdichlich kann man fir ein endliches Mafl p auf (X, A) eine Mengenfunktion pla,: Ag —
[0, 0] als Maf$ auf (E, A|g) auch dann konstruieren, wenn E eine nicht-messbare Menge in (X, A)
ist, also E ¢ A gilt. Dazu bestimmt man zundchst eine Menge F € A mit E C F und

w(F) =inf {u(A): Ac Amit EC A}

(mithilfe von Proposition (ii) kann man eine solche Menge F als abzihlbaren Durchschnitt
von Mengen A; € A mit E C A; fir alle j € N gewinnen). Dann setzt man

wlag(A)=pu(BNF) firalle Ae€ Alg,

wobei B € A eine beliebige Menge mit A = E N B bezeichne. Wegen der Wahl von F kann man
dann verifizieren, dass p| 4, wohldefiniert ist und ein Maf§ auf (E, A|g) darstellt.

Auflerdem konnen wir den Pushforward eines Mafles iiber die Urbilder einer Funktion definieren,
und dieses Konzept ist kompatibel mit dem Pushforward einer o-Algebra aus Lemma [1.20

Lemma 1.34 (Pushforward eines Mafles). FEs sei (X, A, u) ein Mafraum, Y eine nicht-leere Menge
und f: X =Y eine Funktion. Die Mengenfunktion f.u: fo A — [0,00] definiert iber

fen(B) = p(f~1(B)) fir alle B € f.A
ist ein Maf auf (Y, fxA), der Pushforward von p unter f.
Beweis. Dies folgt sofort aus den folgenden Eigenschaften des Urbildes:
o f7H0) =0,
o f7H(UjenBj) = Ujenf1(B;y) fiir jede Folge {B;};en in Y,
e Die Folge {f~!(B;)}jen enthilt paarweise disjunkte Teilmengen aus Y, falls die Folge {B,}jen

paarweise disjunkte Teilmengen aus X sind. O
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Mengen, denen das Mafl den Wert 0 zuweist, spielen eine besondere Rolle in der Mafitheorie und
werden als Nullmengen bezeichnet.

Definition 1.35 (Nullmenge und vollsténdiges Maf}). Es sei (X, A, u) ein Mafraum.
(i) Eine Menge N € A heifit p-Nullmenge, falls u(N) =0 gilt.

(ii) Falls P(z) eine Eigenschaft ist, die fir alle x € X definiert ist, so sagen wir, dass diese Figenschaft
p-fast iiberall (p-f.ii.) auf X gilt oder dass sie fiir p-fast alle (p-f.a.) x € X gilt, falls eine p-
Nullmenge N € A mit {x € X: P(z) gilt nicht} C N existiert.

(iil) Wir bezeichnen den Mafraum (X, A, n) als vollstindig, falls jede Teilmenge einer p-Nullmenge
messbar ist.

Wegen der Monotonie von Maflen erscheint es zwar naheliegend, dass alle Teilmengen von p-Nullmen-
gen ebenfalls das Mafl 0 zugewiesen werden sollte, jedoch sind nicht alle Teilmengen von p-Nullmengen
notwendigerweise messbar und daher nicht jeder Mafiraum vollstindig.

Beispiel 1.36. Es sei X eine beliebige Menge mit mindestens zwei Elementen. Wir wéhlen die triviale
o-Algebra A = {0, X} und definieren ein Maf p iiber p(f)) = w(X) = 0. Dann ist jede nicht-leere
Teilmenge A C X eine Teilmenge der p-Nullmenge X, aber nicht messbar und damit auch keine p-
Nullmenge. Insbesondere ist der Mafiraum (X, A, 1) damit nicht vollstéindig.

Ubung 1.37. Essei (X,.A) ein messbarer Raum mit {x} € A fiir ein Element z € X und §,: A — {0,1}
das assoziierte Dirac-Maf. Zeigen Sie, dass der Mafiraum (X, A, d,) genau dann vollstéindig ist, wenn
A =P(X) gilt.

Wichtige Eigenschaften im Zusammenhang mit p-Nullmengen sind, dass die abzédhlbare Vereinigung
von p-Nullmengen wieder eine p-Nullmenge darstellt und dass die Modifikation einer messbaren Menge
um eine p-Nullmenge keine Veréinderung des Mafles bewirkt.

Lemma 1.38. Es sei (X, A, ) ein Mafraum.
(i) Falls {N;}jen eine Folge von p-Nullmengen aus X ist, dann ist auch UjcnN; eine p-Nullmenge.
(ii) Ist A € A und N eine p-Nullmenge, dann gilt
H(AUN) = p(A) = p(A\ N).

Beweis.

(i) Dies folgt unmittelbar aus der o-Subadditivitét von p (sieche Lemma [1.31)):

OSM(UNj) <Y u(dN;) =0.

JEN JEN

(ii) Wegen der Monotonie von p gilt wegen der Inklusionen N\ A C N sowie NN A C N zunichst
u(N\ A) = 0 sowie u(NNA) =0. Schreiben wir AUN = AU(N\A) und A= (A\N)U(ANN)
als disjunkte Vereinigungen, so erhalten wir aus der Additivitéit von p

p(AUN) = p(A) + p(N\ A) = p(A) = p(A\N) + p(ANN) = p(A\ N). O

Es ist nicht natiirlich, mit einem nicht-vollstdndigen Mafiraum (X, A, u) zu arbeiten, da man — wie
oben bereits festgestellt — erwarten wiirde, dass jede Teilmenge einer u-Nullmenge ebenfalls eine u-
Nullmenge ist und Modifikationen von messbaren Mengen um solche Mengen auch keine Auswirkungen
auf das Mafl haben sollten. Wie wir jedoch in Beispiel gesehen haben, miissen nicht alle Teilmengen
von p-Nullmengen wieder messbar sein. Daher stellt sich die Frage, ob man eine gréfere o-Algebra A
und ein Maf fi auf dem messbaren Raum (X, A) finden kann, so dass A insbesondere alle Modifikationen
messbarer Mengen um alle Teilmengen von p-Nullmengen enthélt und so dass i auf der urspriinglichen
o-Algebra A mit dem urspriinglichen Mafl i iibereinstimmt. Dies stellt dann eine Maf}fortsetzung im
folgenden Sinne:
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Definition 1.39 (Maffortsetzung). Es sei (X, A, u) ein Mafraum. Ein Mafraum (X, A, i) tiber der-
selben Menge X heifit eine Fortsetzung von (X, A, n), falls A C A und u(A) = p(A) fir alle A € A
gilt.

Fiir die Fortsetzung eines nicht-vollstindigen Mafiraums (X, A, ) zu einem vollstéindigen Mafiraum
(X, A, i) gibt es eine kanonische Konstruktion, bei der man als erweiterte o-Algebra A die o-Algebra
nimmt, die von allen messbaren und allen Teilmengen von p-Nullmengen erzeugt wird, und das erwei-
terte Mafl i dann so definiert, dass die Modifikationen um die Teilmengen von p-Nullmengen keine
MaBénderung bewirken. Auf diese Weise erhilt man tatsichlich eine wohldefinierte Mengenfunktion,
die ein vollstéindiges Maf auf (X, .A) darstellt.

Satz 1.40 (Vervollstindigung eines Mafiraums). Es sei (X, A, u) ein Maffraum und
N :={M C X: M ist Teilmenge einer pu-Nullmenge}.

Dann ist das Mengensystem
A, ={AUM: A€ Aund M € N'}

eine o-Algebra auf X mit A C A, und A,, wird als die y-Vervollsténdigung von A bezeichnet. Auflerdem
ist die Mengenfunktion fi: A, — [0, 00] definiert dber

A(AUM) = u(A) fir alle A€ Aund M € N

ein Maf auf (X, A,) mit p(A) = p(A) fir alle A € A, der Mafiraum (X, A, i) ist vollstindig und wird
als die Vervollstindigung von (X, A, u) bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass A, eine o-Algebra mit A C A, ist. Wegen () € A gilt zunéchst
A C A,. Als Nichstes betrachten wir beliebige Mengen A € A und M € N. Nach Definition von N
gibt es eine p-Nullmenge N € A mit M C N, so dass wir das Komplement von AU M schreiben kénnen
als

X\(AUM)=((X\N)UN)\ (AUM) = (X\(AUN))U(N\ (AU M))

Mit X \(AUN) € Aund N\ (AUM) € N folgt X \ (AU M) € A,, also die Abgeschlossenheit
von A,, unter Komplementbildung. SchlieBlich bemerken wir noch, dass beide Mengensysteme A and N/
abgeschlossen unter abzéhlbaren Vereinigungen sind, so dass auch das Mengensystem A,, abgeschlossen
unter abziahlbaren Vereinigungen ist. Damit ist verifiziert, dass A4, tatséchlich eine o-Algebra auf X mit
AC A, ist.

Wir {iberlegen uns nun, dass die Abbildung i wohldefiniert ist. Dazu betrachten wir eine Menge
S € A, mit zwei Darstellungen

AJUM; =85 =AU M,y fiir Mengen Ay, A3 € Aund My, My € N,
und wihlen p-Nullmengen Ny, Ny € A mit M; C Ny, Ma C No. Dann gilt
A3 UN;y UNy = Ay U Ny U Ns.
und wegen Lemma [1.3§ (ii) folgt dann
(A1) = (AL UNp UN3) = p(As U Ny U Ng) = pu(Asz).

Daraus ergibt sich direkt, dass die Definition von fi(S) unabhiingig von der Wahl der Reprisentation
von S als Vereinigung einer Menge aus A und einer Menge aus A ist, womit die Abbildung z dann
wohldefiniert ist. Insbesondere gilt damit auch f(A) = (AU @) = p(A) fiir alle Mengen A € A, so
dass i auf A wie behauptet mit dem urspriinglichen Maf} p iibereinstimmt.

Um zu zeigen, dass fi ein Maf§ auf dem messbaren Raum (X,.A,) ist, miissen wir wegen ) € A
und damit auch @(@) = (@) = 0 nur noch die o-Additivitéit von i nachweisen. Dazu betrachten wir
eine Folge {S;};en von paarweise disjunkten Mengen aus A,,. Wir wihlen dann Folgen {A4;};en von
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paarweise disjunkten Mengen in A und eine Folge {M;} e in N mit S; = A; U M; fiir jedes j € IN.
Mit der Tatsache, dass die Menge UjenM; wegen Lemmam (i) die Teilmenge einer p-Nullmenge ist,
und der o-Additivitédt von p auf A erhalten wir dann die gewiinschte o-Additivitat von &

ﬁ( U Sj) = ﬂ( Uavl M]—) = M( U Aj) = ulAy) =Y wA; UMy = alS)).
JEN JEN JEN jEN JEN JEN jEN
Zum Schluss begriinden wir noch, dass der Mafiraum (X, A,,, i) vollsténdig ist. Ist N C X eine belie-

bige ji-Nullmenge, so ist N nach Definition von i ein Element von N. Folglich ist jede Teilmenge M C N
ebenfalls ein Element von A/ und damit in A,,. Hiermit ist der Satz vollstéindig bewiesen. O

Bemerkung 1.41. Der Mafiraum (X, A, ii) ist die kleinste Fortsetzung des Mafraums (X, A, 1) zu
einem vollstindigen MafSraum. Ist also (X, A, ') ein beliebiger vollstindiger Mafraum, der eine Fort-
setzung von (X, A, u) darstellt, so ist er auch eine Fortsetzung von (X, A,, [i).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass A, C A’ gilt und dass das Ma8 i’ mit fi auf A, iibereinstimmt.

Da (X, A’, i’) nach Voraussetzung eine Fortsetzung von (X, A, u) darstellt, wissen wir A C A’ mit
@' (A) = pu(A) fir alle A € A. Insbesondere ist damit jede p-Nullmenge auch eine i’-Nullmenge. Da
(X, A, ji') auBerdem vollsténdig ist, folgern wir N' C A’. Insgesamt haben wir damit A, N C A’ und
folglich auch A, c A’

Als Niichstes betrachten wir eine beliebige Menge AU M € A, mit A € A und M € N. Wegen
/(M) = 0 gilt nach Lemma [1.3§] (ii) und der Definition von &

f(AUN) = ' (A) = p(A) = a(AUN),

so dass die Mafle i und i’ auf A, wie behauptet tibereinstimmen. O

1.4 AuBere MaBe

Wir kommen nun zum zweiten Zugang fiir die Lésung des MaBproblems aus Kapitel [I.1] Dazu definieren
wir zunéchst allgemein das Konzept eines dufleren Mafles als eine Mengenfunktion auf der gesamten Po-
tenzmenge einer Grundmenge, die der leeren Menge den Wert Null zuweist, monoton ist und subadditiv
auf (abzdhlbar vielen) Mengen operiert.

Definition 1.42 (dueres Ma8). Es sei X eine nicht-leere Menge. Eine Mengenfunktion p*: P(X) —
[0, 00] heifit duBeres Maf auf X, falls

o 1 (0)=0,
e ¥ monoton ist,
e u* o-subadditiv auf P(X) ist.

Bemerkung 1.43. Die Monotonie ist zwar eine Konsequenz der Additivitit, aber nicht der Subadditi-
vitdt, und daher muss sie in der Definition des dufSeren MajfSes extra gefordert werden.

Beispiel 1.44. Es sei X eine nicht-leere Menge.

(i) Jedes Maf}, das auf der o-Algebra P(X) aller Teilmengen der Grundmenge X definiert ist, stellt
auch ein dufleres Maf} dar. Folglich sind die in Beispiel vorgestellten Beispiele des Dirac-Mafles,
des Zahlmafles, des Nullmafles und des Unendlichmafles duflere Mafle auf X.

(ii) Die Mengenfunktion p*: P(X) — {0,1} definiert iber
1 falls A#0
*(A) =
w4 { 0 falls A =0

fiir alle Teilmengen A C X ist ein dufleres Mafl auf X (und dieses &uflere Maf “misst” also lediglich,
ob die Menge leer ist oder nicht). Offensichtlich stellt p* fiir jede Menge X, die mindestens zwei
Elemente enthiilt, jedoch kein Maf} auf (X, P(X)) dar.
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Auch fiir dulere Maflen gibt es Mengensysteme, auf denen das #uflere Mafl nicht nur subadditiv,
sondern sogar additiv operieren. Wie wir gleich in Satz sehen werden, handelt es sich dabei genau
um die Mengen, die (beliebige) Testmengen additiv beziiglich p* in folgendem Sinne zerlegen.

Definition 1.45 (u*-messbare Menge). Fs sei X eine
nicht-leere Menge und p* ein duferes Maf auf X. Wir T
bezeichnen eine Menge A C X als p*-messbar, falls

p(T)y=p (TNA) +p (T\A) firaleTcX

gilt. Die Menge aller pu*-messbaren Mengen A C X no-
tieren wir mat A~ .

Bemerkung 1.46.
(1) Wegen der Subadditivitit von p* reicht es, die Ungleichung

pw(T)y>p (TNA)+u*(T\A) firaleTCX

fiir die p*-Messbarkeit von A zu verifizieren (und diese gilt offensichtlich immer fir den Fall
w*(T) = o0).

(2) In der Prazis ist es oft nur fiir einfache dufere Mafle u* méglich, die p*-Messbarkeit einer gege-
benen nicht-trivialen Menge direkt anhand der Definition zu verifizieren oder sogar das Mengen-
system A~ explizit anzugeben (vgl. Ubung .

Beispiel 1.47. Es sei X eine nicht-leere Menge und p* ein dufleres Mafl auf X. Ist A C X eine Menge
mit p*(A) =0, so ist A eine p*-messbare Menge. Wegen der Monotonie des Mafles gilt némlich fiir jede
Testmenge T' C X

i1 AA) + (T A) < i (A) + i (T) = (1),
so dass die p*-Messbarkeit von A nach Bemerkung m (1) erfiillt ist.

Ubung 1.48. Es sei X eine nicht-leere Menge. Bestimmen Sie die y*-messbaren Mengen fiir das Dirac-
MaB p* = §, fiir ein z € X sowie fiir das duflere Mafl p* aus Beispiel (ii).

Als Nichstes zeigen wir, dass das Mengensystem A~ der p*-messbaren Mengen eines dufleren Ma-
Bes p* eine o-Algebra darstellt und p* sich auf diesem tatsichlich o-additiv verhélt, so dass p* auf
(X, Ay-) ein (vollstéindiges) Mafl darstellt.

Satz 1.49 (von Carathéodory). Es sei X eine nicht-leere Menge und p* ein dufSeres Mafl auf X. Dann
ist A~ eine o-Algebra auf X und die Einschrdinkung von p* auf Ay« stellt ein vollstindiges Maf auf
(X, Ay-) dar.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass A,- eine o-Algebra auf X ist.
o Wegen p*(0) = 0 ist § € A, nach Beispiel klar.

e Wir betrachten nun A € A,- und eine beliebige Testmenge 7' C X. Wegen TN (X \ A) =T\ A
und T\ (X \ A) =T N A schliefen wir aus der p*-Messbarkeit von A auf

WH(T) = p* (TN A) + p*(T0A) = i (T 0 (X \ A)) + ' (T (X \ 4)).

Dies bedeutet, dass auch das Komplement X\ A von A wieder p*-messbar ist, also dass X\ A € A,
gilt.

e Eis seien nun A;, Ay € Ay» und T C X eine beliebige Testmenge. Wir wenden zunéchst die
p*-Messbarkeit von Ay auf T und dann die p*-Messbarkeit von Ay auf T'\ A; ein:

W(T) = p* (TN Ay + 1 (T Ay)
W (T 0 AL + (T A1) 0 Ag) + (T (A1 U Ay)
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Wegen (TNA)U((T\ A1) NAy) =TnN(A; UAs) und der Subadditivitidt von p* folgt nun
p(T) = p* (T N (AU Ag)) + (T \ (Ar U Az)),
so dass nach Bemerkungm (1) die p*-Messbarkeit von A; U Ay gezeigt ist, also A1 U Ay € A,-.
e Es sei {A;}jen eine Folge in A,+ und T' C X beliebig. Ohne Einschréinkung diirfen wir hierbei
annehmen, dass die Mengen aus {A4; };en paarweise disjunkt sind (sonst gehen wir auf die Mengen
A=A\ Ufc;llAk fiir j € IN {iber, die wegen Lemma tiber die Abgeschlossenheit von A,
unter Komplementbildung und endlichen Vereinigungen wieder in A4, liegen, paarweise disjunkt

sind, und UjE]Nzle = UjenA; erfiillen). Wir iiberlegen uns nun iiber vollstdndige Induktion (und
mit einem #hnlichem Vorgehen wie im letzten Schritt) die Identitéit

‘ ‘
w(T) = Z,u*(Tﬂ Aj)+p* <T\ U Aj> fiir alle £ € IN. (1.2)

Jj=1 Jj=1

Fiir £ = 1 entspricht dies genau der p*-Messbarkeit von A;. Wenn wir die Giiltigkeit der Aussage
fiir ein ¢ € IN annehmen, so folgt aus der p*-Messbarkeit der Menge Ay, sowie der Tatsache
Ap1 NA; =0 fiir j € {1,...,¢} zunéchst

n (T\JQ A) = u*((T\JQ A) e ) +u*((T\]L_EJ1 A7)\ Acea)

= (TN Agyr) + (T\[Ej Aj)

j=1

und dann aus der Induktionsannahme die Behauptung (1.2) mit ¢ 4+ 1 anstelle von ¢ (wobei diese
Ungleichung im Fall p*(T') = oo wegen der Subadditivitit von p* sogar trivial ist). Indem wir nun
die Monotonie von p* in ([1.2)) ausnutzen, erhalten wir

14
p(T) = p (T NVA;) + p* (T\ U Aj) fiir alle £ € IN

Jj=1 JEN

und folgern dann im Grenziibergang ¢ — oo aus der o-Subadditivitdt von p* die Ungleichung

w2 S prna) +u (17 4)

JEN JEN
>y (7 _U]NAj) w1 L%VAJ) > (7). (13)

Damit gilt tatséchlich Gleichheit bei allen Ungleichungen und die ;+*-Messbarkeit von UjenA; ist
gezeigt, also UjewA; € A+

Damit ist der Beweis erbracht, dass es sich bei 4,« um eine o-Algebra auf X handelt. Um die zweite
Behauptung zu zeigen, dass die Einschrénkung von p* auf A,« ein vollsténdiges Maf ist, brauchen
wir uns wegen p* () = 0 nur noch die o-Additivitit auf A,- zu iiberlegen sowie die Vollstéandigkeit des
MaBraums (X, A,~, u*) zu begriinden. Da wir gezeigt haben, dass in der letzten Ungleichungskette ([1.3))
tatséichlich iiberall Gleichheiten gelten, folgern wir fiir eine Folge {4;};en von disjunkten Mengen in A,
und die spezielle Wahl 7" := UjenA; bereits die gewiinschte Identitdt " (UjewA;) = 32 oy p(A;) fiir
die o-Additivitit. Aus Beispiel [[.47] ist auBlerdem ersichtlich, dass alle Teilmengen von x*-Nullmengen
wiederum in A« liegen und p* damit ein vollstdndiges Maf auf (X, .A,+) ist. Dies schlieft den Beweis
des Satzes von Carathéodory ab. O

Bemerkung 1.50 (Zusammenhang zwischen dufleren Maflen und Maflen I). Wie wir mit Satz von
Carathéodory gesehen haben, kann man aus jedem dufleren Mafi p* auf X ein (sogar vollstindiges) Maf
gewinnen, indem man p* auf die o-Algebra A~ aller p*-messbaren Teilmengen von X einschrdnkt.

21



1.5 Konstruktion von (dufleren) Maflen

Wir wenden uns nun der Fragestellung zu, wie man ein Maf} oder ein &ufleres Mafl mit gewissen Eigen-
schaften gewinnen kann. Beim Konstruktionsverfahren von Carathéodory gibt man sich dazu zunéchst
ein beliebiges Mengensystem S von Basismengen sowie eine beliebige Mengenfunktion v auf S mit
v(0) = 0 vor, und definiert eine neue Mengenfunktion fiir jede Menge aus der Potenzmenge, indem die
Menge mit hochstens abzéahlbar vielen der Basismengen aus S iiberdeckt, deren Gesamtwert beziiglich v
bestimmt, und diesen Wert dann iiber alle solche Uberdeckungen minimiert. Wir iiberlegen uns nun,
dass man — ohne weitere Annahmen an das Mengensystem S und die Mengenfunktion v — iiber diese
Konstruktion tatséchlich ein dufieres Mafl gewinnt (auch wenn dieses duflere Mafl im Allgemeinen nicht
mehr viel mit der vorgegebenen Mengenfunktion v zu tun haben wird).

Lemma 1.51 (Konstruktion von Carathéodory). FEs sei X eine nicht-leere Menge, S ein Mengensys-
tem mit ) € S und v: S — [0,00] eine Mengenfunktion mit v(() = 0. Dann ist die Mengenfunktion
p*: P(X) — [0,00] definiert diber

ur(A) = inf{ Z v(Sk): {Sk}rew ist eine Folge in S mit A C U Sk}

keN keN
fiir A C X ein duferes Maf auf X mit p*(A) < v(A) fir alle A € S.

Beweis. Wir bemerken zuniichst, dass p*(A4) > 0 fiir jedes A C X gilt, da v eine nicht-negative Men-
genfunktion ist. Auflerdem erkennen wir sofort p*(A) < v(A) fir jedes A € S, da die Folge {Si }xen mit
S1 = Aund Sy, = 0 fiir k > 2 eine Uberdeckung von A mit Y, . #(S) = v(A) darstellt. Wir weisen
nun die drei definierenden Eigenschaften eines dufleren Mafles fiir ©* nach.

e Wegen der Voraussetzungen ) € S und v(f)) = 0 folgt aus den Vorbemerkungen direkt p* (@) = 0.

e Es seien Ay, Ay C X zwei Mengen mit Ay C Ay und {Sk}ren eine Folge in & mit Ay C UpenSk.
Dann gilt auch A; C Upen Sk, d.h. die Uberdeckung der Menge A, ist auch eine Uberdeckung der
Menge Aq, und es folgt

(A < 3 w(sh).
kelN
Gehen wir nun auf der rechten Seite zum Infimum iiber alle Folgen {Sj }rew in S mit Ay C UgenSk
iiber, erhalten wir sofort pu*(A;) < p*(As), also die Monotonie von p*.

e Es sei {A;},cn eine Folge von Teilmengen von X, fiir die wir ohne Einschrankung p*(A;) < oo
fiir alle j € IN annehmen diirfen (sonst ist die Aussage der o-Subadditivitéit trivial). Es sei nun
€ > 0 beliebig, aber fest vorgegeben. Zu jedem j € IN wéhlen wir dann eine Folge {S; x}ken in S
mit

A | Sin mmd D w(Sn) < pt(Ay) 277,
kelN kelN

also eine abzihlbare Uberdeckung der Menge A, mit der p1*(A;) bis auf einen Fehler von hochstens
der Grofie 277 ¢ approximiert wird. Wegen UjewA; C Uj renS;x und der Abzihlbarkeit von IN x IN
folgern wir dann

;L*(UAJ-)SZV(S]-JC)SZ(M (Aj) +277¢) Z,u

JEN J,k€EN JEN JEN
Wegen der Beliebigkeit von € zeigt dies die o-Subadditivitit von p*. O

Bemerkung 1.52. Im Beweis der o-Subadditivitdt von p* wurde fir jede Menge aus der Folge {A;}jen
eine Uberdeckung gewdhlt, die w*(A;) jeweils bis auf einen Fehler von hichstens der Grife 2~7¢ appro-
ximierte und insofern vom Index j € IN abhing. In Summe blieb der Fehler in der Approximation der
Vereinigung UjewA; damit aufgrund der Konvergenz der geometrischen Reihe unter e, so dass dann die
Aussage der o-Subadditivitit folgt. Dieses Vorgehen findet in der MajStheorie bei abzihlbaren Prozessen
hiufig Anwendung und wird auch als 277 e-Trick bezeichnet.
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Ubung 1.53. Es sei A eine o-Algebra und p: A — [0, 00] eine monotone und o-subadditive Mengen-
funktion mit () = 0. Zeigen Sie, dass die Konstruktion von Carathéodory in diesem Fall auf

p*(A) = min {p(B): B € Amit A C B}

fiir alle A C X fiihrt (wobei das Minimum hier iiber eine Teilmenge von [0, oc] gebildet wird und damit
insbesondere den Wert co annehmen kann, wenn p(B) = oo fiir alle B € A mit A C B gilt).

Die Tatsache, dass an das System S der Basismengen und an die Mengenfunktion v: S — [0, o] aufler
der Bedingung () € S mit v(f)) = 0 keine weiteren Anforderungen gestellt sind, kann dazu fiihren, dass im
Allgemeinen nicht die Gleichheit p*(A) = v(A), sondern die strikte Ungleichung p*(A) < v(A) fiir viele
Basismengen A € S gelten kann. Damit das duflere Mafl p* auf den Mengen aus S tatséchlich mit der
urspriinglichen Vorschrift v iibereinstimmt, miissen zusétzliche Bedingungen an das Mengensystem S
und die Auswertung der Mengenfunktion v gestellt werden. Dabei muss im Wesentlichen ausgeschlossen
werden, dass es Uberdeckungen einer Menge A € S mit Teilmengen von A oder gar einer gréBeren
Menge als A gibt, die in der Carathéodory-Konstruktion einen kleineren Wert als v(A) selbst liefert.
Wir werden in Satz [L.58] zeigen, dass dies ausgeschlossen ist, wenn S ein Halbring ist und v darauf
ein Priamaf darstellt (was im Wesentlichen bedeutet, dass es bereits wie ein Maf operiert, solange alle
involvierten Mengen im Halbring enthalten sind).

Definition 1.54 (Halbring). Fs sei X eine nicht-leere Menge und R ein Mengensystem von Teilmengen
von X.

(i) Wir nennen R einen Halbring (von Mengen) auf X, falls

e R,
e R abgeschlossen unter Durchschnitten ist, d.h. mit Ay, Ay € R gilt auch A1 N A € R,

o fiir alle Mengen A1, Ay € R gibt es N € IN und paarweise disjunkte Mengen Ry, ..., Ry in R
mit Al \A2 = UiI\LlRi-

(ii) Wir nennen R einen Ring (von Mengen) auf X, falls
e feR,

e R abgeschlossen unter Vereinigungen ist, d.h. mit Ay, Ay € R gilt auch A1 U Ay € R,

e R abgeschlossen unter relativer Komplementbildung ist, d.h. mit Ay, Ay € R gilt auch A; \
A2 cR.

Bemerkung 1.55. FEs sei X eine nicht-leere Menge.

(1) Jeder Ring R auf X ist auch abgeschlossen unter Durchschnitten, da wir fir beliebige Mengen
Al, A2 eER
A1 N Ay :Al\(Al\AQ) eER

schreiben konnen. Folglich ist jeder Ring auch ein Halbring.
(2) Jede o-Algebra auf X ist auch ein Ring (und damit ein Halbring) auf X.

(3) Induktiv sieht man, dass fir alle Mengen As, ..., A, € R auch Ay \Uj_yA; als endliche Vereini-
gung von paarweise disjunkten Mengen aus R geschrieben werden kann.

Definition 1.56 (Prama8). Es sei X eine nicht-leere Menge und R ein Halbring auf X. Eine Men-
genfunktion p: R — [0, 00] heifft Pramaf auf (X, R), falls

o u(0) =0,

e 4 o-additiv auf R ist, d.h. fir jede Folge {A;}jen von paarweise disjunkten Mengen in R mit
UjewA; € R gilt p(UjewA;j) = 3w 1(4;).
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Bemerkung 1.57.

(1) Der Unterschied in der Definition eines Priamafes im Vergleich der Definition eines
Mafes liegt im Definitionsbereich der Mengenfunktion. Daher ist jedes Prdamafs, das auf einer
o-Algebra definiert ist, bereits ein Majs.

(2) Jedes Maf$ auf einem messbaren Raum stellt darauf auch ein Primaf dar.

Damit kénnen wir nun zum eigentlichen Fortsetzungssatz von Carathéodory kommen, bei dem ein
Pramafl auf einem Halbring zu einem dufleren Mafl mittels der Konstruktion von Caratheodory fortge-
setzt wird (und damit insbesondere auf dem Halbring mit dem Pridmaf iibereinstimmt).

Satz 1.58 (Fortsetzungssatz von Carathéodory). Es sei X eine nicht-leere Menge, R ein Halbring
auf X und p: R — [0,00] ein Primaf auf (X, R). Die Mengenfunktion p*: P(X) — [0,00] definiert
tiber

w(A) = inf{ Z 1(Sk): {Sk}ren ist eine Folge in R mit A C U Sk}

keN kelN

fir A C X ist ein duferes Maf$ auf X. Ist aufferdem A € R, so ist A eine p*-messbare Menge und es
gilt p*(A) = p(A).

Bemerkung 1.59.

(1) Da relative Komplemente von Mengen aus einem Halbring R sich als disjunkte Vereinigung von
endlich vielen Elementen aus R schreiben lassen, konnen wir uns fir die Bildung des Infimums
in der Definition von p*(A) in Satz auf Folgen {Sk}rew von paarweise disjunkten Mengen
aus R mit A C Upen Sk beschrinken.

(2) Falls das Primaf o-endlich (im analogen Sinne wie fir Mafle in Definition wobei sich
insbesondere X mit Mengen aus dem Halbring R iberdecken lassen konnen muss) ist, so gibt es
genau ein Ma8 auf (X, 0(R)), das auf dem Halbring R mit dem Primaf$ ibereinstimmt. In diesem
Fall gilt also die Eindeutigkeit der Fortsetzung des Priamafles zu einem Maf auf (X,0(R)).

Beweis von Satz [L58 Mit Lemma erhalten wir sofort, dass p* ein #ufleres Mafl darstellt. Wir
betrachten nun eine beliebige Menge A € R. Mit Lemma [[.51] wissen wir bereits die Ungleichung
p*(A) < p(A). Wir betrachten nun eine beliebige Folge { Sy }rew in R mit A C (J; o Sk, die wir nach
Bemerkung m (1) als paarweise disjunkt annehmen diirfen. Wegen A € R und der Abgeschlossenheit
von R unter Durchschnitten ist dann auch {S, N A}ren eine Folge von paarweise disjunkten Mengen
in R, die nun sogar A = (J,c(Sk N A) € R erfiillt. Aus der o-Additivitdt des Pramafies y und der
damit implizierten Monotonie erhalten wir dann

(A = p( J (S0 4) = 3" u(Sen ) < Y u(se).

keN kelN keN

Durch den Ubergang auf der rechten Seite zum Infimum iiber alle paarweise disjunkten Folgen {S }xew
in R mit A C (J, ¢ Sk erhalten wir schliefllich x(A) < p*(A). Damit ist die Behauptung p*(A) = p(A)
fiir alle A € R bewiesen. Um als Letztes noch die p*-Messbarkeit von A zu zeigen, miissen wir noch die
Ungleichung

W(T) 2 (T NA) + 0 (T A) (14)

fiir jede Testmenge T C X mit p*(T') < oo beweisen, siche Bemerkung [1.46] (1). Zu £ > 0 beliebig, aber
fest, wihlen wir dazu eine Folge {Sk}ren in R mit

TC U Sk und Z,u(Sk) <u*(T)+e.

keN keN
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Da R ein Halbring ist, gilt fiir jedes k € IN dann S, N A € R sowie S \ A = UMY Ry, ; € R fiir geeignete
paarweise disjunkte Mengen Ry 1,..., Ry n, fur ein IV, € IN. Aus der Additivitét von p folgt daher

(S0 = Y (S A)+ 303 ulBes) = 0 (T0A) + (T A),

keN keN keN i=1

wobei wir fiir die letzte Ungleichung benutzt haben, dass {Sx N A}ren eine Folge in R mit TN A C
Uren (Sk N A) und { Ry i}tren,icq1,...,n,} eine Folge in R mit 7'\ A C Ugen uﬁ&l Ry, ; ist. Gehen wir
nun zum Infimum auf der linken Seite iiber alle Folgen {Sk}renw in R mit 7' C (J, o Sk iiber, folgt
die gewiinschte Ungleichung und damit die p*-Messbarkeit von A. Dies schlielt den Beweis des
Fortsetzungssatzes ab. O

Bemerkung 1.60 (Zusammenhang zwischen dufleren Maflen und Maflen II). Da jede o-Algebra nach
Bemerkung (2) auch ein Halbring ist, kann man iber den Fortsetzungssatz von Carathéodory
ein gegebenes Maf p auf einem gegebenen messbaren Raum (X, A) zu einem duferen Maf§ auf X er-
weitern.

Ubung 1.61 (Maximalitit der Fortsetzung von Carathéodory).

(i) Es sei X eine nicht-leere Menge, R ein Halbring auf X und p: R — [0, 00] ein Prama$ auf (X, R).
Ist v*: P(X) — [0, 0] ein beliebiges dueres Mafl mit v*(A) = p(A) fiir alle A € R, so gilt

v*(A) < p*(A) fiir alle A C X,

wobei p*: P(X) — [0,00] das #uflere Mafl aus dem Fortsetzungssatz von Carathéodory
bezeichnet.

(ii) Betrachten Sie fiir den Spezialfall X = {0,1} den Halbring R = {0, {0}} und die Mengenfunktion
p: R — [0,00] mit p(@) = 0 und p({0}) = 0. Bestimmen Sie alle Werte des duBeren Mafles p*
aus dem Fortsetzungssatz von Carathéodory auf P(X) und geben Sie ein weiteres dufleres Mafl
v : P(X) — [0,00] an, das auf R mit p iibereinstimmt, aber v* # p* erfiillt. Warum steht dies
nicht im Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage aus Bemerkung m (2)?

1.6 Die Borel-o-Algebra

Nachdem wir nun die grundsitzliche Konstruktionsvorschrift fiir ein (dufleres) Mafl diskutiert haben,
gehen wir nun endlich auch die Lésung des in Kapitel [I.I] vorgestellten Mafiproblems im R™ an. In diesem
Abschnitt fithren wir zuniichst eine o-Algebra ein, die von allen offenen Mengen im R™ (oder allgemeiner
in einem topologischen Raum) erzeugt wird und auf denen das gesuchte Mafl additiv operieren soll (so
dass diese o-Algebra eine Teilmenge aller messbaren Mengen darstellt). Da das Mengensystem aller
offenen Mengen noch sehr komplex ist, {iberlegen wir uns dann ein einfaches erzeugendes Mengensystem,
das es uns erlauben wird, fiir die Anwendung des Fortsetzungssatzes [1.58 von Carathéodory die Werte
einer Mengenfunktion vorzuschreiben, die einem natiirlichen n-dimensionalen Volumenbegriff entspricht.

Definition 1.62 (Topologie, topologischer Raum). Fs sei X eine nichi-leere Menge. Ein Mengensys-
tem T wvon Teilmengen von X heifit eine Topologie von X, falls

e 0, XeT,

e T abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen ist, d.h. fiir jede Familie {O;};c1 von Mengen in T
(mit beliebiger Indexmenge I), gilt auch U;c;O0; € T,

e T abgeschlossen unter Durchschnitten ist, d.h. mit O1,02 € T gilt auch O1 N Oy € T.

Falls T eine Topologie auf X ist, so bezeichnen wir das Paar (X, T) als topologischen Raum. Aufierdem
bezeichnen wir die Elemente von T als offene Mengen in X, und die Komplemente von offenen Mengen
als abgeschlossenen Mengen.
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Beispiel 1.63. Es sei X eine nicht-leere Menge.

(i) Das Mengensystem {0, X} und die Potenzmenge P(X) von X sind Topologien auf X, die triviale
(oder indiskrete Topologie) und die diskrete Topologie. Dies ist die kleinste (oder grobste) bzw. die
grofite (oder feinste) Topologie auf X.

(ii) Das Mengensystem
{AC X: A=0oder X\ A ist endlich}

ist eine Topologie auf X.

(iii) Falls 7 eine Topologie auf X und E C X eine nicht-leere Menge ist, dann ist T := {ENO: O € T}
eine Topologie auf F, die relative Topologie oder Spurtopologie.

(iv) Falls d: X x X — [0,00) eine Metrik auf X ist, dann ist das Mengensystem aller Mengen, die
beziiglich dieser Metrik offen sind, eine Topologie (zur Erinnerung: eine Menge O C X ist offen
beziiglich der Metrik d, falls fiir jedes 2y € O ein e(xy) > 0 existiert, so dass die offene e-Kugel
{r € X:d(z,20) < €} vollstindig in O enthalten ist). Aus diesem Grund kann man die Begriffe
des Inneren, AuBeren oder Randes einer Menge oder die Konvergenz einer Folge auf natiirliche
Art und Weise von metrischen auf allgemeinere topologische Riume iibertragen.

Bemerkung 1.64 (Vergleich der Konzepte einer o-Algebra und einer Topologie). Wir vergleichen
die Definition einer o-Algebra von messbaren Mengen mit der Definition einer Topologie von
offenen Mengen auf einer gegebenen Menge X. Obwohl es einige formale Ahnlichkeiten gibt, bestehen
zwei signifikante und konzeptionelle Unterschiede. Erstens ist das Komplement einer messbaren Mengen
immer messbar, wohingegen das Komplement einer offenen Menge im Allgemeinen nicht offen ist (aufSer
fiir einige Spezialfille wie bei der diskreten Topologie T = P(X)). Zweitens sind abzihlbare Schnitte und
Vereinigungen messbarer Mengen wieder messbar, wohingegen im Allgemeinen nur endliche Schnitte
sowie beliebige (sogar iberabzihlbare) Vereinigungen offener Mengen wieder offen sind. Im Allgemeinen
ist daher eine Topologie keine o-Algebra und eine o-Algebra keine Topologie.

Definition 1.65 (Borel-o-Algebra). Es sei (X,T) ein topologischer Raum. Die o-Algebra o(T), die von
dem Mengensystem aller offenen Teilmengen von X erzeugt wird, heift die Borel-o-Algebra auf (X, T)
und wird mit B(X, T) abgekiirzt. Wir bezeichnen die Elemente der Borel-o-Algebra als die Borel-Mengen
oder als Borel-messbare Mengen in X.

Fulls klar ist, welche Topologie T auf X gemeint ist, verzichten wir auf die explizite Nennen von T
in der Notation und nennen B(X) die Borel-o-Algebra auf X (anstelle von auf (X,T)). Inbesondere
werden wir die Notation B(R™) verwenden, wenn R™ versehen mit der euklidischen Topologie betrachtet
wird.

Fiir uns sind in erster Linie die Borel-o-Algebra B(R") auf R™ (fiir die Losung des Mafiproblems
in Kapitel sowie die Borel-o-Algebra B(R) auf den erweiterten reellen Zahlen R (als Wertebereich
von numerischen Funktionen in der Integrationstheorie in Kapitel [2) relevant.

Bemerkung 1.66 (Beispicele aus und Kardinalitét von B(R™)).
(1) Die Borel-o-Algebra B(R™) auf R™ enthdlt insbesondere

e nach Definition alle offenen Mengen,
o durch Ubergang auf Komplemente alle abgeschlossenen Mengen,
o wegen der Abgeschlossenheit einer o-Algebra unter abzdhlbaren Durchschnitten und Vereini-

gungen die abzihlbaren Durchschnitte von offenen Mengen (sogenannte Gs-Mengen) sowie
die abzdhlbaren Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen (sogenannte F,-Mengen).

(2) Mit transfiniter Induktion kann man zeigen, dass die Borel-o-Algebra B(R™) auf R™ und die
Menge R der reellen Zahlen dieselbe Kardinalitit haben, also dass eine bijektive Abbildung zwischen
diesen beiden Mengensystemen existiert. Obwohl also das Mengensystem B(R™) schon ziemlich
viele Teilmengen des R™ zu enthalten scheint, ist es hinsichtlich der Kardinalitit noch klein im
Vergleich zur Potenzmenge P(R™), die mdchtiger als R (und damit auch R™) ist.

26



Bemerkung 1.67 (Borel-o-Algebra auf R und auf R). Wie bereits bemerkt ist es oft hilfreich, mit
Erzeugern der Borel-o-Algebra zu arbeiten, die lediglich Mengen von besonders einfacher Struktur ent-
halten. Fiir die eindimensionalen Mengen R und R kann man sich Erzeuger der entsprechenden Borel-
o-Algebra iber offene, halb-offene und abgeschlossene Intervalle sehr einfach tberlegen.

(1) Fir die Borel-o-Algebra B(R) auf R sind Erzeuger

e das Mengensystem {(a,b): a <b € R} aller offenen Intervalle,

e das Mengensystem {(a,b]: a < b € R} oder {[a,b): a < b € R} aller (von links oder von
rechts) halb-offenen Intervalle,

e das Mengensystem {[a,b]: a < b € R} aller abgeschlossenen Intervalle,

e das Mengensystem {(—o0,a): a € R} oder {(a,00): a € R} aller (nach links oder nach
rechts) unendlichen offenen Intervalle,

e das Mengensystem {(—o0,al: a € R} oder {[a,00): a € R} aller (nach links oder nach rechts)
unendlichen abgeschlossenen Intervalle.

Von diesen einfachen Mengensystemen zeichnen sich diejenigen mit den halb-offenen Intervallen
dadurch aus, dass es sich auch um Halbringe handelt (bei allen anderen angegebenen Mengensyste-
men hingegen ldsst sich nicht mehr jedes Komplement als eine endliche Vereinigung aus paarweise
disjunkten Mengen der gleichen Art schreiben).

(2) In einigen Situationen ist es notwendig, mit den erweiterten reellen Zahlen R :=RU{—o0,+o0}
zu arbeiten. Die assoziierte erweiterte o-Algebra B(R) auf R wird von allen Mengen in B(R) sowie
den Elementen erzeugt {—oo,+o0o}. Man kann leicht iberprifen, dass B(R) gegeben ist als

B(R)={AUB: A€ B(R) und B C {—00,+00}}.
Fiir die Borel-o-Algebra B(R) auf R sind Erzeuger

o das Mengensystem {[—o0,a): a € R} oder {(a,00]: a € R} aller (nach Inks oder nach rechts)
unendlichen offenen Intervalle,

e das Mengensystem {[—o00, a]: a € R} oder {[a,o0]: a € R} aller (nach links oder nach rechts)
unendlichen abgeschlossenen Intervalle.

Ubung 1.68. Zeigen Sie, dass das Mengensystem"{(a,b): a < b € R} aller offenen Intervalle aus R
ein Erzeuger der Borel-o-Algebra B(R) auf R ist. Uberlegen Sie sich dafiir zunéchst, dass jede offene
Menge in R als eine hochstens abzéhlbare Vereinigung offener Intervalle geschrieben werden kann.

Als Néchstes wollen wir uns ein dhnlich einfaches erzeugendes Mengensystem (das zugleich einen
Halbring darstellt) fiir die Borel-o-Algebra B(R™) auf R™ iiberlegen, wie es die halb-offenen Intervalle
fiir die Borel-o-Algebra B(R) auf R gem#f Bemerkung[1.67] (1) sind. Wir werden sehen, dass ein solches
einfaches Mengensystem durch das direkte Analogon von halb-offenen Intervallen in R, ndmlich den
halb-offene Quadern im R", gegeben ist. Zur Vereinfachung der Darstellung fithren wir zunéchst einige
Schreibweisen fiir Vektoren und Mengen im R” ein: fiir Vektoren a,b € R™ schreiben wir a < b, falls
a; < b; fiir jedes i € {1,...,n} gilt. Wir bezeichnen eine Menge @) C R™ als einen halb-offenen Quader,
falls Vektoren a,b € R™ mit a < b existieren, so dass

Q =[a,b) = [a1,b1) X ... X [an,bp) ={z €R": a <z < b}

gilt (insbesondere ist damit auch die leere Menge ein halb-offener Quader, da §§ = [a, a) fiir jeden Vektor
a € R™ gilt). Vollkommen analog kann man abgeschlossene Quader [a,b] und offene Quader (a,b)
einfithren. Im Folgenden werden wir mit dem Mengensystem

R :={Q CR™: Q ist ein halb-offener Quader in R"}.

aller halb-offenen Quader arbeiten, fiir das wir zunéchst die Eigenschaften eines Halbrings nachweisen.
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Lemma 1.69. Das Mengensystem R C P(R™) ist ein Halbring auf R™.

Beweis. Wir verifiziere alle Eigenschaften eines Halbrings fiir R.
e Wegen () = [a,a) fiir jedesa e R" git peR.  pemmem-------- |
e Es seien Q1,Q2 € R, mit Q1 = [a1,b1), Q2 = [az,bs) fiir ge-

eignete Vektoren aq,as,by,bs € R™. Definieren wir Vektoren
a,b € R™ iiber

Zli = max{au, a27i} und 51 = min{bl,i, bgﬂ‘}

fir i € {1,...,n}, dann gilt @1 N Q2 = [d,i)) eR. Ry

O

e Sind QQ1,Q2 € R, so kénnen wir den halb-offenen Quader @Q;  |[------------- :
entlang der Hyperebenen, die von den Seitenflichen von Qs R ; R
aufgespannt werden, in (héchstens 2™) halb-offene Quader zer- 2 : 3
legen. Dies zeigt (vgl. die Skizze), dass das relative Komple-
ment @1 \ Q2 als endliche Vereinigung von paarweise disjunk-

ten, halb-offenen Quadern dargestellt werden kann. O
Nun iiberlegen wir uns, dass das Mengensystem R der halb-offenen Quader im R™ auch einen

Erzeuger der Borel-o-Algebra B(R™) auf R™ darstellt.
Lemma 1.70. Das Mengensystem R C P(R™) erzeugt die Borel-o-Algebra B(R™) auf R™, d.h. es gilt
o(R) =B(R") =c({O CR™: O ist eine offene Menge}).

Q2

Beweis. Die behauptete Identitét gilt, wenn wir zeigen, dass
O€o(R) und Q € BIR") (1.5)

fiir jede offene Menge O C R™ und jeden halb-offenen Quader Q € R gilt, denn dann gelten nach
Definition der erzeugten o-Algebra B(R™) C o(R) und o(R) C B(R™), womit die Gleichheit der beiden
o-Algebren gezeigt ist.

Es sei zunédchst O eine offene Menge im R". Zu jedem Punkt x € O gibt es einen halb-offenen
Quader Q(x) = [a,b) mit rationalen Endpunkten a,b € Q", der vollstindig in O enthalten ist, also
Q@ C O erfiillt. Da es insgesamt nur abzdhlbar viele Quader mit rationalen Endpunkten gibt, kann O
somit als abzdhlbare Vereinigung von halb-offenen Quadern geschrieben werden. Damit ist die erste
Aussage O € ¢(R) aus (1.5]) gezeigt.

Als Nichstes sei @ = [a,b) € R ein beliebiger halb-offener Quader im R™. Dann kénnen wir @ iiber

Q= (\(ar—5"b1)x .. (an—35",bn)
JEN
als abzdhlbaren Durchschnitt von offenen Quadern, die offene Mengen im R" sind, schreiben. Dies zeigt

die zweite Aussage @ € B(R™) aus ((1.5]), so dass nun insgesamt das Lemma bewiesen ist. O

Bemerkung 1.71. Analog zum Beweis von Lemma sieht man, dass jede offene Menge im R™ sich
als Vereinigung von abzdhlbar vielen kompakten Quadern schreiben lassen kann. Mit einer etwas feineren
Argumentation kann man sogar zeigen, dass dies auch mit paarweise disjunkten Quadern maoglich ist.

Wir gehen schliellich noch auf den Zusammenhang zwischen messbaren und offenen Mengen ein. Das
folgende Kriterium von Carathéodory ist sehr niitzlich, um zu zeigen, dass alle offenen Mengen (und
damit alle Borel-Mengen) beziiglich eines gegebenen dufleren Mafles messbar sind. Dieses Kriterium
fordert lediglich, dass das duflere Maf} sich fiir je zwei Mengen positiven Abstandes additiv verhélt.

Satz 1.72 (Kriterium von Carathéodory). Es sei (X,d) ein metrischer Raum und p*: X — [0, 00] ein
dufleres Maf. Alle offenen Mengen aus X sind p*-messbar genau dann, wenn

1w (A1 U As) = p*(Ar) + pw*(A2)  fiir alle Ay, Ay C X miat dist(A4, A2) > 0. (1.6)
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Beweis. Um die Notwendigkeit des Kriteriums zu zeigen, neh-
men wir an, dass alle offenen Mengen p*-messbar sind, und wir
betrachten nun beliebige Teilmengen A;, As C X mit positivem
Abstand ¢ := dist(A1, A3) > 0. Die offene Menge

Ay

O ={x e X: dist(z, A1) < e} O

ist nach Voraussetzung p*-messbar, und Definition von ¢ gilt dann

A1 C O und A; N O = (. Wenden wir daher die p*-Messbarkeit

von O auf die Testmenge A; U As an, so erhalten wir wie in Ao
behauptet

pr(ArUAz) = p (A1 U A2) N O) + 1" ((A1 U A2) \ O)
= p* (A1) + p (Az).
Um zu beweisen, dass das Kriterium auch hinreichend ist, nehmen wir an, dass (1.6)) erfiillt ist
und miissen daraus folgern, dass alle offenen oder dquivalent dazu alle abgeschlossenen Mengen aus X

tatséichlich p*-messbar sind. Es sei dazu A C X eine beliebige abgeschlossene Menge und T' C X eine
beliebige Testmenge, fiir die wir nun die Ungleichung

pr(T) 2 p (TN A) +p(T\ A) (L.7)

zeigen miissen. Dazu reicht es, den Fall p*(T') < oo zu betrachten (vgl. Bemerkung (1)). Firj e N
definieren wir eine Menge A; C X iiber

Aj = {z € X: dist(x, A) < j 1},

so dass die Inklusion A; D A fiir alle j € IN sowie A = NjewA; erfiillt ist. Wir zerlegen die Menge
T\ A dann mit k € IN als disjunkte Vereinigung

T\A=(T\A)U UD

T
mit
Dj Z:Tm(Aj\Aj+1) fur]G]N A T\Ak
und erhalten {iber die o-Subaddivitdt von p* die Un- TNA
gleichung

W\ A) <t (T\ A + 3 (D)
j=k
Nach Konstruktion der Mengen {4;};en gilt dist(TNA, T\ A;) > k! > 0 fiir alle k£ € N, so dass nach
Voraussetzung (|1.6)
W (T NAYU T\ Ay)) = p*(T'0A) + it (T Ay)

folgt. Wegen der Monotonie von p*, der Inklusion (TN A)U(T'\ Ax) C T fiir k € IN sowie der vorherigen
Ungleichung erhalten wir damit insgesamt

> wH(Dy) + p Zu ((TNA)U(T\ Ak))

j=k
zu(TﬁA)-‘ru(T\A) fiir kK € IN. (1.8)
Um die gewiinschte Ungleichung (1.7) zu zeigen, miissen wir nun noch begriinden, dass die Reihe auf

der linken Seite konvergiert. Dazu bemerken wir zunéchst, dass dist(D,, Dy) > 0 fiir alle j,¢ € IN mit
|7—¢| > 2 gilt. Induktiv folgt daher fiir die Partialsummen der geraden bzw. der ungeraden Folgenglieder
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mithilfe der Voraussetzung (1.6 sowie der Monotonie von u*

ﬁ:l/fk(Dw) ZN*(C[JD%) < p*(T) und Z“ (Daj_1) (U Daj_ 1) < u*(T)

j=1 j=1 j=1

fiir alle N € IN. Durch Addition der beiden Gleichungen und mit dem Ubergang zum Limes N — oo

erhalten wir also
o0

> wt(Dy) < 2p%(T) < oo,

j=1
wobei wir hier die Annahme p*(7') < co ausgenutzt haben. Wegen der Konvergenz dieser Reihe kon-
vergiert die linke Seite von bei k — oo gegen p*(T'), so dass die Ungleichung und damit die
1*-Messbarkeit von A gezeigt ist. O

1.7 Das Lebesgue-Maf3 im R"

Auf dem Halbring R der halb-offenen Quader im R™ aus dem letzten Abschnitt, der einen Erzeuger
der Borel-o-Algebra auf R™ darstellt, wollen wir nun ein Pramafl definieren, iiber das wir dann iiber
den Fortsetzungssatz [1.58| von Carathéodory eine Losung des Mafproblems aus Kapitel gewinnen.
Unter der Normierungsbedingung, dass der Einheitsquader [0,1]" C R™ vom Maf 1 sein soll, der Bedin-
gung der Translationsinvarianz und der Anforderung, dass auch Drehungen des Quaders (und somit die
Reihenfolge der einzelnen Koordinaten) keine Rolle spielen sollten, erscheint eine sinnvolle Wahl, der
Mengenfunktion fiir einen Quader gerade das Produkt dessen Kantenldngen zuzuweisen. Wir beweisen
nun, dass diese Vorschrift tatséchlich ein Pramafl auf (R™,R) im Sinne von Definition darstellt.

Lemma 1.73 (Lebesguesches Pramaf). Die Mengenfunktion \": R — [0, 00] definiert diber

n

AMQ) = H(bl —a;) fiir jeden halb-offenen Quader @ = [a,b) € R
i=1

ist ein o-endliches Primafl auf (R™,R) und wird als das (n-dimensionale) Lebesguesche Pramafl be-
zeichnet.
Beweis. Der Beweis ist etwas technisch und wird in mehrere Zwischenschritte zerlegt.
(a) Endliche Additivitdt: fir alle paarweise disjunkten halb-offenen Quader Q1,...,Q¢ € R fir ein
LEN und Q = US_,Q; € R gilt \"(U5_,Q;) = Y5 A(Q)).

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass es sich insgesamt um ¢ = k™ halb-offene Quader
handelt, die die (der Gréfie nach fiir jede Koordinatenrichtung angeordneten) Quaderendpunkte

ap; <...<ay,; firie{l,...,n}
haben, so dass jeder der Quader @1, ..., Qk» gerade von der Form

[aj,—1,1,a5,1) X . X [aj, 10,05, n)

fir einen Vektor j € {1,...,k}" ist. Wegen Q = [ao1,ak,1) X ... X [@on, k) folgt dann iiber die
Definition der Mengenfunktion A", eine Teleskopsumme und die Rechenregel fiir Produkte von Summen
die behauptete endliche Additivitdt von A™

n

A(Q) = H(ak,i — ao,i) H g, i — Qj,—1,i)
=1j

k

L1 2.
= Z Haji,i—aji—l,i)

Z

nqg=1

Je{1,

A ([ag,—1,15a5,,1) X - X [ag, —1,n, 5, )
JE{1,... . k}m
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Um den allgemeinen Fall auf den oben behandelten Spezialfall zuriickzufithren, miissen wir gegebe-
nenfalls leere halb-offene Quader hinzufiigen und die Quaderzerlegung verfeinern (siehe Bild), so dass
wir am Ende insgesamt k™ halb-offene Quader fiir ein & € IN erhalten. Durch diese Operationen éndert
sich der Wert der Summe auf der rechten Seite nicht (was eine direkte Konsequenz aus dem Spezialfall
ist), so dass die endliche Additivitdt von A™ bewiesen ist.

(b) Endliche Subadditivitit: fir alle halb-offenen Quader Qq,...,Q¢ € R fir ein £ € N und Q =
UE_1Qj € R gilt A (U5_,Q;) < 325, A"(Qy).-

Wir wollen diese Aussage auf die endliche Additivitdt aus (a) zuriickfithren, indem wir zu ei-
ner geeigneten Vereinigung iiber paarweise disjunkte halb-offene Quader iibergehen und dabei die
iiberlappenden Teile der urspriinglichen halb-offenen Quader @1, ..., Q. nur noch einfach zéihlen (womit
wir beziiglich A\ hochstens einen kleineren Wert erhalten). Wir zeigen dazu zunéchst induktiv, dass es
fiir jeden Index m € {1, ..., £} paarweise disjunkte halb-offene Quader Ry, ..., Ry, € R fiirein N, € N
gibt mit der Eigenschaft

N, N,

6 U Ri und Z)\" Q) > ZA" (Rp). (1.9)
j=1

Fiir m = 1 ist die Aussage offensichtlich. Nun nehmen wir an, dass die Aussage fiir ein m € {1,...,¢0—1}
gilt. Nach Definition eines Halbrings sowie mit Bemerkung (3) existieren paarweise disjunkte halb-
offene Quader Ry, y1,...,Rn, ., € R fiir ein Ny, € N mit Ny > N, und
m N1 Np Npy1
Qui\J@i= U B = Qua=U®RnNQuu |J B
Jj=1 k=Npm+1 k=1 k=Np+1

wobei wir fiir die Implikation den erster Teil der Induktionsannahme ausgenutzt haben. Wir
bemerken, dass wegen der Abgeschlossenheit des Halbrings R unter Durchschnitten auf der rechten
Seite eine Vereinigung iiber paarweise disjunkte halb-offene Quader aus R steht. Verwenden wir nun die
in (a) gezeigte endliche Additivitdt und die Nichtnegativitdt von A", so erhalten wir aus dem zweiten
Teil der Induktionsannahme

m+1

> AMQ) =
j=1

AM(Q5) + A" (Qm + 1)

32 HMS

N, N1 N1
> ONU(R) + > N (RN Qi)+ > A'(Ri) > > A(Ra),
k=1 k=1 k=N, +1 k=1

was die Behauptung (1.9) fiir m + 1 anstelle von m zeigt. Nutzen wir nun ((1.9) fiir m = ¢ sowie erneut
die endliche Additivitit von A™ aus (a) an, dann ergibt sich die behauptete endliche Subadditivitét

von \" iiber ) i é
£
> A(Q) >Z/\" Ry) = A"(URO:A"(UQJ,).
j=1 = k=1 j=1
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(c) o-Superadditivitit: fir jede Folge {Q;}jen von paarweise disjunkten halb-offenen Quadern aus R
mit Q = Ujen@; € R gilt \"(Ujen@;) > Zje]N A™(Q5)-

Zu jedem ¢ € N finden wir wie in (b) iiber Bemerkung [L.55| (3) paarweise disjunkte halb-offene
Quader Ry,...,Ry € R fiir ein N € IN mit der Eigenschaft

4 N
Q\UQJ URk = Q=Jaoul R

j=1 j=1 k=1

Da die Mengen Q1,...Qy, Ry, ..., Ry paarweise disjunkt sind, folgern wir aus der endlichen Additivitét
von A" aus (a) die Ungleichung

L
ZM@+vazZ

fiir alle £ € IN. Im Limes £ — oo folgt dann die behauptete J—Superaddltlwtat von A™.
(d) o-Subadditivitit: fir jede Folge {Q;}jen von halb-offenen Quadern aus R mit Q = U;en®@; € R
gilt A" (Ujen@;) < D en A"(Qj)-

Wir wollen im Folgenden ausnutzen, dass wir das Pramafl der Menge @) iiber nur endlich viele halb-
offene Quader aus der Folge {Q,} e bis auf einen kleinen Fehler approximieren kénnen. Dazu sei € > 0
beliebig, aber fest vorgegeben. Schreiben wir die involvierten halb-offenen Quader als

= [ap,bp) und Q; = [a;,b;) fiir alle j € IN
mit Vektoren a;,b; € R™ fiir j € Ny (mit ag < a; < b; < bo fiir alle j € IN), so finden wir Vektoren
bo,a; € R™ fiir j € N, so dass einerseits die Ungleichungen by < bp und a; < a; gelten und anderer-

seits die assoziierten halb-offenen Quader [ao,bo) und [a@;,b;) beziiglich der Auswertung von A" gute
Approximationen von Q = [ag, by) und Q; = [a;,b;) im Sinne von

A(Q) < A(Jag, b)) + ¢ und  N"([a;, b)) < \H(Q;) + j fiir alle j € IN (1.10)

darstellen (anhand der Definition von A" sieht man leicht, dass eine solche Approximation moglich ist).
Da nach Konstruktion die Inklusionen

[ao,bo] @ = |J @; < | @@5,0))
JeN JjeN

gelten, stellen die Mengen {(a;,b;)} en eine offene Uberdeckung der Menge [ay, l~)0] C R™ dar, die nach
dem Satz von Heine—Borel als beschriinkte und abgeschlossene Menge des R" (Uberdeckungs—)kompakt
ist. Folglich kénnen wir eine endliche Teiliiberdeckung (aj,,b;,), - .. (@j,,bj,) von [ag,by] auswihlen.
Indem wir in der Uberdeckung von den offenen auf halb-offene Quader und beim iiberdeckten abge-
schlossenen auf den halb-offenen Quader iibergehen, erhalten wir dann auch

/4

[a0,50) = |J (@), b5.) 1 [a0, bo))

k=1

Auf der rechten Seite steht nun offensichtlich eine Vereinigung von halb-offenen Quader aus R, fiir die
offensichtlich die Ungleichung A" ([a;, , bj,) N [ao, bo)) < A"([a;,,bj,)) fur k € {1,...,¢} gilt. Wenden wir
nun (|1.10) sowie die endliche Subadditivitéit von A™ aus (b) an, so erhalten wir 1nsgesamt

L

Q) < M'([ao, b)) +& <> N"([a,,b5,) N [ao, o)) + &
k=1

L
< Z)\n([ajk?bjk))+€
C3 (r(@)+ £) rem T 2

jEN jeEN
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Wegen der Beliebigkeit von € > 0 folgt die behauptete o-Subadditivitét.

Abschluss des Beweises. Nach Definition von A" gilt bereits A™ (@) = 0, und mit der o-Superadditivitéit
aus (c¢) sowie der o-Subadditivitit aus (d) ist auch die o-Additivitit von A™ nachgewiesen, so dass A" wie
behauptet ein Pramafl auf (R™, R) darstellt. Schliellich bemerken wir, dass wir R" = Uyen[—N, N|"
schreiben kénnen und A"([—N, N]™) = N™ < oo fiir alle N € IN gilt, so dass auch die o-Endlichkeit des
Pramafles A" gezeigt ist. O

Bemerkung 1.74. Das Lebesquesche Primaf liegt in einer “Produktstruktur” vor: fassen wir einen
halb-offenen Quader Q im R™ als das Produkt Q@ = Q™ x Q™) eines halb-offenen Quaders Q"™
aus dem R™ und eines halb-offenen Quaders Q"™ aus dem R"™™ fiir ein m € {1,...,n—1} auf, so
gilt fiir die entsprechenden Primafe gerade die Beziehung \"(Q) = A™(QU™) - \n=m(Q—m)),

Durch Anwendung des Fortsetzungssatzes [1.58 von Carathéodory:

Satz 1.75 ((duBleres) Lebesgue-Maf}). Es existiert ein eindeutiges Mafs \™* auf R™, das (n-dimensionale)
duflere Lebesgue-Maf}, mit

A" ((a,0]) = [[(bi — ai)  fiir alle a <b € R™.

i=1
Definition 1.76 (Lebesgue-messbare Menge, Lebesgue-Ma$).

(i) Wir notieren die o-Algebra aller Mengen, die \"*-messbar sind, mit L(R™) und bezeichnen ihre
Elemente als die Lebesgue-messbaren Mengen.

(ii) Die Einschrinkung des duferen Lebesque-MafSes A™* auf das Mengensystem L(R™) aller Lebesgue-
messbaren Mengen heifit das Lebesgue-MaBl und wird mit L™ bezeichnet.

(iii) Die Finschrinkung des dufleren Lebesgue-Mafes A auf das Mengensystem B(R™) aller Borel-
messbaren Mengen heiffit das Lebesgue—Borel-Ma$.

Bemerkung 1.77 (Vollstindigkeit des Lebesgue-Mafles und Lebesgue-Nullmengen).
(1) Das Lebesgue-Map ist nach Satz von Carathéodory vollstindig.

(2) Man kann zeigen, dass das Mengensystem L(R™) aller Lebesgue-messbaren Teilmengen des R™ die
A" gwny Vervollstindigung des Mengensystems aller Borel-messbaren Teilmengen des R™ ist, und
entsprechend wird der Mafiraum (R™, B(R™), \™*|grn)) durch Ubergang auf das Lebesque-Mafi L7
vervollstandigt.

(3) Aus der Konstruktion von Carathéodory in Satz sowie mit der Tatsache, dass sich offene und
abgeschlossene Quader beliebig gut durch halb-offene Quader approzimieren lassen, ist es klar, dass
eine Menge N C R™ genau dann eine L™-Nullmenge ist, falls fiir jedes € > 0 eine abzdhlbare Folge
{Q;}jen von offenen / halb-offenen / abgeschlossenen Quadern existiert mit

NcC U Q; wund Zﬂ"(Qj) <e.

jEN JEN

Proposition 1.78 (Translationsinvarianz und Skalierungsverhalten des Lebesgue-Mafles). Es sei A €
L(R™), x € R™ and r > 0. Dann gelten

r+A={zr+a:ac A} € LR") und rA={ra:ac A} € L(R")

mit
LMx+ A)=L"(A) und L"(rA)=r"L"(A).

Beweis. Dies folgt direkt aus der Translations-Invarianz und dem Skalierungsverhalten des Lebesgue-
schen Pramafles. O
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Bemerkung 1.79. Tatsdchlich ist das Lebesgue-Mafs L™ das einzige translationsinvariante Maf§ auf
(R™, L(R™)), das den halb-offenen Einheitsquader [0,1)™ auf den Wert 1 normiert. Um das einzusehen,
zerlegt man den Einheitsquader fiir k € IN in 25" dyadische halb-offene Quader, die wegen er Transla-
tionsinvarianz und der Normierung dann das Mafi 2~ haben. Da man jede offene Menge analog zum
Beweis von Lemma [L.70] auch als abzihlbare Vereinigung solcher dyadischen Quader schreiben kann, ist
der Wert des Mafles somit auf allen offenen Mengen eindeutig festgelegt, und wegen der Eindeutigkeit
der Fortsetzung (vgl. Bemerkung (2)) dann auch auf allen Lebesgue-Mengen.

Weitere Eigenschaften: innere und &duflere Regularitit Fiir jede Lebesgue-messbare Menge A C R"™
gilt

L"(A) =sup {L"(K): K C R" ist kompakt mit K C A}
= inf {£"(0): O C R" ist offen mit O D> A}.

Wegen der Monotonie des Lebesgue-Mafles ist es klar, dass jede Punktmenge {z} € B(R™) und
folglich auch jede héchstens abzihlbare Menge des R™, aber auch jede (n — k)-dimensionale Hyperebene
(mit 1 < k < n—1) verschwindendes n-dimensionales Lebesgue-Mafl haben. Jedoch gibt es auch im Fall
n = 1 viele iberabzihlbare Borel-Mengen, deren Lebesgue-Mafl verschwindet.

Beispiel 1.80 (Cantormenge). Es sei {C;};en die Folge von Mengen in [0, 1],
die iterativ wie folgt definiert ist: wir setzen Cy = [0,1] und erhalten fur
j € N die Menge Cj41 aus C; indem wir aus jedem der Intervalle von Cj
das offene mittlere Drittel entfernen (womit dann die Menge Cj;1 aus 277!
kompakten Intervallen besteht, die jeweils die Linge 377~ haben). Die Menge ms == mm mm
C = NjenCj C [0,1] nennen wir dann die 1/3-Cantormenge, und diese erfiillt wn o um wn o un
die folgenden Eigenschaften:

e (C ist als Durchschnitt kompakter Mengen selbst kompakt, so dass insbesondere C' € B(R) gilt,

C' enthilt kein Intervall positiver Lénge,

C hat die gleiche Kardinalitéit wie R und ist damit insbesondere iiberabzéhlbar,

C hat 1-dimensional Lebesgue—Borel Mafl Null, da wegen der Stetigkeit des Mafles (siche Propo-

sition [L.29] (ii)) gilt:
e A(C) = lim AN(C;) = lim 27377 =0,

Jj—o0 Jj—o0

e ( ist von “fraktaler Struktur”, im Sinne dass C aus zwei Kopien von C' besteht, die jeweils um
den Faktor 3 geschrumpft sind, d.h.

C:D1UD2 mit D1 200[0,1/3} und DQ 3200[2/371],
wobei die Mengen Dy, Do die Eigenschaften D; = 2/3 + Dy und 3D; = C haben.

Andererseits sind nicht alle Teilmengen des R™ Lebesgue-messbar, und ein Beispiel dafiir haben wir
mit der Vitali-Menge bereits beim Beweis der Unlosbarkeit des Mafiproblems gesehen. Dieses wichtige
Beispiel fithren wir fiir den Fall n = 1 noch einmal explizit an.

Beispiel 1.81 (Vitali-Menge). Wir betrachten auf dem Intervall [0,1] C R die Aquivalenzrelation
r ~y genau dann, wenn x —y € Q.

Dann ist das Intervall [0, 1] die disjunkte Vereinigung von iiberabzihlbar vielen Aquivalenzklassen, von
denen jede abzéhlbar viele Elemente enthilt. Uber das Auswahlaxiom wéhlen wir dann eine iiberabzéhl-
bare Menge V' C [0, 1], die aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element enthélt (weswegen v — o ¢ Q
fiir v #£ 0 € V gilt). Die Menge V, die als Vitali-Menge bezeichnet wird, ist nicht Lebesgue-messbar.
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Beweis. Die Argumentation ist die gleich wie in Satz[I.1} Wir gehen iiber Widerspruch vor und nehmen
an, dass V Lebesgue-messbar ist. Wir wihlen eine Abzéhlung {¢;};en der Menge Q N [—1,1] und
definieren die Mengen

Vi=qi+V={¢+v:veV} firjel,

die Lebesgue-messbar sind mit £!(V;) = £}(V), wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes.
Nach Konstruktion gilt V; NV, = 0 fiir j # k € N und

0,1 c | JVv;cl-1,2.
JEN
Folglich schliefen wir wegen der Monotonie und o-Additivitit des Lebesgue-Mafles auf
1<y £V =) LY(V) <3,
JEN JjEN

was fiir jeden moglichen Wert von £}(V) unméglich ist. Damit kann die Menge V nicht Lebesgue-
messbar sein, wie urspriinglich angenommen wurde. O

Ubung 1.82. Uberlegen Sie sich mit ihnlichen Argumenten wie im vorherigen Beweis die folgenden
Aussagen

(i) Jede Lebesgue-messbare Teilmenge F der Vitali-Menge V ist eine Lebesgue-Nullmenge ist, erfiillt
also L1(E) = 0.

(ii) Jede Lebesgue-messbare Teilmenge E C R positiven Mafles £!(FE) > 0 enthélt eine nicht Lebesgue-
messbare Teilmenge.

Bemerkung 1.83 (Vergleich der Kardinalitidt von B(R™), L(R™) und P(R™)).

1.8 Das Hausdorff-Mafl
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Lésungen zu den Ubungsaufgaben

Lésung zur Ubung Wir {iberpriifen, dass A alle FEigenschaften einer o-Algebra auf X erfiillt.
e Wegen () € A; fiir alle i € I gilt auch §) € A.

e Fiir jede Menge A € A gilt auch A € A; fiir alle i € I. Wegen der Abgeschlossenheit der o-
Algebren {A;};cr unter Komplementbildung gilt damit auch X \ A € A; fiir alle i € I, woraus
unmittelbar X \ A € A, also die Abgeschlossenheit von A unter Komplementbildung, folgt.

o Ist {A;} e eine Folge in A, so ist es auch eine Folge in A; fiir jedes i € I. Wegen der Abgeschlos-
senheit der o-Algebren {A;};c; unter abzdhlbaren Vereinigungen gilt damit auch UjenA4,; € A;
fir alle ¢ € I, woraus schlieBlich auch UjewA; € A, also die Abgeschlossenheit von A unter
abzéhlbaren Vereinigungen, folgt.

Lésung zur Ubung Zuniichst betrachten wir eine o-Algebra 4. Diese ist nach Definition einer
o-Algebra abgeschlossen unter abzdhlbaren Vereinigungen von beliebigen Mengen, also insbesondere
auch von paarweise disjunkten Mengen.

Als Néchstes betrachten wir eine Algebra A, die abgeschlossen unter abzédhlbaren Vereinigungen von
paarweise disjunkten Mengen ist. Es sei nun {A4,},cn eine Folge von beliebigen Mengen aus A. Die
abzéhlbare Vereinigung U;enA; kénnen wir dann iiber

j—1
UA]':UAJ' mltA]:A]\UAkfurjglN
JEN JEN k=1

als abzéhlbare Vereinigung von disjunkten Mengen aus A schreiben. Daher folgt nach Voraussetzung
Ujen4; € A, womit wir dann nachgewiesen haben, dass A abgeschlossen unter abzéhlbaren Vereini-
gungen beliebiger Mengen aus 4 und damit tatséchlich eine o-Algebra ist.

Lésung zur Ubung Wir miissen iiberpriifen, dass alle Eigenschaften einer o-Algebra fiir das
angegebene Mengensystem A erfiillt sind:

e Wegen () C E gilt 0 € A.
e Ist A € A, so existiert eine Menge B C F mit
A=Boder A=X\B < X\A=X\Boder X\A=DB,
womit schon X \ A € A folgt. Damit ist A abgeschlossen unter Komplementbildung.

o Ist {A;} e eine Folge von Mengen aus A, so existiert eine Folge {B;};en von Teilmengen von FE,
so dass A; = Bj oder A; = X\ B, fiir jedes j € IN gilt. Wir unterscheiden nun zwei Fille: entweder
gilt A; = By fiir alle j € IN und dann auch

UJA4,=JB;cE,
JEN JEN
oder es existiert ein jo € IN mit A;, = X \ B, und dann gilt nach den Regeln von De Morgan
UAa=x\((X\4;) md [)(X\4;)CX\A4j, =5, CE.
JEN JEN JEN

In beiden Fillen haben wir UjewA; € A. Damit ist A also auch abgeschlossen unter abzéahlbaren
Vereinigungen.

Losung zur Ubung Wir miissen iiberpriifen, dass alle Eigenschaften einer o-Algebra fiir das
angegebene Mengensystem A erfiillt sind:
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o Wegen ) = U;ep P gilt 0 € A.

e Fiir jedes A € A existiert eine Indexmenge I C J mit A = U;erP;. Da {P;};c; eine (hochstens
abzéhlbare) Partition von X ist, erhalten wir fiir das Komplement von A dann

X\A=UienP €A,
so dass A abgeschlossen unter Komplementbildung ist.

e Fiir jede Folge { Ax }rew von Mengen aus A existiert eine Folge {Ij }rew von Indexmengen aus J,
so dass Ay = Ujey, P; fiir jedes k € IN gilt. Setzen wir nun I := Ugenly, so folgern wir

Ua=U(Ur)-Urea

kEN keN icly i€l
so dass A auch abgeschlossen unter abzéhlbaren Vereinigungen ist.

Lésung zur Ubung Wir nehmen fiir ein Widerspruchsargument an, dass die o-Algebra A auf X
durch ein Mengensystem {A,},;en von abzdhlbar vielen verschiedenen Teilmengen von X gegeben ist.
Fiir jedes x € X definieren wir die Menge

Gy ::ﬂ{Aj:jE]NmitxeAj}

und bemerken z € G, und G, € A, da es sich nach Annahme der Abzihlbarkeit der o-Algebra A
um einen hochstens abzihlbaren Durchschnitt von Mengen aus A handelt. Fiir zwei Punkte z,Z € X
betrachten wir nun die Mengen G, und Gj, fiir die offensichtlich G, \ Gz,G, N Gz € A gilt. Wir
unterscheiden zwei Situationen: es gilt entweder z € G, \ Gz € A und damit, nach Definition der
Menge G,

G, CG,\Gz: = G.NGz=10,

oder x € G, NGz € A und damit, wieder nach Definition der Menge G,
G, CG,NG; = G;=0G;.

Daher stellt das Mengensystem G := {G,: x € X} eine Partition von X dar. Da G, € A fiir jedes
x € X gilt und die o-Algebra A als abzdhlbar angenommen wurde, ist das Mengensystem G auflerdem
hochstens abzihlbar. Jede Menge A € A ldsst sich wegen G, C A fiir jedes x € A als hochstens
abzéhlbare Vereinigung

A:U{Gw:GmegandxeA}

von Mengen aus G schreiben. Da G hochstens abzéhlbar ist, folgt damit A € o(G), und da die Menge
A € A beliebig war, schliefen wir auf o(G) = A, d.h. die o-Algebra A wird vom Mengensystem G
erzeugt. Mithilfe von Ubung folgern wir schliefflich, dass o(G) iiberabzéhlbar ist, falls G abzéhlbar
unendlich ist, und dass o(G) endlich ist, falls G endlich ist. Damit kann A = o(G) nicht abzihlbar
unendlich sein, wie wir angenommen hatten, sondern muss entweder endlich oder iiberabzéhlbar sein.

Lésung zur Ubung [1.16
(i) Es sei X1 = Xo = {1,2} und A; = A = P({1,2}) mit Erzeugern G; = G2 = {{1}}. Dann gilt
o(G) =c({(1,1)}) € P(X1 x X3) = A1 ® Ay.
(ii) Da alle Mengen im Mengensystem G von der Form Gy X Go fiir G; € G; C A; und Ga € Gy C Az
sind, gilt zunéchst die Inklusion ¢(G) C A; ® Ay. Um die Umkehrung zu zeigen, bemerken wir

zunichst die Inklusionen

{Xl X AQZ A2 S O'(QQ) = -AQ} - G(g)
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und

{Al x Xo: A; EO’(gl) :.Al} Cd(g),

die aus der Annahme folgen, dass X; bzw. X5 eine hichstens abzidhlbare Vereinigung von Mengen
aus den Erzeugern G; bzw. Go sind. Damit sind alle Mengen der Form A; x Ay fiir A; € A; und
As € Ay in 0(G) enthalten, was nach Definition der Produkt-o-Algebra A; ® As C o(G) impliziert.
Insgesamt ist damit die Gleichheit A; ® Ay = 0(G) gezeigt.

Lésung zur Ubung Wir bemerken zunichst, dass das Mengensystem f*A nach Lemma m
eine o-Algebra auf X ist, die offensichtlich alle Mengen der Form f~!(G) fiir G € G enthilt. Folglich
gilt nach Definition der erzeugten o-Algebra die Inklusion

fFA>c({f1(G): Geg}).
Fir die umgekehrte Inklusion betrachten wir das Mengensystem
B={BCY: f'B)eoc({f H(G):Geg})}.

Mit den Rechenregeln fiir Urbilder kénnen wir verifizieren, dass es sich bei B um eine o-Algebra handelt:

e Wegen f1(0)=0eco({f1(Q): Geg}) gilt O € B.

e Ist Be B,sogilt f71(B) €o({f1(G): G € G}) und damit auch

FHYAB) =X\ f7H(B) e o({f71(G): G € G}).
o Ist {B;};en eine Folge in B, so gilt f~(B;) € o({f~1(G): G € G}) fiir alle j € N und damit auch

N UjenBj) = UjenfH(B)) € o({f1(G): G € G}).

Zudem gilt auch G C B. Wegen A = ¢(G) muss damit A C B gelten. Nach Definition von B impliziert
dies die Inklusion

ffACco({f1(@): Geg}),
womit die Behauptung gezeigt ist.

Losung zur Ubung Wir definieren eine Mengenfunktion p: P(R) — [0, 00], so dass u(A) fur
jede Teilmenge A C R die Anzahl der rationalen Zahlen in A ist. Offensichtlich gilt dann (@) = 0
und p ist auch o-additiv, so dass p ein Mafl auf dem messbaren Raum (R, P(R)) darstellt. Da jedes
Intervall [a,b] mit a,b € R und a < b unendlich viele rationale Zahlen enthilt, gilt u([a,b]) = co und
insbesondere ist 4 damit kein endliches Ma$. Es ist jedoch o-endlich: wéhlen wir eine Abzéahlung {g; }jen
der rationalen Zahlen Q und definieren die Folge {A,} e von Mengen in P(R) iiber

A= R\QU [J{a},
k=1

so folgt p(A;) = j fiir jedes j € IN und R = UjenA4;.

Lésung zur Ubung Offensichtlich ist der Maraum (X, P(X), d,,) vollstéindig, da jede Teilmenge
von X in der o-Algebra P(X) enthalten ist und damit alle Teilmengen von X messbar sind.

Fiir die umgekehrte Implikation betrachten wir zuniichst die Menge X \ «: wegen {z} € A gehort sie
zur o-Algebra A und wegen 0, (X \ z) = 0 ist sie eine d,-Nullmenge. Ist also (X, A, d;) ein vollsténdiger
Mafiraum, so muss P(X \ z) C A gelten. Da P(X) die kleinste o-Algebra ist, die P(X \ z) enthilt,
schliefen wir auf A = P(X).
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Lésung zur Ubung

e Das Dirac-Ma8 §, ist ein Maf auf (X, P(X)). Da §, damit additiv auf der ganzen P(X) ist, folgt
fiir alle beliebigen Menge A, T C X aus der Tatsache, dass die Mengen 7N A und 7'\ A disjunkt
sind, schon

0:(T) = 0(TNA)+6,(T\ A).

Folglich ist jede Teilmenge A C X auch J§,-messbar.

e Ist u* das duBere Maf} aus Beispiel (ii), so betrachten wir eine beliebige p*-messbare Menge
A C X. Wenden wir die Definition der p*-Messbarkeit mit der Testmenge T'= X an, so erhalten
wir

() = 1 (A) + (X \ A),

Nach Definition von p* kann diese Identitit nur erfiillt sein, wenn genau einer der beiden Mengen A
und X \ A die leere Menge ist, was nur fiir A € {(), X} moglich ist. Folglich sind die p*-messbaren
Mengen gerade {0, X }.

Lésung zur Ubung Um die behauptete Identitidt zu beweisen, definieren wir
©*(A) =inf {u(B): B € Amit AC B}

fir A C X. Die Ungleichung p*(A) < p**(A) gilt trivial, da jede Uberdeckung mit nur einer Menge
S, = B € A durch Hinzunahme von Sj := () fiir & > 2 zu einer abzihlbaren Uberdeckung erweitert
werden kann. Fiir die umgekehrte Ungleichung sei {Sk}ren eine Folge in A mit A C UgenSk. Fiir die
Menge B := Ugen Sk gilt nach Konstruktion die Inklusion A C B, so dass wegen der o-Subadditivitét
von 4 die Ungleichung

(A) < u(B) < 3 ulSi)

kelN
folgt. Durch Ubergang auf der rechten Seite zum Infimum iiber alle Folgen {Sktkenw mit A C UpenSk
ergibt sich dann p**(A) < p*(A).

Abschlieend miissen wir uns noch iiberlegen, dass das Infimum in der Definition von p**(A) fiir
jedes A C X tatsiichlich angenommen wird. Dazu betrachten wir eine Folge { By }rew mit A C By, fiir
alle k € IN und

lim p(By) = inf {u(B): B € Amit A C B}.
k— o0

Die Menge B = NgenByj ist wegen der Abgeschlossenheit von A unter abzéhlbaren Durchschnitten
ebenfalls in A und erfiillt nach Konstruktion A C B. Mit der Monotonie von p sowie der Wahl der Folge
{Bg}ren erhalten wir aulerdem

inf {u(B): B€ Amit AC B} < pu(B) < klim w(Bi) = inf {u(B): B € Amit A C B}

so dass B ein Minimierer ist.

Lésung zur Ubung

(i) Essei A C X eine beliebige Menge mit p*(A) < oo (andernfalls ist nichts zu zeigen) und {Sk }ren
eine beliebige Folge in R mit A C (J, o Sk. Mit der Monotonie und o-Subadditivitét von v*
erhalten wir nach Voraussetzung

v v (U Se) £ v (S = Y ulSi):

keN keN keN

Gehen wir auf der rechten Seite zum Infimum iiber alle Folgen {Si}ren in R mit A C J,cp Sk
iiber, so folgt die Behauptung v*(A4) < u*(A).
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(ii) Betrachten wir den Spezialfall X = {0,1} mit dem Halbring R = {0,{0}}, so gibt es kei-
ne Uberdeckung der Mengen {1} und X mit Mengen aus dem Halbring. Die anderen Mengen
aus P(X) sind bereits im Halbring enthalten, so dass p* auf P(X) gegeben ist durch

pr (@) = p®) =0, p({0}) =p{0}) =0, p({1}) =00 und u*({0,1}) = cc.

Das Nullmaf stellt ein weiteres dufleres Mafl auf X dar, das einerseits auf dem Halbring R mit
dem Pramafl p iibereinstimmt und andererseits von p* verschieden ist. Die Existenz dieses dufieren
Mafes steht nicht im Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage aus Bemerkung (2), da sich X
nicht mit Mengen aus R nicht {iberdecken ldsst und somit das Pramafl p nicht o-endlich ist.

Lésung zur Ubung Wir betrachten zun#chst eine beliebige offene Menge O C R und defi-
nieren die Aquivalenzrelation auf O, dass © ~ y fiir z,y € O genau dann gilt, wenn die Inklusion
[min{x, y}, max{z,y}] C O erfiillt ist. Da O nach Annahme offen ist, existiert zu jedem x € O eine > 0
mit (z — e,z +¢) C O. Folglich ist die Aquivalenzklasse {y € O: z ~ y} ein offenes Intervall in R, das
mindestens eine rationale Zahl (und sogar unendlich viele) enthélt. Da wegen der Abzdhlbarkeit von der
Menge Q der rationalen Zahlen hochstens abzihlbar viele solcher Aquivalenzklassen existieren und da O
dann offensichtlich die Vereinigung all dieser Aquivalenzklassen ist, haben wir gezeigt, dass jede offene
Menge in R als eine hochstens abzdhlbare Vereinigung offener Intervalle geschrieben werden kann.

Wegen der eben gezeigten Darstellung gilt nun fiir jede offene Menge O C R die Inklusion O €
o({(a,b): a < b€ R}), und nach Definition der Borel-o-Algebra ergibt sich damit

B(R) C o({(a,b): a <beR}).

Da das offene Intervall (a,b) fiir alle @ < b € R eine offene Menge in R und damit eine Menge aus B(R)
ist, gilt auch die umgekehrte Inklusion. Insgesamt folgt damit die Behauptung

B(R) =o({(a,b): a <beR}).
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Kapitel 2

Integrationstheorie

2.1 Messbare Funktionen

Wir fithren zunéchst die Klasse der messbaren Funktionen in Analogie zur Definition (oder Charakteri-
sierung) von stetigen Funktionen zuniichst ein. Hat man zwei topologische Riume (X, T) and (Y,U), so
nennt man eine Funktion f: X — Y stetig, falls f~1(U) € T fiir jede Menge U € U gilt, d.h. falls das
Urbild jeder offenen Menge in Y offen in X ist. Wihrend die offenen Mengen die relevanten Mengen
topologischer Rdume sind, sind die messbaren Mengen die relevanten Mengen von messbaren Rdumen.
Ersetzt man nun die offenen Mengen in der Definition der Stetigkeit durch messbare Menge, so erhalten
wir die folgende Definition der Messbarkeit einer Funktion.

Definition 2.1 (messbare Funktion). Es seien (X,.A) und (Y, B) zwei messbare Réiume. Wir bezeichnen
eine Funktion f: X —Y als (A, B)-messbar, falls gilt:

f~YB) € A fir jede Menge B € B.

Bemerkung 2.2 (Kompatibilitdt mit dem Pushforward und Pullback einer o-Algebra). Es seien (X, .A)
und (Y,B) zwei messbare Riume und f: X — Y eine Funktion. Mit dem Pushforward und Pullback
einer o-Algebra aus Lemma haben wir die Aquivalenzen

f ist (A, B)-messbar < f.ADB & f*BC A

Insbesondere ist die Funktion [ fiir die Wahl B = f.A immer (A, f.A)-messbar und fiir die Wahl
A = f*B immer (f*B, B)-messbar.

Beispiele 2.3. Es seien (X,.A) und (Y, B) zwei messbare Raume.
(i) Jede konstante Funktion f: X — Y ist (A, B)-messbar.

(ii) Ist die o-Algebra auf dem Definitionsgebiet die diskrete o-Algebra A = P(X), so ist jede Funktion
f: X =Y (A, B)-messbar, wohingegen fiir die triviale o-Algebra A = {0, X} jede (A, B)-messbare
Funktion konstant ist.

(iii) Ist die o-Algebra auf dem Wertebereich die triviale o-Algebra B = {0, Y}, so ist jede Funktion
f: X =Y (A, B)-messbar.

Im speziellen Fall, dass die Funktion von oder in einen topologischen Raum abbildet und dann die
zugehorige Borel-o-Algebra betrachtet wird (oder die o-Algebra aus dem Kontext klar ist), wird die
o-Algebra manchmal in der Notation nicht explizit aufgefiithrt. Dies ist insbesondere der Fall, wenn wir
Funktionen betrachten, die auf (Teilmengen von) R™ definiert sind und in die reellen Zahlen R oder die
erweiterten reellen Zahlen R = R U {—o00, +00} abbilden.
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Definition 2.4 (messbare reellwertige oder numerische Funktion). Es sei (X,.A) ein messbarer Raum.

(i) Wir nennen eine (A, B(R))-messbare Funktion auch A-messbare Funktion und eine (A, B(R))-
messbare Funktion auch A-messbare numerische Funktion.

(ii) Falls X mit einer Topologie ausgestattet ist und darauf die assoziierte Borel-o-Algebra A = B(X)
betrachtet wird, so bezeichnen wir eine (numerische) Funktion, die B(X)-messbar ist, auch als
Borel-messbar oder als Borel-Funktion.

(iil) Falls X € L(R™) gilt und darauf die Spur-o-Algebra A = L(R™)x betrachtet wird, so bezeichnen
wir eine (numerische) Funktion, die L(R™)x-messbar ist, auch als (Lebesgue)-messbar oder als
Lebesgue-Funktion.

(iv) Falls p ein Maf$ auf (X, A) ist, so bezeichnen wir eine (numerische) Funktion, die A,-messbar
ist, auch als p-messbar (wobei A, die p-Vervollstindigung von A aus Satz ist).

Bemerkung 2.5. Wir halten zwei einfache Beobachtungen fest:

(1) Ist (X, .A) ein messbarer Raum und A C X eine Teilmenge, dann ist die charakteristische Funktion

14: X — R definiert tiber
1 fallsx € A,
]1,4(.’17) = f
0 fallsx ¢ A,

genau dann A-messbar, falls A € A gilt.

(2) Ist X € B(R") und A = B(R"™)x, dann ist jede Borel-messbare Funktion f: X — R auch
Lebesgue-messbar. Umgekehrt gibt es dagegen Lebesgue-messbare Funktionen, die nicht Borel-
messbar sind, wie etwa die charakteristische Funktion 11: R — R mit einer Lebesgue-Menge

L e L(R)\ B(R).

Ubung 2.6. Es sei (X , A, p) ein Mafiraum und f: X — R eine p-messbare Funktion. Zeigen Sie, dass
eine Funktion g: X — R, die p-fast iiberall auf X mit f iibereinstimmt, ebenfalls p-messbar ist.

Fiir die Messbarkeit einer Funktion ist es tatsédchlich ausreichend, die Messbarkeit der Urbilder fiir
ein Erzeugersystem der o-Algebra auf dem Wertebereich zu iiberpriifen (und nicht fiir die gesamte
o-Algebra).

Proposition 2.7. Es seien (X, A) und (Y,B) zwei messbare Riume und G ein Mengensystem von
Teilmengen von Y, die die o-Algebra B erzeugen, d.h. mit 0(G) = B. Dann ist eine Funktion f: X =Y
genau dann (A, B)-messbar, falls gilt:

e eA fiir jede Menge G € G. (2.1)

Beweis. Wegen G C o(G) ist klar, dass die Bedingung notwendig dafiir ist, dass f eine (A, B)-
messbare Funktion ist. Um einzusehen, dass die Bedingung auch hinreichend ist, bemerken wir, dass
der Pushforward f,A = {B C Y: f~'(B) € A} der o-Algebra A nach Lemma eine o-Algebra
auf Y ist. Wegen der Bedingung gilt aulerdem G C f..A, so dass nach Definition der erzeugten
o-Algebra die Inklusion B = ¢(G) C f..A folgt, die wiederum die (A, B)-Messbarkeit von f impliziert
(vgl. Bemerkung . O

Bemerkung 2.8.

(1) Im speziellen Fall, dass der Wertebereich Y mit einer Topologie U ausgestattet ist und fir B
die assoziierte Borel-o-Algebra betrachet wird, konnen wir als Erzeugersystem insbesondere das
System G = U aller offenen Mengen in'Y betrachten. Damit konnen wir

o firY =R und B = B(R) als Erzeugersystem G = {(—00,a): a € Q} verwenden, und
o fir Y =R und B = B(R) als Erzeugersystem G = {[—00,a): a € Q}.
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(2) Ist (X, T) ein topologischer Raum, dann ist jede stetige Funktion f: X — R auch Borel-messbar,
da das Urbild jeder offenen Mengen (durch die die Borel-o-Algebra B(R) erzeugt wird) offen in X
und damit in B(X) ist. Umgekehrt gibt es dagegen Borel-messbare Funktionen, die nicht stetig
sind, wie etwa die charakteristische Funktion 1g: R — R der Menge Q der rationalen Zahlen, die
sogar nirgends stetig ist.

Ubung 2.9.
(i) Zeigen Sie, dass jede monotone Funktion f: R — R Borel-messbar ist.

(ii) Geben Sie ein Beispiel fiir eine nicht Lebesgue-messbare Funktion f: R — R, so dass |f| Lebesgue-
messbar ist.

Ubung 2.10. Es sei (X, A) ein messbarer Raum und f = (fi,..., fm): X — R™ eine Funktion. Zeigen
Sie, dass f genau dann (A, B(R™))-messbar ist, falls f; (A, B(R))-messbar fiir jedes ¢ € {1,...,m} ist.

Die Messbarkeit von Funktionen wird unter verschiedenen Operationen erhalten. Insbesondere ist
die Verkettung messbarer Funktionen wieder messbar.

Proposition 2.11 (Messbarkeit der Verkettung). Es seien (X, A), (Y,B) und (Z,C) messbare Riume.
Falls f: X =Y eine (A, B)-messbare Funktion und h: Y — Z eine (B,C)-messbare Funktion ist, dann
ist die Verkettung ho f eine (A,C)-messbare Funktion.

Beweis. Wir betrachten zunéchst beliebige Mengen B € B und C € C. Wegen der (A, B)-Messbarkeit
von f: X — Y und der (B,C)-Messbarkeit von h: Y — Z gelten dann f~}(B) € A und h=(C) € B.
Fiir die spezielle Wahl B := h~!(C) erhalten wir somit

(ho £)~1(C) = fH(hH(C)) = f7H(B) € A,
womit gezeigt ist, dass die Verkettung ho f: X — Z eine (A, C)-messbare Funktion ist. O

Bemerkung 2.12. Insbesondere erhalten wir fir eine Lebesgue-messbare Funktion f: R™ — R™ und
eine Borel-messbare Funktion h: R™ — R, dass die Verkettung ho f: R®™ — R Lebesgue-messbar ist.
Ist dagegen die Funktion h nur Lebesque-messbar, so ist die Verkettung h o f nicht notwendigerweise
Lebesgue-messbar, da die Lebesque-Messbarkeit (also die (L(R™), B(R))-Messbarkeit) von h lediglich
sicherstellt, dass das Urbild einer Borel-Mengen aus R eine Lebesque-Menge aus R™, aber nicht un-
bedingt eine Borel-Menge ist (fir n = 1 siehe Beispiel im Fall m = 2 und Ubung im Fall
m=1).

Beispiel 2.13. Wir definieren f: R — R? iiber f(z) = (x,0) fiir z € R, so dass f stetig und damit auch
Lebesgue-messbar ist, und h = Ty (0} : R? — R mit der Vitali-Menge aus Beispiel Da V x {0}
eine £2-Nullmenge und damit aus £(IR?) ist, ist h Lebesgue-messbar. Jedoch ist ho f: R — R wegen
hof=1y und V ¢ £(R) nicht Lebesgue-messbar.

* Ubung 2.14. Konstruieren Sie eine stetige Funktion f: [0,2] — R sowie eine Lebesgue-messbare
Funktion h: R — R, so dass die verkettung h o f: [0,2] — R nicht Lebesgue-messbar ist. Gehen Sie
dabei folgendermaflen vor:

e Betrachten Sie eine Folge {g; }jew von Funktionen g;: [0, 1] — [0, 1], die iiber das Riemann integral
. . r
gj(x) =273 / 1g,(t)dt fir x € [0,1]
0

fir j € IN definiert sind, wobei {C;};cn die Folge von Mengen fiir die Konstruktion der Cantor-
Menge C' € L(R) \ B(R) aus Beispiel ist. Zeigen Sie fiir j € N

. — . = : — ; :2_‘7_13_1~
Jax 19;(@) — gj (@)l = max 19;(x) = g1 ()]
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e Folgern Sie, dass {g,},en eine Cauchy-Folge in C([0,1]) ist, die gegen eine nicht-fallende, stetige
Funktion g: [0,1] — R konvergiert, die sogenannte Cantor-Funktion.

e Definieren Sie eine Funktion g: [0,1] — [0, 2] iiber g(x) == g(x) + « fiir € [0, 1]. Zeigen Sie, dass
ihr Inverses f := g—1: [0,2] — [0,1] existiert, stetig ist, monoton wiichst und dass £!(g(C)) = 1
gilt (d.h. g bildet die £!-Nullmenge C auf eine Menge von positivem £'-Maf} ab).

e Benutzen Sie Ubung um eine nicht Lebesgue-messbare Teilmenge V aus g(C) auszuwihlen.
Zeigen Sie dann, dass h = Lypy: R — R Lebesgue-messbar und die Verkettung ho f: [0,2] = R
nicht Lebesgue-messbar ist.

Die Messbarkeit von Funktionen bleibt fiir (punktweise gebildete) Summe, Differenz, Minimum,
Maximum Produkt, Quotient und Grenzwerte erhalten:

Proposition 2.15. Es sei (X,.A) ein messbarer Raum.

(i) Falls f,g: X — R A-messbar sind, so sind die (punktweise gebildete) Verkniipfungen von Summe,
Differenz, Minimum, Maximum, Produkt und Quotient, d.h.

f+g, f—g, min{f g}, max{f g}, fg, und f/yg,

wieder A-messbar (falls alle Ausdriicke auf X wohldefiniert sind). Insbesondere sind f* = max{f, 0},
[~ =max{—f,0} und |f| in diesem Fall A-messbar.

(i) Falls {f;}jen eine Folge von A-messbaren Funktionen mit f;: X — R fiir alle j € N ist, dann ist
ihr (punktweises) Infimum, Supremum, Limes inferior und Limes superior, d.h.

inf f;, supf;, liminff;, wnd limsup fj,
JEN JEN JjeN JEN

wieder A-messbar.
Bemerkung 2.16. Fir Teilmengen A C R setzen wir
—00 falls A € {0,{—o0}},

sup A=< oo falls 0o € A,
sup(A\ {—o0}) sonst,

wobei sup(A \ {£oo}) das dbliche Supremum fiir Teilmengen von R bezeichnet. Entsprechend setzen wir

00 falls A € {0,{o0}},
infA:=1< —oo falls — oo € A,
inf(A\ {o0}) sonst.

Beweis von Proposition [2.15] Nach Bemerkung (1) brauchen wir nur zu iiberpriifen, dass die Urbil-
der der Mengen [—o0, a) fiir jedes a € R (oder auch nur a € Q) jeweils eine A-messbare Teilmenge von X
ist. Dazu schreibt man mithilfe der gewiinschten Operation die Urbildmengen zunéchst geeignet um, so
dass man sie mithilfe der vorausgesetzten A-Messbarkeit der involvierten Funktionen als Element der
o-Algebra A erkennen kann, was unmittelbar die A-Messbarkeit unter der betrachteten Verkniipfung
impliziert.

(i) Fiir die Summe schreiben wir wegen der Dichtheit der Menge @ der rationalen Zahlen in R

(f +9) 7 ([~00,a)) = {z € X: f(z) + g(x) < a}

= U{xeX:f(x)<qundg(a:)<a—Q}
q€Q

= U [F (o, g™ ([~00,a —q))] € 4,

q€Q
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und #hnlich erhalten wir (f — g)~*([—00,a)) € A. Fiir das Minimum haben wir

(min{f, g}) " ([~o0,a)) = {z € X: f(x) < a oder g(z) < a}
= [ ([~o0,a) Ug™ ([~o0,a)) € A,

und ihnlich erhalten wir auch (max{f, g})~*([-00,a)) € A. Beim Produkt kénnen wir uns wegen
der Zerlegung fg = ftg" — f~g" — ftg~ + f~g~ sowie der A-Messbarkeit von Summe und
Differenz auf den Fall f,g > 0 beschrinken. Im Fall a < 0 gilt dann (fg)~!([-o0,a)) = 0 € A,
wohingegen wir fiir @ > 0 dhnlich wie fiir die Summe vorgehen kénnen und das Urbild umschreiben
als

(fg) ' ([=00,a)) = {z € X: f(x)g(x) < a}
={zx e X: f(x)g(z) <aund g(x) >0} U{x € X: g(x) =0}

= U {reX: f(z) <qund 0 < g(x) <afq}U{zx e X: g(zx) =0}
9€QN(0,00)

= U [ (=eea) ng ' ((0,a/g)] U g ({0}) € A,

q€QN(0,00)
Fiir den Quotient f/g kénnen wir (falls wohldefiniert) wieder dhnlich vorgehen.

(ii) Fiir das Infimum schreiben wir
(Jlgllf\l i) H([~00,a)) = {z € X: f;(z) < a fiir mindestens ein j € N}
=JlzeX: fi() <a}
JEN
= U M) € 4
JEN

und analog erhalten wir auch (sup,cy f;)~'([—00,a)) € A. Die Urbilder des Limes inferior und
Limes superior ergibt sich dann sofort iiber die Beziehungen liminf;_,., = sup;c infi>; fr und

limsup,_, o, = infren supy>; fx- =

Schliefilich diskutieren wir noch den Zusammenhang zwischen der Produkt-o-Algebra auf einem
Produktraum und der Messbarkeit der Projektionen.

Proposition 2.17 (Messbarkeit der Projektionen fiir Produktriume). Es seien (X1,.41) und (X3, As)
zwet messbare Raume. Wir definieren die Projektionen m;: X1 X Xo — X; tiber

mi(x1,x2) = x;  fir alle 1 € X1,29 € X5

und i € {1,2}. Die Produkt o-Algebra A1 ® As ist die kleinste o-Algebra A auf X1 x Xa, so dass die
Projektion m; (A, A;)-messbar sind fir i € {1,2}.

Beweis. Wir bemerken zunéchst fiir alle Mengen A; € A;, Ay € As
Wfl(Al) =A xXo€e A4 ® Ay und W;l(AQ) =X; x Ay € .Al ®A2,

da die Produkt-o-Algebra nach Definition m gerade von allen Mengen der Form A; x A fiir A, € Ay,
As € Ay erzeugt ist. Damit ist die Projektion 7; wie behauptet (A, .A;)-messbar fiir i € {1, 2}.

Ist nun A eine beliebige o-Algebra auf X; x Xs, so dass die Projektion m; fiir ¢ € {1,2} (A, A;)-
messbar ist, so miissen notwendigerweise alle Mengen der Form 7, '(A;) = A; x X, und 75 1(Ay) =
X1 x A fiir Ay € Ay, Ay € Ay zu A gehoren. Damit folgt dann A; x As € A fiir alle A; € A;, A3 € As
und damit A; ® Ay C A. O
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Bemerkung 2.18. Im Allgemeinen muss nicht gelten, dass die 7;-Projektion einer messbaren Mengen
in der Produkt-o-Algebra A1 ® Ay wieder messbar in A; firi € {1,2} istE

Alternativer Beweis von Lemma [L18. Wir fithren fiir ein beliebiges, fixiertes z; € X; die Funktion
Idg, x,: X2 = X1 x Xo tber Id,, x,(x2) = (21, x2) fir alle 23 € X5 ein. Diese Funktion ist wegen This
function is

Ao falls 27 € A17

Id; "y, (A x Ag) =
o1, x, (A1 2) { 0 falls x; ¢ Ay,

offensichtlich (Asz, .41 ® As)-messbar. Analog fithren wir fiir ein beliebiges, fixiertes 25 € X5 die Funktion
Idx, z,: X1 — X1 x X tber Idx, 4, (%1) = (21, x2) fiir alle z; € X; ein, die entsprechend (A1, A1 ® Az)-
messbar ist.

Wir betrachten nun eine beliebige messbare Menge A € A; X Ay. Wir kénnen nun die Schnitte von A
als Urbilder der Funktion Id,, x, bzw. Idx, ,, ausdriicken, némlich als

Ail = {xz € Xo: (z1,22) € A} = Id;ll’X2 (A),
AiQ = {xl € X1: (z1,29) € A} = Id;(i.,zz (A).

Damit folgt Ail € As und AiQ € A; aus der (A2, A; ® Az)-Messbarkeit von Id,, x, bzw. aus der
(A1, A1 ® Ag)-Messbarkeit von Idx, 4. O

2.2 Integration messbarer Funktionen

Definition 2.19 (cinfache Funktion). Es sei X eine nicht-leere Menge. Wir bezeichnen eine Funktion
f: X = R als einfach, falls ihr Bild f(X) endlich ist.

Bemerkung 2.20. FEine Funktion f: X — R ist genau dann eine einfache Funktion, falls sie als eine
endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen von Teilmengen von X geschrieben
werden kann, also in der Form

N
F=2 2l
k=1

fir eine Zahl N € IN, Teilmengen {Ay}k<n von X und Zahlen {z;}i<n aus R. Ist f(X) = {z1,...,2n}
und definiert man Ay = f~(zy) fir k € {1,...,N}, so sieht man, dass man die Mengen {Ay}r<n
als Partition von X und paarweise verschiedene Zahlen {zy }k<n wdhlen kann. Diese Darstellung einer
einfachen Funktion als endliche Linearkombination von charakteristischen Funktionen ist dann eindeu-

t1g.

Definition 2.21 (Integral einer einfachen Funktion). Es sei (X, A, u) ein Mafraum. Wir definieren
das Integral einer nicht-negativen, einfachen, A-messbaren Funktion f: X — [0, 00) beziiglich p als

[ tau= 3 auts ) € .00l
X =€f(X)
mit der Konvention zu(f~1(2)) =0, falls z = 0 und p(f~1(z)) = oo gilt.

Bemerkung 2.22. Es sei (X, A, u) ein Mafiraum. Das Integral einer nicht-negativen, einfachen, A-
messbaren Funktion f: X — [0,00) ist genau dann endlich, wenn p({x € X: f(x) > 0}) < oo gilt, und
es verschwindet genau dann, wenn p({x € X: f(x) > 0}) =0 gilt.

ILebesgue schrieb 1905, dass die Projektion jeder Borel-Menge aus B(R) ® B(R) — was, wie wir spiter sehen werden,
dquivalent ist zu B(R?) — auf die reelle Achse wieder eine Borel-Menge in B(R) ist. Dies ist tatsichlich nicht richtig, wie
Suslin 1917 gezeigt hat.
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Lemma 2.23 (alternative Darstellung des Integrals einer einfachen Funktion). Fs sei (X, A, u) ein
Mafraum. Ist f: X — [0,00) eine nicht-negative, einfache, A-messbare Funktion, die eine Reprisenta-

tion f = Z,ivzl zkla, fir ein N € IN, messbare Teilmengen {Ax}r<n von X und reelle Zahlen {zx}r<n

hat, so gilt
N
/ Fdu =" zp(Ay).
X k=1

Beweis. Die alternative Darstellung des Integrals ist offensichtlich richtig, wenn wir den kanonischen Re-
prisentanten von f mit paarweisen disjunkten Werten {zj }r<n und Ay == f~'(z;) aus Bemerkung 2.22
betrachten.

Wir betrachten nun zunéchst den Fall, dass die Mengen { Ay, } <y paarweise disjunkt sind und zeigen,
dass fiir zwei unterschiedliche Représentanten

N N’
f= sz]lAk und f = Zz,g]lAz (2.2)
k=1 =1

mit N, N’ € N, messbaren, jeweils paarweisen disjunkten Teilmengen {Aj}r<n und {A}}¢<n und
reellen Zahlen {zy }r<ny und {z;}e<n die Identitét

N N’
D zen(Ar) = zen(Ae) (2.3)
P =1

gilt. Indem wir gegebenenfalls als Wert 0 auf X \ Up<nAg bzw. auf X \ Us<ns A} hinzunechmen, diirfen
wir annehmen, dass {Ag}r<n und {A}},<n’ Partitionen von X darstellen. Damit folgt fiir £ < N und
<N’

AN Az 7& 0 = 2k = Zé

und somit wegen der Additivitdt von p auch

N N N’ N N N’
sz,u(Ak) = Z zep(Ag N AY) = Z Z 2pp(Ar N A)) = ZZgu(Ag).
k=1 k=1 (=1 (=1 k=1 =1

SchlieBlich miissen wir noch begriinden, dass die behauptete Darstellung auch im allgemeinen Fall gilt,
wenn die Teilmengen { Ay, }x<n nicht notwendigerweise paarweise disjunkt sind. Hier lésst sich sukzessive
ein Repréisentant konstruieren, bei dem immer mehr der involvierten Teilmengen tatséchlich paarweise
disjunkt sind. Das Vorgehen ist hierbei wie folgt: gilt beispielsweise A; N Ay # 0, so schreiben wir die
ersten beiden Summanden des Représentanten von f um zu

211, + 2204, = 2114\ 4, + (21 + 22)1 4,04, + 221 4,04,

wobei die Mengen auf der rechten Seite nun paarweise disjunkt sind. Nutzen wir wieder die Additivitét
von u, ergibt sich fiir diese Terme

21p(Ar) + zop(A2) = 21 (A1 \ A2) + (21 + 22) (A1 N Ag) + 22(A2).

Setzen wir dieses Verfahren nun mit den Mengen As, ..., Ay fort, so erhalten wir paarweise disjunkte
Teilmengen {A}},<n fiir ein N’ € IN und Werte {z¢}/<n, iiber die f wie in (2.2) dargestellt werden
kann und so dass ([2.3)) gilt. O

Lemma 2.24. Fs sei (X, A, u) ein Maffraum. Fir nicht-negative, einfache, A-messbare Funktionen
frg: X = [0,00] und a € [0,00) gelten die folgenden Aussagen:

(i) Linearitéit:/xafd,u:a/xfd,u und /X(f—l—g)d,u:/xfd,u—&—/xgdu,
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(ii) Monotonie: f < g auf X = / fdu S/ gdu.
X X

Einfache Funktionen sind fiir die Appoximation von A-messbaren Funktionen im folgenden Sinne
gut geeignet.

Lemma 2.25. Es sei (X, A, p) ein MafSraum. Eine nicht-negative Funktion f: X — [0,00] ist genau
dann A-messbar, wenn eine Folge {f;}jew von nicht-negativen, einfachen, A-messbaren Funktionen
existiert, die 0 < f; < fj41 < f auf X fir alle j € N und lim; o f; = f auf X erfillt.

Beweis. Mithilfe von Proposition m (ii) stellen wir zunéchst fest, dass eine Funktion f: X — [0, oc],
die den (punktweise) Grenzwert einer Folge {f;};cw von A-messbaren Funktionen auf X darstellt, selbst
wieder A-messbar ist.

Als Nichstes betrachten wir eine A-messbare Funktion f: X — [0, oo] und definieren fiir jedes j € IN
eine nicht-negative Funktion f;: X — [0, 00) iiber

fi(z) =max {[0, f(z)] N277{0,1,...,527}} fiirz € X.

Die Funktion f; nimmt nach Definition hochstens die (endlich vielen) Werte z; 5 = 277k fiir k €
{0,1,...,527} an, und wir kénnen sie dann darstellen als

327

fi= E zikla; .,
k=1

o T e fir ke {12 1)
7 Y[z, 00])  fiir k= 527,

Da f eine A-messbare Funktion ist, gilt 4;; € A fiir jedes k € {0,1,...,527} und j € N. Folglich ist
{f;};jen eine Folge von nicht-negativen, einfachen, A-messbaren Funktionen auf X. Mit der Inklusion

27940,1,...,520y c27UtDL0 1, ..., (j +1)27 )

gilt auBerdem die Monotonie-Bedingung 0 < f; < fj41 < f fiir alle 7 € N, und die punktweise
Konvergenz lim;_,, f; = f auf X ist aus der Konstruktion der Folge {f;};en offensichtlich. O

Definition 2.26 (Integral einer nicht-negativen, messbaren Funktion). Fs sei (X, A, u) ein Mafiraum.
Wir definieren das Integral einer nicht-negativen, A-messbaren Funktion f: X — [0, oo] beziiglich p als

/ fdp = sup { / @du:  ist nicht-negativ, einfach und A-messbar mit o < f} .
X X

Proposition 2.27 (Eigenschaften des Integrals fiir nicht-negative, messbare Integranden). FEs sei
(X, A, p) ein Mafraum. Fir nicht-negative, A-messbare Funktionen f, f;,g: X — [0,00] mit j € N
und a € [0,00) gelten die folgenden Aussagen:

(i) Linearitét I: / af du = a/ fdu,

X X
(ii) Monotonie: f < g auf X = / fdp S/ gdp,

X b's
(i) Monotone Konvergenz: f; < fj11 auf X fir allej e N = lim / fidu :/ lim f; du,
J—00 X X]—><>O

(iv) Linearitét II: / (f+9) du:/ fdu+/ gdp.

b's b's X
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Beweis.

(i)

(iv)

Wir bemerken, dass eine Funktion ¢,: X — [0,00) genau dann nicht-negativ, einfach und A-
messbar mit ¢, < af ist, falls wir ¢, = ap fiir eine nicht-negative, einfache, A-messbare Funk-
tion ¢: X — [0,00) mit ¢ < f schreiben kénnen. Damit folgt die Aussage in (i) sofort aus der
Linearitét des Integrals fiir einfache Funktionen aus Lemma (i).

Ist ¢: X — [0,00) eine nicht-negative, einfache, A-messbare Funktion mit ¢ < f, so gilt wegen
f < gauch p < g auf X. Aus der Definition des Integrals folgt damit die Aussage in (ii).

Wegen f; < f =lim;_, f; fiir jedes j € IN, schlieflen wir aus (ii) zunéchst auf die Ungleichung

i [ fraus [ fan

Um auch die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, diirfen wir annehmen, dass die linke Seite
endlich ist, und miissen dann zeigen, dass

lim / fjduZ/ pdu (2.4)
J—00 D' b'e

fiir jede nicht-negative, einfache, A-messbare Funktion ¢: X — [0,00) mit ¢ < f gilt. Wir be-
trachten nun eine beliebige solche Funktion ¢ und schreiben sie in der Darstellung

N
p=> ala,
k=1

fir ein N € N, eine Partition {Ay}r<ny von X und paarweise verschiedene reelle Zahlen {zj }r<n
in R. Fiir ein beliebiges ¢t € (0,1) betrachten wir dann die Mengen

Gi(t) ={z e X: fj(x) > ty}
fir j € IN. Da die Folge {f;}jen nicht-fallend ist mit lim; o, f; = f > ¢, haben wir
G;(t) C Gj41(t) fiir jedes j € N und U G;(t) = X.
jEN

Mit der Definition der Menge G, (t) sowie des Integrals fiir einfache Funktionen erhalten wir dann

N
/ fydp > / fillg oy d > 1 / Py di =S Ak 1 Gy (1)),
X X X

k=1

und mit der Stetigkeit von p aus Proposition [1.29] (i) schliefen wir dann auf

j—o0

N N
lim / fidp> tsz lim p(ArNG;(t)) = tszu(Ak) = t/ wdu.
X st j—o0 =1 X
Da t € (0,1) beliebig war, folgt die zu zeigende Ungleichung (2.4) und die Aussage (iii) iiber
monotone Konvergenz ist bewiesen.

Aufgrund von Lemma finden wir zwei nicht-fallende Folgen {¢,};ew und {4 }ew von nicht-
negativen, einfachen, A-messbaren Funktionen mit f = lim;_, o ¢; und g = lim;_, ;. Dann ist
{¥j +1;}jen ebenfalls eine Folge von nicht-negativen, einfachen, A-messbaren Funktionen, die
nun f + ¢ = lim;_,o(p; + ;) erfiillt. Mit der monotonen Konvergenz aus (iii) und der Linearitét
des Integrals aus Lemma m (i) erhalten wir dann auch die letzte Behauptung

/(f+g)du= .lim/(¢j+¢j)du
X J—=o Jx
= lim gpjd,u—i-lim/ibjdu:/ fdu+/ gdu. O
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Bemerkung 2.28.

(1) Alternativ kann man das Integral einer nicht-negativen, A-messbaren Funktion f: X — [0, 00] als
den Grenzwert der Integrale einer nicht-fallenden Folge {f;}jen von nicht-negativen, einfachen,
A-messbaren Funktionen, die gegen f konvergiert, definieren. In Lemma haben wir die Fxis-
tenz einer solchen Folge gezeigt, wohingegen die monotone Konvergenz aus Proposition m (iii)
impliziert, dass der Wert des Integrals nicht von der Wahl der approximierenden Folge {f;}jen
abhdngt.

(2) Wir wollen kurz die Konzepte der Riemann-Integration und der Integration nach einem Maf
vergleichen. Um das Riemann-Integral einer (Riemann-integrierbaren) Funktion zu berechnen,
zerlegt man das Integrationsgebiet in endlich wviele Teilintervalle und verwendet zur Zerlegung
passende Treppenfunktionen zur Approximation des Integrals. Mdchte man dagegen das Integral
einer (nicht-negativen, A-messbaren) Funktion nach einem Maf$ berechnen, so zerlegt man die
Bildmenge und approximiert dann mit einfachen Funktionen von unten.

/%\/ﬁ\
il \Y
I A\
i \
/l I\I
. f N, o
Riemann integral {iber Treppenfunktionen Lebesgue-Integral {iber einfache Funktionen

Beispiel 2.29. Die Menge QN [0, 1] aller rationalen Zahlen im Intervall [0, 1] is (Borel- und) Lebesgue-
messbar mit Lebesgue-Ma £'(QN[0, 1]) = 0. Daher ist die charakteristische Funktion Lgno 1] eine ein-
fache, (Borel- und) Lebesgue-messbare Funktion mit Integral f]R Tgno,1) dL' = 0. Die Funktion Tgni0,1
ist jedoch nicht Riemann-integrierbar (und hat den Wert 0 fiir das Unterintegral und den Wert 1 fiir
das Oberintegral).

Definition 2.30 (integrierbare und summierbare Funktion). Es sei (X, A, u) ein Mafiraum. Wir nennen
eine A-messbare Funktion f: X — R p-integrierbar, falls

/f+du<oo oder /f_du<oo
X X
gilt, und p-summierbar, falls sogar beide Integrale endlich sind. In diesen Fillen definieren wir das

Integral von f nach p als
[ s [ sran- [ 5 an
X X X

Ferner bezeichnen wir die Menge alle pi-summierbaren Funktionen f: X — R mit LY(X, A, ).

Proposition 2.31. Es sei (X, A, u) ein Mafraum. Fiir p-integrierbare Funktionen f,g: X — R und
a € [0,00) gelten die folgenden Aussagen:

(i) Monotonie: f < g auf X = / fdu S/ gdu,
X X

(ii) Linearitéit:/xafduza/xfd,u und /X(f+g)du=/deu+/ngu

(vorausgesetzt, dass der letzte Ausdruck existiert, d.h. nicht von der Form oo — 0o ist),
(iii) Dreiecksungleichung;: ‘/ fdu’ S/ |f| dp.
X X
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Beispiel 2.32. Wir betrachten das Zidhlmafl # auf dem messbaren Raum (IN,P(IN)). Fiir eine #-
integrierbare Funktion f: IN — R gilt

/]Nfd# )

JEN

so dass f genau dann #-summierbar ist, wenn die Reihe auf der rechten Seiten absolut konvergiert. In
diesem Sinne kann jede absolut konvergente Reihe als Spezialfall einer py-summierbaren Funktion fiir
das Mafl u = # verstanden werden.

Ubung 2.33. Es sei (X, A, ;1) ein MaBraum und f: X — R eine p-summierbare Funktion. Zeigen Sie,
dass fiir jedes € > 0 eine einfache, A-messbare Funktion ¢: X — R mit [, [f — ¢|dp < e existiert.

Definition 2.34 (integrierbare Funktion auf einer Teilmenge). Es sei (X, A, u) ein Mafraum und A € A
eine messbare Teilmenge. Falls f: X — R eine A-messbare Funktion ist, so dass fla p-integrierbar
ist, so bezeichnen wir f als p-integrierbar auf A und definieren das Integral von f auf A als

/Afdu :=/Xf1,4du-

Ubung 2.35. Es sei (X, A, ) ein Mafiraum, A € A eine messbare Teilmenge und f: X — R eine
A-messbare Funktion. Zeigen Sie, dass f1,4 genau dann p-integrierbar auf X ist, wenn f|a p|a,-
integrierbar auf A ist, und dass in diesem Fall

/Afdu:/EﬂAdmAA-

gilt. Damit kann das Integral einer A-messbaren Funktion auf einer Teilmenge von X alternativ iiber
Einschrankung von Integrand und Maf} definiert werden.

Hinweis: Nehmen Sie zunéchst an, dass f eine einfache Funktion ist.

Lemma 2.36 (0-Additivitit des Integrals beziiglich der Integrationsmenge). Es sei (X, A, i) ein Mafi-
raum, A € A eine messbare Teilmenge und f: X — R eine A-messbare Funktion, die p-integrierbar
auf A ist. Falls {A;}jen eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus A mit A = UjenA;j ist, dann

gilt
[ sau=> [ san

JEN
Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass f nicht-negativ ist. Dann gilt f14 = Zje]N JLa,, dh. fly ist
der Grenzwert von nicht-fallenden Funktionen (ndmlich den Partialsummen). Mit monotoner Konver-
genz folgt dann

N N
/Afdu=/valgnm;fllmdu=ngnoo/sz_;fhjdu:%/&fdu

wobei wir fiir die letzte Gleichung die Linearitéit des Integrals aus Proposition ausgenutzt haben.
Im allgemeinen Fall erhalten wir zunéchst fiir den Positiv- und Negativteil von f

Af*du=§Ajf+du und /Afdu:j%%/&fdu?

und die Behauptung ergibt sich dann aus der Tatsache, dass mindestens eines der beiden Integrale
endlich ist. O

Ubung 2.37. Es sei (X, A, p) ein MaBraum, f: X — R eine A-messbare Funktion und A € A. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:
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(i) Falls u(A) = 0 gilt, so folgt [, fdu = 0.

(ii) Falls fA fdu=0und f > 0 auf A gilt, so folgt u(A) =0.
Hinweis: Betrachten Sie die Mengen A; == {z € A: f(x) > j~'} fiir j € N.

(iii) Falls g: X — R eine p-integrierbare Funktion ist, die f = g p-fast iiberall auf X erfiillt, so ist f

ebenfalls p-integrierbar mit
/ fdp= / g dp.
X b'e

Bemerkung 2.38 (gewichtete Mafle). Es sei (X, A, u) ein Mafraum und f: X — [0,00] eine nicht-
negative, A-messbare Funktion. Definieren wir eine Mengenfunktion fu: A — [0, 00] dber

fu(A) = /Afdu fir alle A € A,

so gilt offensichtlich fu(0) = 0. Auferdem ist fu nach Lemma auch o-additiv auf A, so dass fu
ein Maf$ auf (X, A) darstellt, das man auch als gewichtetes Mafl mit Grundmaf p und Gewichts- oder
Dichtefunktion f bezeichnet. Nach Ubung m (i) ist klar, dass jede u-Nullmenge N € A auch eine fu-
Nullmenge ist. Der Satz von Radon—Nikodym besagt, dass unter der Voraussetzung, dass i o-endlich
ist, tatsichlich auch die Umkehrung gilt, d.h., dass fiir jedes weitere Maff v auf (X, .A), so dass jede
w-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist, also die Implikation

w(N)y=0 = v(N)=0

fir N € A gilt, immer eine nicht-negative, A-messbare Funktion f: X — [0,00] mit v = fu existiert.

2.3 Konvergenzsitze

Wir betrachten nun Folgen {f;};ew von Funktionen, die punktweise konvergieren, und untersuchen, wie
sich die entsprechenden Integrale verhalten. In Proposition [2.27] haben wir bereits monotone Konvergenz
bewiesen, d.h., dass wir unter der Annahme, dass die Funktionenfolge (nicht-negativ) und monoton ist,
Konvergenz der Integrale erhalten. Diese wichtige Aussage halten wir hier noch einmal fest.

Satz 2.39 (iiber die monotone Konvergenz). Es sei (X, A, u) ein Mafraum. Falls {f;}jen eine Folge
nicht-negativer, A-messbarer und monoton nicht-fallender Funktionen mit f;: X — [0,00] fir jedes

j € N ist, dann gilt
lim / fi du:/ lim f; dp.
J—oo Jx x J—o0

Bemerkung 2.40 (Variante des Satzes iiber die monotone Konvergenz). Die Aussage des Satzes m
tber die monotone Konvergenz gilt auch dann, wenn wir anstelle der Nicht-Negativitit der Folge {f;}jen
voraussetzen, dass eine nicht-negative, A-messbare Funktion g: X — [0, 00| existiert, so dass

fi+92>0 p-fast dberall auf X fir alle j € N und / gdyp < oo
X

gilt. In diesem Fall lisst sich der Satz 2:39] iber die monotone Konvergenz nimlich auf die um g
modifizierte Folge {f; + ¢};en anwenden und die Konvergenz der Folge der Integrale von f; auf X nach
Subtraktion des Integrals von g auf X gewinnen.

Korollar 2.41 (Konvergenz fiir Reihen nicht-negativer Funktionen). FEs sei (X, A, u) ein Mafiraum.
Falls {f;};en eine Folge nicht-negativer, A-messbarer Funktionen mit f;: X — [0, 00] fir jedes j € IN

ist, dann gilt
E fidu= / E f; dp.
/X ’ b'e !

JEN JEN

52



Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Linearitét des Integrals und Satz [2.39] iiber die monotone Kon-
vergenz. O

Der Satz iiber die monotone Konvergenz bedeutet, dass das Integral nach einem Maf stetig entlang
von nicht-negativen, monotonen Folgen ist. Verzichet man auf die Monotonie der Folge, so hat man im
Allgemeinen nur noch die Unterhalbstetigkeit des Integrals, wie das Lemma von Fatou und die Beispiele
in der nachfolgenden Bemerkung zeigen.

Satz 2.42 (Lemma von Fatou). Es sei (X, A, p) ein Mafiraum. Falls { f;};en eine Folge nicht-negativer,
A-messbarer Funktionen mit fj: X — [0,00] fir jedes j € IN ist, so gilt

/ liminf f; dp < lim inf/ fidp.
x J—oo j—oo Jx

Beweis. Fir j € IN definieren wir g; := infy>; fr und bemerken, dass diese als Infiumum einer Folge
A-messbarer Funktionen nach Propositionselbst A-messbar ist, die Folge {g; } jew monoton wéchst,
also g; < g;j4+1 fur alle 7 € IN erfiillt, sowie punktweise mit lim;_, g; = liminf;_,. f; auf X konvergiert.
Mit dem Satz iibor die monotone Konvergenz angewandt auf die Folge {g, } jew und der Ungleichung
g; < f; fiir alle j € IN in Verbindung mit der Monotonie des Integrals erhalten wir dann

/liminffj du:/ lim g;dp = lim / gi dp
x J—oo X I I Jx

= liminf [ g¢;dp <lim inf/ fidp. O
j—oo Jx

j—o0 X
Bemerkung 2.43.

(1) Falls {f;}jen eine nicht-fallende Folge nicht-negativer, A-messbarer Funktionen wie im Satz m
tber die monotone Konvergenz ist, so gilt nach dem Lemma von Fatou und mit der Monotonie

des Integrals
/ lim f;du < lim / fidp < / lim f; dp,
x j—ro0 j—= Jx X ]

woraus folgt, dass tatsdchlich tberall Gleichheit gilt. Damit ist das Lemma von Fatou eine Verall-
gemeinerung des Satzes iber die monotone Konvergenz.

(2) Auch wenn wir punktweise Konvergenz der Folge {f;};jew haben, muss die Folge der assozierten
Integrale nicht notwendigerweise gegen das Integral der Limesfunktion konvergieren, so dass also
das echte Ungleichheitszeichen in der Aussage des Lemmas von Fatou gelten kann. Betrachten wir
beispielsweise die Folge {f;}jen von nicht-negativen, Lebesgue-messbaren Funktionen auf R, die
tber eine der Vorschriften

o fi=7"py
[ ] fJ = j]]_[o’j—l]
o fi =14

definiert sind, so konvergieren diese Folgen jeweils punktweise gegen die Funktion f = 0, jedoch
erfillen die Integrale nach dem eindimensionalen Lebesgue-Maf jeweils

lim [ j ' ;dL' =1#0 :/

, 0dct :/ lim j~ ' dL,
J—70 JR R R

J—00

und “Masse” des Integrals verschwindet im Unendlichen. Im ersten Beispiel verschmiert die Masse
dabei in der Breite, im zweiten Beispiel gibt es eine Konzentration der Masse bei Unendlich im
Wertebereich, und im letzten Beispiel entweicht die Masse gegen Unendlich im Integrationsgebiet.
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Satz 2.44 (Satz (von Lebesgue) von der dominierten Konvergenz). Es sei (X, A,u) ein Mafraum
und {f;}jen eine Folge von A-messbaren Funktionen f;j: X — R, so dass der punktweise Grenzwert
f(z) =limj_o0 f;(z) fiir p-fast alle x € X existiert. Falls eine Funktion g € LY(X, A, p) mit

S| <g fir jedes j € N

ezistiert (die Majorante), so gilt auch f; € LY(X, A, u) fiir jedes j € N und

J—00

tim [ 1= fldu=o.

Insbesondere gilt damit auch

i [ frdn= [ .

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass wir ohne Einschrénkung annehmen diirfen, dass die punktweise
Konvergenz der Folge {f;}jen auf ganz X, da wir dies andernfalls erreichen konnen, indem wir den
Grenzwert f und die Folge {f;};en auf einer geeigneten Nullmengen abéndern (z.B. Null setzen), und
dies #indert auch nicht die Werte der Integrale dieser Funktionen (vgl. Ubung (iii)).

Aus der Monotonie des Integrals schliefen wir zunéchst wegen —g < f; < g auf f; € L}(X, A, p) fiir
jedes j € IN. Wenden wir nun das Lemma von Fatou aus Satz auf die Folge {29 — |f; — f|}jen von
nicht-negativen, A-messbaren Funktionen auf X an, so erhalten wir iiber die Linearitéit des Integrals

/2gduﬁliminf/(29—|fj—f|)du=/ 2gdu—limsup/ |fj — fldp
X J=ee Jx X X

J]—00

Subtrahieren wir nun das (endliche) Integral von 2g auf beiden Seiten, so erhalten wir

timsup [ 1f; = fldp<0 =l [ 17~ fldu=o.
X )= Jx

Jj—o0

Mit der Linearitédt des Integrals sowie der Dreiecksungleichung aus Proposition [2.31| ergibt sich daraus
auch die behauptete Implikation der Konvergenz der Integrale. O

Bemerkung 2.45 (Variante des Satzes von der dominierten Konvergenz). Die Aussage des Satzes m
von der dominierten Konvergenz gilt auch dann, wenn wir eine Folge {g;}jew von Majoranten in
LNX, A p) mit |fj| < g; zulassen, so dass der punktweise Grenzwert g(x) = gj(x) fiir p-fast alle
x € X emistiert, mit g € LY(X, A, ) und

lim / l9; — gl dp = 0.
X

J—00

Korollar 2.46 (Absolutstetigkeit des Integrals). Es sei (X,.A,u) ein Mafraum und f € LY(X, A, u).
Fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0, so dass gilt:

/|f|du<£ fiir alle A € A mit u(A) <.
A

Beweis. Wir betrachten die Folge {f;}jen von Abschneidungen von f bei Betrag j € IN, definiert als
fj = min { max{ f, —j},j}.

Dann gilt punktweise Konvergenz lim;_, o, f; = f auf X, und mit |f;| < |f| fiir jedes j € IN erhalten wir
nun aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

tim [ 1, = fldu =0

J—00
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Folglich finden wir ein (hinreichend grofies) N € IN mit

J i = fldu <5,

Wir setzen nun § := ¢/(2N). Betrachten wir nun eine Menge A € A mit u(A) < 6, so erhalten wir
wegen |fy| < N die Abschétzung

/ |fnldp < Nu(A) < N6 = g
A

Nun ergibt sich die Behauptung iiber

Jistdns [ Qo1 = fdu< [ Arsldus [ 1y = sl <. -

Korollar 2.47 (Stetigkeit parameterabhingiger Integrale). FEs sei (X, A, u) ein Maffraum, (P,d) ein
metrischer Raum und f: X x P — R eine Funktion, so dass

X sz f(x,p) fir allep € P A-messbar ist.
Gibt es eine p-Nullmenge N € A und eine p-summierbare Funktion g: X — [0,00], so dass
e P>pw f(x,p) fir allex € X \ N stetig ist,
o |f(z,p)| < g(2) fir alle x € X und p € P gilt,

so ist die Abbildung X > x — f(z,p) fir alle p € P u-summierbar und die Funktion F': P — R definiert

iiber
=/fmmwm
X

Beweis. Die p-Summierbarkeit von X 3> x — f(z,p) ist wegen der p-summierbaren Majorante offen-
sichtlich. Fiir den Nachweis der Stetigkeit von F' in einem beliebigen Punkt py € P betrachten wir eine
beliebige Folge {p;}jew mit p; — po in (P,d) und definieren eine Folge {f;};ew von Funktionen in
LNX, A, p) iiber

stetig.

fi(z) = f(z,p;) firalle j e Nundz € X.

Wegen der Stetigkeit von P 3 p — f(z,p) fiir alle z € X\ N gilt fj(z) = f(z) = f(z,po) fiir alle
x € X \ N, also fiir y-alle x € X. Mit dem Satz [2.44] von der dominierten Konvergenz folgt dann

1mﬁmj—mn/ﬁ )du(o) = [ Fduta) = Floo).

J]—00

also die Stetigkeit von F' in pg. O

2.4 Produktmafle und der Satz von Fubini

Gegeben seien zwei Mafirdume (X1, Az, 1) und (Xo, Asg, p2)

wir wollen nun ein kanonisches Mafl auf dem messbarem Raum (X; x X3, .4; ® As) einfithren und
dann die Moglichkeit der Integration auf dem Produktraum Xj x Xs iiber sukzessive Integration iiber
die einzelnen Rdume diskutieren.
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Einfithrung von Produktmaflen. Wichtiges Hilfsmittel stellen die Schnitte messbarer Mengen in
A; ® Ay aus Definition dar, die gemé Lemma [I.18] wieder messbare Mengen sind.

Lemma 2.48. Es seien (X1, A1, u1) und (Xa, Ag, uo) zwei o-endliche Mafirdume. Falls A C X1 X X5
eine messbare Menge ist, d.h. mit A € Ay ® As, dann sind die Funktionen
X152 — I[A(l‘l,xg) dug(l’g) = Mg(Ail) und Xo D To > IlA(l‘l,JJQ) dul(xl) = 1 (AiQ)
X2 Xl
Ai-messbar auf X1 bzw. As-messbar auf Xs.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung X; > 21 — ,ug(Ail) Aj-messbar ist, da die zweite
Aussage sich dann aus Symmetriegriinden ergibt.

Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, dass ps sogar ein endliches Mafl auf X5 ist. Andernfalls
existieren, da po als o-endliches Maf vorausgesetzt ist, eine monoton wachsende Folge {C5 ;}jen von
Mengen endlichen pp-Mafles in Ap mit UjenCs,; = X2, und die allgemeine Aussage folgt dann iiber
Approximation

X1 3w pa(A2) = jli{gc p2(A3, NCyy) = jli?;lo p2((AN (X1 x Ca))32).

Wir betrachten nun das Mengensystem

Dy = {S €A ®Ay: x1 — po(S2)) ist Aj-messbar} C A; @ A,

Z1

aller Mengen aus A; ® As mit der gewiinschten Messbarkeitseigenschaft. Es gelten die folgenden Eigen-
schaften fiir Dy:

e Fiir alle Mengen A; € Aj, Ay € Ay haben wir pig((Ay x A2)2 ) = 14, (21)p2(A2) und damit
Ay X Ay € D;. Dies bedeuet, dass der Erzeuger aller Menge der Form A; x A; mit A; € Ay,
A; € Ay der Produkt-o-Algebra A; ® A, im Mengensystem D; enthalten sind. Beachte, dass
dieser Erzeuger auch abgeschlossen unter Durchschnitten ist.

e Ist S € Dy, so gilt wegen der Annahme, dass ps ein endliches Maf ist, und Proposition [1.28
2 (X1 x Xo) \ S)3,) = p2(X2 \ S2)) = pa(Xa) — pa(S2)).
Damit ist D; abgeschlossen unter Komplementbildung.

e Ist {5} en eine Folge von paarweise disjunkten Mengen in D1, so sind die Mengen in der Folge
{(Sj)2,}jew ihrer z1-Schnitte paarweise disjunkt in Ap mit (UjenS;)2, = Ujen(S;)2, . Damit folgt

(U ), ) = Smlst

und D; ist auch abgeschlossen unter abzéhlbaren Vereinigungen paarweise disjunkter Mengen.

Aus dem m-A-Satz von Dynkin schlieen wir A; ® Ay = Di, und dies bedeutet, dass die Funktion
X121 — ,ug(Afcl) fiir jede Menge A € A; ® As tatsiichlich A;j-messbar auf X ist. O

Wir wollen nun ein Mafl auf dem Produktraum konstruieren, das Produktmengen A; x Ay gerade
das Produkt p1(A;1)ua(As) der Mafle ihrer Faktoren zuweist.

Satz 2.49 (ProduktmaB). Es seien (X1, As, p1) und (Xo, Aa, u2) zwei o-endliche Mafriume. Es gibt
ein eindeutiges MafS 1 auf (X1 x Xa, A1 ® Ag) mit

,u(Al X Ag) = Ml(Al)MQ(Az) f’ii?“ alle Ay € Al,A2 € A,

(und dieses ist ebenfalls o-endlich). Dieses Maf§ wird das Produktmall genannt und mit py ® ps be-
zeichnet.
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Beweis. Wir definieren eine Mengenfunktion p: Ay ® Az — [0, 00| iiber
u(A) = / po(A2 ) dp (z1)  fiir alle A € Ay ® Ay
X1

und weisen im Folgenden nach, dass es sich hierbei um ein o-endliches Maf} auf (X7 x X5, A; ® Aj)
handelt und auch die gewiinschte Eigenschaft gilt.
Wir bemerken zunéchst p(0) = le 0dp(z1) = 0. Ist nun {S;};en eine Folge paarweiser disjunkter

Mengen aus A; ® As, so folgt aus der Tatsache, dass die Folge {(5;)Z, }jen ihrer x1-Schnitte paarweise
disjunkt in Az mit (UjenS;)2, = Ujen(S;)2, sind, und Korollar zur Konvergenz fiir Reihen nicht-
negativer Funktionen

“(USJ) :/ uz( ]N m1 / Zuz zl ) dp (1)

JEN X1 1 jeN

—Z/X )2,) dpa(z) = > (S,

JEN JEN
womit gezeigt ist, dass p ein Maf auf (X; x X5, 41 ® Ay) ist.
Fiir alle Mengen A; € Ay, Ay € Ay gilt wegen (A; X Ag),, = 14, (21)As zudem wie gefordert

(AL x Ag) = / La, (1) p2(A2) dpa (z1) = pa(Ar)pz(Az).
X1
o-endlich
eindeutig O

Alternativer Beweis iiber den Fortsetzungssatz von Carathéodory. Wir wollen die Existenz eines eindeu-
tigen ProduktmaBes in Satz alternativ iiber die Konstruktion von Carathéodory aus Satz [1.5§|
gewinnen. Dazu werden wir im Folgenden zunéchst nachweisen, dass das Mengensystem

R = {Al X Ag: A1 € Ay und A, EAQ}

von Produktmengen in X; x X5 ein Halbring ist (siehe Definition [1.54]), und dass die Mengenfunktion
w: R — [0, 00] definiert iiber

/,L(Al X Ag) = /J,]_(A]_)ILLQ(AQ) fiir alle Ay € A1, As € Ay

ein PramaB auf (X, R) darstellt (siehe Definition [L.56)).

Der Nachweis, dass R alle Eigenschaften eines Halbrings erfiillt, erfolgt dhnlich wie im Beweis von
Lemma Wegen 0 € Ay, A folgt § = 0 x ) € R. Nun seien A; x Ay, A x Ay € R, fiir Mengen
Al,/il € Ay und AQ, /12 € As. Dann gilt

(Al X Ag)m(Al X 142) = (Al ﬁfll) X (AQQAQ) eER

wegen der Abgeschlossenheit der o-Algebren A4; und A5 unter Durchschnitten. Schreiben wir die Menge
Al X A2 um als

(A1 x A2) = (A1 N A1) x (A2 N A2)) U ((A1 N Ay) x (Ag\ A2)) U ((A1\ Ar) x As),
so liisst sich das relative Komplement (A; x As) \ (A; x Ay) als
(Al X AQ) \ (/11 X Ag) = ((A1 n /Il) X (A2 \ AVQ)) U ((Al \1‘[1) X Ag)

ausdriicken. Wegen der Abgeschlossenheit der o-Algebren A; und Az unter Durchschnitten und relativen
Komplementen bedeutet dies, dass wir (43 X A2)\ (A1 x As) als eine endliche Vereinigung von paarweise
disjunkten Mengen aus R schreiben kénnen. Damit ist gezeigt, dass R tatséchlich ein Halbring ist.
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Wir verifizieren nun, dass die Mengenfunktion p: R — [0,00] ein Pramafl auf (X, R) ist. Offen-
sichtlich gilt p(0) = p1(0)p2(0) = 0. Dann betrachten wir eine Folge {Si; X Sa j}jen von paarweise
disjunkten Mengen in R mit

U S1j xSy =Ar x A€ R
JEN

(mit Mengen A4,S51 ;,51,2,... € Ay und Ay, S51,522,... € Ag). Fir alle z1 € X1, 2 € X5 gilt dann

Z ]]-Sl,j (xl)]lSQ“j ($2) = Z ]]-Sl,jXBs_’j (‘r17x2) = ]]-A1 XA2 (‘Tlva) = ]lAl (xl)]]-Ag (552)'
JEN jEN

Fiir jedes fixierte xo € Xo stellt dies beziiglich der Variable z; eine nicht-negative, 4.,-messbare Funk-
tion dar, und die Integration auf X; nach dem Maf§ p; liefert {iber Korollar zur Integration von
Reihen nicht-negativer Funktionen

S (i), (52) = 3 /X L (o)L, (22) dpa ()

JEN jEN

= /X Z 1s, ,(x1)1s,  (z2) dp(21)

JeN
= [ ) asla)dis 1) = (A1) L o).

Diese Funktion ist nun beziiglich der Variable x5 eine nicht-negative, As-messbare Funktion, und Inte-
gration auf X5 nach dem MafB ps zeigt (wiederum iiber Korollar [2.41)

S (S1)na(S25) = 3 /X 11(S1.5)1s,., (22) djia ()

JEN JEN

= /X Z,u,l(Sl’j)]lSQ’j (72) dpz(22)

jeN
=/ p1(A1)La, (22) dpo(w2) = p1(A1)pz(Az2).
X2
Nach Definition der Mengenfunktion u zeigt dies

> u(S1j x Say) = p(Ay x Ag),

JEN

d.h. p ist auch o-additiv auf R und damit ein Pramaf auf (X, R).

Aus dem Fortsetzungssatz [1.58] von Carathéodory folgt nun, dass wir die Mengenfunktion p zu
einem dufleren Mafl p* auf X; x Xo fortsetzen konnen, und p* stimmt dabei mit p auf R iiber. Da alle
Mengen aus R p*-messbar und o(R) = A; ® Ay nach Definition der Produkt-o-Algebra gilt, sind
tatséichlich mindestens alle Mengen aus A; ® A p*-messbar, womit wir das gewiinschte Produktmafl ;
durch Einschrankung von p* auf die o-Algebra A; ® Ay erhalten.

Schliefilich bemerken wir noch, dass die MaBe 11 und p2 nach Annahme o-endlich sind. Dies impliziert
zum einen, dass auch p ebenfalls o-endlich ist, und zum anderen, dass die Maffortsetzung p* nach
Bemerkung m (2) eindeutig ist, woraus auch die Eindeutigkeit des Produktmafes folgt. Dies schliefit
den Beweis des Satzes ab. U

Bemerkung 2.50 (Darstellung des Produktmafies als Integral iiber die Mafie von Schnitten). Das
Produktmafl hat damit fiir alle messbaren Mengen A € Ay ® Ay die Darstellungen

1 ® pa(A) = /

X1

a2 ) din () = [ pa(AL,) da(ie)

X2
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Ubung 2.51 (Prinzip von Cavalieri). Es sei (X, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und f: X — [0, oc]
eine nicht-negative, A-messbare Funktion. Zeigen Sie iiber die Approximation mit einfachen Funktionen,
dass die Menge

S(f) = {(z,t) € X x (0,00): f(z) >t}
A ® B(R)|(0,00)-messbar ist und dass gilt:
/ fdu:/ p({z € X: f(z) > t})dt.
b's 0

Produktmafl von Lebesgue—Borel- und Lebesgue-Maflen. Der Raum R”™ kann fiir n > 1 auch
als das kartesische Produkt R x R™~"™ fiir ein beliebiges m € {1,...,n — 1} betrachtet werden. Daher
kénnte man die Borel-o-Algebra B(R™) auf R"™, die als die o-Algebra, die von den offenen Mengen
des R™ erzeugt wird, definiert ist, auch iiber die Produkt-o-Algebra B(R™) ® B(R™~ ™) einfiihren. Diese
Konstruktion fithrt tatséchlich auf dieselbe o-Algebra, und das Lebesgue-Borel-Mafl \"*|g(gny stimmt
mit dem Produktmafl A™*|ggm) ® A(n_m)*|B(Rnf'm) iiberein. Fiir die Menge L(R™) aller Lebesgue-
messbaren Teilmengen des R™ fiihrt die Konstruktion iiber die Produkt-o-Algebra L(R™) @ L(R"~™)
jedoch auf eine leicht unterschiedliche o-Algebra. Hier ist L(R™) @ L(R™~™) eine echte Teilmenge von
L(R™), und der Lebesguesche Mafiraum (R™, L(IR™), L") ist die L™-Vervollstandigung des Produktmaf-
raumes (R™, L(R™) @ L(R"™™), L™ @ L"~™) (so dass insbesondere das Produkt zweier vollstédndiger
mafrdume nicht notwendigerweise vollsténdig ist).

Satz 2.52 (Produkt von Lebesgue-Borelschen und Lebesgueschen Mafirdumen). Es sei n € IN und
me{l,...,n—1}.

(i) Fir die Borel-messbaren Teilmengen des R™ und das assoziierte Lebesque—Borel-Maf gilt

B(R™) =B(R™) @ B(R"™™™) wund )\n*|B(Rn) = )\m*|B(Rm) ® /\(nfm)*|B(Rn77n).

(ii) Flir die Lebesque-messbaren Teilmengen des R™ und das assoziierte Lebesque-Mafs gilt
LR™) D LER™) @ LIR™™) und LM =Lm L™,
d.h. jede Menge in L(R™)\ (L(R™) ® L(R™™™)) ist eine L™-Nullmenge.
Beweis.
(i) Nach Ubung (ii) ist das Mengensystem aller halb-offenen Quader
[a,b) = [a1,b1) X ... X [@m,bm) X [@mt1,bmt1) X oo X [an,by) CR™ x R*™™ 2 R"

fiir alle @ < b € R™ Erzeuger sowohl der Borel-o-Algebra B(R") als auf der Produkt-o-Algebra
B(R™) ® B(R™ ™). Daraus folgt unmittelbar B(R™) = B(R™) @ B(R"™™), so dass die Mafe
A g@rny und X[ gRm) @ )\(nim)*|B(Rn77n) schon einmal auf derselben o-Algebra auf X; x Xo
definiert sind. Nach Konstruktion gilt fiir alle a < b € R™ auflerdem

™ gy @ AT a0, b)) = [[(0: —ai) [ (b — ai)
=1 1=m-+1

(bi —ai) = \""|g@n)([a, D).

—-

@
Il
—

Damit stimmen die beiden Maie \"*|ggn) und A™*|ggrm) ® A(n_nl)*|B(Rn77n) auf allen halb-

offenen Quadern des R™ iiberein, woraus A\"*|ggn) = AX"*|gmm) @ )\(”_m)*|B(Rnfm) wegen der
Eindeutigkeit des Lebesgue-Mafies nach Satz folgt.

99



(ii) Wir betrachten zunéchst beliebige Lebesgue-messbare Mengen A; € L(R™) und Ay € L(R™™).
Da nach Bemerkung m (2) der Lebesgue-Mafiraum die Vervollstindigung des Lebesgue—Borel-
raumes darstellt, finden wir zwei Borelmengen By € B(R™), By € B(R"™ ™), eine £L™-Nullmenge
N7 C R™ und eine £~ ™-Nullmenge No C R™"™™ mit A; = By U N; und A = By U N,. Daraus
erhalten wir

A1 X A2 = (Bl X BQ) U ((Bl X NQ) U (Nl X Bg) U (Nl X NQ))

Wir bemerken nun, dass B; X By € B(R™) @ B(R"™ ™) = B(R") gilt, so dass wir insbesondere
B; x By € L(R™) haben. Mit Bemerkung (3) und der Tatsache, dass die Lebesgue(—Borel)-
MafBe o-endlich sind, kénnen wir auch verifizieren, dass die Mengen By X Na, N1 X By und N; X
Ny £7-Nullmengen sind. Insgesamt zeigt dies Ay X Az € L(R™), und da die Produkt-o-Algebra
LR™) @ LR™ ™) aus diesen Produktmengen erzeugt wird, folgern wir die Inklusion £(R™) ®
LR*™) C L(R™).

Um die strikte Inklusion zu beweisen, betrachten wir eine Menge aus P(R™) \ L(R™), wie etwa
V x [0,1]™~! mit der Vitali-Menge V' C [0,1] aus Beispiel Dann gehort die Menge V' x
[0,1]™~! x {0}"~™ als Teilmenge der £"-Nullmenge [0, 1]™ x {0}"~™ zum Mengensystem L(R")
aller Lebesgue-messbaren Teilmengen des R™, jedoch nicht zu L(R™) @ L(R"~™), da der Schnitt
(V x [0,1]™=1 x {0}"~™)} nicht in L(R™) liegt (vgl. Lemma mit der Notation der Schnitte
aus Definition [L.17). Damit gilt £(R")\ (C(R™)® L(R"~™)) # 0, woraus wir auf die Behauptung
LR™) @ LIR™™) C L(R™) schlieBen.

Wir miissen schlieflich noch £ = £™ @ L£n~™ beweisen. Wir bemerken aus (i) zunchst
Lr=L"@ L™ auf BR™) = BR™) @ BR™™™)
and therefore, by uniqueness of completions, also that
LP=L"@ L™ on LR™) @ LR™™).
Thus, a set N C R™ is L"-negligible if and only if it is L™ ® L™~ ™-negligible. Then the completions
(R™, L(R™), L") and (R™, L(R"),L™ @ L7—™)
are both complete measure spaces as well as extensions of the measure spaces
(R™,B(R™),A\") and (R",L(R™)® LR"™™),LM™ @ L"™™).

By uniqueness of completions, this proves L™ = L™ ® L7~ as claimed. O

Integration auf Produktmaflen.

Satz 2.53 (von Tonelli). Es seien (X1,.A1, p1) und (Xa, Ag, pio) zwei o-endliche MafSrdume und f: X1 X
X5 — [0,00] eine nicht-negative Ay ® Ag-messbare Funktion. Dann sind die Funktionen

X1 S I f(.l?l,l‘Q) dug(l‘g) und XQ S T > f($1,$2) d/,él(ah)
XQ Xl

nicht-negativ und Aj-messbar auf X, bzw. As-messbar auf Xso, und es gilt

/ F(@1, 1) d(p1 ® pio) (w1, w2) = / f(@1, 2) dpg(w2) dpa (1)
Xy %X X1 JXo
:/ flx1, z2) dpg (x1) dpa(x2).
X, Jx,

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung X; 3 z; — sz f(x1,22) dua(ze) Aj-messbar ist
und dass die erste Integral-Identitéit gilt, da die restlichen Aussagen sich dann aus Symmetriegriinden
ergeben.
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Wir bemerken zuniéchst, dass das Integral [ %, flx1,x0) dug(xe) fiir jedes zq € X; existiert. Die
Funktion x5 — f(21, z2) ist nach Voraussetzung nimlich nicht-negativ und auflerdem As-messbar auf X5
(womit das Integral nach uy in [0, co] existiert), da

f(z1,)"(B) = (f~'(B))2, fiir alle B € B(R)

gilt, f nach Voraussetzung A; ® As-messbar ist, und z;-Schnitte messbarer Mengen aus A; ® Ay nach
Lemma [1.18] zu den messbaren Mengen A5 gehoren.

Um nun die beiden Behauptungen zu zeigen, nehmen wir in einem ersten Schritt an, dass f eine
einfache Funktion ist, mit der Darstellung f = chvzl zilg, fiir ein N € IN, Teilmengen {Sj}ren in
A; ® Ay und Zahlen {zj }i<n in [0,00). Dann haben wir fiir jedes z1 € X3

o m2) dpa(2) sz/ Ls, (21, 22) dpz(z2) Zzum ((SK)3,)

Mithilfe von Lemma sehen wir nun, dass die Abbildung X; > z; — sz f(z1,22) dus(zo) wie
behauptet A;-messbar 1st, und die Integration nach p; auf X; zeigt mithilfe der Darstellung des Pro-
duktmafles aus Bemerkung auch

N
RS EYSICHSES SEVIEIHCY
X1xXXo k=1
—sz/ p2((Sk)2,) dp (21)

/ szuz (Sk)7,) dpa (1) / f(@1,22) dpa(z2).
X X1 /X,

1 k=1

Im zweiten Schritt betrachten wir nun eine nicht-negative, A; ® As-messbare Funktion f wie im
Satz. Wir gehen mittels Approximation vor und wéhlen dazu eine nicht-fallende Folge {f;} jen von
nicht-negativen, einfachen A; ® As- messbaren Funktionen mit punktweisem Grenzwert f = lim;_, f;
(vgl. Lemma - Mit dem Satz|2.39|iiber die monotone Konvergenz erhalten wir fiir jedes z1 € X3

f(1, 22) dpua(z) = lim / f3(1, 22) dpsa(a2),
Xo J=0 J X,

und damit ist die Funktion X; > 21 — fX2 f(x1,x2) dus(x2) als punktweiser Grenzwert von (gemifl des
ersten Schrittes) A;-messbaren Funktionen wiederum A;-messbar. Wenden wir nun den Satz iiber

die monotone Konvergenz dreimal an und beriicksichtigen wir auch die bereits bewiesene Integraliden-
titéat fiir einfache Funktionen, folgt schliellich

/ f(9617$2)d(,u1 ®u2)($1’$2) = lim fj($1,962)d(u1 ®M2)($1,$2)

X1 xXo IO J X x Xy

= lim fi(x1, x2) dpa(xs) dus (x1)
J—0o0 X, JXs

= [ i [ g diste) i) = [ [ fne) duate) du ) 0
X177 JX, X1 J X,

Satz 2.54 (von Fubini). Es seien (X1,.A1, p1) und (Xa, As, pa) zwei o-endliche Mafiridume und f: X; X
Xo — R eine py @ po-summierbare Funktion, d.h. f € LY(X1 x Xo, A1 ® Ag, 1 ® po). Dann gilt

To > fxy,20) € LY Xo, Ay, po)  fiir pr-f.a. 1 € X7,
z1 > f(21,22) € LY X1, Av, 1) fiir po-fa. 20 € Xo.
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Auferdem sind die p1-f.i. auf X1 bzw. po-f.i. auf Xo definierten Funktionen
T — f(l’l,l’g)dy,g(xg) und To —r f(.Tl,’JJg)dul(l’l)
X2 Xl

w1-summierbar auf Xy bzw. po-summierbar auf Xo, und es gilt

/ F(an,22) (s ® piz) (@1, 22) = / F(n, ) dpis (a02) dpa (1)
X1xXo X1 /X2

— / f(z1,22) dpa (1) dpz(z2).
Xo J X1

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass es ausreichend ist zu zeigen, dass die Abbildung zo — f(x1,22)
fiir py-fast alle 1 € Xy po-summierbar auf X ist, dass die Abbildung z; — fX2 f(z1, x2) dus(xa) pr-
summierbar auf X; ist und dass die erste Integral-Identitdt gilt, da die restlichen Aussagen sich dann
aus Symmetriegriinden ergeben.

Da f* nicht-negative, A; ® As-messbare Funktionen sind, folgt aus dem Satz von Tonelli und
der Tatsache, dass f eine 1 ® po-summierbare Funktion ist,

/ FE (@1, m2) dpo(22) dpy (1) = / fE (@1, m2) d (1 @ pa) (w1, m2) < 00.
X1 JXo X1 xXo

Folglich sind die (nicht-negativen, A;-messbaren) Funktionen z; — [ Xs (21, 22) dus(22) p1-summierbar
auf X7. Dies impliziert, dass zwei p1-Nullmengen Nf ,N{ € A; existieren mit

fE (@1, 20) dug(zs) < 0o fiir alle z; € X; \ Ni©.
X
Ist also 71 € X1 \ (N;” U Ny ), so ist die Funktion x5 + f(z1,72) pe-summierbar mit

f@r, o) dps(ze) = [ fH(ar,22) dps(as) — | f7 (21, 22) dpo(22),
Xo X2 X2

womit die ersten beiden Behauptungen des Satzes bewiesen sind.
Wie wir gesehen haben, ist die Funktion x; +— sz f(z1,x2) dus(x2) pi-summierbar auf X; und

R-wertig auf X; \ (N;" U Ny). Da der Wert des Integrals sz [ (z1, 22) dug (o) fiir 1 € (N;F UNT)

fiir die Integration nach sy jedoch irrelevant ist (vgl. Ubung [2.37), erhalten wir nun auch die dritte
Behauptung des Satzes iiber

/ f(w1, 22) dpa(w2) duy (1)

X1 /X2

:/ f+(171,x2)du2($2)dﬂl($1)*/ I (w1, 22) dps(22) dpy (1)
X1 Xz Xl X2

= / (@, 22) d(pn @ po) (21, 22) — / [ (1, 22) d(p1 @ p2) (w1, 22)
X1 xXo

X1><X2
- / Fan, 22) (s ® o) (@, ). 0
X1 ><X2

Bemerkung 2.55.

(1) Mithilfe des Satzes von Tonelli und des Satzes von Fubini kénnen wir das Integral einer
Funktion f: X1 X X9 — R nach dem Produktmaf$ p1 @ pe tber die iterierten Integrale nach py
und nach po dann bilden, wenn f nicht-negativ bzw. py ® uo-summierbar ist. Man beachte, dass
der Satz von Tonelli impliziert, dass jede der Bedingungen

o enman e i) <co. [ [ 1wl dute) din ) <

dquivalent zur py ® po-Summierbarkeit von f ist.

62



(2) Ohne die Annahme der pn @ pa-Summierbarkeit von f ist die Aussage des Satzes von Fubini
im Allgemeinen falsch, siehe Ubung .

(3) In der Aussage des Satzes von Fubini kann man im Allgemeinen nicht erwarten, dass die
nur in einer Komponente betrachteten Funktionen po-summierbar auf Xo bzw. pp-summierbar
auf X1 sind. So ist etwa die (Borel-) Funktion f: R? — R definiert durch f(x1,x2) == x2lg(z1)
fiir (z1,22) € R? L2-fast diberall Null und damit L£2-summierbar, die Funktion xo — f(x1,22)
jedoch nur fiir x1 # 0 L'-summierbar.

Ubung 2.56. Es seien (X1, A1, 1) und (X, Ag, ua) zwei o-endliche Mafirdume und f;: X; — R eine
pi-summierbare Funktion fiir ¢ € {1,2}. Zeigen sie, dass die Funktion f: X; x Xo — R definiert durch

flz1,22) = fi(z1) fa(ze) fiir zq € Xq, 20 € Xo

11 ® po-summierbar ist mit

/)<1xx2 fl@r,22) d(pn ® p2)(z1,22) = < fi(zy) du1(x1)> < fol(z2) duz(:vz)>.

X1 X2

Ubung 2.57. Es sei f: R? — R definiert durch

xf — a3
(27 + 23)°
Driicken Sie f als geeignete zweite Ableitung des Arcustangens aus und berechnen Sie damit die iterierten
Integrale

fiir (21, 29) € R

f($17x2) =

/ f(xl,xg)dﬁl(xl)dﬁl(xg) und / f(xhxg)dﬁl(xg)dﬁl(xl).
(0,1) J(0,1) (0,1) J(0,1)

Warum ist der Satz von Fubini hier nicht anwendbar?

2.5 Vergleich von Riemann- und Lebesgue-Integral

Wir betrachten zunéchst beschrankte Funktionen auf kompakten Intervallen, also das klassische Riemann-
Integral. Auf dieser Klasse von Funktionen stellt die Lebesgue-Integration eine erweiterte Integrations-
theorie im Vergleich zur Riemann-Integration dar.

Satz 2.58. Es seia,b € R mit a < b und f: [a,b] = R eine beschrinkte Funktion. Falls f Riemann-
integrierbar auf [a,b] ist, dann ist f auch L'-summierbar auf [a,b] und die beiden Integrale stimmen

tberein, d.h. es gilt
b
/ fdz = fdct.
a [a,b]

Beweis. Wir erinnern zunéchst daran, dass die Funktion f genau dann Riemann-integrierbar auf [a, ]
ist, wenn ihr Unterintegral und ihr Oberintegral {ibereinstimmen, die iiber die Approximation von unten
bzw. von oben durch Treppenfunktionen aus 7 ([a,b]) definiert sind als

b b
/fdz::sup{/ wdx: ¢ € T([a,b]) mit(pgfauf[a,b}},

* pb b
/ fdz = inf{/ Ydx: ¢ € T([a,b]) mit ¢ > f auf [a,b]}.

Damit finden wir zwei Folgen {¢; }jen, {¥;}jen von Treppenfunktionen in 7 ([a,b]) mit den Eigenschaf-
ten

b b b
w; < f<jauf [a,b] fur alle j e N und lim / Vi de = / fdx z/ w; d.
j— J, a a
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Hierbei diirfen wir annehmen, dass

—M<p;<pjit1 < f<j <y <M auf [a,b] fir alle j € N und mit M := sup | f| (2.5)
[a,b]

erfillt ist (andernfalls kénnen wir ¢; und +; durch die Treppenfunktionen max{—M,¢1,...¢;} und
min{M,11,...1¢;} ersetzen). Damit ist insbesondere {¢;} ;e eine wachsende und {1; } ;e eine fallende
Folge.

Als Nichstes stellen wir fest, dass jede Treppenfunktion aus 7 ([a,b]) auf den offenen Teilmengen
einer endlichen Intervallzerlegung von [a,b] konstant ist. Damit ist sie auch einfach sowie Lebesgue-
messbar. Aulerdem stimmt ihr elementare Riemaann-Integral mit dem Integral nach dem eindimensio-
nalen Lebesgue-Maf8 £! {iberein. Damit gilt die behauptete Aussage also insbesondere fiir alle Treppen-
funktionen, und damit haben wir nun auch

b b
/ pjdr = / @;dLt und / Yjdx = / Y;dLt fiir alle j € IN.
a la,b] a [a,b]

Um die £!-Summierbarbarkeit von f zu zeigen, betrachten wir die beiden Funktionen ¢, [a,b] — R
definiert durch

p=lim ¢; und ¢ = lim 9,
j—o0 j—o0

sind. Wegen (2.5)) sind ¢, wohldefiniert mit —M < ¢ < f < ¢ < M und als Grenzwert Lebesgue-
messbarer Funktionen ebenfalls Lebesgue-messbar. Mithilfe der Variante des Satzes iiber die monotone
Konvergenz aus Bemerkung erhalten wir aulerdem

lim wjdclz/ pdL' und  lim Yy dLt = Ydlt.
la,b] la,b]

Jreo 3700 J[a,b] [a,b]

Insgesamt haben wir damit nach Wahl der Folgen {¢; }jew und {¢;} ;e zur Approximation des Riemann-
Integrals von unten bzw. von oben gezeigt, dass

b
/ @dﬁlz/ fdx:/ pdlt
[a,b] a la,b]

gilt. Wegen 1) — ¢ > 0 folgern wir aus Ubung (ii)
L, @m9d =0 5 Lilewl: o) £ v =0

Wegen ¢ < f < 1) erhalten wir damit, dass ¢ = f = 1 auBerhalb einer £'-Nullmenge gilt. Dies zeigt
die £!-Summierbarbarkeit von f mit

b
fd,clz/ <pd/31:/ fda. 0
[a,b] [a,b] a

Bemerkung 2.59.

(1) Ist a,b € R mit a < b und f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, so kann man allgemeiner
zeigen, dass f auf [a,b] genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn die Menge

N ={z € [a,b]: f ist unstetig in x}
eine L'-Nullmenge ist.

(2) Mit der charakterischen Funktion 1gnjo,1) der Menge der rationalen Zahlen aus dem Intervall [0, 1]
aus Beispiel haben wir bereits ein Beispiel fiir eine auf [0, 1] Lebesque-integrierbare, aber nicht
Riemann-integrierbare Funktion kennengelernt. Wir bemerken hierbei, dass wir Lono,1) tber eine
Abzihlung von QN[0, 1] als punkteweisen Limes von Treppenfunktionen und insbesondere Riemann-

integrierbaren Funktionen schreiben kénnen. Folglich die die Klasse der Riemann-integrierbaren
Funktionen unter punktweiser Konvergenz nicht abgeschlossen.
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Fiir Funktionen auf nicht-kompakten Intervallen und uneigentliche Riemann-Integrale ist die Situati-
on etwas subtiler. Hier ist es aufgrund von Kiirzungseffekten moglich, dass eine Funktion uneigentliches
Riemann-integrierbar, jedoch nicht Lebesgue-integrierbar ist. Dieser Kiirzungseffekt ist gerade ausge-
schlossen, wenn auch der Betrag der Funktion uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

Satz 2.60. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion, die auf jedem kompakten Intervall
von I Riemann-integrierbar. Dann ist f auf I genau dann L'-summierbar auf I, wenn |f| auf I uneigent-
lich Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall stimmen dann das Lebesgue-Integral und das unetgentliche
Riemann-Integral von f auf I iberein.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall I = [a,b) mit Intervallgrenzen —oo < a < b < oo, die ande-
ren Fillen folgen vollkommen analog. Wir wéhlen zuniichst eine beliebige, monoton wachsende Fol-
ge {b;}jew mit lim; o b; = b, so dass das Intervall I “von innen” durch die Folge der kompakten
Intervalle {[a,b;]}jen approximiert wird und entsprechend die punkteweise (monotone) Konvergenz
lim; o0 Ljg,p;) = L[q,) gilt. Nach Annahme ist die Funktion f Riemann-integrierbar auf [a, b;] fiir jedes
7 € N und damit nach Satz die Funktion f1,p,) Lebesgue-integrierbar. Da f = limj o0 fL{a5)]
folglich der punktweise Grenzwert Lebesgue-messbarer Funktionen ist, ist f Lebesgue-messbar. Betrach-
ten wir nun die Folge {|f|]l[a7bj]}j€]N, so gilt mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz

bj
hm/ |f|dz = lim |f|d£‘,1:/ |f|dCt. (2.6)
J=X Jq J—o0 [a,bj] la,b)

Wir nehmen zuniichst an, dass f L!'-summierbar auf [a,b) ist. Da in diesem Fall das Lebesgue-
Integral auf [a,b) sowohl von fT als auch von f~ endlich sind, ist offensichtlich auch |f| £!-summierbar
auf [a, b) und damit die rechte Seite von (2.6)) endlich. Da dieser Grenzwert nicht von der Wahl der Folge

abhéngt, folgern wir
B
lim dr = dct
i [stae= [

und damit die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von |f| auf [a, b).

Als néchsten nehmen wir an, dass | f| uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a, b) ist. In diesem Fall
existiert der Grenzwert der linken Seite von in R. Folglich ist | f| und damit nach der Dreiecksun-
gleichung (siehe Proposition auch f Ll'-summierbar auf [a, b).

Abschlieffend bemerken wir noch, dass in diesem Fall die Gleichheit des Lebesgue-Integrals und des
uneigentlichen Riemann-Integrals von f auf [a,b) direkt aus dem Satz von der dominierten Konver-
genz folgt: mit |f|1[,5,) < |f] fiir jedes j € IN und der punkteweisen Konvergenz f = lim; o0 f1(a3,)
haben wir

fdct = lim fdct = lim fd:“/ fdzx. O

[a,b) 7700 Ja,b;] iz Jq

Beispiel 2.61. Der Kardinalsinus x — sin(z)/z ist auf (0, c0) uneigentlich Riemann-integrierbar, aber
nicht uneigentlich absolut Riemann-integrierbar und damit auch nicht Lebesgue-integrierbar.

2.6 Der Transformationssatz

Wir beschéftigen uns nun mit der Fragestellung, wie sich das Lebesgue-Integral einer Funktion verhélt,
wenn wir den Definitionsbereich mittels eines Diffeorphismus transformieren.

Transformationsformel als Analogon fiir allgemeine Integrale nach einem Maf} zur Substitutionsfor-
mel fiir Riemann-Integrale.

Satz 2.62 (Transformationsformel). Es seien U,V offene Teilmengen des R™ und ¢: U — V ein
C'-Diffeomorphismus (d.h. @ bildet bijektiv von U nach V ab und sowohl ¢ als auch die Umkehrabbil-
dung ¢ =t sind stetig differenzierbar). Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(i) Eine Teilmenge A C U st genau dann Lebesgue-messbar, wenn p(A) eine Lebesgue-messbare
Teilmenge von V ist, und in diesem Fall gilt

£ (p(A)) = /A | det Dgp(x)] dL™ (x).

(ii) Eine Funktion f:V — R ist genau dann Lebesque-messbar, wenn f o ¢|det Dp|: U — R eine
Lebesgue-messbare Funktion ist. Ist eine dieser Funktionen L™ -integrierbar, dann auch die andere,
und in diesem Fall gilt

/ f(2) den(z) = / F(o(x))] det Dg(x)] dL™ (z).
Vv U

Bemerkung 2.63.

(1) Da ¢ ein C'-Diffeomorphismus ist, gilt | det Do(z)| € (0,00) fiir alle x € U, so dass der Integrand
auf der rechten Seite der Transformationsformel immer wohldefiniert ist.

(2) Firn =1 und ein Intervall U = (a,b) reduziert sich die Transformationsformel auf
[ t@acte = [ fe@)se) i)
#((a,b)) (a,b)

und dies entspricht gerade der Substitutionsregel fir das Riemann-Integral.
Lemma 2.64. Fir eine Matriz M € R™*"™ gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist det M # 0 und A eine Lebesque-messbare Teilmenge des R™, so ist M A Lebesgue-messbar mit
LM(MA) = |det(M)|L™(A).

(ii) Ist det M =0 und A eine Teilmenge des R™, so ist M A Lebesgue-messbar mit L™"(MA) = 0.
Beweis.

(i) Wir beweisen die Aussagen in mehreren Schritten:

Schritt 1: Ist A eine Borel-messbare Teilmenge des R™, so ist auch M A Borel-messbar.

Wegen der Invertierbarkeit von M ist die Abbildung h: R™ — R" mit h(z) := M ~'z wohldefiniert.
Als lineare Abbildung ist h zudem stetig und damit auch Borel-messbar (vgl. Bemerkung (2)),
also sind die Urbilder von Borel-messbaren Teilmengen des R™ wieder Borel-messbare Teilmengen
des R™. Da A nach Annahme eine Borel-messbare Teilmenge des R™ ist und h=1(A) = M A gilt,
schliefen wir auf die behauptete Borel-Messbarkeit von M A.

Schritt 2: Es gilt L"(MA) = |det(M)|L™(A) fiir alle Borel-messbaren Teilmengen A des R™.
Wir betrachten zunéchst die Mengenfunktion v: B(R"™) — [0, co] definiert iiber

v(A) = L"(MA) fir alle A € BR").

Wegen der Injektivitat von R™ 5 = +— Mz € R™ und der Mafleigenschaft von £" ist auch v ein
Maf auf (R™, B(R™)), und auch die Translationsinvariant von £ aus Proposition iibertrigt
sich wegen
vie+A)=L"(Mz+ MA)=L"(MA) =v(A)

fiir alle A € B(R™) und « € R™ unmittelbar auf v. Betrachten wir speziell A = [0,1)", so enthilt
M]J0,1)" die offene Menge M (0,1)™ und ist beschrinkt, woraus wir v([0,1)") = L*(M[0,1)") €
(0, 00) folgern. Da das Lebesgue-Mafl L™ das einzige translationsinvariante Maf auf (R™, B(R™))
ist (vgl. Bemerkung , muss

(v(A) =) L7 (MA) = L7(M[0,1)")L"(A) fiir alle A € B(R™)
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gelten. Es bleibt noch die Identifikation £ (M[0,1)") = | det(M)]| fiir die multiplikative Konstante
zu zeigen. Dafiir werden wir einerseits den Zusammenhang
LM(MA
Lr(M[o,1)"*) = D(l(A)) fiir alle A € B(R™) mit L"(A4) >0
ausnutzen, um die Identifikation anhand geeigneter, einfacher Mengen A durchzufiihren, und an-
dererseits die Produktzerlegung

En(MlMQ[O, 1)71) = ,C,n(Ml[O, ].)n)ﬁn(Mg[O, 1)”) fiir alle Ml, M2 S ]Rnxn mit det(MlMg) 7£ O,
um uns auf geeignete, einfache Matrizen zu beschranken.

e Ist D = diag(dy, - ,d,) € R™*™ eine diagonale Matrix mit Diagonaleintrigen dy,...,d, €
R, so ist DJ0, 1]™ ein abgeschlossener Quader der Seitenlénge |d;| in der i-ten Komponente.
Folglich gilt in diesem Fall

£ (Do) = s =TT = der(o).

=1

e Ist O € O(n) eine orthogonale Matrix, so bleibt die (euklidische) Lénge unter O erhalten, so
dass insbesondere OB;(0) = B;(0) gilt. Damit haben wir hier

_ L"(0B1(0))

£010.0" = o) =

e Im allgemeinen Fall M € R™*™ mit det(M) # 0 finden wir iiber die Singuldrwertzerlegung
aus der linearen Algebra eine .diagonale Matrix D € R™ ™ und zwei orthogonale Matrizen
Q, R € O(n) mit M = QDR. Uber die Produktzerlegung erhalten wir nun

LM(M0, 1)) = £™(Q[0, 1)")£™(D[0, 1)") £™(R[0,1)") = [det(D)[ = | det(M)].

Schritt 8: Beweis der allgemeinen Aussage.

Wir miissen schliellich noch begriinden, dass die Aussage auch fiir Lebesgue-messbare Men-
gen A aus R™ gilt. Da das Lebesgue-Mafl L™ die Vervollstandigung des Lebesgue—Borel-Mafles auf
(R™, B(R™)) ist, finden wir eine Borel-Menge B € B(R™) und eine Lebesgue-Nullmenge N € L(R")
(und damit Teilmenge einer Borel-Nullmenge) mit A = BUN. Damit ldsst sich MA = MBUMN
gem&f Schritt 1 und Schritt 2 als Vereinigung einer Borel-messbaren Menge und einer Teilmenge
einer Borel-Nullmenge ausdriicken, so dass M A Lebesgue-messbar ist. Uber £L*(M A) = £"(M B)
und L"(A) = L™(B) ergibt sich dann die Formel £"(MA) = |det(M)|L"(A) direkt aus Schritt 2.

(ii) Im Fall det M = 0 ist MR™ in einer Hyperebene H enthalten. Nach einer (maflerhaltenden)
Drehung kénnen wir H = {x € R": x, = 0} = R""! x {0} annehmen. Wegen £"(H) = 0 und
MA C MR™ C H folgt die Lebesgue-Messbarkeit von M A mit

LMMA) < L"(MR™) < L"(H) =0. O
Ubung 2.65 (Singulirwertzerlegung). Zeigen Sie, dass fiir jede Matrix M € R™ ™ eine diagonale

Matrix D € R™™ und zwei orthogonale Matrizen @, R € O(n) mit M = QDR existieren. Gehen Sie
dabei folgendermaflen vor:

e Zur Matrix MTM € R™*" existiert eine Orthonormalbasis vy, ..., des R" aus Eigenvektoren.
e Uberlegen Sie sich, dass eine Orthonormalbasis wy,...w, des R™ mit |Muv;|lw; = Mwv; fir i €

{1,...,n} existiert.
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e Definieren Sie D, @, R als die eindeutigen Matrizen mit

De; = |Muv;le;, Qe; =w;, Rv;,=e¢; fiirie{l,...,n}.

e Uberpriifen Sie, dass diese Konstruktion die gewiinschte Zerlegung M = QDR liefert.

Als Nichstes betrachten wir anstelle von linearen oder affinen Abbildungen C'-Funktionen nach R™
und dann spezieller C'-Diffeomorphismen. Wir iiberlegen uns zunschst, dass £"-Nullmengen wieder auf
L™-Nullmengen abgebildet werden (und damit die erste Aussage des Transformationssatzes schon
fiir £-Nullmengen bewiesen ist).

Lemma 2.66. Es sei U offene Teilmengen des R"™ und ¢: U — R™ eine C'-Funktion. Ist N C U eine
L™-Nullmenge, so ist auch p(N) eine L™-Nullmenge.

Beweis. Wir iiberlegen uns zunéchst, dass fiir eine Lipschitz-stetige Abbildung @: N — R™ auch @(N)
eine £"-Nullmenge ist. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf R™ betrachten wir dazu eine Konstante
L >0 mit

16(2) = 6(W)lloo < Lllz = ylloo  fiir alle z,y € N.

Zu einem festen, aber beliebigen ¢ > 0 wihlen wir nun eine Uberdeckung {Q,},en von N mit

N C U Q; und Zﬁ”(Qj) <e,

JEN jEN

vgl. Bemerkung [L.77| (3). Dann koénnen wir zu jedem Wiirfel @; mit j € IN einen Wiirfel W; vom
Maf £"(W;) < L"L"(V;) und mit ¢(V;) C W; wihlen. Folglich bildet {W;} en eine abzéhlbarbare
Uberdeckung der Menge @(N) mit Quadern, die insgesamt hochstens vom Maf}

DLW S LMY L@ < L'e

jEN jEN

sind. Wegen der Beliebigkeit von £ > 0 muss @(N) wie behauptet eine £"-Nullmemge sind.

Um nun die Behauptung des Lemmas zu beweisen, schreiben wir die offene Menge U als Verei-
nigung von abzihlbar vielen kompakten Quadern {Q/}ren (vgl. Bemerkung . Damit haben wir
insbesondere N = Ugen(N N Q;), und da eine abzéhlbare Vereinigung von £"-Nullmengen wieder eine
L"-Nullmenge ist, brauchen wir uns nur noch zu iiberlegen, dass N N @, fiir jedes feste £ € IN eine
L"-Nullmenge ist. Nun ist aber die Abbildung ¢|nng, nach dem Schrankensatz Lipschitz-stetig, und
damit nach unserer Voriiberlegung eine £™-Nullmenge. O

Im n#chsten Schritt betrachten wir Quader, also die Bausteine fiir die Konstruktion des Lebesgue-
Mafles, und zeigen eine Abschéitzung fiir das Maf} der transformierten Menge nach oben.

Lemma 2.67. Es secien U,V offene Teilmengen des R™ und p: U — V ein C'-Diffeomorphismus. Ist
Q C U ein kompakter Quader, so ist p(Q) eine Borel-messbare Menge mit

L(p(Q)) < max|det(Dep(2))|L7(Q).

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass ¢(Q) als Bild einer kompakten Mengen unter einer stetigen
Funktion selbst kompakt und damit Borel-messbar (von endlichem £"-Maf}) ist. Ohne Einschrinkung
kénnen wir £*(Q) > 0 annehmen, da die Aussage andernfalls bereits in Lemma gezeigt wurde. Wir
bezeichnen mit a € [0, 00) die Zahl, so dass

L(p(Q)) = aL™(Q)

gilt. Dann zerlegen wir () durch n seitenhalbierende Hyperebene in 2" kompakte Teilquader Ql, ey an
(die sich nur auf der £"-Nullmenge der Rinder iiberlappen und wegen der Translationsinvarianz des
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Lebesgue-Mafles jeweils vom L£™-Mafl 27" £"(Q) sind). Unter diesen Teilquadern muss es einen Qua-
der @1 geben, der die Ungleichung L™ (p(Q1)) > aL™(Q1) erfiillt: andernfalls wiirde durch Summation
tiber alle 7 € {1,...,2"} mit

al™Q) = L"(p(Q)) < Zzn(sa(@i» < aZm@i) = al™(Q)

ein Widerspruch folgen. Durch Widerholung dieses Verfahrens auf den ausgewihlten Quadern (dann
mit der Ungleichung < anstelle der ersten Gleichheit) erhalten wir eine monotone Folge von kompakten
Quadern {Qy}rew mit @ D Q1 D Q2 D ..., so dass

L™ (0(Qr)) > aL™(Qy) fiir alle k € N und lem diam (Qr) =0 (2.7)

gelten. Aus dem Einschachtelungsprinzip in R™ kénnen wir dann folgern, dass ein Punkt z € R"™ existiert
mit z € Qy, fiir alle ¥ € IN. Um nun die Behauptung o < max,eq | det(Dy(z))| zu beweisen, verwenden
wir nun eine Naherung auf @y, fiir hinreichend grofles k¥ € IN durch eine affine Funktion, fiir die uns das
Lemma [2:64) zur Verfiigung steht.

Mit etwas Aufwand (Bild!) zeigt man fiir € > 0 eine Abschéitzung der Form

L(p(Qr)) < | det(Dp(2))|(1 + )" L™ (Qk)

fiir alle k > ko(e) hinreichend gro8 (wobei hier die Stetigkeit von D¢ eingeht).

Falls im Widerspruch zur Aussage des Lemma nun o > maxgeq |det(Dp(z))|(> | det(De(2))])
gelten wiirde, so wiirde |det(Dy(z))|(1 4 €)™ < « fiir hinreichend kleines £ > 0 folgen. Mit der Wahl
der {Qp }ren mit haben wir dann insgesamt

L(p(Qr)) < aL™(Qr) < L™(p(Qk))

und somit den gewiinschten Widerspruch. Dies zeigt o > max,eq | det(De(x))| und damit die Aussage
des Lemmas. O

Lemma 2.68. Es seien U,V offene Teilmengen des R™ und p: U — V ein C-Diffeomorphismus. Ist
A C U eine Lebesque-messbare Menge, so ist p(A) eine Lebesgue-messbare Menge mit

inf | det(Dyp(x))[L"(4) < L™(p(4)) < sup | det(Dep(x))|L"(A).

Beweis. Schritt 1: Ist A eine Borel-messbare Teilmenge von U, so ist auch p(A) Borel-messbar.
Nach Annahme ist die Umkehrfunktion h := ¢~!: V — U stetig und damit auch Borel-messbar. Da A
nach Annahme eine Borel-messbare Teilmenge des R™ ist und h=1(A) = ¢(A) gilt, ist ¢(A) wie be-
hauptet Borel-messbar.

Schritt 2: Ist A eine Borel-messbare Teilmenge mit A C U, so gilt L"(p(A)) < supge 4 |Dip(z)|L7(A).
Zu ¢ > 0 finden wir nach Konstruktion des Lebesgue-Mafles eine Folge {Q;};en von halb-offenen
Quadern mit

Ac )@ wmd > LMQ)) <LM(A)+e.
JEN JjEN

Wegen A C U kénnen wir nun auf die Abschliisse der halb-offenen Quader iibergehen und erhalten dann
iiber Lemma

LMp(A) <D LM 9(@Q) <Y max | det(Dp(x))1£™(Q;)

jEN FEN TSI

< sup | det(Dp(x))] Y L(Q;) < sup |det(Dp(x))[(L"(4) +¢).
rE€A. jEN TEA,L
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Ubergang e \, 0 mit gleichmiBiger Stetigkeit von D¢ auf kompakten Teilmengen von U zeigt Behaup-
tung.

Schritt 3: Ist A eine Borel-messbare Teilmenge von U, so gilt L™(¢(A)) < sup,c 4 | det(Dp(x))|L™(A).

Approximation von innen, indem man nur den Anteil von A betrachtet, der noch einen Abstand
1/m von 0A hat.

Schritt 4: Ist A eine Lebesgue-messbare Teilmenge von U, so ist p(A) eine Lebesgue-messbare Menge
mit L"(p(A)) < sup,ea |det(Dyp(x))[L7(A).

A = B+ N zeigt Lebesgue-messbar, L (p(A)) = L™(¢(B)) und L"(A) = L™(B) die Formel.

Schritt 5: Untere Schranke.

Wende Schritt 4 auf die Funktion ¢~! anstelle von ¢ und die Menge p(A) anstelle von A an: mit
Satz von der Inversen

LM(A) = L7 (9(A)) < sup [det(D(™)(y))IL" (0(4))

yEp(A)

= sup |det((De)~ (o~ (1)L ((A))
yEp(A)

= sup| det(Dy) ! (@)1£7 (¢(4))

woraus dann

inf | det(Dip(r))|£7(4) < £7(p(4)
folgt. O

Mit dem letzten Lemma haben wir nun die Hauptarbeit geleistet, um die Transformationsformel
aus Satz beweisen zu konnen. Fiir die erste Aussage der Berechnung des Mafles der transformier-
ten Menge ist die zentrale Beobachtung, dass die Abschéitzung von Lemma [2.68| schon approximativ
die gewiinschte Aussage liefert, wenn wir eine Menge betrachten, auf der | det(Dy)| sich nur minimal
dndert und daher die linke und rechte Seite der Abschitzung schon approximativ das Integral der Funk-
tion | det(Dy)| iiber A ist. Eine allgemeinere messbare Menge miissen wir dagegen zunichst in solche
Mengen zerlegen, auf denen |det(D¢y)| sich jeweils nur wenig #ndert, und hinterher die entstandenen
Integrale wieder zusammensetzen. Fiir die zweite Aussage der Integration von Funktionen iiber der
transformierten Menge gehen wir wieder schrittweise vor, indem wir zunéchst die Giiltigkeit fiir charak-
terische Funktionen (mittels der ersten Aussage), dann fiir einfache Funktionen und schliellich durch
Approximation fiir allgemeine Funktionen ableiten.

Beweis von Satz [2.62

(i) Die Aussage zur Lebesgue-Messbarkeit folgt direkt aus der Aussage zur Lebesgue-Messbarkeit aus
Lemma [2:68] indem wir diese einerseits fiir auf eine Lebesgue-messbare Menge A C U und die
Abbildung ¢ anwenden, um auf die Lebesgue-Messbarkeit von ¢(A) zu schlieflen, und indem es
andererseits auf eine Lebesgue-messbare Menge p(A) C V und die Abbildung ¢~! andern, um die
Lebesgue-Messbarkeit von A = ¢~ 1(¢(A)) zu erhalten.

Ist nun A C U eine gegebene Lebesgue-messbare Menge und j € IN ein Parameter, der die Feinheit
der Zerlegung beschreiben soll, so definieren wir fiir k € {1,..., 2/} die Mengen

R k iz
A= {x € A:x € [—7,7]" mit 5 < |det(Dy)| < 2J} und A4; = lylAj,k-

Wegen der Stetigkeit (und damit auch Lebesgue-Messbarkeit) von z — |det Dy(x)| sind die
Mengen A;; und damit auch A; fiir alle j € N und k € {1,...,527} messbar. Zudem gilt nach
Definition die Monotonie A; C As C ... mit UjewA; = A und folglich auch ¢(A4;) C p(A2) C ...
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mit Ujene(A4;) = ¢(A). SchlieBlich fithren wir noch eine Folge {g,},;en von einfachen, Lebesgue-
messbaren, nicht-negativen Funktionen iiber

21
fi= Z 57 1a,;, firallejelN
k=1

ein, die monoton wchst und punktweise gegen die Funktion | det(D¢)|1 4 konvergiert. Mit Satz[2.39)
iiber die monotone Konvergenz erhalten wir daher

tim [ fy()de"(@) = [ det(Dla))|aL” ()
j—o0

Wenden wir nun fiir festes j € IN von Lemma die Abschatzung erst nach unten und dann
von oben auf die paarweise disjunkten Mengen A;; (auf dene (Dy)| < £ gilt) an, so
erhalten wir

/f] YL (x Zk ! (Ajr)

k=1
327

< Zﬁ = L"(p(A;))

j2
k n n n
Skzgﬁ /fj )L™ (@) + 5 E(A)
=1

Beriicksichtigen wir nun A; C [—j,j]" fir j € IN und damit 277L"(4;) < 279(25)" — 0 bei
J — o0, so erhalten wir im Limes 7 — oo die Behauptung

£7(p(A)) = /A |det Do()| dL™ (z).

Wir diskutieren auch hier zunéichst die Aussage der Lebesgue-Messbarkeit der involvierten Funk-
tionen. Aus (i) folgern wir zunichst, dass beide Funktionen ¢ und ¢=! (L(R™), L(IR™))-messbar
sind. Nutzen wir nun die Proposmonen 1| und [2.15) zur Messbarkeit von Verkettungen und Pro-
dukten, so sehen wir einerseits, dass die Lebesgue-Messbarkeit von f die Lebesgue-Messbarkeit
von f o ¢|det Dy| impliziert, und andererseits, dass die Lebesgue-Messbarkeit von f o ¢|det Dy|
wegen det Dy # 0 auf U zuniichst die Lebesgue-Messbarkeit von foy und dann von f = fopop™!
impliziert.

Die Aussage (i) entspricht gerade der Giiltigkeit der Integralformel mit Integrand f = 1,4 fiir

eine Lebesgue-messbare Menge A. Ist nun f: V — R eine einfache Funktion mit f = Z,If:l zi1B,
fiir eine Zahl N € IN, Lebesgue-messbaren Teilmengen { By, } <y von V' (die durch Transformation
Teilmengen Ay, == p—1(By) fiir k € {1,..., N} entsprechen) und Zahlen {z;}r<n aus R, so folgt
mit (i) und der Identitét 1,-1(p,) = 1p, 0@

/f )dL™ (x szﬁn By) Z / | det Do(x)| dL™ (x)
k=1 »~1(Bx)

_ / szﬂw(gkﬂdetpw(a;)mﬁ"(x)
U k=1

:/ [ o gl det Dp()| L™ (x).
U
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Als Niichstes betrachten wir eine nicht-negative, Lebesgue-messbare Funktion f: V' — [0, oc].
Mithilfe von Lemma finden wir dann eine Folge {f;};ew von nicht-negativen, einfachen,
Lebesgue-messbaren Funktionen, die f punktweise auf V' und monoton von unten approximieren.
Da in diesem Fall auBerdem die Folge {f; o ¢|det Dy|};_,o punktweise auf U und monoton von
unten gegen fop|det Dy| konvergieren, erhalten wir aus der eben gezeigten Aussage iiber einfache
Funktionen mittels die zweimalige Anwendung des Satzes [2.39] iiber die monotone Konvergenz

| f@acr@) = i [ p@ e

~ lim / £, o ¢l det Dep(a)| dL™ () :/ f o ¢| det Dy(z)| dL™ ().
J—00 U U

Ist schlieBlich f: V — R eine beliebige Lebesgue-messbare Funktion, so erhalten wir iiber die

Betrachtung der Positiv- und Negativteile, dass f genau dann L"-integrierbar auf U ist, wenn

f o p|det Dy| L-integrierbar auf V ist. In diesem Fall ergibt sich entsprechend die behauptete

Darstellung fiir ihre Lebesgue-Integrale, womit der Beweis der Transformationsformel abgeschlos-

sen ist. O

Bemerkung 2.69.

(1)

(2)

Der in der Transformationsformel auftretende Faktor |det Dp| beschreibt die lokalen Anderungen
des Mafes unter der Transformations mittels ¢ und wird auch als die absolute Jacobi-Determi-
nante bezeichnet.

Die erste Aussage der Transformationsformel kann man auch mithilfe des Pushforward von Majfsen
(siehe Lemma [1.34), das auch als ein Bildmafl bezeichnet wird, und gewichteten Maflen (siche
Bemerkung |2.38)) beschreiben als

(@™ (L"LV) = (|det Do|L™)LU oder L"LV = @.((|det Do|L™)LTU).

In der Anwendung ist die Diffeomorphismus-Eigenschaft manchmal nur bis auf Nullmengen in
Definitions- oder Wertebereich erfillt, d.h. es ist nur ein Diffeomorphismus @: U — V fir Mengen
UcUundV CV gegeben, so dass U\ U und V \ 1% L"™-Nullmengen sind. Da solche Nullmengen
weder fiir die Lebesgue-Messbarkeit noch fiir die Berechnung von Integralen relevant sind, gilt die
Transformationsformel daher auch in dieser Situation (mit beliebiger Fortsetzung von ¢ auf U\ﬁ)

Anwendung: Parametrisierung des R? mit ebenen Polarkoordinaten. Die Funktion ¢: (0, 00)x
(—m,7) — R2\ ((—00) x 0] x {0}) definiert iiber

p(r,d) = (rcos(¢),rsin(¢)) firr € (0,00),¢ € (—m,7)

ist ein C'-Diffeomorphismus mit

det Dip(r, ¢) = det (COS(QS) Tsm(@) -

sin(¢)  rcos(¢)

Aus dem Transformationssatz konnen wir dann folgern, dass eine Funktion f genau dann £2-integrierbar
auf R? ist, wenn die Funktion (r, ¢) — f(r cos(¢), rsin(¢))r L2-integrierbar auf (0, 00) x (—m, ) ist. Im
Fall nicht-negativer oder £2-summierbarer Funktionen kénnen wir das Integral von f auf R? iiber den
Satz 253l von Tonelli bzw. den Satz 254 von Fubini berechnen als

[f@eact@e = [ [ fes@)rsn@)rac!e) o)

= / / f(rcos(¢),rsin(¢))rdL (r)dL (¢).
—m,m) J(0,00)

Die Berechnung von zweidimensionalen Integralen iiber Polarkoordinaten ist besonders in dem Fall
niitzlich, wenn das Integrationsgebiet rotationsinvariant ist.
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(1, 22)

r cos()

Beispiel 2.70 (Berechnung des Gaufischen Integrals). Wir werden nun das Gauflsche Integral

/00 exp(—2?) dx

— 00

iiber einen Umweg iiber zwei-dimensionale Integrale berechnen (beachte, dass die Funktion z + exp(—x2)
nicht-negativ und uneigentlich Riemann-integrierbar ist, so dass ihr Riemann-und Lebesgue-Integral
nach Satz iibereinstimmen). Uber den Satz von Tonelli sehen wir zunéchst

) 2 [ %)
(/ exp(—z?) da:) = / / exp(2? 4 23) dxy dry = / exp(z? + 22) dL?(z1, x2).
oo oo R?

— 00

Nun berechnen wir die rechte Seite mithilfe der Transformationsformel durch Ubergang auf Polarkoor-
dinaten als

/ exp(x? + x3) dL? (21, 20) = / / exp(r?)rdL (¢) dL (r)
R2 (0,00) J (—m,m)

oo 1 o'e)
= 2 = —_ 2 =
= 271'/0 exp(r®)rdr = 2#[2 exp(r )}0 .

Da das Gauflsche Integral offensichtlich positiv ist, erhalten wir insgesamt

/oo exp(—2?) dx = /7.

—00

Beispiel 2.71 (Berechnung des Kugelvolumens). Wir leiten iiber Polarkoordinaten und den Satz [2.53]
von Tonelli zundchst eine Rekursionsformel fiir das n-dimensionale Lebesgue-Maf3 der n-dimensionalen
Einheitskugel B}(0) := {z € R™: |z| < 1} her und verwenden hierbei die Notation w,, = L™ (B} (0)).

e Fiir n =1 ist B{(0) = (—1,1) und damit gilt w; = £}((-1,1)) = 2.

e Fiir n = 2 erhalten wir mit Polarkoordinaten und dem Satz von Tonelli

ws = L2(B2(0)) = / 1 e L2
]RQ

= /01 /Zrdgbdr = 277[%7"2]; = .

e Fiir n > 3 ergibt sich mit dem Satz von Tonelli und dem Skalierungsverhalten des Lebesgue-Mafles
aus Proposition [1.78 nun die Rekursionsformel

i = £(BIO0) = [ yoyde”
= /32(0) /]R ., ]lw§+<.-wi<1—$f—$§ dﬁn_2<.’173, . ,Q?n) d£2<.’1?1,$2)
1
= LB (0)) dL* (w1, )
B2(0) (1-a3—a3)1/2 12
1

:wn_g/ (1—a? —az:g)wT_2 dL?(z1,20).
B7(0)
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Uber Polarkoordinaten berechnen wir das zweidimensionale Integral auf der rechten Seite als

1 ™
/ (l—w%—xg)"%zdﬁaxl,mg):/ / (1—r2)%rd¢>dr
B2(0) 0 Jon
1 2

= 2| (-3 =

Dies fithrt nun auf die Rekursionsformel

Wp = —Wnp—-2.
n

Indem wir nun gerade und ungerade Dimensionen unterscheiden und die bereits berechneten Werte
fiir wy und wy beriicksichtigen, erhalten wir schlieflich

n

ntT gt (ntl))

2
(n+ 1!
E

3

falls n ungerade,
Wy =

falls n gerade.
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Lésungen zu den Ubungsaufgaben

Lésung zur Ubung Es sei zundchst j € N fixiert. Die Funktion g; ist nach Definition kon-
stant auf jedem zusammenhéngenden Intervall aus [0, 1] \ C; ist (und folglich wegen C; C C; auch die
Funktion g, fiir jedes ¢ > j). Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt = € [0, 1] \ C; und bezeichnen
mit k& € IN die Anzahl der Intervalle (der Linge 377) von C; in [0,z]. Damit haben wir die Darstellung

X

gj(x) =27937 / Lo, dt =27737k377 =277k,
0

Wegen der rekursiven Konstruktion von Cj11 aus C; enthilt [0, z] dann 2k Intervalle (der Linge 37771)
von Cjy1, und dies bedeutet

gj+1(x) = 2—f—13ﬂ'+1/ Loy, dt=279"13/T12k377"1 = 277k,
0
Folglich haben wir

gj(x) = gj41(x) fir alle z € [0,1] \ Cj.

Da die Ableitungen der Funnktionen g; und g;+1 nach Definition auf [0,1] \ C; bzw. auf [0,1] \ Cj41
konstant sind, erhalten wir

Jax 19;(@) = gjm (@)l = max 19;(®) = i ()],

so dass es ausreicht, die Differenz g; — g;41 nur auf dem ersten

Intervall von C; zu untersuchen. Unterscheiden wir dabei die Falle
re€l0,3777 1, xe37712.37 Jund z € [2-37971,.377], s0 3
verifizieren wir leicht Ry/&
ma (2) — gip1(z)] = 2797137 L, Ry
Lo 195(%) = i ()] P
Sind daher m > ¢ beliebig, so gilt 9,
m—1 //,,
max |g(z) — gm(z)| < Y 27771 <278 v ‘
z€[0,1] =t t 1/3 2/3 1 > T

womit gezeigt ist, dass {g;};env eine Cauchy-Folge im Raum
(C(10, 1), || - lloo) ist. Da dieser Raum vollsténdig ist, konvergiert
die Folge gleichméBig gegen eine (stetige) Funktion g € C(]0, 1]),
und da g; fiir jedes j € IN nicht-fallend ist, ist die Grenzfunktion g
ebenfalls nicht-fallend.

Wir bemerken weiter, dass nach Konstruktion g;(0) = 0 und g;(1) = 1 fur jedes j € IN gilt, so dass
auch ¢(0) = 0 und g¢(1) = 1 gilt, womit wir aus der Stetigkeit von g auch g¢([0,1]) = [0,1] erhalten.
Folglich ist die Funktion §: [0,1] — R definiert iiber g(z) := g(x) + z fiir z € [0,1] streng monoton
wachsend und stetig, mit §([0, 1]) = [0, 2]. Damit existiert die Umkehrfunktion f :=g=!: [0,2] — [0, 1],
ist stetig und ebenfalls streng monoton wachsend. Nach Konstruktion wird fiir jedes j € IN jedes Intervall
der offenen Menge [0, 1]\ C; von g auf einen einzigen Punkt abgebildet (da g konstant darauf ist) und
damit von g auf ein Intervall der gleichen Linge. Damit folgt

Cq

— — — —

L1(g(10,1]\ Cy)) = L1([0,1]\ Cj) =1 - 27377,
Wegen der Injektivitiat von g gilt weiterhin

([0, 1\ C;) = [0,2]1\ §(C;) wnd §(C) = () 3(Cy).

JEN
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Mit §(C;) D §(Cj41) fiir jedes j € N folgt aus der Stetigkeit des Lebesgue-Mafles (vgl. Proposition |1.29)
£'(5(C)) = lim £Y(3(C;)) = lim (1-27377) =1.
j—o0 j—o0
Mithilfe von Ubung wihlen wir eine Teilmenge V C g(C), die nicht Lebesgue-messbar ist. Dann
gilt die Inklusion f(V) C C, und wegen £'(C) = 0 und der Tatsache, dass der MaBraum (R, L(R), L")
vollsténdig ist, ist die Menge f(V') als Teilmemge einer Lebesgue-Nullmenge ebenfalls Lebesgue-messbar.
Daher ist die Funktion % := 1, Lebesgue-messbar (beachte, dass h=(a,b) € o(f(V)) C L(R) fiir

alle a < b € R gilt). Die Verkettung h o f ist jedoch nicht Lebesgue-messbar, da wegen der Injektivitét
von f und der Wahl der Menge V gilt:

(ho HTM{L) = FH TN = (V) =V ¢ LR).
Losung zur Ubung

(i) Wir betrachten zunéchst die Funktion ¢ = oo - 14. Dann ist {j - 14};coc eine nicht-fallende
Folge von nicht-negativen, einfachen A-messbaren Funktionen mit lim;_, j- 14 = g auf X. Mit
monotoner Konvergenz gilt dann

[ adn=tim [ tadu= tim jua) =0~ [ (~g)d
X j—o0 j—00 X

Folglich erhalten wir mit —g < f14 < g auf X und der Monotonie des Integrals

OZ/X(—g)duS/Afdu=/xf]lAdu§/ngu=Q

womit gezeigt ist, dass das Integral von f auf A verschwindet.
(ii) Wir betrachten die nicht-fallende Folge {A;} ;e von messbaren Teilmengen von E, die iiber
Aj={z e A: f(z) >j_1} fir j € N
definiert sind und bemerken, dass A = UjenA; wegen f > 0 auf E gilt. Mit 0 < j= - 14, < fl,

auf X erhalten wir aus der Monotonie des Integrals

0<i ) = [ i des [ fradu= [ sau=o
X X A
und folglich p(A;) = 0 fiir jedes j € IN. Wegen der Stetigkeit des Mafes y1 (vgl. Proposition (i)
erhalten wir dann die Behauptung p(A) = lim;_,o, u(A4;) = 0.

(iii) Nach Annahme ist die Menge M = {z € X: f(z) # g(z)} in einer p-Nullmenge N € {A}
enthalten und damit gilt nach (i), dass das Integral von f und von g jeweils auf N verschwinden.
Mit der Linearitéit des Integrals folgt dann

/f*du:/ fidu=/ gidu=/gidu,
X X\N X\N X

woraus sich sofort die Behauptung ergibt.

Lésung zur Ubung Da die Matrix MTM € R™*" symmetrisch ist, gibt es eine Orthonormal-
basis vy, ... v, des R™ aus Eigenvektoren. Fiir ¢ # j € {1,...,n} beobachten wir

(Mwv;) - (Mv;) = v; - (M Muvj;) =0,

so dass die Vektoren Mwvy, ..., Mv, € R™ orthogonal sind. Fiir i« € {1,...,n} mit Mv; # 0 setzen
wir w; = |M vi|’1M v; und ergénzen diese Vektoren zu einer Orthonormalbasis wy,...,w, des R™.
Definieren wir Matrizen D, @, R iiber die Vorschriften

De; = |Muv;le;, Qe; =w;, Rv;,=e¢; firie{l,...,n},
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so ist D offensichtlich diagonal, wohingegen @), R orthogonal sind. Schliefflich verifizieren wir nach Kon-
struktion fiir jedes ¢ € {1,...,n}

QTMRTei = QTMUi = |MUZ'|QT1UZ' = |MU¢|€Z‘ = Dei,

so dass wir QT M RT = D oder dquivalent dazu die Singulirwertzerlegung M = QDR erhalten.
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Kapitel 3

Ausgewihlte Anwendungen

3.1 [P-Raume

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir einen fixierten Mafiraum (X, A, 1) die wichtige Klasse aller
Funktionen, die zu einer Potenz p € [1,00) p-summierbar sind bzw. die aufierhalb einer p-Nullmenge
uniform beschréankt sind.

Definition 3.1 (£P-Réiume). Fir eine A-messbare Funktion f: X — R und p € [1, 00| definieren wir

= ([ 1sran)" iy e oo
X
| flloo = inf {c € [0,00]: | f(z)| < ¢ fir p-f.a. x € X }.
Auflerdem setzen wir
LP(X, A, p) = {f: X > R: f ist A-messbar mit || f||, < co}.

Ist speziell X eine Lebesque-messbare Teilmenge des R™, A = L(R™)x und p das (auf X eingeschrinkte)
Lebesgue-Maf$, so schreiben wir auch kurz LP(X).

Bemerkung 3.2.

(1) Die Klasse LP(X, A, 1) der p-summierbaren Funktionen stellt eine Verallgemeinerung der Klasse
LP(X, A, p) der p-summierbaren Funktionen aus Definition dar.

(2) Da die Abinderung des Integranden auf einer Nullmenge des Wert des Integrals micht dndert,
kann man durch || - ||, im Allgemeinen nicht notwendigerweise zwei unterschiedliche Funktionen
unterscheiden, d.h. wir konnen aus ||f — g|l, = O fir zwei Funktionen f,g € LP(X, A, 1) nicht
f = g schlieffen. Aufgrund dieser Eigenschaft stellt || - ||, im Allgemeinen nur eine Halbnorm dar,
aber nach geeigneter Einschrinkung des Raums LP(X, A, u) tatsdchlich eine Norm, wie wir im
Folgenden zeigen werden.

(3) Eine Zahl ¢ € |0,00] mit |f(x)| < ¢ fir u-fast alle z € X bezeichnet man auch als eine essenti-
elle obere Schranke an |f|. Auch wenn die Notation gleich ist, kann sich ||f|c, das sogenannte
essentielle Supremum, aufgrund der Ausnahme-Nullmenge vom Supremum von |f| unterscheiden.

(4) Das essentielle Supremum ist selbst eine essentielle obere Schranke, d.h. fiir jede Funktion f €
£P(X, A, ) gilt
F@) < |fllo fiir p-fast alle = € X.

Damit ist das Infimum in der Definition von ||f||s tatsichlich sogar ein Minimum.
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Beweis von Bemerkung (4). Nach Definition von || f||« finden wir fiir jedes j € IN eine u-Nullmenge
Nj C X mit

[f (@) < Iflle + % fir alle z € X \ Nj.
Setzen wir nun N := U;enN;, so gilt u(N) =0 und
If(2)] < ||flleo fiir alle z € X \ N. O
Beispiel 3.3.
(i) Essei X = (0,1), p € [1,00), @ € Rund fu(z) = |z|* fiir z € (0,1). Dann gilt mit den Sétzen[2.5§]
und 2.60] . )
o= ([, rmaea) =4 07 BRI
Damit liegt f, genau dann in £P((0,1)), wenn pa > —1 gilt.
(ii) Essei X =[1,00), p € [1,00), @ € R und f4(x) := |z|* fiir x € [1,00). Dann gilt

el = ([t acio)” - { (pa+ )75 flls pa < -1,
allp = =
[1,00)

00 falls pa > —1.

Damit liegt f, genau dann in £P([1,00)), wenn pa < —1 gilt.

(iii) Auf dem Mafraum (IN, P(IN), #) ist fiir p € [1, 00) der Raum ¢F := LP(IN, P(IN), #) der Raum aller
reellen Folgen {ax}ren mit D, |ax? < oo und entsprechend der Raum £ := L>(IN, P(IN), #)
der Raum aller beschrinkten reellen Folgen {ax}ren.

Ubung 3.4. Es sei f € LP(X, A, p) fiir alle p € [1,00). Zeigen Sie
Tim 11l = 11/

Im Folgenden werden wir uns nun einige niitzliche Ungleichungen und Abschitzungen auf den Funk-
tionenklassen £P(X, A, 1) iiberlegen. Dabei ist die folgende Ungleichung auf R hilfreich.

Lemma 3.5 (Youngsche Ungleichung). Fiir a,b € [0,00) und p,q € (1,00) mit % —l—% =1 gilt die
Ungleichung

1 1
ab < —aP + —b9,
p q
mit Gleichheit genau dann, wenn aP = b? gilt.

Beweis. Da der Fall a = 0 oder b = 0 trivial ist, konnen wir a,b > 0 annehmen. Zunéchst erinnern wir
daran, dass die Funktion (0,00) 3 z + In(x) streng konkav ist (beachte log”(z) = —272 < 0 fiir alle
x € (0,00)). Damit folgt

1 1 1 1
In (J; + y) > —In(z) + — In(y)
p q p q

mit strikter Ungleichung im Fall z # y. Die Behauptung des Lemmas folgt nun mit den Wahlen = = a?
und y = b9. O

Satz 3.6 (Holdersche Ungleichung). Es seien p,q € [1, 00] mit %—i— % =1 (mit der Konvention - = 0).
Fiir f € LP(X, A, p) und g € L9(X, A, u) gilt fg € LYX, A, u) mit

1Fglle < [171Ipllglla:

/X|f9d/i§</X|f|pdu);(/Xg|qdu>;.
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Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall p,q € (1,00). Ohne Einschriinkung diirfen wir annehmen,
dass || fllp, [lgll¢ > O gilt (ansonsten wiirde p-fast iiberall |f|? = 0 oder |g|? = 0 gelten, woraus dann
fg =0 u-fast iiberall und damit || fg||1 = 0 folgt). Wenden wir die Youngsche Ungleichung aus Lemma
B-5 mit a = [f|/||f]l, und b= |g|/|lg]lg an, so erhalten wir durch Integration nach s

/9111 |fgl / (1 [fP 1 gl? ) 11
—m— = | ————du < - + = |du=-+-=1
Iflpllglle — Jx 1fllpllgllq x \rllflz  algli P q
Nach Multiplikation mit || f]|,|lgll zeigt dies die Behauptung.
Als Néchstes betrachten wir den Fall {p,q} = {1,000}, wobei wir hier ohne Einschrinkung p = 1
und ¢ = oo annehmen diirfen. Nach Bemerkung ﬂ (4) finden wir eine p-Nullmenge N C X mit

lg|(z) < |lg]leo fiir alle z € X \ N. Da p-Nullmengen fiir den Wert des Integrals nach mu keine Rolle
spielt, folgt nun

/|f||g\cm=/ Ifllgldﬂﬁ/ | Fllglleo di
X X\N X\N
~ Jlgllso / Fldi = llgllso / Fldi = 1l lloo- o
X\N X

Bemerkung 3.7.

(1) Ezponenten p,q € [1,00] mit der Eigenschaft % + % =1 werden auch als konjugierte Exponenten
bezeichnet.

(2) Ist X von p-endlichem Mafl und p,q € [1,00] mit p < q beliebig, so folgt aus der Hélderschen
Ungleichung aus Satz (angewandt auf die Exponenten % > 1 und ﬁ)

1= ([ 11sPan)’ <u(X)qu</X|fq); = WO IS,

und damit die Inklusion
LYX, A, p) CLP(X, A, ).

Satz 3.8 (Minkowski-Ungleichung). Es seip € [1,00]. Fiir f,g € LP(X, A, ), so dass f + g punktweise
iberall definiert sind, gilt f + g € LP(X, A, ) mit

1+ gllo < I1fllp + llgllp,

(o)’ < (s’ (forsd*

Insbesondere ist LP(X, A, u) ein Vektorraum.

also

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass die A-Messbarkeit von f 4 g mit Proposition [2.15] klar ist.
Wir betrachten zuerst den Fall p € (1,00). Hier gilt die pu-Summierbarkeit von |f 4+ g|P wegen der
punktweisen Abschétzung

[f(z) + g(@)[P < 2°([f ()" + |g(2)["). (3.1)

Mit der Dreiecksungleichung auf R haben wir
I+l = [ 17+l +gP " du

< / IS+ gl dpt / gl 1f + 9P~ du
X X
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Wenden wir nun die Holdersche Ungleichung aus Satz [3.6] mit p und dem konjugierten Exponenten

q= % an (womit % + % =1 gilt) an, so erhalten wir

p—1

1 +allp < <</X flpdu>p - (/Xlg"du>p (/leJrgl(pl)ppl d/.t) ’

= (If1p + lgllp)I1f + gl ™

Daraus folgt unmittelbar die behauptete Ungleichung.
Im Fall p =1 folgt aus der Dreiecksungleichung auf R sofort die Ungleichung

||f+g||1:/ \f+g|du§/ Ifldu+/ gl = 11l + gl
X X X

(und damit insbesondere auch die p-Summierbarkeit von f + g).

Fiir den Fall p = oo bemerken wir schliefllich aus der Definition des essentiellen Supremums, dass
[f(@)] < ||flleo fiir p-fast alle z € X und |g(z)] < ||g]leo fiir p-fast alle z € X schon |f(z) + g(x)] <
Il fllco + llg]loo fiir p-fast alle x € X folgt, was gerade Behauptung ist. O

Zusammenfassend haben wir nun insgesamt bewiesen, dass die Abbildung || - ||, auf £P(X, A, 1) eine
Halbnorm darstellt.

Korollar 3.9 (Eigenschaften von | - ||,). Es sei p € [1,00]. Fiir Funktionen f,g € LP(X, A, u) und
a € R gelten die folgenden Aussagen:

(i) Dreiecksungleichung: [|f +gllp < [[fllp + llgllp,
(i) Homogenitét: [|afll, = [alllf],,
(iii) Fast Positivitédt: ||f]l, =0 <  f(z) =0 fir p-fast allex € X.

Beweis. Die Aussage (i) ist gerade die Minkowski-Ungleichung aus Satz die Aussage (ii) folgt aus
der Linearitit des Integrals, und die Aussage (iii) ergibt sich mithilfe der Ubung O

Wir beschiftigen uns nun mit der Konvergenz von Folgen von A-messbaren Funktionen. Ist diese
Folge in £P(X, A, i), so kann man mittels || - ||, die Konvergenz in £7(X, A, i) einfithren.

Definition 3.10 (Konvergenz und Cauchy-Folge in £P(X, A, i1)). Es seip € [1,00] und {f;}; € N eine
Folge von Funktionen aus LP(X, A, p). Wir sagen, dass {f;}jen gegen eine Funktion f € LP(X, A, )
in £P(X, A, u) konvergiert, kurz f; — f in LP(X, A, p), falls

Tim |1f; = £, =0

gilt. Entsprechend bezeichnen wir {f;}; € IN als eine Cauchy-Folge in LP(X, A, ), falls zu jedem ¢ > 0
ein Index jo € IN exisiert mit

s = felly < fiir alle j, £ 2 jo.

Bemerkung 3.11. Konvergiert eine Funktionenfolge {f;};en gegen eine Funktion f in LP(X, A, ),
so ist {f;}jen einerseits offensichtlich auch eine Cauchy-Folge in in LP(X, A, ). Andererseits gilt mit
der Tschebyscheff-Ungleichung

p{r € Xz |fj(x) = f(z)] > e}) < €*p/X \f5 = Fldp =" f; = £lI7

so dass auch die Konvergenz von {f;}jen gegen f im Maf folgt, d.h. fiir jedes € > 0 gilt

lim p({z € X: |f(x) - f(a)] > 2}) = 0.
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Aufgrund der Tatsache, dass die Abbildung f +— |/f||, im Allgemeinen keine Norm darstellt, da
Il fll, = 0 lediglich impliziert, dass f p-fast tiberall verschwindet, sind Grenzwerte von konvergenten
Folgen {f;}; € N in LP(X, A, p) nicht notwendigerweise eindeutig (aber zwei verschiedene Grenzwerte
konnen sich nur auf einer y-Nullmenge unterscheiden). Wir zeigen nun eine Wesentliche Eigenschaft der
Funktionenklasse £P(X, A, i), ndmlich ihre Vollstdndigkeit, d.h., dass Cauchy-Folgen aus £P(X, A, )
gegen einen Grenzwert in LP(X, A, u) konvergieren.

Satz 3.12 (Riesz—Fischer). Es seip € [1,00]. Ist {f;}jen eine Cauchy-Folge in LP(X, A, pn), so kon-
vergiert {f;}jen gegen eine Funktion f in LP(X, A, u).

Beweis. Wir beweisen den Satz von Riesz—Fischer in zwei Schritten:

Schritt 1: Auswahl einer Teilfolge, die punktweise p-fast iberall gegen eine A-messbare Funktion f
konvergiert. Wir setzen j; = 1 und wéhlen induktiv mithilfe der Cauchy-Eigenschaft von {f;};cw eine
Folge {ji}ren streng monoton steigender Indizes mit

||fjk+1 - fijP < 2% fiir alle k € IN.

Mit dieser Auswahl gilt dann insbesondere

x &S]
Z ||fjk+1 - f]k”p < ZZ_k =1<o0.
k=1 k=1

Wir definieren nun eine monoton wachsende Folge {hy }ren von Hilfsfunktionen mittels

k

hi =Y |firor — fi| fiir alle k € IN.
{=1

Aufgrund der Monotonie existiert der punktweise Grenzwert h := limy_, o, hj als A-messbare numerische
Funktion, und wir begriinden nun, dass h(z) sogar fiir u-fast alle © € X in R ist. Fiir p € [1,00) sehen
wir iiber das Lemma von Fatou aus Satz und die (iterierte Anwendung der) Minkowski-Ungleichung
aus Satz [3.8

1 1 k
([omau)” < ([ 1an) <D U fall 1

Damit ist aber h? p-summierbar auf X, womit wir insbesondere h(z) < oo fiir alle z € X \ N fiir
eine p-Nullmenge N folgern konnen. Fiir p = oo ist ||h]|c geméB der Minkowski-Ungleichung ebenfalls
durch 1 beschrénkt, so dass wir in diesem Fall sogar h(x) < 1 fiir alle z € X\ N fiir eine u-Nullmenge N
haben.

Nach Definition der Folge {hx}ren erhalten wir nun, dass die Folge {f;, () }rew fiir alle z € X \ N
eine Cauchy-Folge in R ist und daher wegen der Vollsténdigkeit von R gegen ein f(z) = fj (z) +
> ore i (Finis (@) — fj, (2)) konvergiert. Setzen wir nun

li oo [ fii X\ N,
Fla) = img—oo £, () 1}1" xe X\
0 fiir x € N,

so ist f als Grenzwert A-messbarer Funktionen selbst A messbar. Dies schliefit den Beweis der Teilfolge
von {f;};jen, die punktweise p-fast iiberall gegen eine A-messbare Funtion konvergiert, ab.

Schritt 2: Konvergenz von {f;}jen gegen f in LP(X, A, u). Wir betrachten zunéchst den Fall p €
[1,00). Nach Schritt 1 konvergiert die Folge {f;, — f¢}x—oo fiir festes £ € IN punktweise auf X \ IV gegen
f — fe. Da die p-Nullmenge N fiir die Integration keine Rolle spielt, zeigt das Lemma von Fatou aus

Satz 242
/ |f = felP dp < liminf/ \fjx — felP dp fiir alle £ € IN.
X k—oo X

Da {f;}jen eine Cauchy-Folge in £P(X, A, u) ist, verschwindet die rechte Seite im Limes ¢ — oo, so
dass die Konvergenz der gesamten Folge {f;},en gegen f in LP(X, A, 11) gezeigt ist. Fiir den Fall p = oo
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kann man sogar zeigen, dass die gesamte Folge {f;};en gegen f punktweise p-fast tiberall sowie in
L2(X, A, 1) konvergiert. Mithilfe der Cauchy-Eigenschaft von {f;};ewn finden wir fiir jedes ¢ > 0 einen
Index jo € IN mit

Iy = folloe <& firalle j,0 > jo,

woraus wir folgern, dass
|fi(z) — fe(z)] <e furalle j,£ > jound z € X \ N,

gilt, wobei Nj, fiir alle j,¢ > jo eine p-Nullmenge ist. Wegen der Voraussetzung f;, € LP(X, A, n)
finden wir zudem eine Konstante K € R und eine py-Nullmenge Ny mit

|fjo(x)] < M fiir alle 2 € X \ Np.

Wir setzen nun N = Ny U Uj ¢>,Nj¢, so dass IV ebenfalls eine p-Nullmenge ist. Nach Wahl der invol-
vierten p-Nullmengen ist f; auf X \ N fir jedes j > jo eine beschriankte Funktion und die Folge {f;};>j,
besitzt die Cauchy-Eigenschaft beziiglich gleichméBiger Konvergenz (e diskretisieren). Da der Raum al-
ler beschrankten Funktionen ausgestattet mit der Metrik der gleichméfiigen Konvergenz vollsténdig ist,
konvergiert {f;};en daher gleichméBig auf X \ NV gegen den punktweisen Grenzwert f aus Schritt 1.
Da diese pu-Nullmenge fiir die Konvergenz von {f;};jen in £°(X, A, 1) keine Rolle spielt, folgt nun die
Behauptung auch fiir p = co. O

Bemerkung 3.13.

(1) Aus Schritt 1 des Beweises des Satzes kénnen wir nun insbesondere folgern, dass jede Fol-
ge, die fiir ein p € [1,00] in LP(X, A, p) konvergiert oder die allgemeiner eine Cauchy-Folge in
LP(X, A, ) ist, eine Teilfolge besitzt, die p-fast iberall auch punktweise konvergiert.

(2) Die Wahl der Teilfolge in (1) fiir p € [1,00) ist im Allgemeinen tatsichlich sogar notwendig: wir
definieren zundchst die Folge {I;};cn von Intervallen aus X = [0,1] mit

Dpyg=[027F (0 +1)27%  fir alle k € Ng und ¢ € {0,1,...,2571}.

Diese Intervalle haben die Figenschaft, dass fiir k € Nq alle 2F Intervalle Iy, . .., Iorns1_q von der
Linge 27% sind, ihre Vereinigung das Intervall [0,1] ergibt und je drei Intervalle leeren Schmitt
haben. Auf dem Mafraum (R,L(R),L') betrachten wir nun die Folge {f;};en von Funktionen
fj =1y, fir j € N. Dann gilt

/]Rf;’d,cl =LYI;) =0 beij — oo

und damit die Konvergenz von {f;};en gegen f =0 in LP(R). Da jedes x € [0,1] in mindestens
einem, aber hichstens zwei Intervallen aus {I;}jen der Linge 27F fiir k € N liegt, existiert der
punktweise Limes lim;_, o f;(x) jedoch nicht.

Wie wir bereits in Bemerkungm (2) festgestellt haben, stimmen die p-Integrale von Funktionen aus
LP(X, A, ), die sich nur auf einer y-Nullmenge unterscheiden, iiberein, so dass solche Funktionen nicht
mittels der Abbildung ||- ||, unterschieden werden kénnen. Folglich stellt ||- ||, im Allgemeinen tatséchlich
keine Norm auf £P(X, A, ) dar. Um dieses Problem zu beheben, kénnen wir uns auf Aquivalenzklassen
in £P(X, A, ) beschrénken, bei denen zwei Funktionen, die u-fast iiberall iibereinstimmen, miteinander
identifiziert werden.

Definition 3.14 (LP-Raume). Wir definieren den Raum LP(X, A, ) dber die Quotientenabbildung
LP(X, A, ) = LP(X, A, ) [~
fiir die Aquivalenzrelation ~ mit
f~g genau dann, wenn f = g u-fast iberall.

Fiir f € LP(X, A, 1) bezeichnen wir die Aquivalenzklasse, die f enthdlt, mit [f] und setzen ||[f]ll, = || fllp-
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Bemerkung 3.15.

(1) Man kann sich leicht iiberlegen, dass zum einen die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation fir ~

auf LP (X, A, u) erfillt sind, also Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitit von ~ gilt.

(2) Wohldefinierte Operationen fiir Aquivalenzklassen von Funktionen in LP(X, A, ), d.h. fir die die

Wahl der Reprisentanten keine Rolle spielt, sind beispielsweise:

e Addition und Multiplikation mit Skalaren: fir [f],[g] € L (X, A, p) und a € R setzen wir

[f1+1gl =1[f+g] und alf]:=af],

und entsprechend fithren wir auch den Betrag |[f]| == |f| ein.

Essentielles Supremum oder Infimum auf Teilmengen A € A: Definieren wir fiir eine A-
messbare Funktion das essentielle Supremum und Infimum tiber

esssup f = inf{c € R: f(x) < c fiir p-f.a. v € A},
A
essAinff =sup{c e R: f(z) > c fir p-f.a. x € A},

so setzen wir fir [f] € LP(X, A, i)

esssup[f] == esssup f wund essinf[f] := essinf f.
A A A A

Insbesondere ist damit auch ||[f]]lco = ||f|lcc wohldefiniert.
Wert des Integrals auf Teilmengen A € A: fiir [f] € L' (X, A, i) setzen wir

/A[f]du :=/Afdu-

Insbesondere ist damit auch ||[f]|l, = || fll, fir p € [1,00) wohldefiniert.

Konvergenz in L?(X, A, p): wir definieren die Konvergenz einer Folge {[f;]};jen gegen [f] in
LP(X, A, p) dber die Konvergenz der Folge {f;};en von Reprisentanten in LP(X, A, u).
Konvergenz punktweise p-fast iiberall: fiir eine Folge {[f;]}jen in L'(X, A, 1) definieren wir
punktweise Konvergenz p-fast tberall tber die punktweise Konvergenz der Folge {f;}jen von
Reprdsentanten p-fast-iberall.

Dagegen ist die Auswertung von Aquivalenzklassen in einzelnen Punkten x € X nicht wohldefiniert,
wenn {z} eine u-Nullmenge darstellt.

Obwohl die Elemente von LP(X, A, pu) als Aquivalenzklassen von A-messbaren Funktionen defi-
niert sind, spricht man typischerweise trotzdem von Funktionen statt von Aquivalenzklassen von
Funktionen (oder Fast-Funktionen) und schreibt f anstelle von [f]. Beweist man eine gewisse Ei-
genschaft fiir eine “Funktion” aus LP(X, A, u), so ist damit folglich gemeint, dass es eine Funktion
in der zugehorigen Aquivalenzklasse mit dieser Eigenschaft gibt.

Da jede Funktion f € LP(X,A,u) hochstens auf einer u-Nullmenge die Werte 00 annehmen
kann, kénnen wir uns im Folgenden auf Vertreter mit Werten in R beschrdnken.

Satz 3.16 (LP-Raum als Banachraum). Flir jedes p € [1,00] ist (LP(X, A, u),| - ||p) ein Banachraum.

Beweis. Dass || - ||, auf LP(X, A, u) eine Norm darstellt, folgt sofort aus Korollar 3.9 und der Tatsache,
dass alle Funktionen f € LP(X, A, p) mit f(x) = 0 fiir p-fast alle © € X in der selben Aquivalenzklasse
wie die Funktion f = 0 liegen. Die Vollstdndigkeit von LP(X, A, u) ausgestattet mit || - ||, ist eine
unmittelbare Konsequenz des Satzes [3.12] von Riesz—Fischer. O

Bemerkung 3.17. Der Raum L?(X, A, u) ist sogar ein Hilbertraum, und die Norm || - || ist induziert
vom Skalarprodukt

(f.9) = (f.g) = /X fgdp fir alle f.g € L*(X, A, ps).
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3.2 Faltung und Approximation mit glatten Funktionen

Im Folgenden betrachten wir als Mafiraum (R™, L(IR™), L™), schreiben dann fiir die Integration nach dem
n-dimensionalen Lebesgue-Mafi £ immer dz oder dy anstelle von d£"(x) oder d£"(y), und bezeichnen
L"-summierbare bzw. L£™-integrierbare Funktionen einfach als summierbar oder integrierbar.

Definition 3.18 (Faltung zweier Funktionen). Es seien f,g: R" — R Lebesgue-messbare Funktionen
und

N:={zeR":y f(x—y)g(y) ist nicht integrierbar}.

Dann definieren wir die Faltung f * g: R* — R von f und g durch

- fle—y)g(y)dy firz€R™\ N,
0 fir x € N.

fxg(z) =

Bemerkung 3.19.

(1) Da sich die Werte der Faltung nicht dndern, wenn f oder g auf einer L"-Nullmenge abgedndert
wird, ist die Faltung auch fir Aquivalenzklassen von Funktionen, die L"-fast tberall auf R™
tibereinstimmen, wohldefiniert.

(2) In der Prazis betrachtet man nur die Faltung zweier Funktionen f und g, so dass N eine L"-
Nullmenge ist. Die Menge N kann dabei selbst fir summierbare Funktionen nicht-leer sein: fiir
f.g € L'(R) definiert durch f(x) == |z|~'/2, g(z) = |z|~Y?sign(z) fir z € R mit 0 < |z| < 1
und f = g =0 sonst ist y+— f(y)g(0 —y) =y~ nicht integrierbar und damit 0 € N.

(3) Mithilfe der Transformationsformel aus Satz angewandt auf den Diffeomorphismus y — v —y
(mit absoluter Jacobi-Determinante 1) sieht man sofort, dass die Faltung kommutativ ist, d.h. es
gilt fxg=g=x* [ fir alle Lebesque-messbaren Funktionen f,g: R™ — R.

(4) Die Faltung hat auch eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation: es seien fi, fo zwei
nicht-negative Lebesgue-messbare Funktionen auf R mit

Aﬁmzéhmz1

(solche Funktionen bezeichnet man auch als Wahrscheinlichkeitsdichten) und es seien Y1,Ys zwei
Zufallsvariablen, so dass die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ereignisse {Y1 < y1} und {Ya < ya} fiir

Y1,y2 € R durch
/ fidz und / fodx
(—o0,y1) (—00,y2)

gegeben sind. Dann die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis {Y1 + Ya < z} fiir z € R gerade

/ fl * f2 dr.
(70072)

Fiir Zufallsvariablen Y1,Ys, die nur diskrete Werte in k™'Z annehmen, kann man sich dies recht
einfach tiberlegen (da in diesem Fall die Dichten f1, fo stiickweise konstant sind).

Wir iiberlegen uns nun, dass die Menge N fiir die Faltung f * g stets eine £™-Nullmenge ist, wenn
die beiden involvierten (Aquivalenzklassen von) Funktionen f,g summierbar sind, und in diesem Fall
auch die Faltung f * g selbst summierbar ist. Allgemeiner wollen wir zeigen, dass gewissermaflen die
Faltung immer “so gut” ist, wie die involvierten Funktionen dies erlauben.
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Satz 3.20. Es seien f,g € LY(R"™). Dann ist die in Definition eingefihrte Menge N eine L™-
Nullmenge und es gilt f x g € L*(R™) mit

Rnf*g(w) dx = - f(z) dw/ 9(y) dy

n

sowie

1+ gl < If11allgll-

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass wir wegen Bemerkung |3.19| (1) summierbare Funktionen anstelle
von Aquivalenzklassen von Funktionen betrachten kénnen.

Offensichtlich sind die Funktionen (z,y) — f(z—y) und (z,y) — g(y) Lebesgue-messbare Funktionen
auf R™ x R", so dass auch die Funktion (z,y) — f(z — y)g(y) eine Lebesgue-messbare Funktion auf
R"™ x R” ist. Uber die Transformationsformel aus Satz mit dem Diffeomorphismus z — = — y
bemerken wir

[ s tae= [ s@idr wa [ fe-pae= [ g

fiir alle y € R™. Aus der ersten Identitét schlieffen wir wegen

|| = wewldsdy= [ [ i5te = ldslgwlds = 1ol

nach dem Satz von Tonelli sogar auf die Summierbarkeit von (z,y) — f(z — y)g(y) auf R™ x R".
Damit kénnen wir den Satz von Fubini anwenden und folgern einerseits, dass N tatséichlich eine £™-
Nullmenge ist, und andererseits, dass die erste Integralidentitat mit der Vertauschung der Integrationen

[ *gla)de = / f(@ - y)g(y) dy de
R n JRn

- / fa—gwydrdy= | flo—yydg)dy= [ f(z)da / o(y) dy
n JRn R R

be
gilt. Die Abschiitzung der Norm || f*g||; ergibt sich nun unmittelbar aus der Ungleichung | f*g| < | f]*|g|
auf R™ (die wegen der Dreiecksungleichung fiir Integrale gilt). O

Als Nichstes zeigen wir, dass die Faltung f* g sogar p-summierbar ist, wenn eine der Funktionen f, g
p-summierbar und die andere summierbar ist.

Satz 3.21 (Youngsche Ungleichung fiir die Faltung). Es sei f € LY(R™) und g € LP(R") fiir ein
p € [1,00]. Dann ist die in Definition eingefiihrte Menge N eine L™-Nullmenge und es gilt f x g €
LP(R™) mit

1 gllp < I f112llgllp-

Beweis. Wir unterscheiden verschiedene Félle fiir p € [1, 00].

Den Fall p = 1 haben wir bereits im letzten Satz bewiesen.

Fiir p = oo gilt nach Definition des essentiellen Supremums |g(y)| < ||g]lo fiir alle y € R™ \ N
fiir eine £"-Nullmenge N, so dass wegen |f(z — y)g(y)| < |lylllf(z — y)| fir alle y € R" \ N (und der
Transformationsformel) die Funktion y — f(z — y)g(y) fiir alle 2 € R™ summierbar ist mit

> g(a)] < / @ — 9@ dy < [ Fl1lglloe

n

Folglich gilt wie behauptet die Ungleichung || f * glleo < || f]l1119]l00-
Fiir p € (1, 00) schreiben wir zunéchst

F(@ = 9)g) = 1f @ —y)|'7 |f == )7 |g(v)]
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fiir alle (z,y) € R™ x R™. Dann wenden wir zunéchst die Holdersche Ungleichung (mit den Exponenten
pp;l und p) aus Satz und dann den Satz von Tonelli an. Damit erhalten wir die Ungleichungskette

L[ e —vsian) o< [ ang [ iste- iy

=1 [ =l dslaP dy = 1512 gl

Dies zeigt einerseits, dass y — |f(x — y)g(y)| fiir L™-fast alle x € R™ summierbar sein muss, womit
insbesondere N eine L™-Nullmenge ist. Andererseits stellt dies gerade die behauptete Abschatzung

1f *gllp < [lfll1llgll, dar. O

Bemerkung 3.22. Man sagt auch, dass die Faltung eine stetige Abbildung von L*(R™) x LP(R™) nach
LP(R™) ist.

Fiir die Approximation mit glatten Funktionen ist der folgende Differentiationssatz fiir Faltungen
niitzlich, der besagt, dass die Faltung f * g differenzierbar ist, wenn dies fiir eine der Funktionen f,g
der Fall ist, und man in diesem Fall sogar die Prozesse der Differentiation und der Faltung vertauschen
kann.

Satz 3.23 (Differentiationssatz fiir die Faltung). Es sei f € LP(R™) fiir ein p € [1,00] und g € C*(R™)
fiir ein k € Ny mit kompaktem Trager. Dann ist die in Definition [3.18| eingefiihrte Menge N leer und
es gilt f* g€ CH(R™) mit

0% (frg)=f*0%
fiir alle Multiindizes oo € Ny mit |a| < k.
Beweis. U

Wir beschiiftigen uns nun mit der Approximation von Funktionen in L? (R™) durch einfachere Klassen
von (Représentanten von) Funktionen, und zwar durch die der einfachen Funktionen, durch die der
Treppenfunktionen der Form

N
>l
k=1

fiir eine Zahl N € IN, halb-offene Quader {Qy }r<n in R™ und Zahlen {zj }r<n aus R (so dass Treppen-
funktionen tatséchlich spezielle einfache Funktionen sind) und durch die der stetigen Funktionen. Fiir
diese einfacheren Funktionen ¢ diirfen wir dabei jeweils sogar die Kompaktheit des Tréigers voraussetzen,
also der Menge

spt(p) = {z € R™: p(z) # 0}.
Satz 3.24. Fiir p € [1,00) gelten die folgenden Aussagen:
(i) Die Menge der einfachen Funktionen auf R™ mit kompaktem Trdger ist dicht in LP(R™).
(ii) Die Menge der Treppenfunktionen auf R™ mit kompaktem Tréiger ist dicht in LP(R™).
(iil) Die Menge Co(R™) der stetigen Funktionen auf R™ mit kompaktem Triger ist dicht in LP(R™).
Beweis.

(i) Es sei f € LP(R™) beliebig. Nach Lemmaexistieren monotone Folgen {y;}jew und {%;} en
nicht-negativer, einfacher und Lebesgue-messbarer Funktionen mit ¢; * f* und ¢; A~ f~ fiir
J — oo. Indem wir gegebenenfalls ¢; und v; durch ¢;1p, o) und ¥;1p, (o) ersetzen, diirfen wir
annehmen, dass ¢; und ?; fiir jedes j € IN kompakten Tréger haben. Beachten wir wegen der
Nicht-Negativitat von ¢;,1; die Ungleichung

lf—oi+dl=ft—oi+f = <fH+f =|f]
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fiir j € IN, so erhalten wir iiber den Satz von der dominierten Konvergenz (mit summierbarer
Majorante | f|P)

lim [ = (g + )l = Jim [ 1f =+ P de o
J—00 J—=0 JRn

Da {¢; — ¥,},en eine Folge einfacher Funktionen auf R™ mit kompaktem Tréger ist, haben wir
die Aussage (i) gezeigt.

(ii) Wegen Aussage (i) brauchen wir wegen der Dreiecksungleichung nur noch zu begriinden, dass
die charakteristische Funktion 14 einer Lebesgue-messbaren Menge A € L(RR™) endlichen £"-
MaBes durch eine Treppenfunktion beliebig genau in LP(RR™) approximiert werden kann. Dazu sei
e > 0. Nach Konstruktion des Lebesgue-Mafles £™ wéhlen wir eine Folge {Q;} ;e von halb-offenen
Quadern mit

AclJ@ wd > L£MQ) <LM(A)+e
JEN JEN

Fiir hinreichend grofles N € IN erfiillt dann die Menge F' = Uévlej

LM(A\F) < Z LM(Qj) <e und LMF\A) <> LMQ;)—LM(A) <e.

j=N+1 JEN

Dies zeigt

g 2
[Ta—1F,= (/ 1d3:) < (2e)7.
A\FUF\A

Beriicksichtigen wir nun noch, dass die Menge F' wegen der Halbring-Figenschaft der Menge aller
halb-offener Quader Q C R"™ als endliche Vereinigung paaarweise disjunkter, halb-offener Quader
geschrieben werden kann, so zeigt die letzte Abschitzung gerade die Aussage (ii).

(i) Wegen Aussage (i) brauchen wir nur noch zu begriinden, dass die charakteristische Funktion 1
eines halb-offenen Quaders durch stetige Funktionen mit kompaktem Tréger in LP(R™) approxi-
miert werden kann. Dazu definieren wir eine Folge {¢;};en stetiger Funktionen mit kompaktem
Trager iiber

@;(x) = max{l — jdist(z,Q),0} fiir alle j € IN.

Nach Definition gilt dann 0 < ¢; <1 fiir alle j € IN, mit ¢, (x) = 1 fiir alle z € R™ mit dist(z, Q) =
0 (insbesondere also fiir alle z € Q) und ¢;(z) = 0 fiir alle z € R™ mit dist(z, Q) > j~'. Folglich

haben wir .
lim || 1g — ¢jlp < lim (/ 1dx> =0.
=0 J—=oo {zeR™: 0<dist(z,Q)<j~ '}
Damit ist auch Aussage (iii) bewiesen. O

Bemerkung 3.25. Fir p = oo sind die Aussagen von Satz [3.24] falsch.

e Die Funktion f = 1 liegt in L>°(R), jedoch gilt fiir jede einfache Funktion ¢ mit kompaktem
Tréger die Abschitzung || f — ¢|lco > 1. Dies zeigt, dass die Menge der einfachen Funktionen (und
damit auch die Menge der Treppenfunktionen) mit kompaktem Trager nicht dicht in L (R™) ist.

e Die abgeschnittene unstetige Signumsfunktion f = signl(_; 1y liegt in L°(R), jedoch gilt fiir
jede stetige Funktion ¢ die Abschitzung ||f — ¢llec > 1. Damit ist auch die Menge der stetigen
Funktionen nicht dicht in L>°(R"™).

Definition 3.26 (Dirac-Folge). Eine Folge {n;}jen von Funktionen in L*(R™) heifit eine Dirac-Folge,
wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

o fiir jedes j € IN ist n; nicht-negativ,
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o fiir jedes j € N gilt [, n;de =1,
o fiir jedes r > 0 gilt lim;_, o f]R”\B 0 M dr = 0.
Bemerkung 3.27.

1) Deutet man n; fir j € IN als Masseverteilung auf R™, so besagt die zweite Bedingung, dass die
j
Gesamtmasse jeweils 1 ist, wohingegen die dritte Bedingung bedeutet, dass die Gesamtmasse sich
mit wachsendem j immer ndher um den Nullpunkt konzentriert.

(2) Die Konstruktion von Dirac-Folgen erfolgt typischerweise tiber Reskalierungen einer gegebenen
Grundfunktion, wobei hier iber die Wahl einer geeigneten Grundfunktionen noch weitere Eigen-
schaften wie Rotationssymmetrie oder Glattheit sichergestellt werden kénnen, siehe Ubung |3.28|

y )
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11
1
1
L
L
1
1
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i e
—_—e
1 orafrn o 1
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-1 1 -1 1

Ubung 3.28 (Konstruktion einer Dirac-Folge). Standard-Glattungskern
n(x) = Cexp(—(1 —|z]*) 7)1, ()

mit Normierungskonstante C' > 0.

ni (@) = j"n(jz)
Satz 3.29 (Approximationssatz). Es sei {n;};en eine Dirac-Folge auf R"™. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) Ist f gleichmdfig stetig und beschrinkt, dann konvergiert die Folge { f+n;}jen gleichmdflig auf R™
gegen f.

(i) Ist f € LP(R™) fiir ein p € [1,00), dann konvergiert die Folge {f «n;};en in LP(R™) gegen f.
Beweis.
(i) Es sei € > 0. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f gibt es ein 7 > 0 mit
|lf(x —y) — f(z)] <e firalle z,y € R" mit |y| <.

Nach Definition von f *n; erhalten wir dann iiber die Nicht-Negativitét und die Normiertheit von
n; sowie iber die Dreiecksungleichung fiir jedes j € IN und x € R™ die Abschétzung

o) = 1@l =] [ (=) - f@lnay
< [ 1)~ 1@l dy

< / o(y) dy+2\|f||oo/ 0 () dy
B,.(0) R"\ B, (0)
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Das erste Integral auf der rechten Seite ist fiir jedes j € IN beschrankt durch 1, wohingegen das
zweite Integral nach Definition der Dirac-Folge {n;};cn im Limes j — oo verschwindet. W&hlen
wir folglich jo € IN hinreichend gro8, so gilt

sup |f *nj(z) — f(z)] <2 fur alle j > jo,
zER™

so dass die gleichméBige Konvergenz von {f *7;},cn gegen f auf R"™ bewiesen ist.

(ii) Es sei wieder € > 0. Nach Satz (iil) existiert eine stetige Funktion ¢ mit kompaktem Triger
und || f — ¢||, < e. Mithilfe der Minkowski-Ungleichung aus Satz sowie der Youngsche Unglei-
chung fiir die Faltung aus Sat43.21] erhalten wir fiir alle j € IN

Ifxn;— fllp <N = @) *n5llp + lex 05 — @llp + lo = fllp
<l = fllplnills + e xm; —@llp + o = fllp < 26 + o *n; — @llp-

Da ¢ insbesondere gleichmiBig stetig und beschrinkt ist, kénnen wir Aafgrund der Aussage (i)
ein jo € IN nun so grofl wihlen, dass der letzte Term auf der rechten Seite fiir alle j > jo durch e
nach oben beschrinkt ist, so dass wir insgesamt

| f*n; — fllp < 3e fiir alle j > jg

gezeigt haben, also die Konvergenz von {f % n;};en gegen f in LP(R™). O

Korollar 3.30. Fir p € [1,00) ist die Menge C5°(R™) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen
auf R™ mit kompaktem Trager dicht in LP(R™).

Beweis. Es sei € > 0 und f € LP(R™). Nach Satz (iil) existiert eine stetige Funktion ¢ mit kom-
paktem Trager und || f — ¢/, < €. Wir betrachten nun speziell eine Dirac-Folge {n; };en aus C§°(B1(0))
(z.B. aus Ubung3.28)). Aus Satz (ii) folgern wir dann, dass es ein jo € IN gibt mit ||p*n; — ¢, < e
fiir alle j > jo. Mit der Minkowski-Ungleichung aus Satz haben wir damit

loxn; = fllo <Nl xnj = @llp + o = fllp <2¢ fiir alle j > jo.

Dies zeigt die Konvergenz von {¢ * n;};en gegen f in LP(R™). Nach dem Differentiationssatz fiir
die Faltung ist auBlerdem ¢ * n; auflerdem beliebig oft differenzierbar und hat wegen ¢ * 7; = 0 auf
{z € R™: dist(x,spt(¢)) > 1} auch kompakten Triiger in R™. O

Bemerkung: Im Beweis sieht man, dass die approximierende Folge sogar unabhéngig vom Wert von
p € [1,00) gewihlt werden kann.

3.3 Die Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt betrachen wir komplex-wertige Funktionen f: R™ — C. Wir schreiben dabei f €
LP(R™; C), wenn Real- und Imaginérteil Re(f),Im(f): R™ — R jeweils zu LP(R™) gehoren. Wir lernen
nun das Konzept der Fourier-Transformation kennen, die vielfache Anwendungen in Mathematik, Physik
und Technik (z.B. der Signalverarbeitung) hat und beschéftigen uns mit einigen ihrer grundlegenden
und wichtigen Eigenschaften.

Definition 3.31 (Fourier-Transformierte). Es sei f € L*(R"; C). Wir definieren die Fourier-Transfor-
mierte von f als die Funktion f: R™ — C mit

FfE) = f(&)=(2m)2 | J@exp(=iz-§)de fire R

Bemerkung 3.32.
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(1) In der Literatur gibt es unterschiedliche Konventionen fiir die Definition der Fourier- Transformation,
die sich jedoch lediglich um eine multiplikative Konstante (27r)"/2 unterscheiden.

(2) Wegen |f(x)| = |f(x) exp(—iz-£)| existiert das Integral fiir die Definition von f(€) fir alle € € R™
in C und ist beschrinkt durch || f||1.

Beispiel 3.33.

(i) Fiir die charakteristische Funktion f = 1(_1 1) des Intervalls [~1,1] C R gilt nach Definition der
Sinusfunktion

R 1 1 .
fie) = o= / exp(—i0€) da

1 rexp(—iz&)q! 1 exp(i) —exp(—i) 2 sin(§)
m[ p—ig L:m : isp :\/Zf

fiir ¢ € R\ {0} und f(0) = \/2/7.

-1 1

(ii) Fir die Gaufsche Glockenfunktion f: R — R mit f(x) = \/%exp(—xQ/Q) gilt fiir £ € R mit

quadratischer Ergénzung zunéchst
. 1 [ 2 1 €2\ [ 1 2
f6 = %/_wexp(— 5 —1x§> dx = %exp<— 5) /_Ooexp<— i(x—l—lf) )dx.

Als Néchstes rechtfertigen wir, dass das Integral auf der rechten Seite tatsédchlich nicht vom Wert
von ¢ abhéngt. Dazu konnen wir die Differentiation parameterabhingiger Integrale nutzen

LZ/_(:eXP(_;(x—i-if)?)dx:—i/oo(x+i§)exp<_;($+i§)2>dx

—00

da wir fiir R > 0 und ¢ € Bgr(0) wegen
) 1 o 1,2 52
(@+igew (- 5@ +i?)| < (2l + Rep (- 5+ )

(lokal) eine summierbare Majorante haben. Mit dem Gauflschen Integral aus Beispiel gilt mit
der Substitutionsregel

/_O:oexp(—;(x—ki{)z)dm:/_iexp(—x;)dx:\/ﬁ

und somit insbesondere || f||; = 1. Insgesamt haben wir damit

2

exp (- 5) =1

1
f(&) = N

gezeigt, so dass die Gauflsche Glockenfunktion ihre eigene Fourier-Transformierte ist.
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In hoheren Dimensionen n > 1 betrachtet man vollkommen analog die Funktion f: R" — R
mit f(z) = (2m) "/ ?exp(—|z|>/2) fiir € R™ Das Integral in der Definition der Fourier-
Transformierten kann man nun {iber den Satz [2.54] von Fubini als n-faches Produkt von eindi-
mensionalen Integralen schreiben, die jeweils die Fourier-Transformation der Gaufschen Glocken-
funktion darstellen. Damit ergibt sich ebenfalls || f||; = 1 sowie die analoge Aussage

f(&) = (2m) ™% exp ( —~ g) fiir £ € R"™.

Satz 3.34 (elementare Eigenschaften der Fourier-Transformation). Fir f,g € L*(R™;C), A € C und
a € R™ gelten die folgenden Aussagen:

(i) Linearitét: f/+\g =f+§und X}” =\,
(ii) Verhalten fiir Translationen: Fir die um a translatierte Funktion 7,f == f(- — a) gilt
7af(€) = f(§) exp(~ia-&) firé € R,
(iii) Skalierung: Fir die um A € R\ {0} skalierte Funktion fx = f(\-) gilt
£ _ —n ¢ § ” n
MO =WTF(3) firger,

(iv) Komplexe Konjugation: Fiir die komplez-konjugierte Funktion f = f(-) gilt

f©) =f(=¢) firgeR",
(v) Stetigkeit und Beschrénktheit: f ist auf R"™ stetig und beschrinkt mit || f|loe < (27)~"/2|| |1,

(vi) Summierbarkeit von Produkten: Die Funktionen f g und fg sind summierbar mait

f©9©de= | f@)le)de,

R»

(vii) Faltung: FEs gilt

—

frg=(2m)%f3.
Beweis.
(i) Die Linearitét der Fourier-Transformation ergibt sich direkt aus der Linearitidt des Inetgrals.
(ii) Da mit f € L*(R";C) auch 7,f € L*(R"; C) gilt, erhalten wir fiir £ € R" iiber die Transformati-
onsformel aus Satz mit p(z) =z — a fir z € R"

f©)=@m7t | fl@—aep(-ia-¢)da
=@2m)7% [ f(y)exp(—iy &) dyexp(—ia-&) = f(¢) exp(—ia-§).

R”
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(iii) Analog erhalten wir fiir £ € R™ iiber die Transformationsformel mit ¢(x) := Az fiir z € R™
e =@m7% | JOw)exp(=iz-§)da
- _n . € o v—n (€
—en 7t [ fwes iy ) nra = ().
Rn
(iv) Mit dem Verhalten der komplexen Konjugation fiir Produkte sehen wir fiir £ € R™ sofort

f(f) = (27r)_% f(z)exp(—iz-§&)dx

]Rn

=@ | f@)expliz-€)de = f(=¢).

(v) Mit Korollar zur Stetigkeit parameterabhingiger Integrale (angewandt mit der summierbaren
Majorante x — | f(x)|) tibertrigt sich die Stetigkeit der Funktion £ — exp(—iz-€) fiir alle z € R™
direkt auf die Fourier-Transformierte & — f (€). Die Beschrinktheit hatten wir schlie8lich bereits
in Bemerkung festgestellt.

(vi) Wegen der Beschrinktheit von f, 4 nach (iv) ergibt sich sofort die Summierbarkeit von fg und
fg. Schreiben wir das Integral von fg iiber die Definition der Fourier-Transformierten als das
Doppel-Integral

F(€)g(€) de = (2m)~ 3 / f(2) exp(— iz - €) dug(€)de
R n JRre

und bemerken, dass die Funktion (z,£) — f(x)exp(—iz - §)g(€) im Betrag durch |f(z)||g(£)]
beschrankt und somit summierbar ist, so folgt die Behauptung direkt mit dem Satz von
Fubini iiber

_n

F(€)9(€) de = (2m)~ 8 / f(@) / exp(—iz-E)g(€)dedr = | f(x)(x)der.
R™ n n R™

(vil) Mit der Youngschen Ungleichung fiir die Faltung aus Satz gilt zunichst f * g € L'(R"; C).
Schreiben wir das Integral iiber die Faltung als Doppelintegral, so sehen wir analog zum Beweis
der Aussage (vi), dass der resultierende Integrand summierbar ist. Mit einer Substitution und dem
Satz von Fubini erhalten wir dann

—

Frg€)=@m)~% | [rg(z)exp(—iz-&)dx

R?L

=t [ =gt dyesp(—ia-€) ds
=t [ ey en(=i =)&) drg)esp(-iy- ) dy

= f©) [ awes(=iv-dy = mE . =

Bevor wir weitere Eigenschaften der Fourier-Transformation untersuchen, kommen wir zunéchst zu
einer Interpretation als “Uberlagerung von Wellen”. Unter einer Welle wollen wir uns dabei einer Funk-
tion der Form z — exp(iz - ) fiir £ € R™ vorstellen. Wir zeigen im Folgenden, dass wir mittels der
Fourier-Transformation gerade die (kontinuierliche) Gewichtung dieser Wellenanteile fiir eine summier-
bare Funktion mit summierbarer Fourier-Transformierten erhalten.
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Satz 3.35 (Umkehrformel). Es sei f € L'(R™; C) mit f € L*(R";C). Dann gilt

n

flx) = (2m)" 2 f(&) exp(iz- &) de  fiir L™-fast alle x € R™.
Rn

Beweis. Wir definieren zunéchst eine Folge {7;},cn von nicht-negativen Funktionen auf R™ iiber
n(z) = (2n) "2 exp(—|z[2/2) und n;(z) = j"n(jz) firzcR" und j € N
und halten die folgenden Eigenschaften fest:
o fiir jedes j € IN ist n; nicht-negativ,

o fiir jedes j € IN gilt f]R" n;dez = 1 (vgl. Beispiel mit einer Substitution oder direkt Bei-
spiel B233] (i1)),

o fiir jedes r > 0 gilt lim;_, o fRn\B (o) My dz =0,

e fiir jedes j € IN gilt mit der Symmetrie von 7, wegen 1 = 7) gemifl Beispiel (i) sowie wegen
der Skalierungseigenschaft der Fourier-Transformation nach Satz m (iii) die Darstellungsformel

) = i) = "0l = i) = 2m) [ () explic ) de

=(2m)~" /n exp ( - %) exp(i§-y)d¢

bzw. entsprechend
. (& 3 —n £
B =n(2) =n(3) = em " 2ew (- 25).
J J
Die ersten drei Eigenschaften bedeuten gerade, dass es sich bei {n;};enx um eine Dirac-Folge im Sinne
von Definition handelt, womit die Folge {fxn;};en nach Satz in LY(R™; C) gegen f konvergiert.
Mit der vierten Eigenschaft hingegen kénnen wir nun begriinden, dass jede Funktion fx*n; mit j € IN die
behauptete Integralidentitét erfiillt. Mit diesen beiden Eigenschaften wird dann die allgemeine Aussage

des Satzes folgen.
Fiir z € R™ schlieflen wir aus der Integraldarstellung von n; zunéchst

frmi(r) = /}Rn fnj(x —y)dy

= [ ) [ e (= 5g) explic (= =) dedy.

2

Die Funktion (&,y) — f(y) exp(—sz)exp(if - (z — y)) ist im Betrag beschrénkt durch |f(y)] exp(—%)

und damit summierbar, so dass wir den Satz [2.54] von Fubini anwenden konnen. Dies zeigt

2
Fem@) =0 [ faen(ic pdy e (- 5) enlis- 2 de
2

~ I3 .
| J©ew (- 55) ewlic ) de (3.2)

_n

= (21)" %

Berticksichtigen wir nun, dass mit Satz (vii) und der obigen Darstellung von 7;

f© e (= 5) = @0 OB = Fru©

gilt, so haben wir mit der Identitét (3.2]) also wie behauptet die Aussage mit f *n; fiir j € IN anstelle
von f gezeigt.
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Im letzten Schritt wollen wir nun zum Limes j — oo in (3.2)) iibergehen. Auf der rechten Seite be-
merken wir dazu, dass die Integranden fiir alle j € IN die Majorante | f| besitzen, die nach Voraussetzung

summierbar ist. Da die Integranden auflerdem punktweise gegen f (&) exp(i€ - x) konvergieren, erhalten
wir mit dem Satz von der dominierten Konvergenz aus (3.2))

lim fxn(z)=@m)"% [ f&)exp(i€-z)de.
J—>00 R™

Da die Folge {f *7;}en nach Satz in L!'(R"; C) gegen f konvergiert, folgt aus der Bemerkung
zum Satz von Riesz—Fischer, dass eine Teilfolge punktweise fast iiberall gegen f konvergiert. Damit ist
die Aussage des Satzes bewiesen. O

Mit der Umkehrformel aus Satz kénnen wir somit unter der Voraussetzung der Summierbarkeit
der Fourier-Transformierten die urspriingliche Funktion wieder aus der Fourier-Transformierten gewin-
nen. Dabei wird — bis auf das Vorzeichen im Exponential — die gleiche Formel wie fiir die Definition der
Fourier-Transformation angewendet.

Definition 3.36 (inverse Fourier-Transformierte). Es sei g € L*(R";C). Wir definieren die inverse
Fourier-Transformierte von g als die Funktion F~1g: R" — C mit

Flg(x) = (ZW)_%/ g€ expliz-&)d§ firxz e R".

Bemerkung 3.37.

(1) Da in der Definition der inversen Fourier- Transformierten im Vergleich zur Fourier- Transformierten
nur das Vorzeichen im Exponential gedndert ist, gilt fiir g € L*(R"; C) die Beziehung

-7:719(@ = Fg(—x) = g(—x) fir alle x € R™.

Mit diesem Zusammenhang erkennt man sofort, dass die analogen Eigenschaften wie in Satz
gelten (und nur beim Verhalten fiir Translationen ebenfalls das Vorzeichen im Exponential geindert
werden muss).

(2) Aufgrund der Umkehrformel aus Satz ist auch die Bezeichnung F~' und inverse Fourier-
Transformation gerechtfertigt, da fir f € L'(R™; C) mit f € L'(R™;C) (oder dquivalent dazu mit
Flf e INR™ )

F'Ff=f und FF'f=Ff

L"-fast iberall auf R™ gilt.
Ubung 3.38. Es sei f € L'(R”;C) mit Ff € L*(R™; C). Uberlegen Sie sich, dass
F2f(z) = f(—x) L"-fast iiberall auf R"
gilt und somit induktiv F*f € L'(R"; C) fiir alle k € IN folgt.

Wir wollen als Néchstes die Fourier-Transformation von (partiellen) Ableitungen sowie die (partielle)
Differenzierbarkeit der Fourier-Transformierten untersuchen. Es stellt sich heraus, dass in beiden Fillen
die Ableitungen in multiplikative Faktoren verwandelt werden, was sich insbesondere fiir die Diskussion
von (partiellen) Differentialgleichungen als niitzlich erweist. Zur Vorbereitung beweisen wir zunéchst
eine Regel zur partiellen Integration.

Lemma 3.39 (partielle Integration). Es sei g € CY(R™;C) mit g,0rg € LY (R™;C) fiir ein k €

{1,...,n}. Dann gilt
/ 0;g9dx = 0.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage zuniichst im Fall n = 1. Mithilfe der Voraussetzung ¢’ € L'(R;C)
sowie des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gilt fiir alle Folgen {a;};en, {b;}jen in R
mit a; < b; fir j € N

j—oo Jq. j—o0
J

bj
/ g dz = lim g dx = lim [g(b;) — g(a;)].
R
Wegen der Summierbarkeit von g kénnen die beiden Folgen dabei mit
lim g(a;) =0 und lim g(b;) =0
j—o0 j—o0

gewihlt werden, womit die Aussage fiir n = 1 gezeigt ist.

Den hoherdimensionalen Fall n > 1 fithren wir nun iiber den Satz von Fubini auf den eindimensio-
nalen Fall n = 1 zuriick. Nach Vertauschung der Koordinaten diirfen wir dabei k¥ = n annehmen. Setzen
wir o’ := (21, ...,2,_1), so folgt aus g, d,g € L*(R"; C) iiber den Satz Von Fubini, dass eine Menge
N C R"! existiert, so dass L~ 1(N) = 0 gilt und die Funktionen

Ty = g2’ x,) und 2, = Ong(a’, z,)

fiir alle 2/ € R™ \ N auf R summierbar sind. Damit folgt aus dem Fall n =1
/ Ong(2',x,) dz, =0 fiir alle 2’ € R™™1\ N.
R

Die Behauptung des Lemmas folgt nun durch Integration iiber 2’ € R"~!\ N sowie die erneute Anwen-
dung des Satzes von Fubini, um die iterierten Integrale als Integral iiber R™ aufzufassen. O

Satz 3.40 (Fourier-Transformation und Differentiation). Es sei f € L*(R™;C) und k € {1,...,n}.
(i) Fir f € CY(R"™;C) mit O f € L*(R™; C) gilt

BLf(€) = i& f(€) fir alle € € R™.

(ii) Falls die Abbildung h: x — —ixy f(z) in L' (R™; C) ist, dann ist f nach &, partiell differenzierbar
mit

of = h.
Beweis.

(i) Mit der Produktformel fiir die Ableitung bemerken wir zunéchst
O [f(x) exp(—iz - )] = Opf(x) exp(—iz - &) =& f(z) exp(—iz - §).

Damit ist die Abbildung = — O [f(z)exp(—iz - £)] auf R" summierbar, und ihr Integral ver-
schwindet gemi Lemma [3.39] Also folgt fiir jedes £ € R™ wie behauptet

f(&)=2m) % | Ohf(x)exp(—iz &) da

R

= (2m)~% / i80S (v) exp(—ix - &) dv = i f(£).
Rn
(ii) Um die Behauptung

Ok f(:c)exp(fi:co{)dx:/ [—izf(z)]exp(—iz-&)da
IR‘TL n
fiir alle £ € R™ zu zeigen, miissen wir lediglich die Differentiation unter dem Integral rechtfertigen.
Dazu bemerken wir zum einen, dass der Integrand f(z)exp(—iz - &) auf der linken Seite partiell
nach &, differenzierbar ist dem Integranden — iz f(x) exp(—ix-&) auf der rechten Seite als partieller
Ableitung. Zum anderen ist dieser Integrand auf der rechten Seite im Betrag abgeschéitzt durch
die Majorante |zy||f(x)|, die nach Voraussetzung summierbar ist. O
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Als Folgerung von Satz [3.40| kénnen wir nun auch zeigen, dass die Fourier-Transformierte nicht nur
beschrénkt ist, sondern sogar im Unendlichen verschwindet.

Korollar 3.41 (Riemann-Lebesgue). Fiir f € L*(R";C) gilt

lim f(¢) = 0.

|§] =00

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass f eine Funktion aus C*(R"; C) mit kompaktem Triger ist. In
diesem Fall gilt mit Satz (i) und der Beschrénktheit der Fourier-Transformierten geméf Satz (v)
fiir alle & € R™ mit & # 0 fiir ein k € {1,...,n}

A f(€) 105 £l

il = %62 < oy

Damit folgt sofort | f(€)] bei |¢] = oc.

Fiir eine allgemeine Funktion f € L'(R";C) finden wir zu gegebenem ¢ > 0 mit dem Approximati-
onsresultat aus Korollar eine Funktion f. € C*(R™; C) mit kompaktem Triiger mit ||f — f-||1 < €.
Wie oben gezeigt wurde, finden wir nun ein R > 0 mit |f.(£)| < ¢ fiir alle £ € R™ mit || > R. Damit
folgt dann mit der Linearitdt und Beschranktheit der Fourier-Transformation nach Satz

SO <1F©) = f@I + 1O < @m) EIf = felli + |£:(6)] < 4e

fiir alle £ € R™ mit €| > R, womit die Aussage des Korollars wegen der Beliebigkeit von £ bewiesen
ist. O

Abschliefend diskutieren wir noch kurz die Fourier-Transformation auf L?(R"; C). Da es Funktio-
nen f € L?(R™;C) \ L'(R™; C) gibt und damit die Funktion x ~ f(z)exp(iz - £) nicht mehr fiir alle
¢ € R™ summierbar ist, stehen wir hier vor dem Problem, dass wir die Definition der Fourier-
Transformierten nicht mehr verwenden konnen. Stattdessen werden wir die Fourier-Transformation
zunéchst auf dem Raum L'(R™; C) N L?(R™; C) betrachten und die Abbildung F der Fourier-Transfor-
mation dann auf den ganzen Raum L?(R"; C) fortsetzen.

Satz 3.42 (Fourier-Transformation auf L?(R"; C)). Es gibt eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung
Fa: L*(R™C) — L*(R™; ©),
die auf L*(R™; €) N L2(R™; C) mit der Fourier-Transformation F iibereinstimmt. Desweiteren gilt:
(1) Fo ist linear,

(ii) Fy besitzt eine Inverse Fy ', die auf L*(R™;C) N L?(R™; C) mit der inversen Fourier-Transfor-
mation F~' tbereinstimmt,

(iii) es gilt die Formel von Plancherel
A F(©)g(¢) de = | f@a@)de fir alle f.g € L*R™;0).

Bemerkung 3.43. Die Formel von Plancherel bedeutet, dass Fo: L*(R™; C) — L?(R™; C) ein Vektor-
raumisomorphismus, d.h. eine Abbildung, die das L*-Skalarprodukt {-,-): L*>(R"; C) x L*(R";C) — C
definiert tiber

(frg) = [ f@)gle)de firf.g € L*(R";C)
erhdlt. Insbesondere ergibt sich hier im speziellen Fall g = f die Isometrie-Eigenschaft

1Fll2 = 11£1l2-
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Kapitel 4

Flichenintegrale und Integralsitze

4.1 Integration auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns damit, wie man ein Mafl und ein Integral auf (differenzier-
baren) Untermannigfaltigkeiten einfithren kann. Wir erinnern hierfiir zunéchst an ein Resultat aus der
Analysis II, in dem wir differenzierbare Untermannigfaltigkeiten auf verschiedene Arten dquivalent cha-
rakterisiert hatten:

Satz 4.1 (dquivalente Definitionen von differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten). Fs sein € IN, d €
{1,...,n} und k € NU{oo}. Eine Teilmenge M C R™ heifit eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltig-
keit des R", falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:

(i) lokale regulir implizite Darstellung als Nullstellenmenge: zu jedem Punkt xo € M existieren eine
offene Umgebung U in R™ und eine Funktion b € C*(U,R"~?) mit den Eigenschaften, dass

MNU=b10)

gilt und die Jacobi-Matriz Db auf U den maximal Rang n — d auf U hat.

M

]Rn ]Rn—d b(U)

(ii) lokale explizite Darstellung als Graph nach Koordinatenpermutation: zu jedem xg € M existieren
eine offene Umgebung U von x¢ in R™, eine offene Umgebung V' von 0 in R?, eine Funktion
g € C*(V' R" %) und eine Bewegung T des R™ (d.h. es gibt eine orthogonale Matriz O € R™ ™
und ein Vektor b € R™ mit Tx = Ox + b fiir alle x € R™) mit den Figenschaften T(0,¢(0)) = xg
und

MnU=TH,9()):y €V'}),

99



V/

—O—>Rd

Rn

M

(iii) lokale reguldr parametrisierte Darstellung: zu jedem xg € M existieren eine offene Umgebung U
von x¢ in R™, eine offene Umgebung V' von 0 in R? und eine Funktion o € C*(V',R™) mit den
FEigenschaften, dass p(0) = xqg gilt,

p: V> MnU

ein Homdomorphismus ist

und die Jacobi-Matriz Dy auf V' den mazximalen Rang d hat,

—O—.—O—V]Rd

0

Rn

M

(iv) lokales Geradebiegen: zu jedem xo € M ezistieren offene Umgebungen U von xo, V von 0 in R™

und ein C*-Diffeomorphismus U: U — V mit den Eigenschaften W(xg) = 0 und

Rn

YMNU)=VNn{yeR": ygp1=... =y, =0}

A

Beispiel 4.2.

Rnfd

A

€

Rd

(i) Eine Menge M C R™ ist genau dann eine n-dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit des R", falls

sie offen ist.

(ii) Die Einheitssphire S"~1 := {z € R™: |z| = 1} ist eine (n — 1)-dimensionale C°°-Untermannig-
faltigkeit des R™ und lésst sich reguldr implizit als Nullstellenmenge der Funktion b € C*°(R™)
mit b(z) := |z|? — 1 fiir z € R® (mit Db(z) = 227 von Rang 1 fiir 2 # 0) beschreiben.
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(iii) Die Menge der orthogonalen Matrizen

O(n) = {AcR™": ATA=1,y,}

ist eine %n(n— 1)-dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit des R™*™ und lésst sich regulér implizit

als Nullstellenmenge der Funktion b € C*°(R™*" R2*™) definiert durch

sym
b(A):=ATA-1,, firAcR"™"

beschreiben, wobei R{" den Vektorraum aller symmetrischen Matrizen in R"*" darstellt, der

von der Dimension in(n+1) =n? — in(n —1) ist.
(iv) Ist h € C*(U,RYN) fiir eine offene Menge U C R™ Y und N < n, so ist der Funktionsgraph
{(z,h(z)) € R*: x € U} eine C*-Untermannigfaltigkeit des R".

(v) Sind M; C RY eine d;-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des RY und My C RN eine
dy-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R"~Y mit N < n, so ist das kartesische Produkt
M, x My eine (d; + dy)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™.

(vi) Torus: es seien 0 < a < R und

T = {(z,y,2) € R’: (Va2 +y? —R)2 +2°=d"}

Die Darstellung differenzierbarer Untermannigfaltigkeiten {iber lokale regulire Parametrisierungen
wie in (iii) spielt fiir die Einfithrung eines Mafles und Integrals eine wichtige Rolle. Die Abbildung ¢
oder ¢! nennt man in diesem Zusammenhang auch eine Karte fiir M und die Menge M NU als deren
Kartengebiet. Typischerweise ist eine einzelne Karte fiir die Parametrisierung einer differenzierbaren
Untermannigfaltigkeit nicht ausreichend, so dass man tatséchlich einen Atlas bendtigt, d.h. eine Familie
{w;l}je 7 von Karten 90;1 mit Kartengebieten M N U; und Indexmenge I, so dass die Familie {U;};¢r
eine offene Uberdeckung der Untermannigfaltigkeit M bildet. Folglich kann eine d-dimensionale differen-
zierbare Untermannigfaltigkeit des R™ lokal iiber einen Atlas beschrieben werden, indem jedem Punkt
der Untermannigfaltigkeit eine Umgebung zugeordnet wird, die dieselben topologischen Eigenschaften
wie Kugeln in R¢ hat.

Lemma 4.3 (glatte Zerlegung der Eins). Es sei K C R"™ eine kompakte Menge, N € N und Uy, ..., Un
offene Mengen im R™ mit K C U§V:1Uj. Dann gibt es eine der Uberdeckung {U;} cq1,..., N} untergeord-
nete, glatte Zerlegung der Eins, d.h. glatte Funktionen vy, ...,%n € C°(R™) mit den Eigenschaften

e 0<1; <1 firalleje{l,...,N},
e spt(y;) C Uj fir alle j € {1,...,N},
. ZL% =1 auf K.

Beweis. Fiir jeden Punkt x € K konnen wir nach Voraussetzung einen Index j(z) € {1,..., N} mit
x € Uj(,) bestimmen. Da die Menge Uj(,) zudem offen ist, finden wir zudem einen Radius 7(x) > 0 mit
Byr(2)(x) C Uj(g). Offensichtlich gilt

K cC U Br(w)(z)a

reK
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so dass wir wegen der Kompaktheit von K endlich viele Punkte {z1,...,zp} aus M fiir ein M € N

finden mit
M

K C U B,.(u)(xg).
=1

Wir fixieren nun eine glatte Funktion n € C2°(B3(0)) mit 7 = 1 in B;(0) und n(x) € [0,1] fiir alle
x € By \ By. Durch Translation und Reskalierung definieren wir nun

we(z) = 77(9;(;;[) fiir alle x € R" und £ € {1,...,M}.

Mit den Eigenschaften von 7 ist damit sichergestellt, dass ¢, fiir £ € {1,..., M} eine nicht-negative,
glatte Funktion mit ¢, = 1 auf B, (,,)(2,) ist. Setzen wir nun

M
<P3=Z<Pé+

(=1 14

(1= 0),

=

1

so erhalten wir eine Funktion aus C°°(R™), fiir die wir zwei wichtige Beobachtungen festhalten: die
Funktionen ¢, haben fiir £ € {1,..., M} nur Werte in [0, 1], so dass ¢ insgesamt nirgends verschwinden
kann, da fiir x € R™ die Implikationen

B

M
pe(r) =0 = @x)=0firalle L {l,.... M} = JJ(-elx) =1
=1 (=1

gelten. Ist zudem @ € UpL, B, (,,)(x¢) D K, so gilt ¢(z) = 1 fiir mindestens einen Index £ € {1,..., M},

womit wir dann insbesondere auf
M

©= Zcpg auf K (4.1)
(=1

schlieSen. Definieren wir nun

1 .
Y= — Z pr firje{l,...,N},
? peqt, My
J(ze)=j

so kénnen wir nun die Eigenschaften der glatten Zerlegung der Eins verifizieren. Fiir festes j € {1,..., N}
ist die Funktion 9, offensichtlich glatt, die aufgrund der Normierung nur Werte aus [0, 1] annehmen kann
und nach Konstruktion der Funktionen ¢, fiir alle relevanten Indizes ¢ € {1,..., M} (nidmlich diejenigen
mit j(¢) = j) ihren Tréger in der Menge U; hat. Da wir den Index j(z,) fiir £ € {1,..., M} eindeutig
ausgewdhlt hatten, erhalten wir mit (4.1) auflerdem auch Zjvzl v; =1 auf K. O

Wir wollen nun Mafle und Integrale auf differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten einfiihren, indem
wir uns zunéchst die Situation fiir eine einzelne Karte iiberlegen und den allgemeinen Fall dann auf
einzelne Karten zuriickfithren, indem wir eine glatte Zerlegung der Eins ausnutzen.

Zur Motivation iiberlegen wir uns zun#chst ein sinnvolles Konzept fiir die Berechnung des Volumens
eines d-dimensionalen Parallelotop. Dieses definieren wir fiir linear unabhéngige Vektoren vq,...,vq €
R™ als die Menge

d
Ploi, ... vg) = {ijvj ER™: Ap,... M\ € [0,1]}.
j=1

Setzen wir A := (vy,...,vq4) € R™*? so bedeutet die lineare Unabhingigkeit der Vektoren vy,...,vq €
R™ gerade, dass die Matrix A vom maximalen Rang d ist. Offensichtlich gilt auch die Darstellung des
Parallelotops als

P(v1,...,vq) = A([0,1]%)
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Fiir d = n schlieflen wir aus der Transformationsformel aus Satz[2.62] dass das n-dimensionale Lebesgue-
Maf} des Parallelotops gerade iiber den Betrag der Determinante der Matrix A bestimmt ist, also

L7(P(vy,. .. v0)) = LYA(0,1]")) = | det(A)| = \/det(AT A)

gilt. Fiir d < n koénnen wir durch die Transformation des Parallelotops iiber eine (volumenerhaltende)
orthogonale Matrix O € O(n) erreichen, dass

OP(’Ul,...,’Ud) =Py x {0} C Rd X {0}
fiir ein Parallelotop in R? gilt, womit die resultierende Matrix OA damit nur verschwindende Eintrige
ab der (d + 1)-ten Zeile hat und /det((OA)TOA) damit gerade das d-dimensionale Volumen von Py

sein sollte. Folglich erwarten wir fiir das d-dimensionale Volumen des d-dimensionalen Parallelotops
P(vq,...,vq) in R?

Volg(P(v1,...,vq)) = LYPy) = 1/det((0OA)TOA) = VAT A.

Die Volumenénderung im Vergleich zum d-dimensionalen Einheitswiirfel wird also in diesem Fall iiber die
GroBe v AT A beschrieben. Dies motiviert nun die folgende Definition fiir allgemeinere Transformationen
anstelle von konstanten Matrizen:

Definition 4.4 (Gramsche Matrix und Gramsche Determinante). Es sei M eine d-dimensionale dif-
ferenzierbare Untermannigfaltigkeit im R™, xg € M und @: V' — M N U eine lokale Parametrisierung
wie in Satz (iii) mit einer offenen Umgebung V' von 0 in R% und U € R™ einer offenen Umgebung
von xg in R™. Beziiglich dieser Karte definieren wir die Gramsche Matrix oder auch den MaBtensor als
die Matriz-wertige Abbildung

G = (gij)1<ij<a: V' — R diber G(x) = (Dp(x))' Dp(x) firazecV'.
Ferner bezeichnen wir die Determinante g(z) = det(G(z)) als die Gramsche Determinante.

Bemerkung 4.5. Die Komponenten der Gramschen Matriz konnen iber das Skalarprodukt von Rich-
tungsableitungen als

9ij () = dip(x) - Ojp(x)  fiir x € V'
und i,7 € {1,...,d} ausgedriickt werden. Auflerdem ist Matriz G(z) € R¥? fiir jedes x € V' aufgrund

der Tatsache, dass Dy (x) mazimalen Rang d hat (oder dquivalant dazu eine injektive Abbildung von RY
nach R™ ist), positiv definit und somit g(x) positiv.

Betrachten wir weiterhin ein fixiertes Kartengebiet, so konnen wir nun das Mafl fiir Teilmengen
sowie die Integrale von Funktionen einfiihren, indem wir #hnlich wie bei der Transformationsformel
vorgehen und uns auf den d-dimensionalen Grundraum zuriickziehen, auf dem die Integration beziiglich
des d-dimensionalen Lebesgue-Mafles zur Verfiigung steht.

Definition 4.6. FEs sei M eine d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit im R™, xo € M
und @: V' — M NU eine lokale Parametrisierung wie in Satz (iii) mit einer offenen Umgebung V'
von 0 in R? und einer offenen Umgebung U von xqg in R™. Auf dem Mengensystem

Ag={ECMnU: ¢ 1 (E) € LR}
definieren wir eine Abbildung S%: Ag s [0, 00] iiber
SYE) = V(x)dLi(z) fir E € Ag.
e H(E)

Ferner bezeichnen wir eine Funktion f: M — R, die auf M \ U verschwindet, als summierbar (in-
tegrierbar) tiber M, falls die Funktion x — f(p(z))\/g(x) auf V' summierbar (integrierbar) ist, und
definieren in diesem Fall

| t@asi@) = [ fe@)vatm act).
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Bemerkung 4.7.

(1) Da das Mengensystem Aq iiber den Pushforward der o-Algebra L(R?) aller Lebesgue-messbaren
Mengen des R? definiert ist, handelt es sich bei Ay offensichtlich um eine o-Algebra auf M NU.

(2) Anhand der Injekivitit von ¢ und der Linearitit des Integrals erkennt man leicht, dass es sich bei
Abbildung S¢ um ein Maf auf (M NU, Aq) handelt.

(3) Betrachten wir speziell f .= 1g fir eine Menge E C M NU, so ist f auf M integrierbar und sein
Integral entspricht gerade S (E).

Wir wollen uns als Nichstes iiberlegen, dass die Definition [£.6|nicht von der Wahl der Karte abhéngt.
Als Voriiberlegung zeigen wir, dass ein Kartenwechsel einen Diffeomorphismus darstellt, dessen Regu-
laritéit gerade durch die Regularitdt der Karte bestimmt ist.

Satz 4.8 (Transformation der Parametrisierung). Es sei M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltig-
keit im R™ fiir ein k € INU{oo} und es seien @;: V] — M NU; = U] fir j € {1,2} 2wei lokale reguldre
Parametrisierungen wie in Satz (i) mit U’ == Uy N U, # 0. Dann ist die Menge @;I(U’) fiir
j € {1,2} eine offene Teilmenge von V; und die Abbildung

301 (U) = 0y (U')
ist ein C*-Diffeomorphismus.

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass die Menge U’ fiir j € {1,2} nach Definition eine relativ offene
Teilmenge von U7 ist, und somit folgt die Offenheit der Menge <pj_1(U’ ) direkt aus der Stetigkeit von ¢;.

Betrachten wir nun die Abbildung o5 Yo : ¢ (U’) = @5 H(U"), so ist diese nach Konstruktion bijektiv,
so dass nur noch die C*-Regularitit von g02_1 o ¢1 und ihrer Umkehrfunktion (g02_1 o)t = <p1_1 0 o
zu zeigen ist.

Wir fixieren einen Punkt xo € Uj N U} in der differenzierbaren Untermannigfaltigkeit M. Nach der
Charakterisierung einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeit aus Satz (iii) durch lokales Gerade-
biegen schlieen wir auf die Existenz einer offenen Umgebung U c Uy NUs, von z¢ in R™, einer offenen
Umgebung V von 0 in R” sowie eines C*-Diffeomorphismus ¥: U — V mit U(xg) = 0 und

YMNO)=VN{yeR": ygy1=...=yn =0}

Betrachten wir nun die Verkettungen ¥ o ¢; fiir j € {1,2} auf der (offenen) Menge @;1(M NT), so ist
diese von der Klasse C* und bildet nach R? x {0} C R" ab, so dass wir

o =(g;,0) fiir eine C*-Funktion g;: goj_l(M NU) — R?

schreiben konnen. Da DW¥ vom Rang n und D¢y; vom Rang d ist, muss Dg; vom maximalen Rand d
sein, so dass g; nach dem Satz von der Inversen ein C*-Diffeomorphismus von gaj_l(M N U) nach

gj(@;I(M NU)) ist. Uber die Identifikationen

@y opr=(Topy) to(Woyp)=g;'og

auf o7 (M NU) und entsprechend
prlopa=giog

auf oy 1(M N T) ist damit k-fache stetige Differenzierbarkeit nachgewiesen und der Satz bewiesen. [

Damit kénnen wir nun die Unabhéngigkeit des Integrals von der Wahl der Karte zeigen.
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Lemma 4.9. Es sei M eine d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit im R™, ©g € M
und p;: V] — M NUj fir j € {1,2} 2wei lokale Parametrisierungen wie in Satz (iii) mit offenen
Umgebungen V] von 0 in R? und U von mo in R™. Ist f: M — R eine Funktion, die auf M\ (U UUs)
verschwindet, so ist x — f(p1(x))\/g1(x) genau dann auf V| summierbar (integrierbar), wenn x
f(p2(2))\/g2(x) auf V3 summierbar (integrierbar) ist, und in diesem Fall gilt

[ Se@Wa@ e = [ 1) Vnat)

Beweis. Nach Satz ist die Abbildung 7 = Lp;l op1: gpfl(M NUL NUz) — cpgl(M NU; NUs) ein
Diffeomorphismus. Uber die Identitit (3 = @9 o 7 erhalten wir aus der Kettenregel sowie der Definition
der Gramschen Determinante

Dyy = (Dps)orDT = (D(pl)TDgol (D7) ((anQ)TDgpg) oTDT
= g1 = gooT|det DT|2.

Folglich erhalten wir iiber die Voraussetzung, dass f auf M \ (U; U Usy) verschwindet, sowie die Trans-
formationsformel aus Satz die Behauptung

[ fe@Vawacts B R CONARLEE
1 AU1NUz
-/ f 0 ¢a(r(@))\/ga(r(@))] det Dr ()| dL%(x)
(MNULNUs)
-/, F(p2(@))V/2 (@) dL(z)
psy  (MNULNU2)
= [ He@) V@) =

Schliefllich wollen wir Mafle und Integrale auf der ganzen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M
einfithren. Ist dabei M kompakt in R™, so existiert stets ein endlicher Atlas, so dass uns hier die
Zerlegung der Eins aus [£.3] zur Verfiigung steht.

Definition 4.10 (Integration iiber eine Untermannigfaltigkeit). Es sei M eine d-dimensionale diffe-
renzierbare Untermannigfaltigkeit mit endlichem Atlas {p;: V] — M NU;}jeq, .. .ny- Eine Funktion
f: M — R heifft summierbar iiber M, wenn fly, im Sinne von Definition fiir jedesj € {1,...,N}
summierbar dber M ist. Ist {n;}jen{1,... N} €ine der Uberdeckung {Uj}jequ,....Ny untergeordnete Zerle-
gung der Eins, so dass nj o @; fir jedes j € {1,..., N} messbar ist, so definieren wir in diesem Fall

/f )dS(x Z/ nj (@) f(x) dS*(x).

Bemerkung 4.11.

(1) Mit Definition erhalten wir damit insgesamt die Formel

/ f(x) dS(x Z / 033 (2)) F (03 (2)\ 95 () AL )

fiir die Berechnung des Integrals von f tber M. Dieser Ausdruck ist tatsdchlich wohldefiniert,
d.h. die Definition des Integrals ist unabhdngig von der Wahl des Atlas und der Zerlequng der
FEins.
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(2) Falls fiir die Untermannigfaltigkeit M ein abzihlbarer Atlas existiert, der zusdtzlich die Figeschaft
hat, dass jeder Punkt xo € M nur in endlichen vielen Kartengebieten liegt, so kénnte man das
Integral von f iber M vollkommen analog definieren, da in diesem Fall jeweils hichstens endlich
viele Terme der Integranden in der Summe einen nicht-verschwindenden Beitrag liefern. Man
kann zeigen, dass ein solcher Atlas fiir jede differenzierbare Untermannigfaltigkeit existiert.

(3) Man kann zeigen, dass das d-dimensionale Oberfichenmafl S, das wir mithilfe von Karten kon-
struiert haben, mit dem d-dimensionalen Hausdorff-Mafs tibereinstimmt.

Beweis von Bemerkung (1). Essei{g;: ‘7j' — MﬂUj}je{l
und {7;};c,(1,... 5y eine der Uberdeckung {U;} jeq1,...ny untergeordnete Zerlegung der Eins, so dass

) ein weiterer endlicher Atlas fiir M

nj o ¢; fur jedes j € {1,. N } messbar ist. Wegen der Summierbarbarkeit von fly,; iiber M fiir jedes
j € {1,...,N} ist dann auch n; f15 fiir jedes i € {1 ., N} und somit auch flg, = Zjvzl niflg,

summierbar. Nutzen wir nun, dass Z = =1= Zi:l 7; in M gilt und die Summationen aufgrund
der endlichen Indexmengen vertauscht werden konnen, so erhalten wir insgesamt

Z / 0y () f () Sz i / (2)f () S ()

/ x)dS%(x). O

Im Folgenden gehen wir nun auf einige Anwendungen und Beispiele fiir die Integration auf Unter-
mannigfaltigkeiten ein.

-3,

Kurvenintegrale. Essei I C R ein offenes Intervall und v: I — R"™ eine stetig differenzierbare Kurve,
die I homdomorph auf «(I) abbildet und ~/(¢) # 0 fiir alle ¢ € T erfiillt. In diesem Fall ist M := ~(I) eine
ein-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R"™, fiir die eine Parametrisierung gerade
mittels v gegeben ist. In diesem Fall gilt fiir die Gramsche Determinante

g(t) = det(+' ()" (1)) = W' (),

und fiir eine summierbare Funktion f: M — R ist das Kurvenintegral nun gegeben als

/f )dS* (x /f (t)| dt.

Betrachtet man speziell ein kompaktes Intervall [a,b] C I, so ist das ein-dimensionale Oberfliichenmafl

von v([a,b]) gerade der Ausdruck
b
S'a(fa.th) = [ ol

den wir als Bogenlénge von v kennengelernt hatten.

Integration auf Funktionsgraphen. Es sei U eine offene Teilmenge des R"~! und h € C1(U)
eine Funktion. Wir haben bereits gesehen, dass der Funktionsgraph M = {(z, h(z)) € R": z € U} eine
differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n—1 ist. Notieren wir ' = (z1,...,2,_1),
so finden wir eine Parametrisierung der Untermannigfaltigkeit durch die Graphenabbildung ¢: U 3 2’
(', h(z")). In diesem Fall haben wir

Lot
Ds@(w’):( (VZ)(XI(’) 1)) = G(@) =Ly (-1 + (Vh(2"))" Vh(z')
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fiir alle 2’ € U. Zur Bestimmung der Gramschen Determinante bemerken wir, dass die Matrix G(z')
fiir Vh(z') = 0 gerade 1(,,_1)x(n—1) ist und fiir Vi(2’) = 0 den einfachen Eigenwert 1 + Vh(2')? (zum
Eigenvektor (Vh(z'))T) und den (n — 1)-fachen Eigenwert 1 (mit Eigenraum {(Vh(z'))T}1) besitzt.
Folglich gilt

g(z') =1+ V()]

so dass wir fiir summierbare Funktionen f: M — R das Integral iiber M bestimmen koénnen als
/ f(z)dS" (z) = / (@' h(2")\/1 4+ Vh(z")2dLm 1 (2)
M U
Beispiel 4.12 (Integration auf der oberen Einheitssphére). Betrachten wir die obere Einheitssphiire

M ={zeR": |z| =1 und =z, > 0},

so konnen wir diese als Graph der Funktion h: B1(0)"~! — R mit h(z') = \/1 — |2/]2 fiir 2/ € By (0)" !
darstellen. Wegen Vh(z') = —a’/h(z’) gilt fiir die Gramsche Determinante

L P
g(=") 1+|h(:17’)|2 |h(a')]2

fiir 2’ € B1(0)" L. Folglich gilt fiir jede summierbare Funktionen f: M — R die Formel

x)dS"(z) = ' TP a1 (@),
[ f@as@ = [ IR g e )

Reskalierungen und Verschiebungen. Ist M eine d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltig-
keit im R™, g € R™ und r € (0, 00), so ist auch die Menge xg + rM wieder eine d-dimensionale diffe-
renzierbare Untermannigfaltigkeit im R™. Eine Funkion f: zg + M — R ist genau dann summierbar
auf zo + rM, wenn die Funktion M > z — f(x¢ + rz) auf M summierbar ist, und in diesem Fall kann
man sich einfach iiberlegen, dass sich die Integrale iiber

/ F)dsiy) =1t [ feo +re)dSi(z) (4.2)
xo+rM M

transformieren und damit insbesondere der Zusammenhang
S (xo +rM) = riS4(M)

gilt. Um dies einzusehen, bemerken wir, dass ein Atlas {p;: V] — M NUj;}jeq1,... .~y fiir M in Relation
mit dem Atlas {x¢ + r¢;}j € {1,..., N} fur g + rM steht. Die entsprechenden Gramschen Determi-
nanten fiir die j-te Karte unterscheiden sich gerade um die Faktor 2, der sich dann (in der Wurzel)
bei der Berechnung der Integrale wiederfindet.

Polarkoordinaten. Die (n — 1)-dimensionale Einheitssphire S"~! und ebenso jede Reskalierung
rS"~t = 9B,(0) mit r € (0,00) sind (n — 1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeiten.
Ahnlich wie beim Satz von Fubini kann man nun das Integral einer summierbaren Funktion auf dem R”
durch sukzessive Integration iiber die Kugelschalen 7S™~1 fiir alle r € (0, 00) gewinnen.

Lemma 4.13. Es sei f € LY(R"™). Dann ist f fast fiir alle r € (0,00) diber die Sphére OB,.(0) sum-
mierbar und es gilt

. > n—1 r
[ty / /8 o J08S 7 )
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Beweis. Da wir den R™ bis auf die £"-Nullmenge R"~! x {0} in oberen und unteren Halbraum H¥ :=
{z € R": z,, € R} zerlegen konnen, diirfen wir im Folgenden annehmen, dass f = fl+ gilt, d.h.,
dass die f auflerhalb von der oberen Halbebene H™ verschwindet.

Wir betrachten nun die Abbildung ¢: B;(0)"~! x (0,00) — H™T definiert iiber

(@', r) = (ra’,ry/1 — |2/|2) fiir 2’ € B1(0)" ! und r € (0, 00).

Fiir diese Abbildung kann man leicht die Bijektivitét verifizeren. Zudem ist sie glatt mit Ableitung

"L (n—1)x(n—1) ! n—1

Dy(a!,r) = / = det Dp(a!,r) = —
p(a’,r) _r 13,/‘2 m et Do(a’,r)

JI-[2]?

(beispielsweise durch Entwicklung nach der letzten Spalte), und das D¢ nirgends auf B;(0)"~! x (0, o)
verschwindet, folgt nach dem Umkehrsatz auch die Glattheit der Umkehrfunktion. Insgesamt ist somit
insbesondere gezeigt, dass ¢ ein Diffeomorphismus von B;(0)"~! x (0,0) in den oberen Halbraum H ™
ist.

Wenden wir nun die Transformationsformel aus Satz und den Satz von Fubini an, erhalten
wir zunéchst

f(a) di = / £ (o ()| det Do) |dL™ (o', )
B1(0)»—1x(0,00)

,
= flra',r/1 = |2/ ) ———=
/31(0 n=1x(0,00) Ve 2|2
1
= flra’ ry/1 — |2/ |2) ———z L™ (2" )" L dr.
/o /B (0)n—1 V1= |2']?

Schreiben wir nun das innere Integral iiber Beispiel |4.12] m sowie die Reskalierung (4.2)) um als

acr(x',r)

— 1—n dSn—l ,
r /8 o (0w

so ergibt sich direkt die Behauptung. O
Beispiel 4.14.

(i) Integration einer rotationssymmetrischen Funktion: ist f € L*(R™) mit f(z) = f(|z|) fiir alle
x € R™ und eine Funktion f, so gilt mit Reskalierung

R"f dx_/ /aB(O) s™ ™ wydr

= [T somoniear =5t omo) [T i

0

(ii) Berechnung der Kugeloberfliche: Uber (i) setzen wir zunichst das n-dimensionale Kugelvolumen
und die (n — 1)-dimensionale Kugeloberfliche in Relation und erhalten

ETL(BI(O)) :‘/]Rn ]lBl(O) dx
/1/ —1 —1 ' —1 L onaa
= 1dS™ ™ (y)dr = S™ (331(0))/ r"tdr = =S""(0B1(0)).
0 JoB.(0 0 n

Da wir in Beispiel 2.71| bereits eine Formel fiir das Kugelvolumen berechnet haben, folgt nun sofort
auch eine entsprechende Formel fiir die Kugeloberfléche.
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4.2 Der Satz von Gaull

Der Gauflsche Integralsatz ist das mehrdimensionale Analogon zum Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

b
/ f(2)dz = f(b) - f(a)

fiir stetig differenzierbare Funktionen f in einer Verédnderlichen. Beim Gauflschen Integralsatz werden
wir im Wesentlichen auf der linken Seite iiber eine offene Menge des R™ anstelle eines Intervalls in R
integrieren, und auf der linken Seite werden wir iiber den (n— 1)-dimensionalen Rand der offenen Menge
im Sinne der Integration iiber Untermannigfaltigkeiten integrieren anstelle bei den beiden Randpunkten
{a,b} des Intervall auszuwerten. Beziiglich der Integranden wird der Integrand f’ aus der eindimen-
sionalen Situation durch die Divergenz eines Vektorfeldes ersetzt, die jeweils die Ableitung der k-ten
Komponente in die k-te Koordinatenrichtung beriicksichtigt, wohingegen fiir die Auswertung am Rand
das Vektorfeld nur in der Richtung des dufleren Einheitsnormalenvektors an den Rand beriicksichtigt
wird.

Um den GauBlschen Integralsatz formulieren zu konnen, wiederholen wir nun den Begriff der Di-
vergenz eines Vektorfeldes und beschéftigen uns dann mit zuléssigen Gebieten sowie deren dufleren
Einheitsnormalenvektors.

Divergenz eines partiell differenzierbaren Vektorfeldes. Eine Funktion f: U — R" fiir eine
offene Menge U C R”™ bezeichnen wir als Vektorfeld. Wir nennen ein solches Vektorfeld auf U partiell
differenzierbar (oder ein C*-Vektorfeld), falls jede Komponentenfunktion von f auf U partiell differen-
zierbar (oder eine C*-Funktion) ist. Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f: U — R™ definieren
wir zudem die Divergenz von f als die Abbildung div f: U — R mit

div f = Z 8kfk-
k=1

Gilt hierbar div f = 0 auf U, so nennen wir f auch divergenzfrei.

Mengen mit regulirem Rand und Einheitsnormalenfeld.

Definition 4.15 (regulirer, singuldrer Randpunkt). Es sei U eine offene Menge in R™. Wir nennen
einen Punkt p € OU einen reguliren Randpunkt von U, falls es ein ¢ > 0 und eine stetig differenzierbare
Funktion b: B,(p) — R gibt mit Db # 0 in B,(p) und

U N By(p) = {x € By(p): b(x) < 0}.

Ferner nennen wir einen Randpunkt in OU einen singuldren Randpunkt, falls er nicht regqulir ist. Die
Menge aller reguliren Randpunkt von U heifit der regulédre oder glatte Rand von U und wird mit 0,U
bezeichnet.

Bemerkung 4.16.
(1) Der Rand von U in der Nihe eines reguliren Randpunkts p wird lokal dargestellt als

(OU) N Bo(p) = {x € B,(p): b(z) = 0}.

Ist ndmlich b(z) < 0 oder b(z) > 0, so gilt diese strikte Ungleichung wegen der Stetigkeit von b
i einer ganzen Umgebung von x, so dass diese Umgebung im ersten Fall komplett in U und im
zweiten Fall komplett in R™ \ U enthalten ist. Folglich gilt in diesen Situationen x ¢ OU. Dies
zeigt, dass b(z) = 0 fir alle Punkte x € (OU) N By(p) gilt. Ist dagegen x € R™ mit b(z) = 0, so
folgt fiir jedes y € R™ nach der Kettenregel und der Definition des Gradienten

d
—| bz +ty) = Db(x)y = Vb(z) - y.
dt lt=0
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Wegen Db(x) # 0 kénnen wir speziell y = Vb(x)/|Vb(z)| wihlen und sehen, dass die Abbildung
t— b(x 4+ tVb(x)/|Vb(x)|]) monoton wichst. (4.3)

Mit der Voraussetzung b(x) = 0 finden wir dann in jeder Umgebung von x Punkte mit b < 0 und
b > 0, die also in U bzw. im Komplement R™ \ U liegen, so dass x € OU folgt.

(2) Mit der Charakterisierung einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeit aus Satz tiber lokale
requldr implizite Darstellung als Nullstellenmenge ist klar, dass es sich beim reguliren Rand 0,.U
einer offenen Menge U im R™ um eine (n—1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit
handelt. Thr Tangentialraum im Punkt p, also die Menge aller Vektoren, die man fiir eine in der
Untermannigfaltigkeit verlaufenden Kurve v: (—e,e) — 0,.U mit v(0) = p als Ableitung bei 0
erhalten kann, ist (n — 1)-dimensional und hat mittels der Abbildung b aus der Definition die
Darstellung

T,(0,U) = Kern(Db(p)) = {y € R": Db(p)y = 0}.

Lemma 4.17 (Existenz des dufleren Einheitsnormalenfelds auf dem reguléren Rand). Es sei U eine
offene Menge in R™. Es gibt eine eindeutige Abbildung v: 0,U — R"™, das duflere Einheitsnormalenfeld,
so dass fiir jedes p € 0,U die folgenden Eigenschaften gelten:

i) )l =1,
(ii) v(p) steht senkrecht auf dem Tangentialraum T,(0,U) an 0,U in p, d.h. v(p) € T,(0,U)*,
(iil) es existiert ein to >0 mit x —tv € U und x +tv € R*\ U fir alle t € (0,t9).

Dieses duflere Einheitsnormalenfeld hat mit einer Funktion b: By(p) — R wie in Definition auf
(0U) N B,(p) gerade die Form

Vb(x)

V) = 9o)]

fir alle x € (OU) N B,(p)

und erfiillt damit insbesondere v € C°(9,U, R™).

Beweis. Wir verifizieren zunéchst, dass die angegebene Abbildung fiir v die behaupteten Eigenschaf-
ten (i)—(iii) erfiillt. Wegen Db # 0 auf B,(p) ist der Ausdruck zunichst wohldefiniert und hat auch
die Linge 1. Aufgrund der Darstellung des Tangentialraums in Bemerkung [4.16| (2) steht der Vektor
Vb(p)/|Vb(p)| offensichtlich auch senkrecht auf T,,(9,U). Wegen und b(p) = 0 ist zudem auch die
Eigenschaft (iii) erfiillt. Die Eindeutigkeit folgt nun aus diesen Eigenschaften sowie der Tatsache, dass
T,(0,U)* ein eindimensionaler Unterraum des R™ ist. O

Beispiel 4.18. Fiir die Kugel B,.(0) vom Radius r im R"
haben wir iiber die Funktion b(x) = |z|?> — r? die Dar- _
stellung B,.(0) / v(z)

B, (0) = {z € R": b(z) < 0},

so dass der Rand 9B,.(0) nur aus reguliren Randpunk-
ten besteht und sogar nur mit einer einzigen Funkti- >
on b beschrieben werden kann. Das duflere Einheitsnor-
malenfeld ist in diesem Fall gegeben als die Funktion
v: 9B,(0) = R™ mit

v(z) = % fur alle z € 0B,.(0).
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Der Satz von Gaufl auf Quadern. Zur Motivation des Gauflschen Integralssatzes betrachten wir
zunéchst den Spezialfall eines offenen Quaders. Zwar sind nicht alle Randpunkte eines Quaders regulére
Randpunkte, jedoch stellt der Menge der singuldren Randpunkte beziiglich des (n — 1)-dimensionalen
Oberflichenmafles S”~! eine Nullmenge dar, so dass v in diesem Fall nicht definiert sein braucht.

Lemma 4.19. Es sei () ein offener Quader im R"™ mit nicht-leerem Inneren und f = (f1y---, fn) €in
auf einer offenen Umgebung von @Q stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ div f(x) dz = (z) - v(x)dS" ().
Q oQ

Beweis. Wir schreiben Q = (a,b) fiir geeignete Vektoren a,b € R™. Betrachten wir nun das dufere
Einheitsnormalenfeld auf den reguldren Randpunkten von 0@, so haben wir

v(z) = e fir z € 90,Q mit x), = by, fiir ein k € {1,...,n},
T —e fir z € 0,Q mit z = ay, fiir ein k € {1,...,n}.

Folglich werden auf der rechten Seite in der behaupteten Integralidentitit lediglich (die Summe von)
Integranden betrachtet, die auf allen bis auf zwei parallelen Seiten des Quaderrandes verschwinden. Um
einen solchen Integranden genauer zu untersuchen, betrachten wir eine auf einer offenen Umgebung
von @ stetig differenzierbare Funktion h. Wollen wir nun hv,, auf dQ nach dem Oberflichenmaf inte-
grieren, so konnen wir Q = Q' x (an, by,) fiir einen geeigneten Quader Q' C R™~! schreiben und miissen
fiir die Integration nur die beiden Seitenflichen Q' x {a,,} und Q' x {b,,} beriicksichtigen, die wir iiber die
Abbildungen @' > z — (2/,a,) bzw. Q' 3 x — (2/,b,) als (n— 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
parametrisieren kénnen. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sowie dem Satz[2.54]
von Fubini erhalten wir nun

v (x n—1 ) = l‘/ n—1 I/ o :E/ an n—1 I,
[ r@w@is @ = [ e byaeta) - [ o) ae@)

’

b'n,
:/ / 8nh(x’scn)dscnd£"_1(x’):/ Oph(z) dx.
Q Jan Q

R
A
bpf----- T
- Q —_—
Apft - - ---
.
Q/ > ]Rn—l

Vollkommen analog ergibt sich

h(@)vi(2)dS™ (z) = / Oeh(z)dz fir ke {1,...,n}

8Q Q

und die Aussage des Lemmas folgt dann mit der Summation dieser Identitéiten mit der Wahl h = f,. O
Der Satz von Gaufl auf C'-Gebieten. Im Folgenden soll die Aussage von Lemma nun auf

beschrénkte offene Mengen U erweitert werden, fiir die U = 9,.U gilt, also so dass alle Randpunkte
von U regulér sind.
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Satz 4.20 (Satz von Gau$ fiir C’l—gebiete). Es sei U eine beschrinkte, offene Menge in R™ mit OU =
0,U. Fiir jedes Vektorfeld f € C°(U;R™) N CH(U;R™) mit div f € L*(U) gilt

/ div f(x)dz = f(z)-v(z)ds™ ().
U oU

Wir beweisen diese Aussage, indem wir zunéchst Funktionen betrachten, die kompakten Triger
in U haben (so dass der Integrand des Oberfldchenintegrals auf dem kompletten Rand verschwindet),
dann Randstiicke betrachten, die (bis auf eine Bewegung) als Funktionsgraph gegeben sind, und diese
Resultate iiber eine glatte Zerlegung der Eins dann zusammenfiigen. Der Einfachheit halber betrachten
wir fiir diese speziellen Félle im Folgenden anstelle von Vektorfeldern f nur skalarwertige Funktionen
(die fiir eine einzelne Komponentenfunktion stehen).

ou

Q/ C Rnfl :

Wir wenden uns nun dem erster Spezialfall zu, dass wir eine Funktion f betrachten, die kompakten
Tréager in der Menge U hat.

Lemma 4.21. Es sei U eine offene Menge in R™. Fiir jede Funktion f € C}(U) mit kompaktem Triger
n U gilt

/akf(x)darzo fir alle k € {1,...,n}.
U

Beweis. Ohne Einschrinkung diirfen wir & = n annehmen, da der Fall & # n sich dann aus Symmetrie-
griinden ergibt. Wir setzen nun f als Funktion f auf R\ U durch 0 fort und haben somit f € C}(R™).
Wegen des kompakten Trigers ist 9y, f auf R™ summierbar, und die Behauptung des Lemmas folgt dann
iiber den Satz [2.54] von Fubini sowie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung iiber

/U@nf(x)darz/nanf(x)dz
:/}Rnil/R@nf(x',xn)dﬁl(mn)dﬁn’l(x'):/]Rnil()dﬁnfl(a:’):() O

Als Nichstes behandeln wir den zweiten Spezialfall, dass wir f nur in der Nihe eines Randstiickes
nicht verschwindet, das lokal als Funktionsgraph iiber einem (n — 1)-dimensionalen Quader dargestellt
werden kann.

Lemma 4.22. FEs sei Q' ein offener Quader in R"™1, h: Q' = R eine C'-Funktion, und

A={zeR™: 2 €Q undz, < h(a')},
M ={zeR": 2 €Q und x, = h(z")}.
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Fiir jede Funktion f € C°(A) N CY(A) mit Vf € L*(A;R™) und f = 0 in A\ K fiir eine kompakte
Menge K C Q" x R gilt

/ Orf(x)dx = / f(x)vp(x)dS™ (z)  fiir alle k € {1,...,n},
A M

wobei v das duflere Finheitsnormalenfeld zu A bezeichne, das auf M C 0,.A gerade gegeben ist durch

(—=O1h(@"), ..., —Bn_1h(z’),1)T

ur x € M.
1+ |Vh(z)|? f

v(z) =v(a' x,) =

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass fiir jeden Randpunkt p € M ein p > 0 existiert mit B,(p) C
Q' x R. Betrachten wir nun die C'-Funktion b: Q' x R mit b(x) = x,, — h(2’) fiir alle 2’ € Q" und
T, € R, so gilt offensichtlich

AN B,(p) ={z € B,(p): b(z) < 0},

so dass die angegebene Darstellung des dufleren Einheitsnormalenfeldes aus Lemma folgt.
Im Folgenden miissen wir aus einem technischen Grund (um den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung korrekt anwenden zu konnen) auf einem um ein € > 0 nach unten verschobenem Gebiet

A.={r eR": 2’ € Q und z,, < h(z') — &}

arbeiten, dort eine entsprechende Integrationsformel zeigen und am Ende des Limes ¢ — 0 betrachten,
um schlieBlich die Aussage des Lemmas zu erhalten. Mit dem Satz[2.54] von Fubini bemerken wir zunéchst

h(z")—e
/AE O f(x)de = // /_Oo O f (2, ) dzy, da’ (4.4)

und wollen nun die rechte Seite geeignet umformen. Wir betrachten zunéchst den Fall £ = n. Indem wir
das innere Integral von (4.4]) mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung auswerten,
erhalten wir

/ Onf(z)dx = f(@' (') —e)da'. (4.5)
A Q'

Im Fall k € {1,...,n — 1} schen wir fiir die Hilfsfunktion F': @’ — R definiert durch

h(z')—e
F(2') = / f(@' zy,) de, firx €@

— 00

durch Differentiation parameterabhéngiger Integrale sowie die Anwendung der Kettenregel in Verbin-
dung mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

h(z")—e
akF(w/) = / 8kf($/7 mn) dx, + f(SL‘/, h(l‘/) - E)akh(x/)'

Beriicksichtigen wir nun die Voraussetzung, dass f =0 in A\ K fiir eine kompakte Menge K C Q' x R
gilt, sehen wir dass F kompakten Triger in @’ haben muss, also F' € C}(Q’) gilt. Gemiifl Lemma
muss das Integral von JiF iiber Q' also verschwinden, so dass wir (4.4) umformen kénnen zu

/ Ouf(@)de = — [ F' h(2) — )Oph(z') da’ Fir ke {1,....n—1}. (4.6)
AE Ql
Wir wollen nun in den Identitéiten (4.5) und (4.6) zum Limes & — 0 iibergehen. Auf der linken Seite

konnen wir dafiir die punktweise Konvergenz O, fl4, — Orf auf A und die Voraussetzung Vf €
L'(A;R™) nutzen, um mit dem Satz von der dominierten Konvergenz

lim 5kf(:c)dx:/6kf(:c)dx fir ke {1,...,n}
e—0 A. A
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zu folgern. Auf der rechten Seite diirfen wir wegen der Stetigkeit des Integranden mit kompaktem
Tréger Korollar zur Stetigkeit parameterabhéngiger Integrale anwenden und erhalten dadurch mit

der Abkiirzung N (') = (=01h(2'),...,—0n_1h(2'),1)T fiir 2’ € Q'
lir% f(@' h(z") — e)Ny(2") dz’ = f(@' h(2"))Ni(2') da' fiir k € {1,...,n}.
E—r Q/ Q/

Um dieses Integral nun als Integration iiber die Untermannigfaltigkeit M auffassen zu kénnen, bemerken
wir, dass wir M iiber die Abbildung Q' 3 2’ — (2/, h(a’)) parametrisieren kénnen. Dies ist genau die
Situation der Integration iiber einem Funktionsgraphen, fiir den wir als Gramsche Determinante gerade
g(x') = 1+|Vh(z")|* haben. Mit der Darstellung des duferen Einheitsnormalenfeldes erhalten wir damit
insgesamt

/ Of(x)de = | f(a', h(z"))Ni(z) da’ :/ f(@)vy(x) dS™ (x)
A Q' o
fiir k € {1,...,n}, so dass der Beweis des Lemmas abgeschlossen ist. O

Bemerkung 4.23.

(1) Insbesondere ist fiir jede Funktion f € Cg(Q" x R) die Voraussetzung des Lemmas dass
feC(A)nCHA) mit Vf € LY(A;R") und f =0 in A\ K fiir die spezielle kompakte Menge
K = spt(f) erfillt.

(2) Lokal um jeden reguliren Randpunkt p einer offenen Menge U C R™ ist man — bis auf gegebe-
nenfalls die Vertauschung von Koordinaten und eine Inversion x — —x — in der Situation wie in

Lemma d.h. es gibt einen offenen Quader Q' C R"™' um p', ein offenes Intervall I C R
um py, und eine Funktion h € C*(Q',I) mit

UNQ xI)={(z',2,) € Q' x I:x, <h(z")},
ounN@Q xI)={(2",2,) € Q xI: 1z, =h(z')}.

Beweis von Bemerkung (2). Wegen p € 9,.U finden wir nach der Definition eines reguliren
Randpunktes ein ¢ > 0 und eine stetig differenzierbare Abbildung b: B,(p) — R mit Db # 0 in B,(p)
sowie

UNB,(p) ={z € By(p): b(z) < 0},

OU N B,(p) = {z € B,(p): b(z) =0}
(und damit insbesondere b(p) = 0). Gegebenenfalls nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten,
einer Inversion  — —z und einer Verkleinerung von p diirfen wir dann 9,,b > 0 in B,(p) annehmen.
Wenden wir nun den Satz iiber implizite Funktionen an, finden wir eine offene Menge Q' um p’ ¢ R*~!

— ohne Einschrinkung einen Quader — und ein offenes Intervall I C R um p,, so dass die Nullstellen
von b in der Menge Q' x I C B,(p) der Graph einer C''-Funktion h € C*(Q'; I) sind, also

b)Y N (Q' x I) = {(2,2,) € Q' x I: 2, = h(z')},

womit nach Wahl von b die zweite Identitét gezeigt ist. Wegen der Wahl von b sowie der Ungleichung
Onb > 0in Q' x I haben wir fiir z’ € Q' und z,, € I auflerdem die Aquivalenzen

(' zp) €U & b, z,) <b@ W) & z, <h@),
so dass auch die andere behauptete Identitdt bewiesen ist. O

Mithilfe der bereits betrachteten speziellen Situationen aus Lemma[.2]fiir das Innere und Lemm
fiir den Rand kénnen wir nun schliefilich den Satz von GauB fiir C'-Gebiete beweisen.
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Beweis von Satz [£20. Da U noch Voraussetzung eine offene, beschrinkte Menge aus dem R" ist, deren
Rand nur aus reguldren Randpunkten besteht, finden wir fiir jedes p € OU, gegebenenfalls nach Vertau-
schung von Koordinaten und einer Inversion x — —x, einen Quader Q’(p) C R"~! um p/, ein Intervall
I(p) C R™ um p,, und eine Funktion h(p) € C1(Q'(p), I(p)), so dass mit U(p) := Q’(p) x I(p)

UNU(p) =A{(',zn) € Ulp): xn < h(z")},
oUNU(p) ={(2',2a) €U(p): zn = h(z')}

gilt. Da der Rand OU eine kompakte Menge ist, kénnen wir ihn mit nur endlich vielen solcher offenen
Mengen Uy, ..., Uy iiberdecken, und nehmen wir noch Uy = U selbst hinzu, so stellt {Uj};eqo,1,....51
eine offene Uberdeckung von U dar. Nun wihlen wir eine der Uberdeckung {U;} je{o,1,...,N} untergeord-
nete, glatte Zerlegung {1} je{o0,1,....n} der Eins gema8 Lemma Nach Konstruktion hat die Funktion
1o f einen kompakten Triger in U, so dass wir (auf jede einzelne Komponente) die Aussage von Lem-
ma anwenden konnen. Die Funktionen v; f dagegen haben ihren Tréger in einer kompakten Menge
in U; fiir j € {1,..., N}, so dass wir hier die Aussage von Lemma anwenden konnen (man beachte
dabei, dass die Menge A; gerade U NU; und die Menge M dem Randstiick OU N U; entspricht). Durch
Summation der einzelnen partiellen Ableitungen 0 fr bzw. Komponenten von f in Richtung der &ufleren
Einheitsnormalenkomponent fyvy iiber k € {1,...,n} erhalten wir so die gewiinschte Aussage:

N
/Udlv f(z)dx = /U0 div(¢o f(x)) dx + ; /UmUj div(y; f(z)) dx

n N n
= /U > (wofi(x)) de + ; /U > 0k fr(x)) da

k=1 nUj =1

N n
) ; /aUmU, Z Vi fu(@)vr () dS" (@)

J k=1

N
=> / W f(x) - v(z)dS" Y (z) = (z) - v(z)dS" (x). O

=1 Jounu; U
Bemerkung 4.24. Wie wir bereits in Lemma [£.19] anhand der Version des Satzes von Gaufy auf Qua-
dern gesehen haben, ist die Voraussetzung des Satzes von Gaufs, dass alle Randpunkte der Menge U
requldr sind, nicht notwendig. Tatsdchlich gilt der Satz von Gauf auch auf beschrinkten Gebieten U, so
dass die Menge der singuldren Randpunkte vernachlissigbar und die Menge der regquldren Randpunkte
von endlichem Mafe hinsichtlich des (n — 1)-dimensionalen Oberflichenmafes ist. Insbesondere ist dies
der Fall, wenn der Rand OU aus zusammengesetzten C'-Teilstiicken besteht. In diesem Fall muss der
Beweis des Gaufischen Integralsatzes nur wenig adaptiert werden:

e Die Aussage des Gaufischen Integralsatzes gilt auf diesen Gebieten, wenn man zusdtzlich fordert,
dass das Vektorfeld f in einer Umgebung der Menge der singuldren Randpunkte verschwindet.

o Fir vorgegebenes € > 0 kann die Menge der singuldren Randpunkte mit endlich vielen offenen
Quadern Wy, ..., Wy, mit Kantenlinge r1,...,ry aus dem R™ dberdeckt werden, die hinsichtlich
des Oberflichenmafles hichstens Maf$ € haben, also mit

U\o.U C UW@ und Zr?fl <e.
(=1 (=1

o Zu diesen Quadern Wy, ..., Wy, wdhlt man eine stetig differenzierbare Funktion w. mit 0 < w, <1
m R™ mit . .
we =0 in UWg und wEEOin]R”\U2Wz
=1 =1
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(wobei fiir einen Quader W der konzentrische vergrifierte Quader mit doppelten Kantenlingen
mit 2W notiert wird).

e Betrachtet man nun die Funktion f. = w.f, so verschwindet diese in einer Umgebung der sin-
guldren Randpunkten. Damit darf die obige verallgemeinerte Version des Satzes von Gaufl ange-
wandt werden und liefert die Identitdt

/ div fo(z) dz = fo(2) - v(z)dS™ (z).
U oU

o Schliefllich folgert man die Aussage des Satzes von Gauf fir f anstelle von fe, indem man zum
Limes € \, 0 tibergeht. Auf der rechten Seite der vorherigen Identitit nutzt man die Aufteilung
des Integranden

div fo = w. div f + Vwe - f,

deren erster Term punktweise gegen div f konvergiert, so dass der Satz iiber dominierte Konvergenz
ausgenutzt werden kann. Der zweite Term hingegen liefert nur einen e-Beitrag, wie man sich tiber
das Gesamtmafl der Quader und eine Abschitzung fir Vw. tberlegen kann. Auf der linken Seite
kann man wegen der Beschrinktheit von f, dem endlichen Oberflichenmafl des Randes und der
punktweisen Konvergenz w. — 1 auf 0,.U ebenfalls dominierte Konvergenz anwenden und so den
Beweis abschliefien.

Beispiel 4.25. Wir betrachten auf der n-dimensionalen Kugel B,.(0) C R™ mit Radius 7 > 0 das
Vektorfeld f: B,(0) — R™ mit f(x) = z fir alle z € B,(0). Mit div f = n und dem &ufleren Einheits-
normalenfeld v(x) = z/|z| erhalten wir fiir das Integral von div f auf B,(0)

/ div f(z) dz = nL"(B,(0))
B-(0)

und fiir das Oberfliichenintegral von f - v auf 9B,.(0)

/ F@) - v(2) dS"(z) = / 1212 ggn=1(2) = rsn1(08,(0)).
9B, (0)

2B,(0) |Z|
Uber den Satz folgt damit direkt der Zusammenhang
nL"(B(0)) = rS"~H(9B,(0))

zwischen dem Volumen der r-Kugel und dem Oberflichenmafl ihres Randes.

Mathematische Anwendungen des Satzes von Gaufl. Aus dem Satz [£:20] von GauB} ergeben
sich nun einige niitzliche Rechenregeln fiir mehrdimensionale Integrale, die sich insbesondere fiir die
Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen fiir niitzlich erweisen. Die erste Anwendung ist die
Verallgemeinerung der Rechenregel der partiellen Integration.

Korollar 4.26 (partielle Integration). Es sei U eine beschrinkte, offene Menge in R™ mit OU = 0,.U.
Firk € {1,...,n} und Funktionen u,v € C°(U) N CY(U) mit Oxu,dpv € L*(U;R™) gilt

/ Opu(z)v(z) de = / u(z)v(x)vg(z) dS™ 1 (z) — / u(z)Opv(z) de.

U ou U

Beweis. Wir betrachten fiir & € {1,...,n} das Vektorfeld f = wvey, das aufgrund der Regularitéts-
und Integrabilitdtsannahmen an die Funktionen u und v die Voraussetzungen des Satzes [£.20] von Gauf}
erfiillt. Dessen Anwendung zeigt nun direkt die behauptete Aussage. O

Die zweite Anwendung sind die Greenschen Formeln, bei der wir fiir eine Funktion v € C*(U) und
x € JU die Richtungsableitung in Richtung des Einheitsnormalenvektors v(x) mit d,u(x) := Du(x)v(x)
notieren.
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Korollar 4.27 (Greensche Formeln). Es sei U eine beschrinkte, offene Menge in R"™ mit OU = 0,.U.
Fiir Punktionen u,v € C*(U) N C?(U) mit Au,Av € L' (U) gelten die erste Greensche Formel und
zweite Greensche Formel

/U V() - Vo(x) da = /8 u@)0,0(a) 45" ) - / w(@)Ao(z) do

U

und die zweite Greensche Formel

/ (u(z)Av(z) — Au(z)v(z)) do = / (u(z)dpv(z) — dyu(z)v(z)) dS™ ().
U

ou

Beweis. Die erste Greensche Formel folgt, indem wir die partielle Integrationsformel aus Korollar [£:26]

auf Opv anstelle von v anwenden und dann iiber k € {1,...,n} summieren. Die zweite Greensche Formel
ergibt sich dann aus der ersten Greenschen Formel, wenn man sie einmal auf u,v und einmal auf v, u
anwendet. O

Anwendung in der Modellierung. Der Satz [£.20] von Gau$} wird insbesondere genutzt, um die die
Erhaltung von Masse (oder Impuls oder Energie) zu beschreiben. Zur Veranschaulichung betrachten
wir einen Stoff, dessen Konzentration iiber eine zeitlich und rdumlich variable Dichte u(x,t) beschrie-
ben wird. Die zeitliche Veriinderung des Stoffes in einem C!-Testvolumen V wird (unter hinreichender

Regularitit von u) durch
d
—/ u(x,t) dx:/ Opu(zx,t) dx
dt Jy v

ausgeriickt. Diese zeitliche Anderung des Stoffes kann nur dadurch geschehen, dass der Stoff aus dem
Testvolumen heraus oder in das Testvolumen hinflieit. Hierfiir ist die Flussdichte F (das Produkt
aus Konzentration des Stoffes mit dem Vektorfeld der FlieBgeschwindigkeit) relevant, und diese nur in
Richtung des dufleren Einheitsnormalenfeldes. Als zweite Formel erhalten wir daher

i u(x r=— x,t) - vz =1y
G | vt == [ Fat)-vie) i),

wobei sich das Vorzeichen auf der rechten Seite durch die Uberlegung ergibt, dass der Stoff weniger wird
(also die Ableitung negativ sein muss), wenn der Stoff aus dem Gebiet hinausfliet. Wenden wir nun
den Satz von Gauf} auf der rechten Seite an, so erhalten wir insgesamt

/ (Oyu(z,t) + divy F(z,t)) do = 0.
v

Betrachten wir nun als Testvolumina speziell Kugel B,.(z) und nehmen den Mittelwert, so ergibt sich
im Limes r \, 0 (wieder unter Annahme hinreichender Regularitiit)

Opu(z, t) + div, F(x,t) = 0.
In einigen relevanten Fillen ist die Flussdichte f proportional zum Konzentrationsgradienten, also f =
—aVu(t,z) (z.B. fir Wiarme begriindet durch das Fouriersche Gesetz und fiir Fliissigkeiten und Gase

durch das Ficksche Gesetz, jeweils mit a > 0, da der Fluss von Gebieten hoher Konzentration zu Gebieten
niedriger Konzentration geht). Dieser Ansatz fithrt auf die Diffusions- oder Wirmeleitungsgleichung

Opu(z,t) = Agu(x,t).

Befindet sich die Konzentration im Gleichgewicht, so dass es keine zeitliche Anderungen ergibt, reduziert
sich diese Gleichung auf die Laplacegleichung Au = 0.
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4.3 Der Satz von Stokes

Ein weiterer wichtiger Integralsatz der Analysis ist der Satz von Stokes, bei dem es um die Integration
auf (orientierbaren) d-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R™ geht. Dieser wird allgemein fiir
Differentialformen formuliert und bewiesen, und wir betrachten hier vor allem Spezialfille in zwei und
drei Dimensionen.

Der Satz von Green in zwei Dimensionen. Wir betrachten eine offene Menge U C R2. Fiir ein
partiell differenzierbares Vektorfeld f: U — R? definieren wir die Rotation von f als die Abbildung
rot f: U — R mit

rot f = 01 f2 — D2 f1.

Gilt hierbei rot f = 0 auf U, so nennen wir f auch rotationsfrei. Wir nehmen nun an, dass U beschréankt

ist mit OU = 0,U, so dass fiir alle Punkte p € OU eine Funktion b: B,(p) — R mit Db # 0 in B,(p)

und U N B,(p) = {z € By(p): b(z) < 0} existiert. In Lemma haben wir bereits gesehen, dass

ein eindeutiges duBeres Einheitsnormalenfeild v: U — R? existiert, das stetig ist und mithilfe der
Funktion b die Form

Vb(zx)

V)= 9t

fiir alle z € (OU) N B,(p)

hat. Der Tangentialraum an die eindimensionale Untermannigfaltigkeit QU ist in diesem Fall eindimen-
sional und fiir € (OU) N B,(p) gerade gegeben durch Kern(Db(z)). Wir kénnen nun eine Funktion
7: OU — R? iiber die Vorschrift 7(x) := (—va(x),v1(2))T fiir # € OU einfithren, und diese erfiillt die
Eigenschaften

() (@) =1, o(2)

(ii) 7(z) gehort zum Tangentialraum T,(8U)
an U in z, d.h. 7(p) € T,(9U),

~—

und der Vektor 7(x) geht aus dem &ufleren Ein- T(z
heitsnormalenvektor v(z) durch eine Drehung um

einen 90°-Winkel in mathematisch positiver Rich-

tung hervor.

In dieser Situation entspricht die Integration der Rotation eines reguliren Vektorfeldes f iiber der
zweidimensionalen Menge U gerade dem Kurvenintegral des tangentialen Anteils f - 7 von f iiber den
eindimensionalen Rand 0U.

Satz 4.28 (Satz von Green fiir zweidimensionale CliGebiete). Es sei U eine beschrinkte, offene Menge
in R? mit OU = 0,U. Fiir jedes Vektorfeld f € C°(U;R?) N CH(U;R?) mit rot f € LY(U) gilt

/ vot f(@)dz = | f(z)-7(x)dS (z).
U oU

Beweis. Wir definieren ein Vektorfeld g € CO(U;R?) N CH(U;R?) iiber g(x) = (f2(x), —fi(x))” fiir
x € U. Nach Definition der Rotation und des Tangentialvektorfeldes 7 haben wir nun

rot f=01fo —0sf1 =divg und f-71=—firo+fo-v1 =91

Wegen divg € L'(U) kénnen wir nun den Satz von Gaufl anwenden und erhalten

/Urot f(x)dx = /Udiv g(z)dx = /3U g(z) - v(x)dS*(z) = (z) - 7(x) dS*(x). O

oU
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Klassischer Integralsatz von Stokes in drei Dimensionen. Wir wollen nun den Satz [£:28] von
Green auf zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten des R? verallgemeinern. Dazu betrachten wir eine
offene Menge U C R3, die die Untermannigfaltigkeit komplett enthalten soll, und ein differenzierbares
Vektorfeld f € C(U;R?). Motiviert durch die Spezialfille, dass man als Untermannigfaltigkeiten re-
lativ offene Mengen in den unterschiedlichen zweidimensionalen Ebenen entlang der Koordinatenlinien
betrachten konnte, spielt nun die Rotation rot f: U — R von f definiert iiber

32f3 - 83]02 3
rot f:==[03f1 —O0i1f3 | = Z ei€ijk0; Fy
O1fa — 02 f1 i,5,k=1

eine entscheidende Rolle, wobei auf der rechten Seite zur Abkiirzung der Schreibweise der total anti-
symmetrische Tensor €: {1,2,3}® — {—1,0, 1} verwendet wurde, der eindeutig durch die Beziehungen

€ijk = €jki, €ijk = —€jik, €123 = 1

fiir 4, 7,k € {1,2,3} definiert ist. Aufgrund der formalen Analogie mit dem Kreuzprodukt x : R3 x R3 —
R3, das fiir Vektoren v, w € R® definiert ist als

VW3 — V3W2 3
VXW=|v3wW; —1w3 | = E €i€ijkVj Wk
V1W2 — VW1 i,7,k=1

schreibt man héufig auch rot f = V x f. Beachtet man die Rechnung

3
(vxw) u= Z €k v;wy = det(u, v, w) = det(v, w, u)
1,4,k=1

fiir einen weiteren Vektor u € R3, so erkennt man anhand der moglichen Wahlen u = v bzw. u = w, dass
der Vektor v x w senkrecht auf beiden Vektoren v und w steht. Aulerdem kann man einfach nachrechnen,
dass die Beziehung

v x wf? = o] |w]? — |v- w? (4.7)

gilt. Wir behandeln nun zunéchst den Spezialfall, dass eine Funktion nur auf dem Kartengebiet einer
einzigen Karte integriert wird.

Lemma 4.29. Es sei M eine 2-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit im R3, xo € M
und @: V' — M NU eine lokale Parametrisierung wie in Satz (iii) mat einer offenen Umgebung V'
von 0 in R? und einer offenen Umgebung U von zo in R3. Fiir jedes Vektorfeld f € C*(U;R?) und jede
beschrinkte, offene Menge W' C V' mit OW' = 0, W' gilt

/ rotf~nd52:/ f-tdS?t,
(W) P(OW’)

wobei die Vektorfelder t: (OW') — R? und n: o(W') — R? gegeben sind durch

= VeT ol und n= 78190 X O ot
IVer| |01 X 020
Skizze des Beweises.
Schritt 1: Umschreiben des Randintegrals als
/ f-tds? :/ (f o) DprdS* (4.8)
w(OW) oW’

(beachte: bei den Integrationsgebieten handelt es sich jeweils um eindimensionale Untermannigfaltigkeit,
aber links im R? und rechts im R?). Wir betrachten ein offenes Intervall I C R und eine Parametrisierung
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Y: I — OW' (mit ¢’ # 0 auf I). Da die Kurve 1 komplett in W’ verlduft, ist ihre Ableitung jeweils
im Tangentialraum zu OW’, und nach gegebenenfalls einer Umorientierung diirfen wir 7o ¢ = ¢’ /|¢'|
annehmen. Nach Definition der Integration auf differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten, einmal
angewandt fiir (¢ o ¢)(I) und einmal fiir ¢)(I) (beachte, dass die Gramsche Determinante jeweils nur
der Betrag der Ableitung ist), erhalten wir

/ f.tdsl:/(fogpozﬁ)~(to<poq/))|(gpow)/|d[,1
(po)(I) I

:/((foso)ow) ((to @) o ¥)|(Dgp o )| dL?

I

= o o . VSDT o) o T O ! 1
= [ @orov)- (G2 o) I(Dg 0w o vl ¥/t

- / (Fop)ow) - (Vor) o) || dL?

I
_ / (f o) DordS.
W)

Wenden wir nun die Zerlegung der Eins an, um die Mengen ¢(0W') und OW’ mit Bildern der Form (po
¥)(I) und ¥(I) zu iiberdecken, ergibt sich die Behauptung.

Schritt 2: Anwendung des Satzes von Green fir die zwei-dimensionale Menge W’ und Umschreiben
den Flichenintegrals unter der Annahme ¢ € C?(V',U). Auf der rechten Seite der Identitiit
integrieren wir iiber den tangentialen Anteil einer Funktion g: W’ — R2, die gegeben ist durch g :=
(fop) Dy. Dieses Kurvenintegral entspricht nun gerade dem Integral der Rotation rot g (fiir Vektorfelder
nach R?) iiber W', die wir nun {iber Ableitungsterme von f und ¢ ausdriicken. Mit der Produkt- und
Kettenregel sehen wir zunéchst

3
0(0) = Y- 5 (fro vl g @)

3

3
B ofo O, Opy D
= Z%;l = (p(x)) o, (fﬂ)faxk () + ;::1 frop(x) D000 ()

Fiir die Rotation fillt der zweite Summand auf der rechten Seite wegen der Symmetrie der zweiten
Ableitungen weg und wir erhalten

3

rot g = 0192 — 0291 =
L,m=1

Ofe | [9¢m Ope _ Oom Ope
Y, L4 0x1 0x2 Oxo 011

Da der eckige Termin antisymmetrisch in den Indizes m, ¢ ist, schreiben wir diesen Termin zunéchst
iiber die Definition der Rotation (fiir Vektorfelder nach R3) und des Kreuzproduktes um zu

3
8 a’m a 7na
rotg = [ fZW— / 04 7 7L — (vot f) o - (1p X Dap)-

aym 8:1/2 8%1 83:2

£,m=1

Uber den Satz m von Green haben wir bisher
/ (fop) Dot dst = / rot gdL? = / (rot f) o - (D1 X Do) dr? (4.9)
6WI ! 1

gezeigt und miissen nun noch das Integral auf der rechten Seite als Oberflichenintegral iiber (W)
ausdriicken. Um die Definition [£.6] der Integration auf differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten auszu-
nutzen, miissen wir noch die Gramsche Determinante berechnen. Uber die Formel erhalten wir

det (D))" D) = ((D@)"Dy),, ((Dp)T D), — ((Dp) " Dy)?,
= |01 |020|* — |01 - Dap|* = D10 x Do
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und mit der Definition von n ergibt sich dann

n o ¢(det ((DQQ)TDgﬁ))% = O1p X O20.

Eingesetzt in schlieflen wir nun auf
Ly Foorperds = [ (toinog) (now) (der (D) D) ag?
oW’ ’

= / rot f - ndS>.
(W)

Zusammen mit (4.8) schlieft dies den Beweis unter der Annahme ¢ € C#(V’,U) ab.
Schritt 3: Approzimationsargument fiir Funktionen o € CY(V',U). O
Orientierbare Untermannigfaltigkeiten.

Definition 4.30 (orientierbare Untermannigfaltigkeit). Es sei n € N, d € {1,...,n} und M eine
d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™.

(i) Sind ¢;: V] — M NU; = U; fir j € {1,2} zwei lokale requlire Parametrisierungen wie in
Satz (iil), so nennen wir diese gleichorientiert, wenn fiir U’ := U] N U, # 0 die Abbildung
w2l oo (U) = o3 (U)
des Kartenwechsels die Bedingung det(D(p5 " 0 1)) > 0 erfillt.

(ii) Wir bezeichnen M als orientierbar, wenn es einen Atlas aus gleichorientierten Karten gibt. In
diesem Fall bezeichnen wir den Atlas als orientiert.

Satz 4.31. Eine (n—1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit M des R™ ist genau dann
orientierbar, wenn es ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf M g¢ibt, also ein Vektorfeld v € C(M;R"™),
so dass fiir jedes x € M gilt:

(i) [v(x) =1,
(ii) v(x) steht senkrecht auf dem Tangentialraum T,M an M in x, d.h. v(z) € (T,M)*.

Beweis. Implikation =. Wir nehmen zunéchst an, dass M eine orientierbar ist, mit einem orientierten
Atlas. Ist @: V! — M N U eine lokale regulire Parametrisierungen wie in Satz (iii) und x € M N U,
so ist der (n — 1)-dimensionale Tangentialraum T, M an M in x gerade gegeben durch

T, M = Bild(Dy(v")) = span{d1¢(v'), ..., On_1p(v")}

mit v’ = ¢~ !(x) € V'. Wir wihlen nun den eindeutigen Einheitsvektor v(z) aus dem 1-dimensionalen
Normalraum (7, M)+ aus, so dass

det(v(x),010(v"), ..., 0n_10(v")) >0

erfiillt ist. Diese Wahl ist tatséchlich wohldefiniert: sind ndmlich ¢;: V) — M N U; fir j € {1, 2} zwei
lokale regulire Parametrisierungen des orientierten Atlas wie in Satz (iil) mit x € M NU; NU3 und
v1 (), va(x) die entsprechenden Wahlen des Einheitsvektor in (T, M)+, dann folgt mit der Kettenregel
fiir v} = ] (x) und v} = @, () unter dem Kartenwechsel ¢, ' o 1 (mit o5 ! o 1 (v1) = vg) der
Zusammenhang

Doy (vy) = D(p2 095" 091)(v]) = Da(v5) D5 " 0 1)(v)).
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Da die Parametrisierungen ¢; und o nach Wahl des Atlas gleichorientiert sind, folgt mit dem Deter-
minantenproduktsatz

det(va(z), 11(v]), .., On_1p1(v]))
= det(va(x), Dpa(v2)d1 (95 " 0 01)(v1), .- ., Dpa(v2)On-1(p3 " 0 1) (v1))

p p 1 0
= det ((1/2(90), O1p2(v3), ...y On—192(v3)) (O D(py' o 801)(1)3)) > > 0.
SchlieBlich ist die Abbildung v: M — R™ auch stetig, da die Ableitung der Kartenabbildung, die
Umkehrfunktion jeder Karte sowie die Determinante stetig sind.

Implikation <. Nun nehmen wir an, dass zu M ein Einheitsnormalenfeld v € C(M;R"™) mit
lv(z)| = 1 und v(z) € (T,,M)?* fiir alle z € M existiert. Zu z € M wihlen wir nun eine lokale regulire
Parametrisierungen ¢: V' — M N U mit x € M NU wie in Satz (iii). Indem wir gegebenenfalls V’
in einer Komponente spiegeln und verkleinern, diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass

det(v(p(v),010("), ..., 0n_10(0")) >0

tir alle v* € V' gilt. Diese Karten sind tatséchlich alle gleichorientiert: sind némlich ¢;: Vj’ — M NU;
fir j € {1,2} zwei solche lokale regulidre Parametrisierungen mit M N Uy N Uy # (), dann gilt fiir
x € MNU; NUy mit v} == ;' (z) und v} := ¢, *(x) beim Kartenwechsel p5 ' o ¢ mit einer analogen
Rechnung wie im Beweis der anderen Implikation

0 < det(v(z), 0101 (V). On_101(v]))

— det ((u(x), D192(0h); - - -, Ou—102(v3)) ((1) D(py! Sm)(ﬂi)) )

so dass notwendigerweise die Bedingung det(D(p5 Lo ©1)) > 0 in der Definition der gleichorientierten
Karten erfiillt sein muss. O

Beispiel 4.32.

(i) Die Einheitsphire S"~! ist eine orientierbare (n — 1)-dimensionale differenzierbare Untermannig-
faltigkeit des R™, denn in diesem Fall definiert die Funktion v: S~ — R™ definiert durch

viz)=x = L fir g e S0

ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf S~ 1.

(i) Essei U C R" offen und b: U — R stetig differenzierbar. Falls Db # 0 fiir alle x € b=1(0) gilt, dann
ist M = b=1(0) eine orientierbare (n — 1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit
des R™. In diesem Fall, dass die Untermannigfaltigkeit als Urbildmenge einer einzigen Funkion
geschrieben werden kann, folgt aus der Darstellung Kern(Db(z)) des Tangentialraum an M im
Punkt x € M, dass ein stetiges Einheitsnormalenfeld v: M — R™ durch die Vorschrift

o) o )

= firxe M
[Vb(z)|

definiert wird. Dies verallgemeinert das Beispiel aus (i), da die Einheitsphire S®~! als Nullstel-
lenmenge der Funktion b: R" — R mit b(z) = |2|?> — 1 fiir # € R™ geschrieben werden kann und
hierbei offensichtlich Db(z) = = # 0 fiir alle z € S"~! gilt.

(iii) Es sei M eine 2-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit im R?® orientierbar mit zu-
gehorigem orientiertem Atlas. Dann ist die Abbildung v: M — R3 mit

. O1p X Oap -1
v(z) = 7@1@ < O] o (x)
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fiir eine beliebige Karte ¢ um x aus dem orientierten Atlas wohldefiniert und ein stetiges Einheits-
normalenfeld (beachte dazu, dass das Bild von Dp(p~!(z)) den Tangentialraum T, M darstellt
und das Kreuzprodukt zweier Vektoren jeweils senkrecht auf diesen Vektoren steht).

(iv) Essei ¢: R x (—3, %) — R? definiert {iber

cos(s) s cos(s) o [0 11
w(s,t) = smo(s) +1t | cos (5) smo(s) + sin (§> (1) firseR, te (— 3 5)

Das Bild ¢(R x (—1,3)) = M wird als Mébius-Band bezeichnet. Man kann zeigen, dass M
eine 2-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R? ist, und als lokale regulire Pa-
rametrisierungen kann man hierbei Einschrankungen von ¢ auf geeignete offene Teilmengen des

Definitionsbereichs nehmen, etwa

01 = ¢lo2mx(-1,1): (0,21) X (=5, 3) = R3,

Jedoch ist M nicht orientierbar, was man sich anschau-
lich wie folgt iiberlegen kann: startet man an einem
Punkt z € M auf der schwarzen Linie und wahlt einen
der beiden moglichen Einheitsnormalenvektoren, so gibt
es nur eine Moglichkeit, mit einem stetigen Einheitsnor-
malenfeld die schwarze Linie entlangzulaufen. Nach einer
Umrundung ist man dann wieder bei der Ausgangsposi-
tion, der Einheitsnormalenvektor dann aber in der ande-
ren Richtung orientiert, so dass die Stetigkeitsbedingung
an dieser Stelle dann verletzt wére.

Glatt berandete Teilmengen von Untermannigfaltigkeiten. Wir beschreiben nun Teilmengen
einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten M mit einem schénen Rand, die beim Integralsatz von
Stokes dann als Integrationsbereich vorkommen. Hierbei definieren wir den Rand beziiglich der Rela-
tivtopologie von M.

Vorschrift: um jeden Randpunkt ist eine Umgebung homéomorph zu einer Halbkugel

Definition 4.33. Es sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™. Wir sagen, dass eine
Teilmenge G C M glatt berandet ist, wenn es zu jedem Randpunkt p € OG ein ¢ > 0 und eine Funktion
b e CY(By(p)) mit Db(p) # 0 gibt mit

G N B,(p) :=={z € By(p): b(z) <0}

Wesentlich:
Ist M eine orientierbare d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und G C M eine glatt beran-
dete Teilmenge, so ist der Rand 9 eine orientierbare (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
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