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Kapitel 1
Einleitung

Variationsmethoden stellen ein in der theoretischen Physik haufig benutztes Instrumen-
tarium dar, um physikalischen Problemstellungen, die sich nicht mehr exakt 16sen lassen,
zumindest naherungsweise zu begegnen. In diesem Sinne stellt der von Feynman und
Kleinert im Jahre 1986 vorgestellte Variationsansatz zur angendherten Berechnung Frei-
er Energieen ein natiirliches Werkzeug dar, um das thermodynamische Verhalten eines
physikalischen Systems approximativ zu bestimmen. Versucht man allerdings, mit Hilfe
dieses Ansatzes das Verhalten eines einfachen Josephson—-Kontaktes zu beschreiben, so
stellt man fest, daB dies nicht ohne weiteres méglich ist. Denn fiir ein solches System
zweier schwach gekoppelter Supraleiter, 148t sich mit Hilfe der Josephson Gleichungen [1],
ein Hamiltonian konstruieren, bei dem die Phasendifferenz ¢ zwischen den Ordnungspara-
metern der beiden Supraleiter, sowie die Differenz N in der Anzahl der auf beiden Seiten
befindlichen Cooper-Paare die Rolle von kanonisch konjugierten Variablen iibernehmen.

Im speziellen hat man es mit einem Hamiltonian der folgenden Form zu tun ':

2 - (o

H(p,p) = L—EJcosgo mit p = —-hN
2m

E, = LI

Dabei bezeichnet C' die Kapazitit und [; die kritische Stromstarke des betrachteten
Josephson-Kontaktes. Nun ergibt sich die eigentliche Problematik aus der Tatsache,
dafl der voranstehende Hamiltonian 27—periodisch beziiglich der Phasendifferenz ¢ ist.
Daraus folgt namlich, dal das betreffende quantenmechanische Problem unter der Ne-
benbedingung der 2m—Periodizitdt zu losen ist. Einer solchen Aufgabenstellung wird der

Variationsansatz von Feynman und Kleinert allerdings nicht gerecht, da er letztlich auf

IEine ausfiihrlichere Darstellung entnimmt man wahlweise den Referenzen [2], [3] oder [4].



einer Pfadintegralformulierung beruht, die eine direkte Einbindung der Periodizitat nicht
erlaubt.

In dieser Arbeit nun wird versucht, den Variationsansatz von Feynman und Kleinert von
neuem aufzugreifen und so umzuformulieren, da er den soeben erwdhnten (nachtragli-
chen) Einbau der 2n—periodischen Nebenbedingungen erméglicht. Dabei wird Wert darauf
gelegt, dal auch der neue Variationsansatz letztlich auf ein und derselben Abschétzung
beruht, wie sie schon den urspriinglichen Ansatz von Feynman und Kleinert kennzeich-
net. Um nun der sich daraus ergebenden Analogie zwischem dem neuen und dem alten
Variationsansatz gerecht zu werden, wird in dieser Arbeit auch der urspriingliche Ansatz
von neuem diskutiert und so in das Gesamtwerk eingebunden, dafl der Bezug zwischen
dem neuen und dem alten Ansatz hergestellt wird. Wenngleich der neue Variationsansatz
urspringlich mit der Idee verbunden ist, Problemen mit periodischen Nebenbedingun-
gen zu begegnen, so ist er in seiner Anwendung keineswegs darauf beschrankt. Daraus
erwichst die Moglichkeit, bei Problemstellungen, die keinen periodischen Nebenbedingun-
gen unterliegen, die Resultate des neuen und des alten Variationsansatzes unmittelbar zu
vergleichen. Dies wird neben der Herleitung des neuen Ansatzes ein Schwerpunkt dieser
Arbeit sein. Dariiber hinaus féllt bei genauerer Betrachtung des neuen Variationsansatzes
auf, dafl es sich dabei nicht so sehr um den direkten Versuch handelt, die Freie Energie
eines physikalischen Systems approximativ zu bestimmen. Man erkennt vielmehr, daf§ der
neue Ansatz auf ebenso natiirlichem Wege den Zugang zu einer (angenadherten) Berech-
nung der Ortsverteilung ? des betrachteten Systems erméglicht. Denn in gewisser Weise
verkdrpert der neue Ansatz letztlich nur den Versuch, den Grundgedanken, von dem Feyn-
man und Kleinert ausgegangen sind, fiir die (angenéherte) Berechnung der Ortsverteilung
nutzbar zu machen. Aus dieser Uberlegung heraus erklirt sich zum einen der Titel dieser
Diplomarbeit, zum anderen wird ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit motiviert.

Im Groben besitzt diese Arbeit den folgenden Aufbau:

Zunichst erfolgt im zweiten Kapitel die explizite Herleitung der im Zuge dieser Arbeit
zu diskutierenden Niherungsverfahren. AnschlieBend wird der Einbau periodischer Ne-
benbedingungen besprochen. Daraufhin wird im dritten Kapitel die explizite Anwendung
der hier vorgestellten Variationsverfahren, sowie ihre numerische Umsetzung diskutiert.

SchlieBllich werden fiir einige Beispielprobleme die numerisch erzielten Resultate vorgestellt

*Wie in der Referenz [5], so soll auch in dieser Arbeit der Begriff “Ortsverteilung” als Bezeichnung
fiir die Diagonalmatrixelemente des kanonischen Zustandsoperators W = e—PH /Tr[e‘ﬂg ] herangezogen

werden (mit Tr = Spur).



und diskutiert. Anschlielend soll im letzten Kapitel ein Resumé dieser Arbeit gezogen

werden.



Kapitel 2

Die Herleitung der

Naherungsverfahren

2.1 Einfiihrung

2.1.1 Die Darstellung der Zustandssumme als Pfadintegral

In diesem Abschnitt soll ein Teil des physikalischen Grundkonzepts, auf dem diese Arbeit
beruht, vorgestellt werden. Da es sich dabei um einige wohlbekannte Grundtatsachen der
theoretischen Physik handelt, ist das Hauptaugenmerk darauf ausgerichtet, dem Leser
die Moglichkeit zu geben, sich mit der in dieser Arbeit verwendeten Notation vertraut zu
machen.

Aus der Thermodynamik ist bekannt, daB sich das gesamte thermodynamische Verhal-
ten eines physikalischen Systems aus dem entsprechenden thermodynamischen Potential
ableiten 14t. Rechnet man im kanonischen Formalismus, so ist dieses Potential durch
die Helmholtz’sche Freie Energie F gegeben. Diese wiederum 148t sich wie folgt aus der

kanonischen Zustandssumme Z ableiten !:
1
F = —E In[Z]. (2.1)

Dabei geht iiber die Zustandssumme Z der Hamiltonoperator H des betrachteten physi-

kalischen Systems ein:

Z = Te[e ], (2.2)

'Auch in dieser Arbeit erweist sich die Einfithrung der standardmaiBigen Abkiirzung 8 = ;;—T als

giinstig, wobei T" die Temperatur und kg die Boltzmann-Konstante bezeichnen.



Will man in der voranstehenden Gleichung die Spurbildung (= Tr) ausfithren, mufl man

eine explizite Darstellungsform auswahlen. In der Ortsdarstellung erhalt man:
= 7d1‘ <l"6_ﬁf{'.’[>. (2.3)
Handelt es si_:}‘; beim betrachteten physikalischen System um ein Teilchen, das sich im
Potential V' bewegt, so besitzt der betreffende Hamiltonoperator H die folgende Form:
A= H(i,p) = Z+v@). (2.4)

2m

In diesem Fall lassen sich die Matrixelemente von e #% wie folgt mit Hilfe eines Pfadin-

tegrals darstellen:

(4] e /D - exp[—-—A[ ()]]. (2.5)

Dabei bezeichnet in der voranstehenden Gleichung der Buchstabe A die euklidische Wir-

kung des betrachteten Teilchens, die wie folgt von seinem Pfad z(7) abhangt:

/dT{—x 2 V]a(r )]}. (2.6)

Die obere bzw. untere Grenze des Pfadintegrals (2.5) soll daran erinnern, da$ sich die

Pfadintegration nur iiber all diejenigen Pfade z(7) zu erstrecken hat, deren Anfangs- und

Endpunkte durch z, bzw. z, fixiert sind:
z(r=0) = =z, 27)
z(r=hB) = zp.

Setzt man die Gleichung (2.5) in (2.3) ein, so erhalt man fiir die Zustandssumme Z den

folgenden Ausdruck:
= $Dla()] exp 5 Alz(n)]]. (28)

Dabei wurde in der voranstehenden Gleichung die folgende abkiirzende Schreibweise ver-

wendet:

f@[x(f)] — 7de ]ep[x(f)]. (2.9)

DemgemaB soll das Symbol ¢ im Zusammenhang mit einer Pfadintegration andeuten, dafl
nur iiber all diejenigen Pfade x(7) zu integrieren ist, die geschlossen sind, d.h. fiir die
Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen:

z(1=0) = z(r=83) = =z, (2.10)

Es bleibt jedoch zu beachten, dafl eine Integration iiber den Anfangs—(=End)Punkt z;

miteinbezogen ist!



2.1.2 Fourier Entwicklung des Pfades z(7)

Aus der Gleichung (2.6) folgt, daB die spezielle Form des Pfads z(7) nur im Bereich
0 < 7 < hf von Bedeutung ist. Da es sich zudem im vorliegenden Fall ausschliefllich um
geschlossene Pfade handelt (vergleiche die Gleichung (2.10)), ist man berechtigt, sich bei
der Pfadintegration auf solche Pfade zu beschranken, die die Periode R besitzen. Die
Periodizitdt der Pfade wiederum macht es moglich, da man dieselben einer diskreten
Fourier Transformation unterzieht. Die entsprechenden Fourier Frequenzen, die in der
Literatur auch unter dem Namen Matsubara Frequenzen gefithrt werden, besitzen die
folgende Form:

27
—m
h3

Wy, =

Vm € Z. (2.11)

Bezeichnet man in diesem Zusammenhang die entsprechenden Fourier Koeffizienten mit
Xm, so besitzt die Fourier Entwicklung des Pfades z(7) die folgende konkrete Darstellung:

z(r) = Y X, (2.12)
In den folgenden Rechnungen wird es sich als giinstig herausstellen, dafi man die komple-

xen Fourier Koeffizienten X, in Real- und Imaginarteil zerlegt:
Xn = Rn+iln. (2.13)

Selbstverstandlich ist der Pfad z(7) eine reelle Grofle. Demgemaf lassen sich fiir die

Fourier Koeflizienten die folgenden GesetzmaBigkeiten ? ableiten:

R—m = Rm
Xom = &, . (2.14)
I, = —I,

Setzt man die Beziehungen (2.13) und (2.14) in die Gleichung (2.12) ein, so ergibt sich:
z(t) = Ro+2 Z { Ry cos(wmT) — Iy sin{wn,T) } . (2.15)
m=1
Im néchsten Kapitel wird sich herausstellen, dafl im Zuge dieser Arbeit zwei Grofien, die
unmittelbar mit der speziellen Form des Pfads z(7) in Verbindung stehen, von besonderer
Bedeutung sind. Dabei handelt es sich zum einen um den Mittelweg Z, der wie iiblich

durch das Integral

?Das Symbol * in der Gleichung (2.14) bezeichnet die komplexe Konjugation.




definiert ist, und zum anderen um den Anfangs—(=End)Punkt z,, der bereits in der
Gleichung (2.10) Erwihnung fand. Dabei gestaltet sich die funktionale Abhéngigkeit

dieser beiden Gréfien vom Pfad z(7) (und damit von seinen Fourier Koeffizienten) wie

folgt:
"
T = Ry = & = /h—ﬂf 2(7) (2.16)
0
r, = Ro+2 iRm = i Xn = z(7=0) = z(7=hp). (2.17)
m=1 m=—00

Mit Hilfe der Fourier Entwicklung des Pfades x(7) 1afit sich das Integral zur Berechnung
der euklidischen Wirkung (siehe Gleichung (2.6)) ebenfalls in eine unendliche Fourier

Summe umschreiben. Dies wird im Anhang (A.1) fir das harmonische Potential
Vo(z) = 20%z—A) (2.18)

vorgefithrt 3. Bezeichnet A, die mit dem Potential V; assoziierte euklidische Wirkung, so

ergibt sich als Ergebnis:

Ao2(r)] = hBm i(w;+92)(Ri+1;) + AR (E-0). (2.19)

In der Fourier Darstellung nimmt das in der Gleichung (2.9) eingefiihrte Pfadintegrations-

maf D[ z(7)] die folgende konkrete Gestalt an:

fD[x(T)] = == ]Odis /dR/dI. (2.20)

Dabei reprasentiert die abkiirzende Schreibweise [dR [dI, die in dieser Arbeit noch mehr-
fach Verwendung finden wird, das folgende unendliche Produkt von Integralen:

o0

/dR /dl = 11 (m—ﬂf’i dem 7d1m ) (2.21)

2.2 Die Naherungsverfahren

2.2.1 Die allgemeine Formulierung des Variationsansatzes

In diesem Abschnitt soll ein Variationsansatz zur angenaherten Berechnung der Zustands-

summe Z hergeleitet werden. Als Ausgangspunkt hierfiir dient in Verbindung mit der

3Der betreffende harmonische Oszillator mit der Masse m und der Frequenz §2 sei um den beliebig

ausgewahlten Ort A zentriert.
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Gleichung (2.8) die Vorstellung, da} man das entsprechende Pfadintegral zunéchst nur
teilweise ausfiihrt, indem man sich bei der Integration auf alle Pfade z(7) beschrankt, die
den Mittelweg z und den Anfangs—(=End)Punkt z, besitzen. Auf diese Weise gelangt
man zu einer von T und z, abhangigen Gré8e, die man als reduzierte Zustandssumme
Z bezeichnen konnte. Im Anschlufl daran fihrt man dann die noch ausstehenden Inte-
grationen iiber Z und z, mit der reduzierten Zustandssumme Z(z,z;) als Integrand aus.
Die soeben beschriebene schrittweise Vorgehensweise 148t sich folgendermaflen durch das

Einfiigen von §-Funktionen in das Pfadintegral (2.8) realisieren *:

zZ = [ /dﬁ: /da:o Z(%, 7o) (2.22)

Z(z,z0) = \/yfi—hz fD[:c(T)] 0z —z) 6(zo— z5) exp[~% A[x(r)]].(2.23)

Man beachte, daf in der voranstehenden Gleichung die Gréen z und z; selbstverstandlich

als Funktionen des Pfades z(7) zu verstehen sind:

z = z[z(1)] bzw. T, = zs[z(1)]. (2.24)

Die Gleichung (2.23) macht deutlich, dafi der Mittelweg Z und der Anfangs-(=End)-
Punkt z, prinzipiell gleichbehandelt werden. Allerdings bietet die Gleichung (2.20) die
Moglichkeit einer gesonderten, zu Vereinfachungen fithrenden Behandlung des Mittelwegs
z. Die reduzierte Zustandssumme Z(Z,zo) gewinnt man niamlich einfach dadurch, da8
man geméaf der Gleichung (2.20) die Integration tiber Z zunachst auslaBt. Diesen Sach-
verhalt bringen die beiden folgenden Gleichungen zum Ausdruck, die eine unmittelbare

Umformulierung der Gleichungen (2.22) und (2.23) darstellen:
Z = [ /dz /daco Z(%, o) (2.25)

Z(Z,zo) = /dR /dI d(xo — z5) exp[—%A[x(T)]]. (2.26)

Von der reduzierten Zustandssumme Z(Z,zo) gelangt man zur eigentlichen Zustands-
summe Z mit Hilfe der Integrationen itber z und zo. Je nachdem, ob bei dieser Dop-

pelintegration zuerst liber Z oder aber zuerst iiber zo integriert wird, tauchen dabei als

“Es erweist sich dariiber hinaus im folgenden als bequem, die Gleichung (2.8) auch noch mit dem

Faktor 1 = \/31;&21 /,—,"Lgp Zu erweltern.

11



Zwischenergebnis zwei weitere noch unvollstandig ausintegrierte (und damit “reduzierte”
g g

Zustandssummen auf, ndmlich:

23 = [ doo 2(3, )
—eo (2.27)
und Z(zo) = /d:i Z(Z, z0).

Man beachte, daf} sich aus Griinden, die in Kirze deutlich werden, die drei reduzier-
ten Zustandssummen Z(Z,zo), Z(Z) und Z(z¢) beziiglich ihrer Notation nur aufgrund
der Andersartigkeit ihrer Argumente unterscheiden. Im folgenden wird fiir jede der drei
reduzierten Zustandssummen eine Abschitzung nach unten gegeben. Dabei sei jedoch
bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen, dal man die beiden Abschatzungen fir Z(z)
und Z(zo) nicht einfach dadurch gewinnt, da man die Abschiatzung fir Z(Z, z¢) entspre-
chend iiber & bzw. ¢ integriert °. Mit anderen Worten bedeutet dies, daff die Gleichung
(2.27) keine Giiltigkeit mehr besitzt, wenn man die GroBen Z durch ihre entsprechenden
Abschitzungen ersetzt.

Um die drei Fille gleichzeitig abhandeln zu kdnnen, erweist es sich als giinstig, die all-
gemeinen Variablen g und v so einzufithren, dafl sie je nach Fall eine unterschiedliche
Belegung besitzen. Bezeichnet man die drei Fille mit a, b und ¢, so zeigt die folgende

Tabelle die explizite Belegung der Variablen g und v:

Fall Abschitzung u /du y /dl/

von

(2.28)

b 7(z) Zo / dz z / dz

c Z(zo) z /di‘ To /d:z:o

Mit Hilfe der soeben eingefithrten Symbolik lassen sich die drei reduzierten Zustandssum-

men Z(Z, o), Z(Z) und Z(zo) kompakt durch eine einzige Gleichung ausdriicken:

Z(v) = /dﬂ Z(%, z0). (2.29)

*Diese Vorgehensweise wire selbstverstandlich sinnlos, da man am Ende nach wie vor nur eine, und

nicht drei Abschitzungen fiir die eigentliche Zustandssumme Z erhielte.
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Dariiber hinaus erkennt man unmittelbar, daf8 sich in dieser Notation fir die Zustands-

summe Z der folgende Ausdruck ergibt:

zZ = [ _/dz/ Z(v). (2.30)

Setzt man die Gleichung (2.26) in (2.29) ein, so erhélt man unter Verwendung der trivialen

und fiir beliebige Versuchswirkungen .Ag') gultigen Identitat
A = A=AV 4+ AV (2.31)
den folgenden Ausdruck:

Zv) = /d,u /dR /dl 8(zo — z5) exp[—% (A——Agu))[w('r)]]

: eXP[—%Aé”)[x(T)]], (2.32)

Die Schreibweise A(()") deutet bereits an, dafl — wenngleich sich aus der Gleichung (2.31)
keinerlei Beschrankung fiir die Versuchswirkung ergibt - nur eine solche Versuchswirkung
giinstig ist, die ausschlieBlich von der Variablen v abhingt, und nicht etwa von den Va-
riablen x, R oder I ©. Es erweist sich als vorteilhaft, ausgehend von der Versuchswirkung
A(()") zwei neue Gréflen zu definieren, die unmittelbar mit dieser assoziiert sind. Zum einen

kann man eine (reduzierte) Versuchszustandssumme Zy(v) wie folgt definieren:

Zo(v) = /d,u /dR /dI §(zo — z,) exp[—%flg")[x('r)] . (2.33)

Zum anderen kann man fiir eine beliebige, an der Stelle z(7) auszuwertende Funktion f
einen Erwartungswert ( f [x('r)])g’) beziiglich der Versuchswirkung folgendermaflen defi-

(fle(mI = -Z-Ol(—u) Jau [ar [ 8(zo—2,) fla(r)] -
e[ -3 A=),

Mit Hilfe der beiden soeben eingefiihrten GroBen 148t sich die Gleichung (2.32) wie folgt

(2.34)

umschreiben:

) = Zo(v) <exp[—% (A_Agv))[w(T)]] >(V). (2.35)

0

8Selbstverstindlich hingt die Versuchswirkung A((]") = A((]U)[I(T)] indirekt iiber den Pfad z(7) von

den Variablen v, u, R und I ab. Eine solche implizite Variablenabhingigkeit ist in diesem Zusammenhang

aber nicht gemeint.
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Bisher wurden noch keine Niherungen vorgenommen, so dafl die voranstehende Bezie-
hung eine exakt giiltige Gleichung darstellt. Jetzt allerdings soll mit Hilfe einer in der
statistischen Mechanik haufiger auftauchenden Ungleichung die rechte Seite der voranste-
henden Gleichung nach unten abgeschatzt werden. Denn fir alle Erwartungswerte (...)
mit positiven Gewichten 7, 148t sich aufgrund der Konvexitat der Exponentialfunktion die

folgende niitzliche Ungleichung ableiten 2:
<e““> > e, (2.36)

Wendet man die voranstehende Beziehung auf die rechte Seite der Gleichung (2.35) an,

so erhalt man:

Z(v) 2 Zo(v) exp[ <—% (A— A(()"))[x(r)]>(u) } . (2.37)

0

Sind nun V und VO(") die gemaf der Gleichung (2.6) mit den Wirkungen A bzw. Ag")

assoziierten Potentiale, so lafit sich mit Hilfe der Definition

Rg

Lp
W] T e r_fﬁz (VOLa(r)] ) (238)

d(v) = g A
0
die Ungleichung (2.37) wie folgt umschreiben:
Zw) > exp[—f B()]. (2.39)

Aus der voranstehenden Ungleichung 14t sich aufgrund der Gleichung (2.30) mit Hilfe

der folgenden wohlbekannten Beziehung ®

f@) 2 ge) Ve = [dof@) 2 [do gla) (2.40)

unmittelbar die gewiinschte untere Schranke fiir die Zustandssumme Z ableiten:

Z =2 /55w /dz/ exp{ —0 ®(v)]. (2.41)

Bevor man jetzt explizit versucht, die GréBe ®(v) zu berechnen, mufl man selbstverstand-

lich erst einen entsprechenden Ansatz fiir das Versuchspotential VO(") wihlen. Dabei diirfte

"Diese Voraussetzung wird vom hier diskutierten Versuchserwartungswert (...)g”) stets erfiillt, da
dessen Gewichte durch die Exponentialfunktion exp[—% Ag")] beschrieben werden, die bekanntlich fir

alle Argumente Agu) positiv ist.
8Siehe z.B. die Referenzen [6] und [7].
°In der Gleichung (2.40) bezeichnen f und g zwei beliebige (stetige) Funktionen.
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es keine Uberraschung sein, da diese Wahl durch den folgenden harmonischen Ansatz

beschrieben wird:

O[] = 2O (2(r) - AV mi e = a@)
Vo lle(n)] = 597 (2(7) - As) t {AI _ A (2.42)

Dabei wurde in der voranstehenden Gleichung bereits angedeutet, daB die explizite Ab-
hangigkeit des Versuchspotentials VO(”) von der Variablen v dadurch gegeben ist, daf8 die
Parameter Q und A, als Funktionen von v zu verstehen sind. Noch immer ist mit der Glei-
chung (2.42) das Versuchspotential VO(”) nicht vollstandig festgelegt, da selbstverstdndlich
die spezielle funktionale Form der Parameter  und A, noch nicht definiert ist. Aufgrund
der Tatsache, dafl die Ungleichung (2.39) fiir alle v uneingeschrankt davon Giiltigkeit
besitzt, welche Wah! fiir das Versuchspotential V;*) und damit fiir die tatsichlichen Wer-
te der Funktionen Q(v) und A, (v) getroffen wird, kann man versuchen, fiir gegebenes
v durch Variation der Parameter @ und A, die rechte Seite der Ungleichung (2.39) zu
maximieren, um so fiir alle v jewelils eine optimale untere Schranke fiir die reduzierte Zu-
standssumme Z(v) zu bekommen. Eine solche Maximierung legt dann die explizite Form
der Funktionen Q(v) und A,(v) fest.

Bevor nun in den néchsten drei Abschnitten jeweils ein Summand der rechten Seite der
Gleichung (2.38) explizit berechnet wird, sollen an dieser Stelle noch zwei Hinweise gege-

ben werden:

¢ Die Methode b fiihrt direkt zum herkdmmlichen Variationsansatz von Feynman und
Kleinert, wie er in den Referenzen [5] und [7] ausfithrlich beschrieben wird. Dabei
ist die im Zuge dieser Arbeit gewahlte Herleitung wesentlich komplizierter als die
urspringliche von Feynman und Kleinert, da in dieser Arbeit versucht wurde, die
Methode b so in das Gesamtkonzept einzubetten, dal der Bezug zu den beiden
anderen Niherungsverfahren a und c hergestellt wird. Anders ausgedriickt bedeutet
dies, daf man im Fall b selbstverstandlich auf den Einschub der §~Funktion d(zo—z,)
und damit auf die entsprechende Integration iiber zo hitte verzichten kénnen !°, um

am Ende dieselben Resultate zu erzielen.

1%Aufgrund der beiden Gleichungen (2.26) und (2.27) lieBe sich im Fall b unmittelbar die folgende

vereinfachte Beziehung aufstellen:

2(z) = /dR/dI exp[—%A[x(T)]].
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e Unter dem Ansatz (2.42) ist eigentlich der parabolische Ansatz !

alv) = zow)

(2.43)
b(v) = Ag(v)

VO(V)[;L«(T)] = a(v) (:I?(T) — l)(u))2 + ¢(v) mit {
zu verstehen, wobei aus Griinden der Einfachheit auf die Mitfilhrung der Gréfle
c(v) verzichtet wurde, da sich am Ende der Rechnung herausgestellt hitte, dafl
®(1) unabhingig von ¢(v) ist. Davon kann sich der Leser leicht selbst tiberzeugen,
wenn er beim Lesen dieser Arbeit verfolgt, wie im Fall a und b die Gréfle A (v) bei
der Rechnung herausfillt. Die Gleichung (2.43) soll hauptséchlich andeuten, daf
wegen a(v) o« Q(v)? auch negative Werte fiir Q(v)? erlaubt sind, so daf die Grofle

Q(v) gegebenenfalls rein imaginar ist.

2.2.2 Die Berechnung der Grofie Zy(v)

In diesem Abschnitt soll die Berechnung der (reduzierten) Versuchszustandssumme Zp(v),
die in der Gleichung (2.33) definiert wurde, erfolgen. Dazu formt man die dabei auftre-

tende é—Funktion unter Heranziehung der Gleichung (2.17) folgendermafien um:
d(zo — x5) / — exp[zy (2o —Z) —1y2 ZR (2.44)
m=]

Mit Hilfe der voranstehenden Gleichung, sowie unter Verwendung des Ergebnisses (2.19)
fir die euklidische Wirkung des harmonischen Oszillators 1afit sich der Integrand auf der

rechten Seite der Gleichung (2.33) wie folgt umschreiben:

O(zo — z5) exp[—;{ A(()V)[x('r)]]

exp[ ﬂmi(wfn-{-m)(}{i—{-ﬁn)—zyQ ZRm]
m=1 m=1
— m _ 2 ood_y ; oo — T _i o0 1
- elorie-a] Jo elvnon- S -,
exp[ ﬂmZ(wfn—{—Q?)([Rm—{-ARm]z—{—lfn)]
m=]

"Eine Parabel a(z — )2 4 ¢ wird als Polynom 2. Grades eineindeutig durch die drei Parameter a, b

und ¢ bestimmt.
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Dabei wurde in der voranstehenden Gleichung die folgende Abkiirzung benutzt:

1y
AR . 2.46
pgm(w?, Q?) ( )

Mit Hilfe der Umformung des Integranden (Gleichung (2.45)) ist man jetzt in die Lage

versetzt, die in der Gleichung (2.33) auftretenden Integrationen iiber R und I explizit
l6sen zu koénnen. Die betreffende Rechnung ist im Anhang (A.2) zu finden. Das Ergebnis
ist die Funktion F' = F(Q), deren spezielle Definition dem Anhang (A.3), Gleichung (A.8)
zu entnehmen ist. Nach Ausfiihrung der Integrationen iiber R und I nimmt damit die

Gleichung (2.33) die folgende Form an:
Zo(v) = /d,u exp[—ﬁ%Qz(i—AI)z] / ig exp[zy(xo—i) - —;-yz F. (2.47)
m

Dabei wurde in der voranstehenden Gleichung die folgende Abkiirzung benutzt '%:
2 &= 1
a(Q) = B P L (2.48)
Die voranstehende unendliche Summe, die die Funktion ¢ = a(Q) definiert, 148t sich
explizit berechnen (siehe Referenz (8], S.40, 1.445). Das Ergebnis ist dem Anhang (A.3),
Gleichung (A.11) zu entnehmen.
Nach einer quadratischen Erganzung des Exponenten (beziiglich der Variablen y) 148t sich

die in der Gleichung (2.47) auftretende Integration iiber y sofort ausfithren. Es ergibt sich
das folgende leicht zu l6sende Gauf’sche Integral:

T dy a (20— 7) P (wo— 3)? 1 (zo — 7)?
— —= e | — e | = = ——— 1. (2.49
_/ o7 P { 2 (y ' a 2a 2ma P 2a ( )

Setzt man die sich aus dem Anhang (A.3) ergebende Identitat
G(Q)

Q= = 2.50
fm a(Q)’ ( )
2Dariiber hinaus wurde in der Gleichung (2.47) anstelle von a(Q) und F(Q) fiir die betreffenden

Funktionen einfach die Notation ¢ und F verwendet, also auf eine explizite Angabe der Abhingigkeit

dieser Funktionen vom Argument € verzichtet. Im folgenden, d.h. insbesondere nach der Einfiihrung
weiterer Funktionen des Anhangs (A.3), wird sich herausstellen, daB diese Vorgehensweise unabdingbar
ist, will man den Formelapparat in einem leserlichen Rahmen halten. Dies sollte allerdings zu keiner
Verwirrung fiihren, da die Argumentabhangigkeit dieser Funktionen stets dieselbe ist. Man sollte lediglich
im Hinterkopf behalten, dafl es sich dabei um Funktionen, und nicht etwa um Konstanten handelt. In
diesem Zusammenhang sei jedoch darauf hingewiesen, dal — sollte im folgenden einmal ein Term in runden
Klammernu auf einen Funktionsnamen, d.h. genauer “Funktionsbuchstaben”, folgen — es sich nicht um
eine Argumentabhéngigkeit, sondern um eine Multiplikation handelt. Beispielsweise wire F(zq — &) als

F(8) - (zo — ) 2u verstehen!

17



sowie das Ergebnis (2.49) fiir die Integration tiber y in die Gleichung (2.47) ein, so ergibt
sich der folgende Ausdruck:

1 (zo—Z)* G(z2-A,)
exp| — —
V2ma 2a - 2a

An dieser Stelle 148t sich die allgemeine Rechnung nicht mehr fortfithren, da die Integra-

Zo(v) = 7(1;1 F. (2.51)

tion tiber y selbstverstandlich davon abhéngt, in welcher Weise die Variable p belegt ist.

Daher spaltet sich hier die Rechnung in die drei verschiedenen Falle a, b und c auf:

Fall a

Aus der Tabelle (2.28) geht hervor, dal im Fall a keine weitere Rechnung mehr notwendig

ist. Deshalb entnimmt man in diesem Fall der Gleichung (2.51) unmittelbar das folgende

Endergebnis:
_ F 20—2%)? G(z—NA,)
Zo( %, z0) = = oxp L Oza ) _ Gl r 1 (2.52)
Fall b

Aus der Tabelle (2.28) geht hervor, dal man im Fall b noch iiber die Variable zq integrieren
mufl. Dabei ergibt sich aus der Gleichung (2.51) unmittelbar das folgende leicht zu 16sende
Gaufl’sche Integral:

7 1 (zo — )?
_ZO o V2ma P [ 2a ( )
Damit ergibt sich sofort das Endergebnis fiir den Fall b:

G(i'—Azf].

Zo(T) = F exp 50

(2.54)

Fall c

Aus der Tabelle (2.28) geht hervor, da man im Fall ¢ noch tiber die Variable z integrieren
mufl. Dazu ist es notwendig, dafl man den betreffenden Integranden, d.h. genauer gesagt
den in der Gleichung (2.51) auftauchenden Exponenten, umformt. Wenn man den Faktor
—o- des Arguments der betreffenden Exponentialfunktion zunéchst unberiicksichtigt 1aBt,

ergibt sich:

(20— )+ G(F—NA)
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G 2 Gz —AI2

_ G 2 G(zo— A;)
= (1 To— T — 0 — A\, —_— 2.55
( +G)(1° g e )> e (2:55)

Nach dieser Umformung st68t man auf das folgende leicht zu losende Gauf’sche Integral:

7 1 146G G 2 1
d3 _ E T —AI) ~ (256
!o T Jana e"p[ 32 (20~ g (s A) } ite (259)

Setzt man das voranstehende Ergebnis in die Ausgangsgleichung (2.51) ein, so erhélt man

das Endergebnis fiir den Fall c:
o 2
_G(2o= Aa) | (2.57)
2a(l+G)

F
Tofwo) = = exp

2.2.3 Die Berechnung der Gréfle (f[x(r)])f)y)

In diesem Abschnitt soll die Berechnung des Versuchserwartungswertes { f{z(7)] )g'), der
in der Gleichung (2.34) definiert wurde, erfolgen. Dazu ist es zundchst notwendig, den
Ausdruck f[z(7)]) so umzuformen, daf§ die direkte Abhangigkeit der Funksion f vom Pfad

z(7) verschwindet:

[ o]

(] = [de 1&) 5(e-a(m). (2:58)

— 00

8

fl

Formt man jetzt die oben auftretende é~Funktion mit Hilfe der Fourier Entwicklung des

Pfades z(7) (siehe Gleichung (2.15)) um, so ergibt sich:

flz(1)] = 7od§ f(€) 7;—; exp{iz(§—2)] ---
T o e (2.59)
. exp[—iz2 > {Rm c08(wpT) = L sin(wp, 7) }} )

m=1
Kombiniert man nun die voranstehende Gleichung mit den Gleichungen (2.19) und (2.44),
so bekommt der Integrand auf der rechten Seite von Gleichung (2.34) das folgende Aus-

sehen:

h
= /d§ (&) /;—; /;— expli2(§— )+ 1y (2o —7)]
exp[—zz2 i {Rm cos(wn7) — I, sin(wmr)} —1y2 i Rm}
m=1 m=1
. exp[-ﬁggz(z—arf - BmZ(w,zn—i-QQ)(an-i-I;)}
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[ece]

= /d§ flE / - — exp[7z(§—;i)+iy(a:o—:i)]
- - 2 X [cos(wmT 2] + sin(wp, T
: eXP[—ﬂ%Qz(i‘——AI)Z — ;—m 3 Lcos(wn )Zzy/+]gz+ (m )} . (2.60)

: exp[—ﬁm i (w2 +02)( [Rm+ARm]2+[1m—Alm]2)].

Dabei wurde in der voranstehenden Gleichung die folgende Abkiirzung benutzt:

1z cos(wmT) +y/z NS 12 sin(w,T)

AR, - 1z .
Bm Wl + 02 Bm wZ + Q2

(2.61)

Analog zur Vorgehensweise des vorherigen Abschnitts ist man auch nun in die Lage ver-
setzt, die in der Gleichung (2.34) auftretenden Integrationen tiber R und I explizit I6sen
zu konnen. Wiederum erhilt man die Funktion F = F(Q) als Ergebnis (sieche Anhang
(A.2)). Damit reduziert sich die Gleichung (2.34) auf die folgende Form:

(fla(n))y = /dy exp[ -B20? (& — [d5 G
dz dy . - . S Y ) 2Y _
_/ 5 _/ o exp[zz(§ )+ 1y (zo— 2) 2(y + z ) byz].
Dabei wurde in der voranstehenden Gleichung die folgende Abkiirzung benutzt:
2 & cos(wnmT)
b(Q = — 7 2.63

Analog zur unendlichen Summe, die die Funktion a(Q) definierte (siehe die Gleichung
(2.48)), 1aBt sich auch die oben auftretende unendliche Summe explizit berechnen. Das
Ergebnis folgt wiederum aus [8], S.40, 1.445 und ist im Anhang (A.3), Gleichung (A.12)
angegeben. Als nachster Rechenschritt ergibt sich die Ausfithrung der im zweiten Teil der
Gleichung (2.62) auftretenden Integrationen iliber z und y. In beiden Fallen st68t man

auf einfach zu l6sende GauB’sche Integrale:

2, [bz—z(mo—x)]z}

2a

7;[_3;_ [ g bz—i(:r()_:‘i))z:l
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(20— 2)° [a(é—ﬂ?)—b(mo—f)f} 1

2a 2a(a® - b?) Qma
T dz (=) (| a(—&)—blzo—7)Y
e exPl” 2a (‘+ i (a? = 5?) ”
_ (zo—2)2 [a(é—2)=b(zo—2)] 1
B exp[—— 2¢ 2a (a? — b?) } 21 Va? — b2’ (2:64)

Setzt man nun das voranstehende Ergebnis in die Gleichung (2.62) ein, so ergibt sich, wenn

man wiederum von der Beziehung (2.50) Gebrauch macht, das folgende Zwischenergebnis:

(=)D = Fo [an [de £io o

e [_m—f)? G(i-A) [f—f—c(xo—w]
P 2a 2a 2a(1~¢?) '

Dabei wurde, um im folgenden Schreibarbeit zu sparen, der Quotient von @ und b durch

(2.65)

die Funktion c ersetzt:
b(Q,7)
a(Q)

An dieser Stelle ist es, wie schon im vorherigen Abschnitt bei der Berechnung des Integrals

(Q, 1)

(2.66)

iber i, notwendig, dal man die Fille a, b und ¢ getrennt voneinander betrachtet. Dies

soll im folgenden geschehen:

Fall a

Da in diesem Fall keine weitere Integration mehr ausgefithrt werden mu8, erhélt man aus
der Gleichung (2.65) unmittelbar das Endergebnis, indem man fiir Zo(v) den entsprechen-
den Ausdruck (2.52) einsetzt und alle doppelt auftretenden Terme wegkiirzt:

Z,x0) 1 [6—{1—2—6(1‘0—2_7)]2
(L)) /dé 16) == o 70l — &)

(2.67)

Fall b

Bevor man das in diesem Fall auftretende Integral iber z ausfiihrt, erweist es sich als

giinstig, zunachst in die Gleichung (2.65) den betreffenden Ausdruck fir Zs(v), d.h. die

Gleichung (2.54), einzusetzen und alle doppelt auftretenden Terme wegzukiirzen. Man
erhalt:

#) _ / d / dzg ——

GEI SONEE s

, _7zo—x>2 Te—2—c(zo— )]
. e:\p[— 2¢ 2a(1 —c?)

(2.68)
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Man iiberzeugt sich leicht davon, dafi das Argument der voranstehenden Exponentialfunk-

tion unter Vernachlassigung des Faktors wie folgt umgeschrieben werden kann:

=1
2a(1-c?)

(1 =) (2o~ 2) +[€~F ~c(z0— 7))
= [zo-Z—c(-2)]"+(1-) (-2

Mit Hilfe dieser Umformung reduziert sich das in der Gleichung (2.68) auftauchende In-

(2.69)

tegral iiber zy auf das folgende leicht zu losende Gaufi’sche Integral:

7d$0 exp[_[xo—f—C(f—i)]2] _ VIraVi— & (2.70)

2a(1 —c?)

Unter Verwendung der beiden voranstehenden Beziehungen gewinnt man aus der Glei-

chung (2.68) sofort das Endergebnis fiir den Fall b:

exp[—(i:i—)i)} . (2.71)

(D = /dff 2a

Fall ¢

Bevor man das in diesem Fall auftretende Integral iiber  ausfithren kann, mufl man das
Argument der Exponentialfunktion in Gleichung (2.65) umformen. Mit Hilfe der trivialen
Identitdt & — A, = (Z — xo) + (zo — A;) ergibt sich dabei unter Vernachlassigung des

Faktors WﬁT) der folgende Ausdruck:

(1) (20— 2) 4+ (1= )G (2= A P 4 [€ — 20+ (1 ) (w0 — D)

= (1-9(2+601+9) (xo—é— u +C)G2(T;(f:); (g_x")) - (2.72)

[(1+ )G (20~ A;) ~ (€~ 20)]"
24+G(1+4c¢)

- (1=¢) + (1 =BG (zo—A) + (€ —20)?. (2.73)

Zum Integral {iber Z trdgt nur die obere Zeile (2.72) der rechten Seite der voranstehenden

Gleichung bei. Dabei ergibt sich erneut ein leicht zu 16sendes Gauf’sches Integral:

,/dzv ex _2t6lltg <$ .-—___(1+C)G($0—A:c)'—(§_$0))2
Pl e\ 2+G(1+¢)

2.74
2ma (1 + ¢) &)

2+G(1+¢)
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Jetzt muB man noch die untere Zeile (2.73) der rechten Seite der obigen Gleichung ver-
einfachen. Dazu fihrt man eine quadratische Ergidnzung beziiglich des Terms (§ — zo)

durch. Aufgrund der beiden Bezichungen

[2460+0]-(0-¢) = 1+6)1+0)

(2.75)
und 204G6)—(1-¢)G = 24G(1+¢)

ergibt sich dabei aus dem Term (2.73) der folgende Ausdruck:

(I1+G)(1+¢) ({—x0+(1_C)G($O_AI))2_ (1—c)(1=c2)G?(zo— A;)*
24 G(1+c) 1+G (24+46(1+0))(1+06)
(1-Ae(246(1+0)~c(1+0)) (20— Ar)

2+G(1+¢)
(1+G)1+c) (1-=¢)G(zo—A)Y (1 =cA)G(z0—A,)
— . 2.76
21610 \$T%7 1+G + 1+G (276)
Mit Hilfe der voranstehenden Gleichung, bei der noch immer der Faktor Ea(_I'—lc—?) unter-

driickt ist, erhilt man aus der Gleichung (2.65) unter Verwendung des Resultats (2.74)

fiir das Integral iiber z, sowie des Ausdrucks (2.57) fiur Zo(v) das Endergebnis fiur den
Fall c:

146G
2ra(1-c)(2+G(1+0))

ool - 146 . (l—c)G(:I:O—AI))z
p[ 2(1(1—6)(2+G(1+c))(€ ot 1+G

(Fla@D§ = [ de 51 \J
o0 (2.77)

Zusammenfassung

Wenngleich die drei Falle a, b und ¢ bei der Berechnung des Versuchserwartungswerts
(flz(7)] )g’) am Ende keine gemeinsame Behandlung mehr erlaubten, so ist es dennoch
moglich, die betreffenden Endergebnisse kompakt in einem einzigen Ausdruck zusammen-
zufassen. Dazu definiert man das folgende von der Funktion f und den Variablen ¢ und
o abhéngige Funktional Z[f(:) | (| o]

- i 1 (€ -9

= f( = d —_— el 2.78

[s01¢le] = [a 50 g o] -E5 (2.75)

Mit Hilfe der voranstehenden Definition ergeben die drei Gleichungen (2.67), (2.71) und
(2.77) unmittelbar die folgende einfache Identitit:

(fla(m))S) = Z[FC) | ¢ o] (2.79)

23



Dabei besitzen die Variablen { und ¢ nun jedoch eine relativ komplizierte funktionale
Form, die vom jeweils betrachteten Fall abhangt. Es erweist sich wiederum als giinstig,

diese vom Fall abhangige Belegung der Variablen ¢ und ¢ mit Hilfe einer kleinen Tabelle

aufzuschliisseln:
Fall ¢ fod
a T+ c(zo—7) a(l—c?)
(2.80)
b z a
c xo—ﬂli-éﬂ(xo—l_\.r) a(l—c)-”—?_é%tc-l

Fiir eine Reihe von Funktionen f stellt sich die Berechnung des Funktionals = [ f(-) |
¢ | o] als nicht sehr schwierig heraus. In der folgenden Tabelle werden fiir drei im Zuge
dieser Arbeit relevanten Funktionen f die gemafl Definition (2.78) berechneten Resultate

aufgelistet:

) 2[f()]¢] o]

(—a) o+ (¢~ a)
(2.81)
(—a)t | 30" +6a((—a)+((-2)
cos(- — A) cos(¢ — &) exp(—%)
. . ) )
2.2.4 Die Berechnung der Grofie <VO [:1:(7')]>0
In diesem Abschnitt soll der Versuchserwartungswert des Versuchspotentials
B la(n)] = 59 (a(r) - A.)’ (2.82)

berechnet werden. Dies geschieht am einfachsten dadurch, daB man in den Formeln des
vorherigen Abschnitts die Funktion f durch das Versuchspotential VO(") ersetzt. Man
iberzeugt sich leicht davon, daB die explizite Abhangigkeit des Versuchspotentials Vo(")

von der Variablen v bei dieser Ersetzung keinen Einflufl auf die Giiltigkeit der dortigen
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Formeln besitzt. Mit Hilfe der Identitat (2.79) und der Tabelle (2.81) ergibt sich daher
unmittelbar das folgende Resultat:

(Va(n)]),” = 397 (o4 (c-A0)°). (2.83)

Setzt man den soeben erhaltenen Ausdruck in die rechte Seite der Gleichung (2.38) ein, so
stellt man fest, daff auch noch eine Integration iiber 7 ausgefithrt werden mufl. Dies soll
im folgenden geschehen. Da die Belegung der Variablen { und o fallabhingig ist, erweist
es sich wiederum als notwendig, da man die Fille a, b und ¢ getrennt voneinander
behandelt. Da der im Versuchspotential VO(") auftretende Vorfaktor 2:9? nicht von 7
abhéngt, ist er fiir die Berechnung des Integrals iiber 7 irrelevant, und wird daher im

folgenden nicht mehr beriicksichtigt.

Fall a

Setzt man gemaf Tabelle (2.80) die betreffenden Ausdriicke fiir ¢ und o in die Gleichung
(2.83) ein, so ergibt sich unmittelbar der folgende Ausdruck:
(.’E,Io)

((2(r) = A2)"),
= a(l1-¢) + (i—i—c(zo-—i)—Az)z (2.84)
= a+(2-A.) + 2¢c(20-3)(E-As) + ((z0-32)—a).
In der voranstehenden Gleichung steckt die Abhdngigkeit von der Integrationsvariablen
7 allein in den beiden Gréflen ¢ und ¢2. Diese lassen sich leicht iiber 7 integrieren. Als

Ergebnis erhalt man dabei die folgenden beiden Identititen:

Kg d
T
—_ = 2.
e c 0 (2.85)
hp
dr Ff+G-1

Mit Hilfe der beiden voranstehenden Integrale 148t sich die Gleichung (2.84) sofort iiber

7 integrieren. Das betreffende Endergebnis lautet:

hg
dT (.‘Z‘,l‘o)

[ 75 (=807 = atdar(z-a" (2:87)

(¢}

Dabei wurde in der voranstehenden Gleichung die folgende Abkiirzung benutzt:

Aa = ((mo—i)z——a)

F2 _ _ )2 2 _
I T Y

2G? a 2BmO2G
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Fall b

In diesem I'all entnimmt man der Tabelle (2.80), daB weder ¢ noch o von der Integrati-

onsvariablen 7 abhingen. Daher geniigt es, die betreffenden Ausdriicke fiir ¢ und o in die
Gleichung (2.83) einzusetzen, um das Endergebnis fiir den Fall b zu erhalten:
(z) T dr o\ (Z

= | ((a(r)=A.)") 7. (289)

Fall ¢

Wie man der Tabelle (2.80) entnimmt, ist in diesem Fall o durch den folgenden Ausdruck
gegeben:
a

- 1+G(2(1—c)+G(1—c2)). (2.90)

Wie schon im Fall a, so steckt auch hier die Abhangigkeit von der Integrationsvariablen
7 allein in den beiden Grofien ¢ und ¢*. Daher ergeben die beiden Integrale (2.85) und
(2.86) sofort das folgende Zwischenergebnis:

"W dr a FP+G-1 H
— = 2 —— | = a- . 291
J 1 ’ 1+G [ ¢ 26 ] T Bma? (2.91)
Dabei wurde die Funktion H = H(Q) eingefiihrt, die wie folgt definiert ist:
1] F(n)?
HQ) = -| —=-1]. 2.92
@) 2 [1+G(Q) ] (2:92)

Jetzt muB man noch den Term (¢ — A, )? iiber 7 integrieren. Dieser besitzt gemif Tabelle

(2.80) das folgende Aussehen:

2 2 c(1-¢Y , (1+GeY
(C_Ax) = (mO_Ax) (1‘—1‘:—G—> = (:Eo-—Ag;) <1+G>.(2.93)

Auch in diesem Fall reduziert sich die Integration {iber 7 auf die beiden Integrale (2.85)

und (2.86). Man erhilt daher unmittelbar das folgende Zwischenergebnis:

Tp — Az‘ )2
(1+G)?

F2+G6-1 s 1+ H
= — ALY ——. (2,94
S } (zo=8:) 15 (299

a2

Kombiniert man die beiden Gleichungen (2.91) und (2.94), so erhalt man das Endergebnis
fiir den Fall c:

hﬁﬁ
0 hf3

((a(r) = A, )7y, = a- ﬁjm +(z0—A;)° %g (2.95)




2.2.5 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt sollen alle in den drei vorherigen Abschnitten erzielten Resultate
zusammengetragen und ibersichtlich einander gegeniibergestellt werden. Genauer gesagt
bedeutet dies, daf nun die Gleichungen (2.38) und (2.41), die oben nur allgemein, d.h.
fallunabhéngig formuliert wurden, so dargestellt werden sollen, wie es sich im speziellen

Fall a, b bzw. ¢ aus den jeweiligen Rechnungen ergibt:

Fall a

In diesem Fall 1a8t sich fiir die Zustandssumme Z eine untere Schranke Z, wie folgt

konstruieren:

zZ >z = [ /d:i /dxo exp| =B (%, 7o) ] (2.96)

Dabei erhalt man die Grofle ®(z, o) durch Einsetzen der Beziehungen (2.52), (2.79),
(2.87), und (2.50) in die Gleichung (2.38):

_ In{ ] In[27a] (zo ~— 7)?
® = — > 7
(Z,z0) g + 25 + 50 +
LR (2.97)
/_ﬁ_g (.),(Ia] - %Qg(aﬁ-Aa).
0
Dabei gelten die folgenden Beziehungen:
Ao = glgr [T -] B
= Z+4c(zo— T) (2.98)
o = a(l1-7).
Fall b

In diesem Fall 148t sich fiir die Zustandssumme Z eine untere Schranke Z; wie folgt

konstruieren:

Z > 2 = [ /df exp[ -4 9(z)]. (2.99)

Dabei erhilt man die Groe ®(z) durch Einsetzen der Beziehungen (2.54), (2.79), (2.89),
und (2.50) in die Gleichung (2.38):
In[ F]

o(z) = — T O/é% z[ve) |z ]a] - 2% (2.100)




Da das Funktional Z{V(-) | z | a] unabhingig von der Integrationsvariablen 7 ist, kann
man die voranstehende Gleichung wie folgt vereinfachen:
In[ F]

°z) = — =5

+ 2[V() |z |a] - 30%. (2.101)

Fall ¢

In diesem Fall 148t sich fir die Zustandssumme Z eine untere Schranke Z. wie folgt

konstruieren:

Z 2 Z = |35 /d-’Eo exp[—08 ®(z0) ] - (2.102)

Dabei erhilt man die GroBe ®(zo) durch Einsetzen der Beziehungen (2.57), (2.79), (2.95),
und (2.50) in die Gleichung (2.38):

In[ F] In[1+ G| Tar _
O(zo) = — + + — ZVOH Il ¢lo]| -
s 28 § hB SCANES (2.103)
, H . H
— ?Q ( - ﬂsz + (.’L'() - AI) m

Dabei gelten die folgenden Beziehungen:
C = 10—%:::8—61(%—1\::)

o = a(l—c)HElsd

1+G

(2.104)

2.2.6 Die Minimierung

Wie bereits im Kapitel (2.2.1) erwihnt, ist die Gultigkeit der Ungleichung (2.39) keines-
wegs dadurch eingeschriankt, welche spezielle Wahl fiir das Versuchspotential VO(") getrof-
fen wird. Insbesondere bedeutet dies, dal man bei der in dieser Arbeit vorgenomme-
nen Festlegung des Versuchspotentials VO(V) (siehe die Gleichung (2.42)) die Funktionen
Q = Q(v) und A, = A, (v) als frei wahlbare Parameter zur Verfiigung stehen hat. Um
eine moglichst groBe untere Schranke fiir die reduzierte Zustandssumme Z(v) zu erhalten,
kann man daher (fir alle v) versuchen, die rechte Seite der Ungleichung (2.39) durch
Variation von Q(v) und A,(v) zu maximieren (bei festgehaltenem v). Aufgrund der Mo-
notonie der Exponentialfunktion ist das Problem der Maximierung von e~#®(*) iquivalent
zum Problem, die Funktion ®(v) beziiglich der Variationsparameter Q(v) und A,(v) zu
minimieren (bei festgehaltenem v). Betrachtet man die Gleichungen (2.97) und (2.101),
so stellt man fest, dafl in den beiden Féllen a und b die Wahl von A, irrelevant ist, da

diese Grofie bei der Berechnung von ®(z,z¢) bzw. ®(z) herausgefallen ist. Daher gentigt
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es in diesen beiden Féllen, die Nullstellen der Ableitung %1% zu bestimmen, um das ent-
sprechende Minimum aufzuspiiren. Im Fall ¢ hingegen sind bei der Minimussuche die
Nullstellen des Gradienten (%gz—), Bazq);) mafigebend. Setzt man also in den beiden Fallen
a und b die Ableitung von @ gleich Null, so érhélt man eine Gleichung zur Bestimmung
desjenigen €, fiir das ® minimal wird. Entsprechend liefert im Fall ¢ das Verschwinden des
Gradienten von @ zwei Gleichungen zur Bestimmung desjenigen Paares (Q,A;), fir das

minimal wird. Im speziellen ergeben sich dabei die folgenden Bestimmungsgleichungen:

Fall a

dF FG
Wegen d—Q = — F (2105)

ergibt die Ableitung des ersten Summanden der rechten Seite der Gleichung (2.97) den
folgenden Ausdruck:

d In[F]\ _ G _
E (_ 5 ) = 5o = mSfa. (2'106)
Wegen % = —-?—2 F—2—+§-———1- (2.107)
d [ In[27a] (zo — 7)? 1 (z0 — Z)?

besitzt die Ableitung des zweiten und dritten Summanden der rechten Seite der Gleichung

(2.97) das folgende Aussehen:

d [ 1n[27a] (zo — Z)?
55( 25 " 2aﬂ)

Mit Hilfe der beiden Identitdten (2.106) und (2.109) prift man leicht nach, daf die sich

= mQAa. (2.109)

nach dem Ableiten der Gleichung (2.97) ergebende Bestimmungsgleichung fiir Q(Z, z,) die
folgende Form hat:

d hﬁd d

T m —
o !T -[V(-) | CIU] — .2_92 d—(a+Aa) = 0. (2.110)
Fall b

In diesem Fall ergibt sich die Bestimmungsgleichung fiir Q(z) unmittelbar durch das Ab-
leiten der Gleichung (2.101). Unter Verwendung der Beziehung (2.106) erhalt man dabei
die folgende Gleichung:

d da

o E[V(-) l T ' a] ~ mQ? o - 0. (2.111)
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Man macht sich leicht klar, daf§ sich die voranstehende Gleichung wie folgt vereinfachen

laBt:

— E[V(-)»| Fla] - 20 = 0 (2.112)

Fall c

Leitet man die rechte Seite der Gleichung (2.103) partiell nach A; ab, so erhalt man die
eine der beiden Gleichungen, die im Fall ¢ zur Bestimmung des Paares (Q, A;) notwendig

sind:

)| ¢ a] + mQZ(fCo—Az)%'G‘ = 0. (2.113)

0 ﬁﬁﬁ :[
oz J h3

Leitet man den zweiten Summanden der rechten Seite der Gleichung (2.103) partiell nach

Q ab, so ergibt sich wegen

dG G+1— F?

—_ = 2.114

dQ Q ( )
unmittelbar der folgende Ausdruck:

d {In[l+G H

d (Bi+c]y __# (2.115)

dQ 20 BQ

Jetzt erhélt man die zweite der beiden Bestimmungsgleichungen des Falles ¢, indem man
mit Hilfe der beiden Identitdten (2.106) und (2.115) die Gleichung (2.103) partiell nach
Q ableitet:

i) f dr _ i) H
— [ = 2|V | (¢]e| - z2o? —(a— ) -
N J h [ I Ia ] 2 oQ Hﬂmﬂz‘ (2.116)
—_— — mQ?2 _— 2_._ f—
09(29 (20— As) 1+G) 0
d 1 H
mO? ___ (__) = _— .
Wegen ALl e mQ T3 c (2.117)

lafit sich der letzte Summand auf der linken Seite der voranstehenden Gleichung in eine
Form bringen, die im nachsten Abschnitt von Nutzen sein wird. Die zweite Bestimmungs-

gleichung bekommt damit das folgende Aussehen:

h3
d /d _ , 0 H )
o0 ] np ()ICI ] 2 a0 \" Bme? (2.118)
_mzi< _ 2.1+H> _
7 g \(Bo-Be) 5 ) = 0



2.2.7 Der harmonische Oszillator

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welche Resultate die drei Naherungsverfahren
a, b und c liefern, wenn das Potential V, das angenahert werden soll, dem Potential eines
harmonischen Oszillators entspricht. Genauer gesagt, bedeutet dies, dafl das folgende

Potential besprochen werden soll:
Viz) = Zw(z—A)> (2.119)

Dabei bezeichnet w die Frequenz des Oszillators und A eine beliebige Verschiebung im
Ort. Selbstverstandlich erwartet man, da auch das Versuchspotential VO(") harmonischen
Ursprungs ist, dafl man in allen drei Fallen das exakte quantenmechanische Ergebnis fiir
die Zustandssumme Z,,. des harmonischen Oszillators bekommt. Dieses lautet (siehe z.B.

die Referenz [6]):
1 _ F(w)

Zosc 2 sinh[ 2w] T hfw’ (2.120)
Um die Naherungsverfahren anwenden zu kénnen, mufl man den Ausdruck

i dr 2\ (V)

| 7 ((a(r)=a)), (2.121)

berechnen. In den beiden Fallen a und b kann dies einfach dadurch geschehen, dal man
die Ergebnisse des Abschnitts (2.2.4) auf die hier auftretende Problemstellung iibertréagt,
indem man A, durch A ersetzt. Im Fall ¢ jedoch ist diese einfache Variablensubstitution
nicht mehr moglich, da die Grole A, nicht nur im Versuchspotential VO(") vorkommt,
sondern auch in ¢ (vergleiche dazu die Tabelle (2.80)). Wiederum miissen die einzelnen

Félle getrennt voneinander betrachtet werden:

Fall a

Setzt man den sich unmittelbar aus der Gleichung (2.87) ergebenden Ausdruck

e

0 hig- E{Veel) | ¢ | 0] = 2*[atBat(@-a)] (2.122)
in die Bestimmungsgleichung (2.110) fiir Q(z, zo) ein, so erhalt man:

%(w2—ﬂ2)§5(a+Aa) = 0. (2.123)
Daraus folgt sofort die Bedingung: Q? = w2 (2.124)
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Setzt man die soeben erzielten Resultate (2.122) und (2.124) in die Gleichungen (2.97)

und (2.96) ein, so erhalt man fir Z,,. die folgende optimale untere Schranke Z,:
2, = F(w) /27:;,12 /d:i exp[—~ﬂ %wQ (z — A)Q]

7(11‘0 L exp[—g%f—)?} .

(2.125)

Wie man leicht sieht, ergibt in der voranstehenden Gleichung das Integral iiber zo den
Faktor 1. Berechnet man im Anschlufl daran das Integral iiber Z, so erhidlt man sofort

die gesuchte Identitat: Z,,. = Z,.

Fall b

Der Fall b gestaltet sich vollig analog zum Fall a. Zunachst ergibt sich direkt aus der
Gleichung (2.89) der folgende Ausdruck:

E Vo) |7 | 0] = 2w?[at(z-0)]. (2.126)

Setzt man nui die voranstehende Identitét in die Bestimmungsgleichung (2.112) fiir Q(z)

ein, so erhilt man:

m?omQ? = o (2.127)

Wie im Fall a folgt daraus sofort die Bedingung: € = P (2.128)

Mit Hilfe der beiden Beziehungen (2.126) und (2.128), sowie unter Verwendung der Glei-
chungen (2.101) und (2.99) erhalt im Fall b die optimale untere Schranke 2 das folgende

Aussehen:

z, = Fl) [ /d:z exp| —f 2w? (2 — A)?]. (2.129)

Nun 148t sich leicht nachvollziehen, da man auch im Fall b nach der Ausfilhrung der

Integration iber z auf das exakte Ergebnis (2.120) stofit.

Fall ¢

Wie schon am Anfang dieses Abschnitts erwahnt, ist die Rechnung im Fall c etwas kom-
plizierter als in den beiden Fallen a und b. Zunachst erhalt man analog zur Gleichung

(2.83) das folgende Zwischenergebnis:

((a(r) =2y )" = o4 (¢-a)

0

) (2.130)
= 0o + ((—A:) + 2(A:-2)((—A;) + (AI*A)2‘
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Will man in der voranstehenden Gleichung den dritten Summanden iber 7 integrieren,
so stoft man auf das folgende Integral, das unter Heranziehung der Tabelle (2.80), sowie

der Gleichung (2.85) leicht gelost werden kann:

KB hp

dr dr 14Gec o — Ng

— —A,) = — —A)—— = . 2.131
g (¢ ) J (wo A)1+G 14G ( )

Mit Hilfe der drei Integrale (2.131), (2.91) und (2.94) kann man nun die zweite Zeile der
Gleichung (2.130) iiber 7 integrieren. Man erhalt:

LB
dr _ Cmef, M o AR LTH
[ et - g i)
+ %w2(2(Ar~A)ziigr+(A”_A)2>'

Nun kann man den voranstehenden Ausdruck in die erste Bestimmungsgleichung (2.113)
fir das Paar (Q, A;) einsetzen:

1+ H 4 (zo— Az) — (A; — A)

mw? (—(.7:0 - A;) + (A, — A)) +

14+G 14+G 2.133
+ mQ? (20 — A;) A 0. ( )
14+G
Q? = Wt
Wie man leicht sieht, ist die obige Gleichung erfiillt, wenn gilt: . (2.134)
z = A

Aufgrund der Identitit A, = A verschwindet der zweite Summand auf der rechten Seite
der Gleichung (2.132). Damit priift man leicht nach, daB auch die zweite Bestimmungs-
gleichung (2.118) des Falles c erfiillt ist. Setzt man auflerdem die Wahl (2.134), sowie die
Beziehung (2.132) in die Gleichungen (2.103) und (2.102) ein, so erhélt man fir Z,,. die

folgende optimale untere Schranke Z.:

7 1 Ty — A)?
Z. = Fw) /35 /dzo e exp[—ﬂ%uﬂ%?)— . (2.135)

Nach der Ausfihrung des Integrals iiber z¢ erhélt man auch in diesem Fall das exakte
Ergebnis (2.120).

2.3 Die Ortsverteilung p(z)

Wie bereits am Anfang des Abschnitts (2.2.1) erwihnt, 148t sich die reduzierte Zustands-
summe Z(Z, o) als ein unvollstandig ausgefithrtes Pfadintegral auffassen, bei dem ledig-
lich iber all diejenigen Pfade z(7) integriert wird, die den Mittelweg z und den Anfangs-

(=End)Punkt z, besitzen. Integriert man daher die reduzierte Zustandssumme Z(Zz, xo)
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iber den Mittelweg Z, so erhilt man einen Ausdruck, der mit einem Pfadintegral gleich-
zusetzen ist, bei dem hinsichtlich der Auswahl der Integrationspfade x(7) nur noch die
Einschrankung besteht, daf§ diese den Anfangs-(=End)Punkt z¢ besitzen. In diesem Sin-
ne 1afit sich die folgende Beziehung aufstellen, die leicht mit Hilfe der Gleichungen (2.9)

und (2.23) bewiesen werden kann:

7D[$(7')] exp[—%A[z(r)]] = o 70,'2 2(z,20) = [ Z(a0).
(2.136)

Mit Hilfe der Beziehung (2.5), sowie der Ungleichung (2.39) ergeben sich aus der voran-
stehenden Gleichung unmittelbar die folgenden zwei unteren Schranken fiir die Diagonal-

matrixelemente des Operators e=PH,

<-’E0| et |l‘0> 2 /i _Zodj Pl 8@ ) : (2.137)

S expl = ®(x0)]

Entsprechend lassen sich fiir die Diagonalmatrixelemente des kanonischen Zustandsope-
rators W = e‘ﬁﬁ/Z, die man als die statistischen Gewichte p(z¢) der Ortsverteilung

auffassen kann '?, die folgenden zwei Abschatzungen aufstellen:

1 o0
pa(z0) = — /5;’1‘—2- dz exp|—f ®(z,z0)]
p(z0) ~ 21’ o _Zo . (2.139)
pe(z0) = Z Vg €xp[—B ®(zo)]

Im Falle des Naherungsverfahrens b 1ait sich aus der Grofie ®(z) nicht direkt eine Ab-
schatzung fiir die Ortsverteilung p(zo) gewinnen. Allerdings schligt Kleinert in seinem
Buch [7] (Kapitel 5.8) die folgende Approximation vor, die er mit Hilfe einer weiteren, auf

der Wick’schen Entwicklung beruhenden Naherung herleitet:

p(zo) = Zib N _Zoda': \/217r_a exp[—(xoz;aj)} exp|—0 ®(z)]. (2.140)

13Man definiert die Ortsverteilung p(xo), deren physikalische Bedeutung anhand der Gleichung (2.141)
deutlich wird, mit Hilfe der folgenden Identitit:

p(zo) = <x0| W ‘z0>‘ . (2.138)
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An dieser Stelle sei noch erwahnt, dal man fir Operatoren O, die in der Ortsdarstellung
diagonal sind, d.h. fir die gilt: @|'L> = O(z)|x) mit Hilfe der Ortsverteilung p(z)

leicht die entsprechenden thermodynamischen Erwartungswerte berechnen kann:

(0) = TM[OW] = /d:co O(zo) plo). (2.141)

2.4 Das Problem periodischer Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt soll erlautert werden, welche Modifikationen an den oben vorge-
stellten Naherungsverfahren vorgenommen werden miissen, wenn man mit Hilfe dieser
Verfahren physikalische Systeme untersuchen will, die 2r—periodischen Nebenbedingun-
gen unterworfen sind. Zuvor jedoch soll an dieser Stelle kurz dargestellt werden, welche
prinzipiellen Veranderungen sich im Hinblick auf einige quantenmechanische Grundglei-
chungen ergeben, wenn man zu 2r-periodischen Nebenbedingungen iibergeht:

Aufgrund der 27—Periodizitit ist man dazu geneigt, nicht mehr von der Ortsvariablen z zu
sprechen, sondern vom (Phasen—)Winkel ¢. Dariiber hinaus erzwingt die 2r-Periodizitét
den Ubergang vom kontinuierlichen zum diskreten Impulsspektrum. Deshalb soll im fol-
genden der (kanonische) Impuls nicht mehr mit p, sondern mit k bzw. hk bezeichnet
werden. Mit Hilfe dieser Umbenennungen 148t sich der Ubergang zu 27m-periodischen
Nebenbedingungen in der Sprache der Quantenmechanik durch die folgenden drei Bezie-

hungen formulieren:

U= [dofa)zl — 1 = [do 19)(9l (2.142)
L= [0 L= o= 3 k) (k] (2.143)
- ~ 2rh PI\P _ Y r ) '

(x| p) = e — (gl k) = e+ (2.144)

Im néchsten Abschnitt soll ein Ausdruck hergeleitet werden, der sich von seinem direkten
Analogon (2.5) nur soweit unterscheidet, wie es aufgrund der 2r-periodischen Nebenbe-

dingungen erforderlich ist:

2.4.1 Die Herleitung des “periodischen” Pfadintegrals

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dafl der Leser mit der Herleitung der Iden-

titdt (2.5) vertraut ist, so dafl im folgenden nur diejenigen Rechenschritte ausfiihrlicher
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kommentiert werden, die eine hinsichtlich der Herleitung der Gleichung (2.5) modifizierte
Vorgehensweise erfordern:
Unterteilt man das Intervall [0,723] mit Hilfe der (¥ + 1) aquidistanten Stiitzstellen 7, in

N Teilintervalle der Lange ¢, d.h. definiert man

hp

n = — =0...N 2.145

T, " (n=20 ) ( )
h

und € = Tp— Tpnl = l}g (n=1...N), (2.146)

so erhalt man durch (N — 1)-fache Anwendung der Gleichung (2.142) den folgenden Aus-
druck:

127r
(ol ) = (T Joo) 11 gl

Aufgrund der voranstehenden Gleichung ist es notwendig, da$ man die Matrixelemente

et ) (2.147)

des Operators e #H berechnet. Dies 18t sich mit Hilfe der Gleichungen (2.143) und

(2.144) (im Grenzfall N — oo) wie folgt realisieren:

(] i o) = o 5 (&) i 1) (k] eiv® o)
k 6 (2.148)
— —21_7r k exp[ik(¢b—¢a) - E(h;::_i_‘/(qﬁa))}

An dieser Stelle erfolgt der eigentliche Kunstgriff der Rechnung, mit dem es méglich wird,
die Summe iiber den diskreten Impuls k& wieder in ein Integral iber den kontinuierlichen
Impuls p umzuwandeln. Denn unter Verwendung der fiir eine beliebige Funktion f giltigen

Beziehung

1 : N dp
2 2 S [o o S(0/h— k) f(p/h), (2.149)

T

sowie mit Hilfe der Poisson’schen Summenformel:

S dp/h—k) = ¥ exp[iZw%l} (2.150)

!

148t sich die Gleichung (2.148) noch weiter vereinfachen:

(] |4) =

T d , ) | € 2
Z /ZTI)’» exp[sz%l + %p(¢b—¢a) - ?(511—+V(¢a)):|
;o TR v\ 2m

36



— ZI: 7 dp exp{— < (p—i%l(cbb—cba—{—%rl)f]

27h 2mh

€ 777,[¢—¢a+27rl]2
e )

—00

€2

= 2 Vo exp[—;—l(%wb_%”m] + V(qba))}. (2.151)
1

Setzt man nun das voranstehende Ergebnis in die Gleichung (2.147) ein, so ergibt sich:

oo - (1) (£ 5.8

N w1 1, ) (2.152)
- exp{_%§<%[¢n_¢n_l+2ﬂ"] + V(qbn_l))].

2
Jetzt ist es giinstig, in der voranstehenden Gleichung die Summenvariablen folgenderma-

Ben von ([,) nach (A,) zu transformieren:
Ao o= DL & I = M=oy (Ao = 0). (2.153)

Die voranstehende Transformation ergibt eingesetzt in die Gleichung (2.152) unmittelbar

das folgende Zwischenergebnis:

. N-1 27 N
<¢Nle”ﬁHl¢o> = ( g/d¢n)(g§:m)
= 6i(T[<¢n+5m>—<¢n-l+2m_1>12

K 2 €2

h

(2.154)

+ V(cbn-l)ﬂ

n=1
Jetzt ist man in der Lage, die sich von 0 nach 27 erstreckenden Integrale iiber die Variablen
¢y, allesamt in Integrale umwandeln zu kénnen, die von —oo nach +oo laufen. Denn durch
die Kombination dieser Integrale mit den ersten (N — 1) Summen iiber A, lassen sich die
entsprechenden Integrationsintervalle in geeigneter Weise auf die gesamte reelle Achse

ausdehnen:

. N-1 %
(on ) = £y (11 Joon v |

N ! n~— ¥Yn- 2’\71 2
. exp[_%z<§[¢ ¢ 1:2' m (S,N] + V(¢n—1))}

Man macht sich leicht klar, daB die rechte Seite der voranstehenden Gleichung (im Grenz-

(2.155)

n=1

fall N — oo) gleichbedeutend mit einer unendlichen Summe ist, deren einzelne Sum-
manden aus gewohnlichen Pfadintegralen bestehen. Dabei hingen die zu addierenden

Pfadintegrale vom Summenindex A nur dadurch ab, daf§ die Endpunkte der betreffenden
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Integrationspfade z(7) durch die Beziehung ¢n + 27w )\ festgelegt sind. Diesen Sachverhalt
bringt die folgende Gleichung zum Ausdruck:

¢N+2mA

<¢N‘ e~ PH |¢0> = XA: /D[a:(r)] exp[—;l_z— A[x(r)]] _ (2.156)
¢o

2.4.2 Die Abschitzung der “periodischen” Zustandssumme

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie sich auch im Fall periodischer Nebenbedin-
gungen mit Hilfe der Ungleichung (2.39) eine untere Schranke fiir die Zustandssumme Z
konstruieren l1afit. Fiir dieses Vorhaben ist es notwendig, dafl man die Zustandssumme Z
in geeigneter Weise durch Pfadintegrale, wie sie auf der linken Seite der Gleichung (2.136)
vorkommen, darstellt. Zunachst ergibt die Spurbildung der Gleichung (2.2), die im Fall
periodischer Nebenbedingungen mit Hilfe der Beziehung (2.142) ausgefiihrt werden mu$,
den folgenden Ausdruck:

2n
zZ = O/d¢ (¢] e |8). (2.157)

Setzt man nun das Resultat (2.156) des vorherigen Abschnitts in die voranstehende Glei-

chung ein, so erhilt man mit Hilfe des Anhangs (A.4) ** sofort das gewiinschte Ergebnis:

A

Z = Y exp|-p3ul] 7d¢ iD[y(T)]
" ° e (2.159)
cep| =3 [dr {9+ Vi) +ear]]

Daraus ergibt sich aufgrund der Gleichung (2.136) sofort die folgende Identitét:

T dz Zy(z,
zZ =) exP[—ﬁgﬂwf] /d¢ ,/ﬁf _Zo ¢ 5% 9) . (2.160)
’ 0 AC)

Dabei ist in der voranstehenden Gleichung an den reduzierten Zustandssummen Z der

Index A angebracht worden, um daran zu erinnern, daf§ an relevanter Stelle das eigentlich

“Im vorliegenden Fall ist die in der Gleichung (A.14) eingefiihrte Geschwindigkeit v jeweils gerade

durch eine der Fourier Frequenzen (2.11) gegeben:

_ ¢t 2mA-¢ 2_7r _ .
v o= By ﬁﬂ/\ = wy. (2.158)

38



zu diskutierende (periodische) Potential V folgendermafien durch ein um wy 7 verschobenes

Potential Vy substituiert werden muf:
V() — W() = V(+wr). (2.161)

Nun gewinnt man unter Verwendung der Beziehungen (2.39) und (2.40) aus der Gleichung

(2.160) sofort die folgenden zwei unteren Schranken fir die Zustandssumme Z:

zZ > ;exp[—ﬁ’-;-wi] fd¢ S _[odj pl—f Bi(2, ¢)] . (2.162)
0

exp[—5 ®x(¢)]
Dabei soll der zusatzlich auftauchende Index A wiederum andeuten, dal man die Grofle
®, aus der nichtindizierten Grofle ® gewinnt, indem man im Ausdruck fiir ® an gegebener

Stelle die Ersetzung (2.161) vornimmt.
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Kapitel 3

Die Anwendung der

Naherungsverfahren

In diesem Kapitel soll die konkrete Anwendung der drei im vorherigen Kapitel bereitge-
stellten Naherungsverfahren diskutiert werden. Dazu erfolgt zunéchst im Abschnitt (3.1)
die auf Variablentransformationen beruhende Neuformulierung der im Abschnitt (2.2.5)
aufgelisteten Beziehungen, um einen vereinfachten Formelapparat bereitzustellen, der fir
eine explizite Implementierung der Naherungsverfahren auf dem Computer wesentlich
zugidnglicher ist. AnschlieBend sollen dann im Abschnitt (3.2) die erzielten numerischen

Ergebnisse prasentiert und diskutiert werden.

3.1 Die Neuformulierung der Naherungsverfahren

Wiéhrend im vorherigen Kapitel die drei Naherungsverfahren in einer Weise prasentiert
wurden, wie sie sich direkt aus der physikalischen Problemstellung ergab, so soll in die-
sem Abschnitt eine Darstellungsart aufgegriffen werden, die eine explizite Umsetzung
in Programmcode erleichtert. Mit anderen Worten bedeutet dies, dafi im folgenden ein
Uberblick dariiber gegeben werden soll, welche Formeln im Zuge dieser Arbeit explizit
programmiert wurden '. Dazu wird im nichsten Abschnitt ein neuer Satz von Variablen
eingefiihrt, sowie im iibernachsten Abschnitt eine Liste aller bendtigter Funktionen auf-
gestellt. AnschlieBend erfolgt mit Hilfe dieser Definitionen in den drei darauffolgenden

Abschnitten die Neuformulierung der drei Variationsverfahren a, b und c.

!Samtliche Computerprogramme wurden in der Programmiersprache C verfafit.
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3.1.1 Die neuen Variablen

Fir eine vereinfachte Formulierung ist es giinstig, die neuen Variablen p, z und ¢ wie folgt

zu definieren:

4 g

p = B (3.1)
m

r = (’;—5)2 0? = Q= ZVz (3.2)

t = 1-F = o= H(1-1). (3.3)

Aus der letzten der drei voranstehenden Beziehungen ergibt sich unmittelbar, daf§ sich

eine Integration iiber T folgendermaBen in eine Integration iiber ¢ transformiert 2:

:; I(r) = J “g /dt ]“[ (=91 (3.4)

Aus der im nichsten Abschnitt eingefithrten Definition (3.15), sowie den Beziehungen

(3.19) und (3.27) folgt, daB in jedem der beiden Fille a und ¢ sowohl { als auch o eine

gerade Funktion von ¢ ist 3. Mit anderen Worten bedeutet dies, daf gilt:
[r@)] = ({r(=1)]
[7(@)] = olr(-1)]
Nun 148t sich mit Hilfe der beiden Gleichungen (3.4) und (3.5) unmittelbar die folgende

N

(3.5)

Q

in den Fillen a und c nitzliche Identitat nachpriifen:

rB )
J hi; (VO | ¢ |o(n)] = /dt (V) | ) | olr@®1]. (36)

0

Im folgenden wird aus Griinden der Platzersparnis die rechte Seite der voranstehenden

Gleichung durch den folgenden Ausdruck abgekiirzt:

~

JEVO 11l (3.7)
Die Gleichung (3.6) ist nur dann giiltig, wenn das Potential V' nicht explizit von 7 abhangt.
Diese Voraussetzung ist allerdings nicht mehr gegeben, wenn man das periodische Poten-

tial V() o cos(+) untersucht. Denn dann hat man es aufgrund des Ubergangs (2.161) mit

dem folgenden Integranden zu tun:

I(r) = E[cos(~+w,\'r) | ¢(7) l O’(T)] = cos[((T) + wxT] exp[—a(;)]. (3.8)

%In der Gleichung (3.4) bezeichnet I(7) einen beliebigen Integranden.
3Im Fall b ist sowohl ¢ als auch o von 7 und damit von ¢ unabhéngig.
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Dabei wurde im letzten Schritt die Tabelle (2.81) verwendet. Nun priift man mit der sich

aus den Gleichungen (3.3) und (2.11) ergebenden ldentitit
wat = (1=t)mA (3.9)

unter Verwendung des Additionstheorems fiir die Cosinus-Funktion sofort die folgende
Beziehung nach:

I[r@®)]+ I[r(-t)]
2

= (=1)" cos[¢[7(t)]] cos[tmA] exp[———q[*;(?)—]]. (3.10)

Damit 1a8t sich mit Hilfe der Gleichung (3.4) also auch in diesem Fall die Integration iiber

7 in eine entsprechende sich von 0 nach 1 erstreckende Integration iiber { umwandeln.

3.1.2 Tabelle der Funktionen

Fiir die Neuformulierung der drei Naherungsverfahren reicht es aus, dafl man die folgenden

finf Funktionen definiert:

VT sy
Pa) = o sinh[ /] (3.11)
VL o

sin[ /-2 ]
F(:c)cosh[\/x_]—l = \/:Ecoth[\/:;]—l x>0

G(z) = (3.12)
F(z) cos[\/-_x_]—l = \/—_icot[\/:i]—-l z<0
W 23>0
oH(z) = L& coshl V] (3.13)
HH o) _fla) -1 z<0
cos| /-z |
a(z) = pr) (3.14)

F(z) cosh[\/;t]*l r>0
T(z,t) = (3.15)
F(:c)cos[\/—_x_t}*l z<0



3.1.3 Fall a

Unter Verwendung der in den beiden vorherigen Abschnitten eingefithrten Gréfien, sowie

den beiden zusétzlichen Abkiirzungen

_ ~=\2
Ay = (20— 2)° (3.16)
a
2o
A, = 5’;5_1 (3.17)

nimmt die Gleichung (2.97) unmittelbar die folgende Gestalt an:

A

Bo(@m) = B [ZV()IC¢Io] — W[F] +
(3.18)
In[2ra]+ A =G (1— A1) A,
2 1
= al1-(TY
Dabei gilt: {J = ! (G)] (3.19)
( = Z+(xo—2)%

Wie man anhand der Gleichung (3.11) leicht erkennt, werden die obigen Ausdriicke fir
z = —n? singular. Dies fithrt bei der beziiglich z auszufithrenden Minimierung von
®(z, o) * zur Nebenbedingung = > —n% Wegen lim ®(Z,zq) = oo stellt dies allerdings

3 —m2
kein Problem dar.

Setzt man nun die soeben prasentierten Formeln direkt in Programmcode um, und tragt
die Grofle ®(Z, zo) in Abhingigkeit von z auf, so stellt man fest, da8 fiir |z| < 10~* keine
glatte Kurve mehr herauskommt. Denn fir kleines z treten (mehrfach) Ausdriicke der
Form 2 auf (siehe z.B. die Funktion (3.11)), so daff die obigen Formeln numerisch instabil
werden. Da jedoch der Grenzwert x — 0 selbstverstandlich existiert, kann man dieses
Problem dadurch umgehen, daff man fiir kleine = die folgende Entwicklung (bis zu zweiter

Ordnung) benutzt:

Die Entwicklung
B(@,20) — B [Z(V()I¢ o]

In|72p o — )2 o — )3
2 3P 3P

4Wegen der Gleichung (3.2) wird die Rolle des Variationsparameters € nun von der Variablen z

ibernommen.
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Dabei kann fir den Ausdruck = [V() | ¢ | o] keine allgemein giiltige Entwicklung
angegeben werden, da eine solche selbstverstandlich von der speziellen Form des Potentials
V abhiangt. Um zu demonstrieren, welches Aussehen eine derartige Entwicklung fiir ein
gegebenes Potential haben kann, sei an dieser Stelle der einfache Fall des harmonischen

Potentials V(-) oc (- — A)? vorgestellt:
JElC=a71¢lo] = (40 +  Hwo-a + @-a) )
- EZp + o)
+ ( mme + w0 —7)° ) <’
O(z3).

~N
N—
8

3.1.4 Fallb

Unter Verwendung der in den beiden Abschnitten (3.1.1) und (3.1.2) eingefithrten Gréfien
erhilt die Gleichung (2.101) die folgende Form:

fo(z) = BE(V()|zla] — W[F] - 3. (3.22)

Wie schon im Fall a, so gilt auch hier die Nebenbedingung z > —7%. Auflerdem muf man

auch in diesem Fall eine Entwicklung um z = 0 vornehmen:

Die Entwicklung
BO() - BE(V()|Ela] = L5e* + O (3.23)

180

Auch in diesem Fall soll ein reprasentatives Beispiel fiir die vom Potential V' abhingige

Entwicklung des Ausdrucks Z[V(-) | | a] gegeben werden:

S(=a)Y|z|a] = p+(@E—-A)} - Zpz + s=pz’ + O(z%). (3.24)

3.1.5 Fall c

Mit Hilfe der zusdtzlichen Abkiirzung

(5”0 - Ar)2
e TE 3.25
P05 0) 2%
gewinnt man aus der Gleichung (2.103) leicht den folgenden Ausdruck:
. Infl14+4G\4+ H—-G—-AzH
po(eo) = B[SV IClo] — mip) + SEFGAIZOZRTH g0
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_ p(1+G) [
o =
Dabei gilt: { N

(13 (3.27)
¢ = To+ (-4 )(

q}_g

-1)

In diesem Fall gilt wegen der Gleichung (3.13) die Nebenbedingung = > —f}. Nach wie

vor besteht auch in diesem Fall die Notwendigkeit einer Entwicklung um z = 0:

Die Entwicklung
[ To — A : 2 3
pota) - 8 [zvOIcio) = (5420l ) e 4 o) Gas)

Auch in diesem Fall soll im Bestreben, die drei Fille a, b und c gleichberechtigt neben-
einander darzustellen, nicht darauf verzichtet werden, ein reprasentatives Beispiel fiir die

vom Potential V' abhingige Entwicklung des Ausdrucks fE[V() | ¢ | 0] zu geben:

JEIC=ariclal = ( % + (20— A)? )
— ( 2p 4+ Hazo—A)(zo— AL) )z
+ qasP T 14_5(330 —A)(xo —Ag) + 12—5 (20— A )2 ) z*
+ O(z?)
(3.29)

An dieser Stelle sei noch auf den Anhang (B.1) verwiesen, wo alle Ableitungen nach = und

A, (Fall ¢) aufgelistet sind, die fiir die Minimierung der Groe ®(v) bendtigt werden.

3.2 Numerische Ergebnisse

3.2.1 Vorbemerkung

Bevor nun in den folgenden Abschnitten die numerisch erzielten Ergebnisse abgebildet
und (teilweise) diskutiert werden, sollen an dieser Stelle einige Vbrbemerkungen gemacht
werden. Zunéchst soll dabei kurz auf einige numerisch~technische Details eingegangen

werden:

Die Numerik

Alle im Zuge dieser Arbeit anfallenden numerischen Integrationen wurden mit Hilfe selbst-

geschriebener Integrationsroutinen ausgefiihrt. Dabei wurde als Integrationsalgorithmus
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stets eine auf der Euler-MacLaurin’schen Fehlerentwicklung basierende Schrittweitenex-
trapolation angewandt. Nahere Details zu diesem numerischen Integrationsverfahren fin-
det man in den Referenzen [9] und [10]. Die numerische Minimierung wurde samtlich
mit Hilfe der NAG-Library bewerkstelligt. Dazu wurden namentlich die NAG-Routinen
E04jaf, E04kaf, E04kcf, EO4bbf und E04kdf in die betreffenden Programme eingebunden.

Die Wahl von p/f3

Wenngleich die im Abschnitt (3.1) erfolgte Neuformulierung der drei Naherungsverfahren
eine direkte Umsetzung in Programmecode erlaubt, so ist es dennoch vor einem expliziten
Programmlauf notwendig, dal man der Variablen p, d.h. genauer gesagt dem Quotienten
p/B = h*/4m (siehe die Gleichung (3.1)) einen konkreten Zahlenwert zuweist. Im Zuge
dieser Arbeit wurden alle Rechnungen ausschlieilich fiir p/g = 0.25 durchgefiithrt. Dies
entspricht der natiirlichen Wahl A = m = 1 und steht damit in Ubereinstimmung mit der

Vorgehensweise, die in den Referenzen [5] bzw. [7] eingeschlagen wurde.

Die untersuchten Potentiale

Die drei Naherungsverfahren wurden anhand verschiedener Potentiale V' auf ihre Funkti-

onstiichtigkeit hin {iberpriift. Dabei wurde das anharmonische Potential

Viz) = 12?4 g2, (3.30)
sowie das Doppelmuldenpotential

V(z) = —3z*+ g2’ (3.31)

untersucht. Neben der in beiden Fillen getroffenen natiirlichen Wahl g = 1 wurde im Fall
des anharmonischen Oszillators auch noch der Wert ¢ = 10 untersucht, was dem physika-
lischen Problem eines Oszillators entspricht, der durch eine relativ starke Anharmonizitat
beeinfluflt ist. Auflerdem wurden im Fall des Doppelmuldenpotentials die Rechnungen
auch noch fiir den Wert g = 0.1 ausgefiihrt, der gemafl der Referenz [5] (Kapitel 5.8)
im Hinblick auf eine Untersuchung der Naherungsverfaheren von besonderer Interesse ist.

Dariiber hinaus wurden die drei Naherungsverfahren zur Diskussion des Potentials
V(z) = f{z—gq)*—gcosa ' (3.32)

herangezogen. Eine mit diesem Potential assoziierte physikalische Problemstellung liegt

vor, wenn man die beiden Enden eines Josephson Kontaktes mit Hilfe eines supraleiten-
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den Drahtes miteinander verbindet. Die auf diese Weise entstehende Leiterschleife ® kann
dariiber hinaus von einem &uferen magnetischen Fluff ¢ durchsetzt sein. Eine ausfiihrli-
chere Diskussion dieses physikalischen Problems entnimmt man wahlweise den Referenzen
(2], [3] oder [4]. Fiir das oben angefithrte Potential (3.32) drangt sich als zahlenméBige
Belegung der Variablen ¢ neben dem Wert 0 auch noch der Wert m auf. Dies geht aus
der Referenz [3] hervor. Fiir den Parameter g bietet sich neben der natiirlichen Wahl
g = 1 auch noch die Wahl g = 10 an, die zu einer Dominanz des periodischen Teils des
Potentials (3.32) fiilhrt. Diese (teilweise) Periodizitat wiederum ist im Hinblick auf den

Ubergang zum rein periodischen Potential
V(z) = —gcosa (3.33)

von besonderer Interesse. Aus den eben angefiithrten Griinden, wurde das Potential (3.32)
fir die vier Parameterpaare (¢=0, g = 1), (¢=0, g=10), (¢=m, g = 1) und (¢=7, g=10)
untersucht. Schlieilich wurden im Zuge dieser Arbeit die gegebenen Néherungsverfahren
auch auf das periodische Potential (3.33), dessen physikalischer Hintergrund bereits im Ka-
pitel (1) ausfiithrlicher besprochen wurde, angewandt. Dabei wurden fiir die zahlenmafBige

Belegung der Variablen g die drei Werte 1, 10 und -113 herangezogen.

3.2.2 Der klassische Grenzfall

Im Grenzfall hoher Temperaturen, d.h. fir g = Elﬁ — 0, geht die Quantenmechanik
in die klassische Mechanik iiber. Demgemaf wird fir § <« 1 die quantenmechanische

Zustandssumme (2.2) exakt durch die klassische Zustandssumme

Zaone = [ [ dz eV (3:34)

beschrieben. In diesem Abschnitt nun soll sowohl anhand analytischer Rechnungen als
auch mit Hilfe konkreter numerischer Resultate gezeigt werden, da§ die drei approxima-
tiven Zustandssummen Z,, Z;, und Z. im Grenzfall 3 — 0 in die klassische und damit

exakte Losung (3.34) iibergehen:

5Der Vorfaktor % ist dabel ein MaB fiir die GroBe der Induktivitit der Leiterschleife.
®Die Verschiebung g ist dabei ein MaB fiir die GroBe des magnetischen FlufBes.
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Die analytische Rechnung

Entwickelt man in jedem der drei Falle a, b und ¢ die beiden Grofien ¢ und o bis zur

fihrenden Ordnung um 8 = 0, so erhalt man die folgenden Resultate:

Fall ((B<1) o(f K1)

a T4 (zo—2)iBP-1)+0(8% | (1+2t*-3t") 1o+ 0O(B%
(3.35)

b 7 30 +0(8%)

c zo + O(6?) (1—1%)p+ OB

Wegen p o« [ (siehe Gleichung (3.1)) 7 ergibt sich aus der obigen Tabelle unmittelbar
die Beziehung o EB—) 0. Da sich auflerdem mit Hilfe der obigen Tabelle allgemein die

Beziehung ¢ i—’—o—) const. aufstellen 1a88t, erhalt man im Grenzfall 3 — 0 auf der rechten

Seite der Gleichung (2.78) die folgende Darstellung der é-Funktion:
M2
exp{ _ =9 ]

lim 20 = §(¢-0). (3.36)

oc—0 27r0-

Daraus ergibt sich sofort das folgende Zwischenresultat:

V(Z+ (20— 7) 432 — 1)) Fall a
}g’% Z[VO) (o] = V(z) Fall b . (3.37)
V(zo) Fall ¢

Mit Hilfe der voranstehenden Gleichung, sowie den beiden Entwicklungen

G 1
~l[F) - 2 gL (%a) + o (3.38)
In[1+G]+H—-G—AzH pa (20— A;)

—In{F
n{F] + 5 P

() + oY) (3.39)

macht man sich in den beiden Fallen b und ¢ anhand der Gleichungen (3.22) und (3.26)
sofort klar, daf8 gilt:

eBo@) L oV (@) bzw. eB20) P -V (z0) (3.40)

"Diese zusatzliche Abhangigkeit von 8 wurde bei der Entwicklung der betreffenden Ausdriicke selbst-

verstandlich mitberiicksichtigt.
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Daraus folgt fiir den Grenzfall # — 0 unmittelbar die Ubereinstimmung der beiden Fille
b und ¢ mit dem klassischen Ergebnis (3.34). Im Fall a st68t man wegen a(8 < 1) =
30 + O(B%) in der Gleichung (3.18) wiederum auf eine Darstellung der §~Funktion:

!Io—f!z )
. exp[ 2a ] _
lig ——=2 = §(a0— 2) (3.41)

Daraus ergibt sich zusammen mit der Gleichung (3.37) und der Entwicklung

G (1 - A])Az ,B_Sfl (_ (.’L‘o—.’i‘)2

~nir) - § + 053 D) () ¢ o) G

im Grenzfall 8 — 0 fiir die Gleichung (3.18) das folgende Resultat:

e BEz) PLL 5o g exp[—ﬁ/dt V(2 + (20— 7) 3(3¢° - 1))] - (343
0

Nach Ausfihrung der Integration iiber 2¢ stoBt man auch in diesem Fall auf das klassische

Ergebnis (3.34).

Die numerischen Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen die analytischen Uberlegungen des vorherigen Abschnitts mit
Hilfe von numerischen Ergebnissen belegt werden. Dazu werden die drei Approximationen
fir die Freie Energie F, d.h. genauer gesagt die Groflen

In{ Z, ]

Fo = — 3 mit o = a,b,c, (3.44)

sowie die klassische Freie Energie F,,s; im Bereich sehr kleiner inverser Temperaturen

0 = Tcﬁ aufgetragen. Bevor nun im Anschlufl die entsprechenden Abbildungen prasen-
tiert werden, bleibt noch darauf hinzuweisen, daf die drei Approximationen F,, F, und
F. auch im Bereich, wo der klassische Grenzfall nicht mehr giiltig ist, zumeist zu einer
einzigen Kurve verschmelzen, was seine Ursache darin hat, dafl der Abstand zur klassi-

schen Kurve dominiert:
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3.2.3 Die angeniherten Freien Energieen

In diesem Abschnitt sollen die auf numerischem Wege gewonnenen Werte fiir die an-
genaherten Freien Energieen F,, F, und F, in Abhangigkeit von der inversen Temperatur
g = E;T aufgetragen werden. Um dabei die relativ geringen Unterschiede zwischen den
Kurven F,, F, und F, bestméglich aufzulésen, wurde die Abszisse in geeigneter Wei-
se 1n zwel Bereiche aufgeteilt. So wurde einerseits der Fall relativ hoher Temperaturen
(8 g 5) behandelt, wo die groBten Unterschiede zu beobachten sind. Andererseits wur-
de dariiber hinaus der Fall sehr tiefer Temperaturen (3 S 50) untersucht, wo nur noch

vernachlassigbar kleine Unterschiede auftauchen.

Der Fall hoher Temperaturen
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Der Fall tiefer Temperaturen
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V(z)=3(z—m)* —10cosz
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Die Uberlegenheit der Methode a

Aus den voranstehenden Abbildungen geht hervor, dal das Néherungsverfahren a stets
kleinere (und damit bessere) obere Schranken fiir die Freie Energie F liefert. Dies stellt
jedoch — wie die folgenden Uberlegungen zeigen — keine Uberraschung dar. Denn seien
Qa(Z, z0), 2%(Z) und Q.(zo) die von einer bzw. zwei Variablen abhingigen Funktionen,
die man im jeweiligen Fall bei der Variation der GréBe ®(v) beziglich des Parameters
Q erhalt. Dann gewinnt man die angeniherten Zustandssummen 2, bzw. 2. aus der
approximativen Zustandssumme Z,, indem man in den Formeln fiir Z, an gegebener
Stelle die Funktion Q,(Z,z¢) durch die folgende ebenfalls von zwei Variablen abhéngige

Funktion Q(Z, zo) ersetzt:

Q(7,170) = ()  (Fallb)

(3.45)
Qz,z0) = Qfz0) (Fallc).

Bei dieser Ersetzung taucht im Fall ¢ natiirlich die Frage auf, was man mit der Grofe
Az(zo) anzufangen hat. Dieser Fragestellung begegnet man am besten dadurch, daB
man sich vorstellt, man hitte bel der Herleitung des Falles a alle von der Gréfle A,

abhingenden Terme nicht weggekiirzt. Dann ist unmittelbar klar, dal man jede Funktion
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A.(zo) in die Formeln des Falles a einsetzen kann, um nach wie vor dieselbe Abschatzung
fir die Zustandssumime Z zu erhalten. Insbesondere kénnte man also auch die im Fall ¢
durch die Minimierung der Grofie ®(zo) erzielte funktionale Form von A;(zo) einsetzen,
ohne effektiv eine Veranderung zu erzielen. Ersetzt man nun - wie oben angedeutet —
im Ausdruck fiur die angenaherte Zustandssumme Z, die Funktion Q,(Z, zo) durch die
Funktion Q(Z, zo) (siehe die Gleichung (3.45)), so ist unmittelbar klar, dafi die Gréfle 2,
nur kleiner werden kann. Denn die Funktion 9,(Z,z¢) war ja gerade dadurch definiert,
daf es zu minimalem ®(z, ), und damit maximalem Z, fithrt. Damit ist im Hinblick auf
eine approximative Bestimmung der Zustandssumme Z (und damit der Freien Energie

F) bewiesen, dal unter den drei Naherungsverfahren die Methode a am genauesten ist.

Die Grofle A,

Unter den drei Naherungsverfahren nimmt die Methode ¢ insofern eine Sonderstellung ein,
daB nicht nur bezuglich der Variablen Q, sondern auch beziiglich der Variablen A, zu mini-
mieren ist. Wenngleich die sich daraus ergebende Notwendigkeit einer zweidimensionalen
(numerischen) Minimierung prinzipiell kein allzu groies Problem darstellt, so ergaben sich
dennoch bei der Untersuchung des Potentials V(z) = 1(z — 7)* — 10cosz (numerische)
Probleme. Denn in einem grofen Temperaturbereich konnte fiir gewisse Werte von zg
beobachtet werden, dafi der Minimierungsalgorithmus nicht mehr konvergierte, sondern
je nach Startwert wahlweise das “Losungsverhalten” A, — oo bzw. A, — —oo lieferte.
Die Untersuchung des Potentials V(z) = 3(z — 7)? — 10 cos z zeigt also, daff beim Nihe-
rungsverfahren ¢ grundsatzlich Probleme bei der Minimierung entstehen kénnen. Da im
Falle eines betragsmafig kleinen Differentialquotienten Eaz(b; ein unstetiger Verlauf von
Az(z¢) nicht notwendig zu einem derart unstetigen Verlauf von exp|—3 ®(zo)] fithren
muf}, dafBl eine gegebene Integrationsroutine bei der (numerischen) Auswertung des Inte-
grals [dzgexp[—B®(zo)] versagt 8, empfiehlt es sich beim Naherungsverfahren c, da8
man die erfolgreiche Ausfiihrung der Minimierung dadurch tiberpriift, daf man gegebe-

nenfalls den Verlauf der Funktion A,(zo) graphisch darstellt. Dies soll im folgenden fiir

die in dieser Arbeit untersuchten Potentiale geschehen:

8Dazu beachte man, daB eine Integrationsroutine gerade so konzipiert ist, daB der Integrand nur
an endlich vielen (d.h. genauer gesagt moglichst wenigen) Stellen berechnet werden mufl; so dafl ge-
gebenenfalls alle Werte der Integrationsvariablen, fiir die Unstetigkeiten auftreten, bei der Integration
unberiicksichtigt bleiben {bzw. so selten angetroffen werden, dafi der Integrationsalgorithmus dariiber

“hinwegextrapoliert”).
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Ag(z0) fiir 8=5 und V(z) = z? + ga*
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V(z) = 3(z —7)* — 10cosz
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Die letzten zwei der voranstehenden Abbildungen zeigen das diffuse Verhalten der Funk-
tion A.(zo), das bei der Untersuchung des Potentials V(z) = 3(z — 7)* — 10cos z zum
Vorschein tritt. Um auch fiir diesen Fall die generelle Moglichkeit einer Anwendung des
Naherungsverfahrens c sicherzustellen, kann man versuchen, von einer Variation beziiglich
der Grofle A, abzusehen, um als einzigen Variationsparameter die Gréfle Q@ zu verwen-
den. Denn, wie bereits im Abschnitt (2.2.6) erwahnt, handelt es sich bei der Minimierung
(beziiglich A;) nicht um eine “Mufl”—, sondern lediglich um eine “Soll”— Bestimmung, da
die allgemeine Giiltigkeit der betreffenden Ungleichungen von der Wahl der Variationspa-
rameter prinzipiell unberiihrt bleibt. Schon jetzt sei darauf hingewiesen, dafl dieses Motiv
im Abschnitt (3.2.5) in ahnlicher Weise ein zweites Mal auftauchen wird. Die folgen-
den zwei Abbildungen zeigen, welche Resultate man (numerisch) erzielt, wenn man das
Néherungsverfahren ¢ unter der Nebenbedingung eines festgewidhlten A, (zo) ausfiihrt.
Dabei bietet sich einerseits die Wahl A,(zo) = 7 an, andererseits aber auch die Wahl

AI(.’L'()) = Tg.:
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V(z) =Yz —m)? —10cosz
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3.2.4 Die Ortsverteilungen

In diesem Abschnitt sollen die Resultate vorgestellt werden, die man auf numerischem

Wege erzielt, wenn man gemaB dem Abschnitt (2.3) die Ortsverteilungen p(zo) nahe-

rungsweise berechnet. Bevor dies jedoch geschieht, soll darauf hingewiesen werden, da8

man dabei keine Aussage mehr dariiber machen kann, ob nun die Methode a oder etwa

die Methode c die besseren Abschéatzungen liefert ®. Zwar iiberlegt man sich leicht 1°, daB

die Methode a mit Sicherheit eine bessere Approximation der Diagonalmatrixelemente

des Operators e=PH liefert (vergleiche die Gleichung (2.137)). Dennoch iiberlebt in der

Ortsverteilung

(o] )
pze) = — , (3.46
fdil?g <£L'0|6_ﬁH|.’L‘0>

-—00

)

aufgrund der Normierung lediglich die funktionale Form der Matrixelemente ( zo | e ## | z4),

nicht aber in gewisser Weise ihr absoluter Wert. Im folgenden sollen nun die numerischen

®Die Methode b scheidet bei dieser Uberlegung von vornherein aus, da sie von weiteren Niherungen

Gebrauch macht (siehe die Bemerkung vor Gleichung (2.140)).
19Analog zur Argumentation des Abschnitts (3.2.3).
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Ergebnisse prasentiert werden. Dabei mufl darauf hingewiesen werden, daB die IKurven

der Verfahren a und ¢ praktisch stets zusammenfallen. Gegebenenfalls stimmen sogar alle

drei Kurven iiberein.
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3.2.5 Die Untersuchung periodischer Potentiale
Vorbemerkung

Mit Hilfe der Uberlegungen des Abschnitts (2.4.2) lassen sich im Fall 2r—periodischer
Nebenbedingungen unmittelbar die folgenden zwei Abschatzungen fiir die Diagonalmatri-

xelemente des Operators e=PH herleiten:

. dz exp|—p0 ®i(Z,
(6| e |o) > S exp|-B2wl] | [rm _[o P=A 8:(2. 4)] . (347)

exp[ —f ©x(4)]

Dabei stellt die linke Seite der voranstehenden Ungleichung eine beziiglich der Variablen ¢
2m—periodische Funktion dar, da man von der Voraussetzung eines 2m—periodischen Po-
tentials (und damit Hamiltonians) ausgegangen ist. Nun ist es verniinftig, daff man zur
Approximation einer periodischen Funktion nur solche Funktionen heranzieht, die zumin-
dest bereits die Periodizitat der urspriinglichen Funktion besitzen. Daraus ergibt sich fiir
die rechte Seite der Ungleichung (3.47) unmittelbar die Bedingung, beziiglich der Varia-

blen ¢ 2m—periodisch zu sein. Im folgenden soll nun die 27-Periodizitat des Ausdrucks
/di‘ exp[ -0 (7, 20) ] (3.48)

beziiglich der Variablen zo !! gezeigt werden. Dazu macht man sich zunichst anhand der
Gleichung (2.78) klar, daf aus der Voraussetzung V(z) = V(z + 2m) sofort folgt, daB der
Ausdruck Z{V(- + wy7) | { | ] *? beziiglich der Variablen { 2r—periodisch ist:

Z(Vi+wr) |[¢]e] = E[V(+wrn) | (+2r|a]. (3.49)
Setzt man dann die Variablentransformation
F —s $=F—gzo mit /diz s /d.% (3.50)

in die Gleichung (3.18) ein, so folgt aufgrund der Tatsache, dafl { bis auf eine additive
“Konstante” mit zo iibereinstimmt '3, mit Hilfe der Beziehung (3.49) unmittelbar die

2n-Periodizitat des Ausdrucks (3.48).

'Um mit den Formeln des Abschnitts (3.1) arbeiten zu konnen, wird an dieser Stelle aus Griinden der

Bequemlichkeit ¢ wieder durch zg ersetzt.
12An dieser Stelle sei nochmal an die Ersetzung (2.161) erinnert.

3Denn nach der Transformation (3.50) gilt gemaB der Gleichung (3.19): { = g — & ( % - 1).
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Versucht man nun, in analoger Weise die 2r—Periodizitdt des Ausdrucks ®,(zo) herzu-
leiten, so erlebt man eine Enttduschung. Denn aus den Gleichungen (3.26) und (3.27)
ergibt sich keinerlei Periodizitat beziiglich der Variablen z,. Allerdings stellt man fest,
dafl man diese Periodizitat sozusagen kiinstlich erzeugen kann, indem man von einer Va-
riation beziiglich der Variablen A, absieht und die feste Wahl A,(z¢) = z¢ trifft. Dabei
sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, da8 sich die Festsetzung A,(z¢) = z¢ nicht nur aus
der analytischen Forderung nach Periodizitat ergibt. Es stellt sich vielmehr heraus, da8
es sich dabei um eine numerische Notwendigkeit handelt. Denn — wie schon im Fall des
Potentials V(z) = 3(z — 7)* — 10 cos z geschehen — so scheitert man auch beim Potentjal
V(z) = —gcos z beim Versuch, die GréBe ®,(zo) numerisch beziiglich des Paares (2, A;)

zu minimieren 4.

Der klassische Grenzfall

Um auch im Fall periodischer Nebenbedingungen den klassischen Grenzfall diskutieren
zu konnen, ist es selbstverstandlich zuallererst notwendig, dafl man sich den expliziten
Ausdruck fiir die klassische Zustandssumme Z,,, beschafft !°. Dies geschieht im Anhang
(B.2), wo dariiber hinaus mit Hilfe der im Abschnitt (3.2.2) geleisteten Vorarbeiten ge-
zeigt wird, wie im Grenzfall hoher Temperaturen, d.h. fiir 3 = k},+T —~+ 0, die rechte Seite
der Ungleichung (2.162) in den klassischen Ausdruck Z,,s iibergeht. Damit gilt also auch
fiir den Fall periodischer Nebenbedingungen, dafl im Grenzfall 3 — 0 die angenaherten
Zustandssummen Z, und Z, '® in die klassische und damit exakte Zustandssumme (2.2)
iibergehen. Diese analytischen Uberlegungen lassen sich selbstverstindlich anhand der

numerisch erzielten Resultate bestatigen:

Dieser Versuch ist nicht verboten, da die Forderung nach Periodizitit zwar veniinftig ist, aber nicht

notwendig ist im Hinblick auf die Giiltigkeit der Ungleichung (3.47).

5Der fiir den nicht-periodischen Fall giiltige Ausdruck (3.34) findet sich praktisch in jedem Buch iiber
statistische Mechanik.

1°Es bezeichnet Z, die obere und Z, die untere Zeile der rechten Seite der Ungleichung (2.162).
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Die Freien Energieen

In Analogie zur Vorgehensweise des Abschnitts (3.2.3) sollen auch im periodischen Fall

die angendherten Freien Energieen F, und F, fur 3 25 und g % 50 einander gegeniiber-

gestellt werden:
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Der X Plot

In numerischer Hinsicht unterscheidet sich der periodische vom nicht-periodischen Fall
hauptsachlich dadurch, da man im periodischen Fall mit dem zuséatzlichen Problem zu
kampfen hat, die unendliche Summe {iber A (numerisch) berechnen zu miissen (siehe die
Gleichung (2.162)). Dabei kann man die Konvergenz der betreffenden unendlichen Summe
aufgrund des Faktors exp[ —32w?} | wohl als gesichert ansehen. Dennoch empfiehlt es sich
im Bestreben, unnoétigen Rechenaufwand zu vermeiden, dafl man kontrolliert, wie rasch die

Summenkonvergenz eintritt. Dies geschieht am besten dadurch, dafl man die Ausdriicke

Su0) = [dp [ dz exp[-8 0x(7,4)]
o 7% (3.51)
SN = [dé exp[~B 0x(9)]

in Abhangigkeit von der diskreten Variablen A auftragt. Dabei reicht es aufgrund der sich

unmittelbar aus der Gleichung (3.10) ergebenden Beziehungen
Sa(=A) = S.(N) und Se(—=A) = S(}N) (3.52)

aus, dal man ausschlieBlich positive Werte fiir A betrachtet:

V(z)=—cosz fir f=5 V(z) = —cosz fir =50
4.5 T 30 T :
InS, — InS, —
InS -—- 1 25 InS, --- ]
- 20 ~
— 15 +
- 10 &
- 5+
1.5 | ! ] 0 1 1 i
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
A A
| Abbildung 3.62] Abbildung 3.63

-]
Q]



40

30

20

10

1.88

1.87

1.86

1.85

1.84

1.83

V(z) = —10cosz fir 8 =5

1 I I

InS, — 4
v InSZ -

| Abbildung 3.64

V(z)=—2Lcosa fir =5

10

InS, —
Ing, --- i

Abbildung 3.66

450

350

250

150

50

2.15

2.05

1.95

1.85

V(z) = —10cosz fiir § =50
I ] 1

InS, —
In'sh —-

| Abbildung 3.65

V(z) = —2Lcosz fiir 8 =50

~ 10
T T T

Abbildung 3.67




Die Ortsverteilungen p(¢)

Selbstverstandlich lassen sich auch im Fall periodischer Nebenbedingungen Ausdriicke
herleiten, mit Hilfe derer es moglich ist, die (periodische) Ortsverteilung p(¢) approxima-
tiv zu bestimmen. Im speziellen ergeben sich analog zur Argumentation des Abschnitts

(2.4.2) die folgenden zwei Abschatzungen fir p(¢):

0@ = 5 X ep[-pped] \fmm [ dz el —f9a(5,9)]
a ) o

p(o) = 1
p(9) = 3 ; exp[~p2w?] \[f3Em expl—B 2r(¢)]

. (3.53)

Im folgenden sind die wiederum fiir 8 = 5 bzw. 3 = 50 erzielten numerischen Resultate

abgebildet:

V(z)= —cosz fir =5 V(z) = —cosz fir B =50
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Kapitel 4
Zusammenfassung

In diesem Kapitel soll versucht werden, ein Resumé der in dieser Arbeit erzielten Resultate
zu ziehen. Dabei fillt es schwer, ein allgemeingiiltiges Fazit aufzustellen, da je nach
Problemstellung und je nach Standpunkt des Betrachters verschiedene Aspekte starker
oder schwécher in den Vordergrund riicken. Daher wird man dem Ganzen wohl am besten

gerecht, wenn man bei der Zusammenfassung stichpunktartig vorgeht:

e Es wurde in dieser Arbeit erfolgreich geschafft, zwel neue Variationsansitze aufzu-
stellen, die analog zum Ansatz von Feynman und Kleinert letztlich allein auf der
Beziehung (2.36) beruhen. Dabei verkorpern die beiden neuen Ansitze den unmit-
telbaren Versuch, die Diagonalmatrixelemente des Operators e~PH abzuschatzen,
wodurch nicht nur eine angendherte Berechnung der Freien Energie, sondern auch
der Ortsverteilung in direkter Weise ermdglicht wird. Dariiber hinaus wurde in
dieser Arbeit erfolgreich aufgezeigt, wie sich damit der nachtragliche Einbau peri-

odischer Nebenbedingungen bewerkstelligen 148t.

e Es wurde in dieser Arbeit erfolgreich geschafft, die bereitgestellten Naherungsver-

fahren numerisch umzusetzen und anhand von einigen Beispielfallen zu erproben.

e Im nicht-periodischen Fall stellt im Hinblick auf eine angendherte Berechnung der
Freien Energie der herkémmliche Ansatz von Feynman und Kleinert wohl immer
noch die beste Moglichkeit dar. Zwar konnten mit der Methode a leichte Verbesse-
rungen erzielt werden, aber es ist fraglich, ob diese Verbesserungen grof genug sind,

um den stark erhohten Rechenaufwand der Methode a ! zu rechtfertigen. .

Tm Hinblick auf die numerische Umsetzung der drei Naherungsverfahren 148t sich die grobe Faustregel

aufstellen, dafB8 entsprechende Rechnungen bei der Methode b eine Angelegenheit von Sekunden, bei der
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¢ Im nicht-periodischen Fall erscheint es moglich, daB bei der approximativen Bestim-
mung der Ortsverteilung mit Hilfe der beiden Niherungsverfahren a und c (siehe
die Gleichung (2.139)) tatsachlich Verbesserungen gegeniiber der von Kleinert vor-
geschlagenen Abschéatzung (2.140) erzielt werden kénnen. Diese Annahme wird zum
einen durch die Beobachtung gerechtfertigt, dal die beiden Kurven der Methoden
a und c praktisch stets iibereinstimmen, wahrend die Kleinert’sche Kurve oftmals
einen abweichenden Verlauf zeigt (siehe die Abbildungen (3.37) bis (3.52)), was
sicherlich dadurch zu begriinden ist, daf} die Kleinert’sche Methode ja auch in ana-
lytischer Hinsicht den beiden Variationsansatzen a und c nicht véllig gleichzusetzen
ist, da sie von einer zusdtzlichen Niherung Gebrauch macht (siehe die Bemerkung
vor Gleichung (2.140)). Dartiber hinaus wird die obige Behauptung vor allem auch

1 erzielten Re-

durch die bei der Untersuchung des Potentials V(z) = —3z% + -z
sultate gestiitzt (siehe die Abbildung (3.44)). Denn fiir dieses Potential ist — wie
aus der Referenz [5] (Kapitel 5.8) hervorgeht — im Tieftemperaturlimes zu erwarten,
dafBl die Methode von Kleinert keine allzu gute Abschatzung der Ortsverteilung mehr
liefert. Nun ist aber zu beobachten, dafl gerade in diesem Fall die beiden Kurven a

und ¢ am starksten von der Kleinert’schen Kurve abweichen (vergleiche dazu auch

die Abbildung (5.8) in der Referenz [5]).

e Nach dem Einbau periodischer Nebenbedingungen scheint im Hinblick auf eine ap-
proximative Bestimmung der Freien Energie nur noch das Naherungsverfahren a
brauchbar zu sein. Jedenfalls liefert die Methode ¢ bei der Untersuchung des Po-
tentials V(z) = —gcos z die wesentlich groBeren oberen Schranken als die Methode
a, so daf sich der erhdhte numerische Rechenaufwand des Naherungsverfahrens a in

jedem Fall zu lohnen scheint.

e Im Hinblick auf eine angenaherte Berechnung der Ortsverteilung fallt auf, dafl nach
dem Einbau periodischer Nebenbedingungen die Ubereinstimmung der beiden Nihe-
rungskurven a und c, die im nicht-periodischen Fall noch festzustellen war, praktisch
nicht mehr gegeben ist. Da keine exakten Ergebnisse vorliegen, fallt es schwer zu
beurteilen, welche der beirculen Néaherungskurven a und ¢ dem tatsichlichen Verlauf

wohl nédher kommt (vergleiche dazu den Anfang des Abschnitts (3.2.4)). Im Fall pe-

Methode ¢ von Minuten, und bei der Methode a von Stunden sind. Dabei fiihrt bei der Methode a vor

allem die Ausfithrung des Doppelintegrals tiber z und zo zu einer Vervielfachung des Rechenaufwands

gegeniiber der Methode b.
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riodischer Nebenbedingungen wire es daher wiinschenswert, dal man die gegebenen
Naherungsverfahren noch anhand einiger anderer periodischer Beispielpotentiale un-

tersucht, fiir die gegebenenfalls exakte Ergebnisse vorliegen.
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Anhang A

Erganzende Rechnungen zu

Kapitel 2

A.1 Euklidische Wirkung des harmonischen Oszilla-

tors

Aus der Gleichung (2.12) gewinnt man unmittelbar die Fourier Entwicklung der Ableitung
des Pfades z(7) nach der imaginiren Zeit 7:

(r) = Y iwn X €7, (A.1)
Mit Hilfe der beiden Fourier Entwicklungen (2.12) und (A.1) erbélt der Integrand auf der
rechten Seite der Gleichung (2.6) fiir den Fall, daB man das Potential (2.18) diskutiert,
die folgende Gestalt:

2i(r)’ + Vo[z(7)] = Bi(r)*+ 30 (2(r)-A)" =
z ( Zm'n — Wy KXm Xn gilwmtwn)7
+ Tmn 9 Xa X, cilemten)T (A.2)
- Yo 0? X, 2A givm”
+ Q? A? ).

Unter Verwendung des Integrals

h3 1
/ dr ¢ = 1 /ds €2 = BB b, (A.3)
0 0
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1aBt sich nun das in der Gleichung (2.6) auftauchende Integral iiber 7 leicht 16sen. Man

erhalt:

Adla(r)] /df{ﬂ )+ Vola(r)] }

= 133( o —wmwem Xm Xom = 0BZ( L. o X
+ Xn o X X_m + X Q? |A | (A4)
— Q2 Xo 2A — Qr X, 2A
+ Q2 A? ) + Q? A2 )
= pm Y (Wi +97)|XaP + hB2OQ*(Ap— )
m=1

Mit den Beziehungen (2.13) und (2.16) ergibt sich daraus sofort das gewiinschte Resultat
(2.19).

A.2 Die Integrationen iiber R und I
Mit Hilfe der in der Gleichung (2.21) eingefithrten Abkiirzung

[dr [a1 = f[ (\/7"—@?7(13,,1 \/@7(11,” ) (A.5)

lassen sich die beiden in den Gleichungen (2.45) und (2.60) auftauchenden Integrale {iber
R und I wie folgt berechnen:

/dR /dI exp[—ﬂm 3 (w,2n+92)([Rm—ARm]2+[Im—AIm]2)]
= lill(wfnwj—lﬂ2 /i}% e /% e—ﬂ) (A-6)
- 11 (z25) - @

Dabei findet man die explizite Definition der Funktion F(Q) in der Gleichung (A.8). Das
in der voranstehenden Gleichung auftauchende unendliche Produkt 148t sich mit Hilfe der

Referenz [8], S.37, 1.431 13sen:

() - B -

2 2
me=1 mem
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A.3 Tabelle der Funktionen

LX) )
2 Q2 >0
sinh[ 22Q ] -

K\ /-2
—2 Q2 <0

sin[%‘im]

%QQ coth[%ﬁ—Q] -1 Q>0

1

2| sinh[%£Q] cosh[28Q]
H(Q) = ) (A.10)
1 V- _1
2 sin[%’i\/-fﬂ} cos[%’i\/—ﬂz]

Fal 1]

——L%Q coth[ 2q] - 1} Q2> 0
a(Q) = (A.11)
— = %fi\/-Q2 cot[%gv-ﬂz] - 1} 0 <0

—

e |10
m sinh[ 2£Q]

1 1 [ cosh[ (% — 7) @} B 1}

b(Q,7) = ] (A.12)
11 %\/_9_2 cos[(—é’E_;'r) \/f]
sin| 22+/-Q?

—1] 0?2 <0

(220 cosh[ (2 — 7)Q] — sinh[2Q]
2 2 2

B0 cosh[2£Q] — sinh[22Q]

c(Q,7) = (A.13)
B-0? cos[(%’i—'r)\/:(_ﬁ] - sin[%’i\/?ﬁ]

| 1/-Q2 cos[%@\/-—ﬂ—i] — sin[%@\/—_@]

0% <0

81



A.4 Die Transformation von “schiefen” zu “geraden”

Pfaden

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man ein Pfadintegral, bei dem iiber alle Pfade
z(7) integriert wird, die vom Anfangspunkt z, = z(7 = 0) zum Endpunkt z, = z(7 = hf3)
laufen, in ein entsprechendes Pfadintegral umwandelt, bei dem iiber solche Pfade y(7)
integriert wird, die denselben Anfangs— und Endpunkt z, = y(r = 0) = y(r = hp)
besitzen. Dazu fithrt man zunéchst die Geschwindigkeit v durch die Definition

Tp — Tq
h

ein, um anschlieBend die folgende Beziehung zwischen dem “geraden” Pfad y(7) und dem

v

(A.14)

“schiefen” Pfad z(7) aufzustellen:
y(r) = z(r)~vr = z(r)y = y(r)+vr (A.15)

Damit 1aBt sich das Quadrat der Ableitung des Pfades z(7) nach der imagindren Zeit 7

folgendermaflen umschreiben:
#(1)" = (§(1)+0)" = §(r) +2vy(r) +o". (A.16)

Mit Hilfe der beiden Integrale

LB

Jdr i) = yBB-y(0) = za-z0 = 0

s (A.17)
/dT v? = hBv?,

sowie der Beziehungen (A.15) und (A.16) gewinnt man unmittelbar das folgende Ender-
gebnis:
Ty hﬂ

1 o
/D[x(T)] exp[—g /dT {7x(7') +V[x(7‘)]}}

o . (A.18)
= o[-0 [Dlun)] exo| 3 [dr {907+ Viy(r) +or]]

2‘ p h J 2 .



Anhang B

Erginzende Rechnungen zu

Kapitel 3

B.1 Die Minimierung

Wie bereits im Abschnitt (2.2.6) ausfithrlich dargestellt wurde, ist es notwendig, daB man
den Ausdruck ®(v) minimiert, um moglichst gute Anndherungen an die exakten Ergeb-
nisse zu erzielen. Da ein entsprechendes numerisches Minimierungsverfahren durch die
Kenntnis der Ableitung von ®(v) wesentlich beschleunigt wird, wurden ausgehend von
dem im Abschnitt (3.1) vorgestellten Formelapparat auch die Ableitungen der betref-
fenden GroBlen berechnet und in Programmcode umgesetzt. An dieser Stelle sollen aus
Griinden der Vollstindigkeit die erzielten Resultate aufgefiihrt werden. Dabei erweist
es sich im Bemiihen einer moglichst vereinfachten Darstellung als giinstig, nicht die ei-
gentlichen Ableitungen nach z, sondern die mit (—2z) multiplizierten Ableitungen (nach
z) aufzulisten. Dementsprechend soll an dieser Stelle der folgende Differentialoperator
eingefiihrt werden:

b o= -9 (B.1)
dz

Bevor man die Fille a, b und ¢ im einzelnen behandelt, ist es notwendig, die Ableitungen

der im Abschnitt (3.1.2) aufgefiihrten Funktionen zu berechnen:

B.1.1 Tabelle der Ableitungen

DF(z) = F(z) G(z) (B.2)



bH(z) = (1+2H(2)) (G(z) - H(x)) (B.4)

Pa(z) = a(e) (DG(””)H) (B.5)

1+T(x,t)) — F(z)+xt sinh[\/gt]‘ z>0
(B.6)

(
G(:L‘)<1+T($,t)) + F(z)-zt sin[\/—_xt] z <0
B.1.2 Fall a

Wendet man den in der Gleichung (B.1) eingefiihrten Differentialoperator D auf beide
Seiten der Gleichung (3.18) an, so ergibt sich:

8D0(,z) = 8[DEVO)ICI] - G +

i . (B.7)
(1—A))A, — DG A1 A2+ (1= Ay) DA,
+ .
2 4
Dabei wurde bereits die sich aus
DG D
A, = 249 = 22 (B.8)
G a
ergebende Beziehung
. D
DAy = —A— = —AA (B.9)

a
benutzt. Zur expliziten Berechnung des letzten Summanden der rechten Seite der Glei-
chung (B.7) benétigt man ferner die folgende Ableitung:

DAy = 2F 4 (1—Ay) %9 = 2P — (1—A)(2—Ay). (B.10)
Dabei wurde erneut von der Gleichung (B.8) Gebrauch gemacht. Die Berechnung der
ebenfalls in der Gleichung (B.7) auftauchenden Ableitung der Grofle = [V(:) | ( | o]

ergibt sich unmittelbar aus der folgenden Beziehung:

0ELVO)ICIa) | 5 9EIVOICIo]

DEWVO)IClo] = be == -

(B.11)

Dabei sind in diesem Fall die Ableitungen von ¢ und o durch die folgenden zwei Bezie-

hungen gegeben:

- pT A

Do = Ao - 2;5[T(2—A2)+DT] (B.12)
. 2 — DT

D¢ = (zo—2) I AG"’HD : (B.13)
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B.1.3 Fallb

Nach Anwendung des Differentialoperators D auf die Gleichung (3.22) ergibt sich:
. . ) DG
BD®(z) = FD=E[V()|z|a] — G — BB (B.14)
Dabei berechnet man den Ausdruck D Z[V(-) | Z | a] am einfachsten durch:

DE[V()|z|a] = Da aE[V({'?)a'““].

(B.15)

B.1.4 Fall ¢

In diesem Fall sto8t man auf das Problem einer zweidimensionalen Minimierung beziiglich
der Variablen z und A,. Dies fiihrt dazu, daB man den Gradienten (%%, é‘%) berechnen
muf. Dementsprechend soll im folgenden der Differentialoperator D nicht als gewdhnliche,

sondern als partielle Ableitung nach x verstanden werden. Genauer gesagt, soll gelten:

b... = —222 . (B.16)
oz

Um die partielle Ableitung nach A, zu berechnen, bemerkt man zunichst, dafl die Gréfle
o nicht vom Variationsparameter A, abhingt. Anschlieflend stellt man fiir die Gréfle ¢

die folgende niitzliche Identitat fest:
a(¢ A ¢

.~ 7oA (B.17)
Daraus folgert man unmittelbar:
OZ(V() | (lo] _ wo—C OE[V()I(]|o] B.15)
04, To — D 8¢ ' '

Unter Verwendung des voranstehenden Ausdrucks 18t sich schlieBlich die Gleichung (3.26)

partiell nach A, differenzieren. Man erhalt:

3 9( ;to xO—C IZ[V() (| o] Az H
o B.19
IH IH/ ( Tg — 6( + o — Oy ( )
Mit Hilfe der beiden Bemehungen
ba
— = 2H B.20
14+G ( )
DA = —2HA (B.21)

1aBt sich die Gleichung (3.26) unmittelbar partiell nach = ableiten. Das Ergebnis lautet:

BDe(z) = B [DEIV()IClo] + H - G +

L A (B.22)
DH —DG - Az DH
+ 2

+ AzH(1+ H).
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Zur expliziten Berechnung des oben auftretenden Ausdrucks D Z[V(-) | ¢ | ¢] benstigt

man neben der Gleichung (B.11) die folgenden zwei Beziehungen:

—(1+T)2H

DT
14T
(1+7) 14+G

— = o(14+H) —

(B.23)

q
81

R Dr—(147T)2H
1+G

(B.24)

B.2 Die klassische Zustandssumme im Fall periodi-
scher Nebenbedingungen

Wie allgemein bekannt ist, kann man die klassische Mechanik formal aus der (Quantenme-
chanik ableiten, indem man den Grenziibergang A — 0 vornimmt. Da der Kommutator
zwischen Impuls p und Ort Z allgemein von der Gré8enordnung # ist, kann man in diesem
Grenzfall in der Exponentialfunktion die kinetische und die potentielle Energie wie folgt

voneinander abspalten:
e P = P PV (140(h)). (B.25)

Mit Hilfe der voranstehenden Beziehung, sowie den Gleichungen (2.143) und (2.144) lafit

sich im klassischen Grenzfall die Gleichung (2.157) folgendermafen umformen:

) (ol
21rd¢

= [52 T (o1 k) e V) (k| )
J 2

]t

Noch ist es nicht mdglich, dal man mit Hilfe der Beziehungen des Abschnitts (3.2.2) fir

o2

€ 2m

k

27
d¢
chass - / g E <¢

SJES

> exp[—ﬁ (F; :z + w«m)] : (B.26)
k

den klassischen Grenzfall die rechte Seite der Ungleichung (2.162) in den voranstehenden
Ausdruck iberfithrt. Dies andert sich jedoch, wenn man - wie schon im Abschnitt (2.4.1) -
die Beziehungen (2.149) und (2.150) beniitzt, um die Summe iber den diskreten Impuls

k wieder in ein Integral iber den kontinuierlichen Impuls p umzuwandeln. Man erhalt:

> /d¢ /2— exp[z2w§t~ﬁ(2—2+w¢))]
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’r dp ox g o2r YV m [ 27
/ Z027rh {_%(”_’mﬁél) _57(155 ) pyie )}

0

> exp[ -t 0/d¢ Sz e[ ~BV(¢)]. (B.27)

Bedenkt man nun, dafl im klassischen Grenzfall wegen des Faktors exp] —32w} ] ! sowohl
zur unendlichen Summe der rechten Seite der Ungleichung (2.162), als auch zur voranste-
henden unendlichen Summe (B.27) einzig und allein der Summand mit A =0 bzw. | =0
beitrigt, so wird anhand der Beziehungen (3.40) und (3.43) ? unmittelbar klar, daf die
rechte Seite der Ungleichung (2.162) in den klassischen Ausdruck

Zaws = \J75m [dé exp|-BV(9)] (B.28)

iibergeht.

!Man beachte, daB gemaB der Gleichung (2.11) gilt: w; o< I/hf.
2Auf diese Beziehungen kann man wegen der trivialen Identitidt ®x=o(v) = ®(v) zuriickgreifen.
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