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a) Geben Sie eine explizite Darstellung der primitiven fünften Einheitswurzeln mithilfe von Qua-

dratwurzeln an. (Tipp: Wenn 𝑋 4 +𝑋 3 +𝑋 2 +𝑋 +1 = 0, welche Polynomgleichung erfüllt dann

𝑋 + 𝑋−1?)

b) Folgern Sie aus ihrer Lösung der Teilaufgabe a) eine Konstruktionsvorschrift eines regelmäßigen

Fünfecks mit Zirkel und Lineal.

c) Geben Sie eine Komstruktionsvorschrift eines regelmäßigen Zwanzigecks mit Zirkel und Lineal

an.

Lösung

a) Wir bezeichnen mit 𝜁 die primitive fünfte Einheitswurzel in den komplexen Zahlen ℂ. Es ist

bekannt, dass 𝐺 ∶= Gal(ℚ(𝜁 )|ℚ) ≅ (ℤ/5ℤ, ⋅)∗ ≅ (ℤ/4ℤ, +) via den Abbildungen die durch die

Bilder der jeweiligen Erzeuger gegeben sind:

(𝜏 ∶ (𝜁 ↦ 𝜁
2
)) ↦ [2] ↦ [1].

(Anmerkung: genau dieses 𝜏 ist ein Erzeuger von 𝐺, da [2] einer von (ℤ/5ℤ, ⋅)∗ ist). Wir be-

trachten jetzt dem Hinweis folgend das Element 𝛼 ∶= 𝜁 + 𝜁−1 und bemerken, da 𝜁 5 = 1 gilt,

dass 𝛼 = 𝜁 + 𝜁 4 gilt. Wir betrachten nun das Kreisteilungspolynom 𝛷5 und seine bekannte

Zerlegung in ℂ[𝑋]:
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Mittels Koeffizientenvergleich ergibt sich also
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mit 𝛽 = 𝜁 2 + 𝜁 3. Jetzt wollen wir 𝛼𝛽 berechnen:
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Wir sehen also 𝛼 +𝛽 = 𝛼𝛽 = −1. Also 𝛽 = −1−𝛼. Jetzt können wir das in die andere Gleichung

einsetzen und erhalten:

𝛼𝛽 = 𝛼(−1 − 𝛼) = −𝛼
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und demnach
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Mit Hilfe der Lösungsformel für qudratische Polynomgleichungen erhält man
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.

Da der Realteil von 𝛼(= cos(
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. Mit 𝛼 = 𝜁+𝜁−1 erhält man mittels Multiplikation mit 𝜁 die Gleichung

𝜁 2−𝜁𝛼+1 = 0. Wiederum mit der Lösungsformel für quadratische Polynomgleichungen erhält

man schließlich 𝜁 = −1+
√
5

4
±
√
−1

√
2
√
5+10

4
. Da der Imaginärteil von 𝜁 (= sin(
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man schließlich die gewünschte Darstellung für 𝜁 mittels Quadratwurzeln:
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Man kann den Realteil noch Vereinfachen:
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b) Wir definiern die Punkte 𝑂 = (0, 0) und 𝑃 = (1, 0). Diese liegen auf einem Kreis mit Mittelpunkt

0 und Radius 1. Also

a) Konstruiere mit einem Zirkel einen Kreis mit Mittelpunkt 𝑂 und Radius 1.

b) Verbinde die Punkte 𝑃 und 𝑂 mit dem Lineal.

c) Konstruiere ein Rechtwinkliges Dreieck mit Katheten der Länge 1 (𝑂𝑃 ) und 2 (𝑃𝐴) wobei

𝐴 ein Punkt ist der auf der Tangente des Kreises am Punkt 𝑃 liegt und eben 𝑃𝐴 = 2 gilt.

Die Hypothenuse diese Rechtwinkligen Dreiecks ist also 𝑂𝐴.

d) Verlängere die Hypothenuse um 1. Diesen Punkt nennen wir 𝐵.

e) Zeichne einen Kreis um𝑂 auf dem 𝐵 liegt. Schneide diesen Kreis mit 𝑜𝑣𝑒𝑟𝑙𝑖𝑛𝑒𝑃𝐴 und nenne

den Schnittpunkt 𝐶.

f) Der Schnittpunkt des ersten Kreises und 𝑂𝐶 ist 𝜁 . Damit haben wir eine primitive 5-te

Einheitswurzel konstruiert und somit auch ein regelmäßiges 5-Eck.

c) Nach dem wir das regelmäßige 5-Eck konstruiert haben können wir den Umkreis des 5-Ecks

konsruieren. Dann konstriert man die Mittelsenkrechten zwischen allen fünf Ecken. Die Schnitt-

punkte mit dem Umkreis geben uns die fehlnden fünf Ecken eines regelmäßigen 10-Ecks. Jetzt

machen wir dasselbe für das 10-Eck und erhalten dadurch ein regelmäßiges 20-Eck.
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