F25-T2-A1

a) Seon € Zs; und sei R ein Ring. Ein Element w € R ist eine n-te Einhheitswurzel in R, wenn
w" =1 gilt, und eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn zusétzlich fiir alle 1 < m < n gilt, dass
@™ — 1 € R* (also eine Einheit in R) ist.

Zeigen Sie, dass die (Restklasse) von 7 in Z/100Z eine vierte Einheitswurzel, aber keine primi-

tive vierte Einheitswurzel ist.

b) Bestimmen Sie die Ordnung der Einheitengruppe von Z./2025Z und zeigen Sie, dass diese Grup-
pe nicht zyklisch ist.

Losung

a) Wir berechnen 7° = 43( mod 100) und demnach ist 74 = 7 - 7 also 7* = 73 - 43 = 1( mod 100).
Jedoch ist 7' — 1 = 6 und ggT(6, 100) # 1, weshalt [7 — 1] ¢ Z/100Z ist. Das zeigt die Behaup-
tung.

b) Die Primfaktorzerlegung von 2025 ist 3* - 5. Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes bekommt
man also Z,/2025Z. = 7Z./3*Z x Z./5*Z.. Demnach gilt Z.,/2025Z" = 7Z./3*Z* x Z./5*Z". Es gilt
3% = 81 und 52 = 25, und demnach folgt fiir die eulersche Phi-Funktion ¢(3*) = 81 — 27 = 54
und ¢(52) = 25 — 5 = 20. Demnach gilt |Z/2025Z*| = 54 - 20 = 1080. Angenommen Z/2025Z*
ware zyklisch, dann miisste es in Z/81Z* x Z /257 ein Element der Ordnung 1080 geben (weil
wir ja die Isomorphie zu Z /20257 haben). Das kann jedoch nicht sein, da ggT(54, 20) # 1.



