
H25-T1-A3

Es seien 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ ⧵ {0}: Weiter gelte 𝑎𝑏
𝑐
+ 𝑏𝑐

𝑎
+ 𝑐𝑎

𝑏
∈ ℤ.

a) Es sei 𝑓 (𝑋) ∶= (𝑋 − 𝑎𝑏
𝑐
)(𝑋 𝑏𝑐

𝑎

)(𝑋 − 𝑐𝑎
𝑏
) ∈ ℚ[𝑋]. Zeigen Sie, dass 𝑓 ganzahlige Koeffizienten hat.

b) Zeigen Sie, dass die ratinalen Zahlen 𝑎𝑏
𝑐
, 𝑏𝑐
𝑎

und 𝑐𝑎
𝑏

bereits in ℤ liegen.

Lösung

a) Ausmultiplizieren liefert 𝑓 (𝑋) = 𝑋 3 − ( 𝑎𝑏
𝑐
+ 𝑏𝑐

𝑎
+ 𝑐𝑎

𝑏
)𝑋 2 + (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)𝑋 − 𝑎𝑏𝑐. Demnach folgt

aus den Voraussetzungen 𝑓 ∈ ℤ[𝑋].

b) Da 𝑓 ∈ ℤ[𝑋] gilt nach Gauß dass für eine Nullstelle 𝛼 ∈ ℚ von 𝑓 mit 𝛼 =
𝑝

𝑞
und ggT(𝑝, 𝑞) = 1,

dass 𝑞 ∣ 1 ubd 𝑝 ∣ 𝑎𝑏𝑐. Demnach ist 𝛼 =
𝑝

𝑞
in ℤ. Da wir die Nullstellen aus der Form von 𝑓 aus

a) ablesen können, folgt die Behauptung.
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