
H24-T2-A2

a) Bestimmen Sie die ganze Zahl 𝑎 ∈ {0, … , 82} mit 50247 ≡ 𝑎( mod 83).

b) Der Satz von Wilson besagt, dass (𝑝 − 1)! ≡ −1( mod 𝑝) für jede Primzahl 𝑝 gilt. Bestimmen

Sie hiermit die ganze Zahl 𝑎 ∈ {0, … , 100} mit 98! ≡ 𝑎( mod 101).

Hinweis: Sie dürfen den Satz von Wilson ohne Beweis benutzen.

c) Im Folgenden bezeichne 𝜙 die Eulersche 𝜙- Funktion. Beweisen oder widerlegen Sie:

i) für alle 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ mit 𝑛 > 𝑚 gilt 𝜙(𝑛) ≥ 𝜙(𝑚);

ii) für alle 𝑛 ∈ ℕ gilt 𝜙(2𝑛) ≥ 𝜙(𝑛);

iii) für alle 𝑛 ∈ ℕ gilt 𝜙(𝑛) ∣ 𝜙(𝑛2).

Lösung

a) Wir bemerken 247 = 3⋅82+1. Zudem ist 83 eine Primzahl und demnach gilt für alle 𝑥 ∈ ℤ/83ℤ,

dass 𝑥82 = 1 gilt. Wir folgern also 50247 ≡ 50⋅50
3⋅82

≡ 50 ⋅ 1
3
≡ 50( mod 83). Demnach ist 𝑎 = 50.

b) Nach dem Satz von Wilson gilt 100! ≡ −1( mod 101), da 101 eine Primzahl ist. Wir suchen nun

das Inverse zu 2 inℤ/101ℤ. Dazu berechnenwir 101 = 2⋅5+1. Demnach ist 2−1 ≡ 51( mod 101).

Da 2! = 2 folgt 98! = 100!

2
und desahlb 98! ≡ −1

2
≡ 50( mod 101). Es ist also wieder 𝑎 = 50.

c) i) Wir betrachten 6 > 5 aber 𝜙(6) = 𝜙(2)𝜙(3) = 2 und 𝜙(5) = 4.

ii) Wir betrachten zunächst den Fall, dass 2 ∤ 𝑛. Dann Gilt 𝜙(2𝑛) = 𝜙(2)𝜙(𝑛) = 𝜙(𝑛). Im Fall

2 ∤ 𝑛 schreiben wir 𝑛 = 2
𝑘
⋅ 𝑙 mit 𝑘 ≥ 1 und 2 ∤ 𝑙. Demnach ist 𝜙(2𝑛) = 𝜙(2
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