F25-T3-A1

Sein > 1, sei K ein Korper, sei Mat,(K) der Ring der n x n-Matrizen iiber K, und sei A € Mat,(K).

Bekanntlich ist das Minimalpolynom von A das eindeutig bestimmte normierte Polynom p4 € K[X]

minimalen Grades, das ps(A) = 0, erfillt.

a)

b)

Seim > 1 und B € Mat,(K). Des Weiteren sei C € Mat,,,(K) die Blockdiagonalmatrix C =

A 0
( o B ) Beweisen Sie, dass pic ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von 4 und pp ist.

Entscheiden Sie begriindet, ob es eine Matrix A € Matg(R) mit charakteristischem Polynom
X¢ + X* und Minimalpolynom vom Grad 5 gibt.

Losung

a)

Wir betrachten die lineare Abbildung

A-(vg,...,0)7
e : K™ > K™ (01, ey Upy Wiy oo, Wiy)T @ 2 .
B-(wi,...,wy)T

Die darstellende Matrix beziiglich der Standardbasis von ¢¢ ist C. Man betrachte weiter die
Abbildung
ac : K[X] - Matpm(K),  f(X) — f(C);

beziehungsweise
ac « K[X] - End(K™™),  f(X) f($c)

als Endomorphismus gelesen. Es gilt bekanntlich ker(ac) = (uc). Analoge Definitionen fiir
¢4, P, bzw. a4, ap ergeben ker(as) = (pa) und ker(ap) = (up). Wir zeigen also zunachst, dass
He in (pa) bzw. (up) enthalten ist. Demnach berechenen wir uc(A) sowie pc(B). bzw. pic(¢ha)
und pic(¢p)). Da puc(pe) = 0 muss puc(Ppa)(v) = 0 sowie pc(pp)(w) = 0 gelten, fiir alle v € K"
und w € K™. Demnach gilt pic(A) = 0 und pc(B) = 0. yc ist also ein gemeinsames Vielfaches
von p4 und pp. Da pe vom kleinsten Grad mit dieser Eigenschaft ist, ist es auch ein kleinstes

gemeinsames Vielfaches.

X6+ X* = X*(X?+1).Da X und X? + 1 irreduzibel in R[ X] sind, ist dies die eindeutige (bis auf
Konstanten) Zerlegung in irreduzible Elemente. Da X2 +1 irreduzibel in R[X] ist, ist das einzige

normierte Polynom vom Grad 5, dass X® + X* teilt, ist X° + X*. Wir nutzen Teilaufgabe a). Wir

01 00
B 0 0 1 0 -1
definieren A = mit B = und C = . Da B einen Jordan-
0 C 0 0 0 1 0
0 0 0 O

Block der Grofie 3 und einen Jordan-Block der Grofe 1 enthélt ist das charakteristische Polynom



von B gleich y5(X) = X*+X? und das Minimalpolynom y4 = X°+X. Die Eigenwerte von C sind
i und —i. Demnach ist das charakteristische Polynom von C gleich dem Minimalpolynom von C
also yc(X) = pc(X) = X?+1 (dairreduzibel iiber R). Nach a) ist ua(X) = kgV(X3+X?, X2+1) =
X° + X3, Fiir das charakteristische Polynom benutzt man die Determinantenformel fiir Block-
Matrizen und erhlt somit y4(X) = yg(X) - yc(X) = X® + X*.



