F24-T1-A5

Seiax = /10 = 54/2 € R.

a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « iiber Q.

b) Zeigen Sie, dass Q()|Q eine Galoiserweiterung ist.

c) Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe vonn Q(«)|Q zu Z/4Z. isomorph ist.

Losung

a) Wir rechnen a? = 10 — 542 und a* = 150 — 100 /2. Es gilt also a* — 20a? = —50. Das Polynom

b)

f = X*—20X2+50 hat also « als Nullstelle. F ist zudem normiert und irreduzibel nach Eisenstein

(p = 2). f ist also das Minimalpolynom von « tiber Q.

Wir treffen zunichst ein paar Voriiberlegungen. Es gilt \/ 10 — 542 \/ 104+ 5+/2 = /50 = 542 =
10 — a?® € Q(a). Also ist auch f := 10+ 52 € Q(a). Da f = (X — a)(X + a)(X — B)(X + J)
ist Q(«) der Zerfallungskorper von f iiber Q. Damit ist Q(«)|Q eine normale Erweiterung und

da Q perfekt ist, ist die Erweiterung auch Galois’sch.

Da deg(f) = 4 gilt [Q(a) : Q] = 4 und da Q(@)|Q separabel ist, gilt auch #Gal(Q(«)|Q) = 4.
Deshalb ist die Galoisgruppe entweder isomorph zu Z/2Z x Z./2Z oder zu Z /4Z. Wir betrach-
ten o € Gal(Q(«)|Q), mit o() = . Man beobachtet die folgenden Gleichungen, die man leicht
aus b) erhalt:
1 10— 4% —542
af =10 —-a® =542, 10 = 0-p = 5\/»=—ﬁ=—a¢a.
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Es gilt dann o?(a) = o(f) = O'(w;i) = 10;# = —a # a. Daher hat ¢ nicht Ordnung 2.

Da ¢ auch nicht Ordnung 1 hat, kann Gal(Q(«)|Q) nur isomorph zur zyklischen Gruppe mit 4
Elementen, Z./4Z., sein.



